Chapitre 3

Anneaux, algebres

3.1 Structures

Un anneau est un ensemble A muni de deux opérations internes + et x et d’éléments
04 et 14 qui vérifient :

associativité de ’addition :

VYVac AVbe AVee A a+(b+c)=(a+b)+c,
commutativité de ’addition :

Vaoe AVbe A a+b=b+a,
0, est élément neutre de 1’addition :
VaeA a+0y=a,
tout élément de A a un opposé :
YVaeATbeA a+b=0,,

associativité de la multiplication :

VYVac AVbe AVee A ax(bxc)=(axb)xc,
distributivité de la multiplication par rapport a I’addition :

Vae AVbe AVee A ax(b+c)=(axb)+(axc) et (b+c)xa=(bxa)+(cxa),

1 est élément neutre de la multiplication :

VaeA 1pxa=ax1ly=a.

Un anneau est dit commutatif quand, en plus des propriétés ci-dessus, la multiplication
est commutative :

Vaoe AVbe A axb=bxa.

L’opposé d’un élément a d’un anneau est unique et noté —a.

On dit que a est inversible dans A quand il existe b dans A tel que a X b=bx a = 1,.

Un tel élément b est unique ; on 'appelle ’inverse de a, et on le note a~*.
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14 CHAPITRE 3. ANNEAUX, ALGEBRES

Un corps K est un anneau commutatif tel que Og # 1k et que tout élément différent de
Ok a un inverse dans K.

Un anneau A est dit intégre quand 0y # 15 et que
VYVac AVbe A axb=0=(a=00ub=0).

Un corps est un anneau integre.

Soit K un corps. Une K-algébre est un anneau A muni en plus d’une opération externe
(multiplication par un scalaire) :

KxA — A
(ANa) — A-a

telle que ’addition de A et la multiplication par un scalaire font de A un K-espace vectoriel,
et que
A(axb)=AN-a)xb=ax (A-)).

Notations habituelles : Le plus souvent, on note simplement 0 et 1 au lieu de 04 et 14.
On note a— b au lieu de a+ (—b), et on ne parenthése pas les additions et soustractions (ceci
est justifié par 1’associativité de I’addition). On note la multiplication (aussi bien la multi-
plication interne que la multiplication par un scalaire) sans symbole, et sans parenthésage
(ce qui est justifié par 'associativité et les propriétés de compatibilité entre la multiplication
interne et la multiplication par un scalaire). Le produit @ X a X --- X a (n facteurs a) est
noté a™.

Une liste d’exemples & méditer, avec quelques questions.
1. Z est un anneau commutatif. Montrer que N n’est pas un anneau.
2. Q, R et C sont des corps.

3. Z/nZ est un anneau commutatif. Montrer que c’est un corps si n est un nombre
premier. Montrer que Z/nZ n’est pas intégre si n n’est pas premier.

4. Soit K un corps. Alors M, (K) (I'espace vectoriel des matrices carrées a n lignes et
colonnes, avec le produit matriciel) est une K-algeébre. Montrer qu’elle n’est ni com-
mutative ni integre pour n > 2.

5. Soit K un corps. Alors K[X] est une K-algebre commutative integre.

6. L’ensemble des suites de nombres réels, avec addition (a,,) + (b,) = (an +by,), la mul-
tiplication (a,) X (b,) = (a,by,) et la multiplication par un scalaire réel A-(a,,) = (Aay,)
est une R-algebre. Préciser les éléments neutres pour ’addition et la multipication.

Dans un anneau integre, on peut simplifier par un élément non nul : montrer que si a X b =
a X c avec a # 0y, alors b = c.

Que se passe-t-il si 0, = 1, dans 'anneau A ?

Si A est une K-algebre telle que 0y # 14, alors, pour tous A et u de K on a A1y = uly si
et seulement A = p. (On peut alors, en identifiant A et A1, considérer que K est contenu
dans A.)



3.2. HOMOMORPHISMES. EVALUATION D’UN POLYNOME. 15

Dans un anneau commutatif A, on a la formule du binéme :
n
Ya e AVbe A (a+b)" = Z ( ) a'd" ™" (les coefficients binomiaux sont aussi notés C),) .
i
i=0

Est-ce qu’elle vaut toujours si ’anneau n’est pas commutatif ?

Quels sont les éléments inversibles de Z ? de K[X] (ot K est un corps) ?

3.2 Homomorphismes. Evaluation d’un polynome.

Soient A et B des anneaux. Un homomorphisme d’anneaux de A dans B est une
application f : A — B qui vérifie :

1.Vac AVbe A f(a+b) = f(a)+ f(b),

2. Vace AVbe A f(axb)= f(a)x f(b),

3. f(1a) = 1g.
La premieére propriété entraine f(04) = Op.

Supposons maintenant que A et B sont des K-algebres (K un corps). Un homomor-
phisme de K-algébres de A dans B est un homomorphisme d’anneaux qui est en plus
K-linéaire : la propriété & vérifier en plus est f(A-a) = A+ f(a).

Théoréme 3.1 Soit K un corps, b un élément d’une K-algébre B. Il existe un unique ho-
momorphisme de K-algébres f : K[X] — B tel que f(X) = b. Cet homomorphisme est donné
par

flag+ar X +asX?+ -+ a,X")=ao-lg+ay-b+ay-b>+---+a, -b".

L’homomorphisme [ ainsi défini est appelé 'évaluation en b, et I'élément f(P) est noté
P(b).

Des exemples de la situation du théoreme : B = K, B = K[X] (substitution d'un polynéme
a l'indéterminée), B = M,,(K) (polynéme de matrice).

Un sous-anneau d’un anneau A est un sous-ensemble B stable par addition, par passage
a 'opposé, par multiplication, qui contient Oy et 14. Les opérations de A induisent alors une
structure d’anneau sur B. Si A est une K-algebre, alors B est une sous-K-algébre quand
c’est un sous-anneau et un sous-K-espace vectoriel.

Montrer que 'application Z — Z/nZ qui envoie un entier sur sa classe de congruence modulo
n est un homomorphisme d’anneaux.

Montrer que les suites convergentes forment une sous-algebre de la R-algebre des suites de
nombres réels. Montrer que ’application & valeurs dans R qui envoie une suite convergente
sur sa limite est un homomorphisme de R-algebres.

On désigne par Q[\/ﬂ 'ensemble des nombres réels qui s’écrivent sous la forme a + by/2, ol
a et b sont des nombres rationnels. Montrer que Q[v/2] est une sous-Q-algebre de R. Montrer
que si a et b sont des rationnels non tous les deux nuls, alors (a + bv/2)(a — by/2) est un
nombre rationnel non nul. En déduire que Q[v/2] est un corps.
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3.3 Polynémes sur un anneau commutatif

On peut définir les polynémes sur un anneau commutatif A comme on I’a fait pour les
polynémes sur un corps, en prenant les suites (a;);eny d’éléments de A ou il n’y a qu’un
nombre fini de a; différents de 04 (mais on utilise bien sir la notation habituelle ag + a1 X +
-+-+ a, X™). Les opérations se définissent de la méme maniere, et font de A[X] un anneau
commutatif. On définit aussi le degré d’un polynéme comme le plus grand n tel que a,, soit
différent de zéro (ou —oo pour le polynéme nul).

Si A est une K-algébre commutative, alors A[X] a aussi une structure de K-algebre si
l’on pose, pour A € K :

Alagg+ar X+ Fa, X )=Xag+A-a) X+ +A-a,)X".

On a pour les polynomes a coefficients dans un anneau commutatif un théoreme d’évaluation
qui se formule ainsi : Soit ¢ : A — B un homomorphisme d’anneaux commutatifs, et b un
élément de B. Alors il existe un unique homomorphisme d’anneaux (appelé évaluation en b)
f:A—DBtel que f(X) =0bet que f(a) = p(a) pour tout élément a € A. On a

flag+ a1 X 4+ +a, X" = p(ag) + e(a1)b+ - -+ @(a,)b™ .

On notera encore souvent f(P) = P(b) (si ¢ est clair dans le contexte). Par exemple, si P
appartient & Z[X] et b appartient & Z/nZ, alors P(b) est bien défini dans Z/nZ.

On n’a pas en général de division euclidienne pour les polynémes a coefficients dans un
anneau commutatif. Cependant, on peut tout de méme diviser par un polynéme unitaire.

Proposition 3.2 Soient S et T des polynémes a coefficients dans un anneau commutatif
A. On suppose que T est non nul et unitaire. Alors il existe un unique couple de polynémes
(Q, R) dans A[X] tel que S =TQ + R et deg(R) < deg(T).

Sia € A, on obtient pour T = X — a le résultat suivant : S est divisible par X — a dans
A[X] si et seulement si P(a) = 0.

’Exercice 3.10‘
Montrer que si A est integre, alors A[X] est integre et deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

’Exercice 3.11 ‘

Trouver le nombre de racines de X2 — 1 dans Z/8Z.

3.4 Polynomes a plusieurs indéterminées

Nous ne parlons ici que de polynémes a deux indéterminées X et Y, mais on peut
généraliser au cas de n indéterminées Xi,...,X,,. Un polynome en X et Y a coefficients
dans un anneau commutatif K est une expression

Z (Ii,inYj s

0<i,j<n

ou les coefficients a;; sont dans K. Formellement, on peut donner un polyndme par le
"tableau” (a; ;) (avec ¢ et j parcourant l'ensemble des entiers naturels) de ses coefficients,
dont seulement un nombre fini est non nul. Par exemple 4 +3X — Y + X2 —2XY + X?Y +
2XY?2 — Y3 est codé par le tableau

4 -1 0 -1 0
3 -2 2 0
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La réarrangement de termes

443X Y +X? - 2XY + XY +2XY? - V?
4-Y -YH4+ 3 -2Y +2Y)X + (1 +Y)X?
= (@+3X+XH)+ (-1 -2X + XY + (2X)Y? - V3

illustre le fait que 'on peut considérer un polynome en X et Y & coefficients dans K soit
comme un polynéome en X a coefficients dans I'anneau K[Y] (en lisant le tableau des a; ;
comme la suite de ses lignes), soit comme un polyndéme en Y & coefficients dans ’anneau
K[X] (en lisant le tableau comme la suite de ses colonnes). L'une ou lautre fagon de voir
donnent les mémes opérations d’addition et de multiplication, et mettent une structure de
K-algebre commutative sur ’ensemble des polynomes en X et Y a coefficients dans K, que
lon note K[X,Y]. Cette K-algebre est intégre.

Un polynome A = 3, a;; X'Y7 de K[X,Y] a un degré en X noté degy(A) (pour
Pexemple ci-dessus, c’est 2) un degré en Y noté degy (A) (3 dans I'exemple) et un degré
total deg(A) qui est le maximum des entiers i 4+ j pour ’ensemble des couples (i, j) tels que
a;; #0, ou —oo si A =0 (le degré total est 3 dans I’exemple).

’ Exercice 3.12 ‘

Soient A et B dans K[X,Y]. Quelles relation y a-t-il entre deg(A + B) (respectivement
deg(AB)) et deg(A) et deg(B) (degré total) ?

’ Exercice 3.13 ‘

Donner une base et la dimension du K-espace vectoriel des polynémes de K[X,Y] de degré
total inférieur ou égal a n.

’ Exercice 3.14‘
Montrer que X — Y divise A(X,Y’) dans K[X,Y] si et seulement si A(X,X) = 0.

’ Exercice 3.15 ‘
Etudier la divisibilité de X™ —Y", X" +Y" par X — Y ou X +Y dans K[X,Y].




