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INTRODUCTION

Cette these comporte deux parties distinctes. Les deux premiers chapitres
sont consacrés & ’étude de la formation d’un choc dans la solution d’une
ou deux lois de conservation ; le troisiéme s’intéresse & I'approximation des
valeurs propres d’un opérateur elliptique par la méthode des éléments finis
isoparamétriques. :

Les lois de conservation que 1’on considére dans ce travail sont de la forme
suivante :

(1) Do + 02 f(u) = 0

ol u = u(t,x) est une fonction de [0,+o0o[x R & valeurs dans R ou R? et
f une fonction supposée assez réguliere. On va décrire une solution u de (1)
vérifiant la condition initiale :

(2) | u(0,2) = uo(2).

On sait que ce probléme n’admet pas toujours de solution réguliére globale
méme si la fonction ug est supposée C°°. On cherche alors des solutions faibles
de (1) et (2), i.c des solutions qui vérifient (1) an sens des distributions. Cette
généralisation nous fait perdre 'unicité de la solution. On introduit alors des
.conditions d’entropie (voir Lax [11]) pour pouvoir choisir la "bonne” solution
définie comme étant la limite en 0, si elle existe, de la suite u® solution de :

8tu‘ + Oy f(u®) = € Au’
’u,c(O,:t:) = uo(m)

ot € Au® représente un terme de viscosité. Trés peu de résultats sont connus
concernant 'unicité des solutions faibles entropiques dans le cas d'un systéme.
F. John [6] a montré-que si le systéme (1) est vraiment non linéaire et si
la fonction u, vérifie certaines hypothéses, alors les dérivées premiéres de u
explosent en un temps fini. On veut dans ce travail décrire précisément cette
-singularité lorsqu’elle est diie. & la formation d’un choc i.e a la rencontre de
plusieurs caractéristiques en un méme point. Pour obtenir une solution faible,
la fonction u doit vérifier ’équation de Rankine-Hugoniot sur la courbe de
choc = = ¢(t) donnée par :

(3) olul={f(w)] avec o=o(t)=p'(t)

1



2 INTRODUCTION

On s’intéresse a une loi de conservation scalaire dans le premier chapitre. On
suppose que la condition initiale vérifie :

9N (y) <0
(4) Il existe yo tel que:{ ¢'P(yo) =0

g (yo) >0

olt on a posé g = f' o upg. La fonction ¢ est supposée suffisamment réguliere
pour que les singularités de u ne proviennent pas de celles de g. En utilisant
la méthode des caractéristiques, on construit une solution faible entropique
et on donne des estimations de u, de ses dérivées partielles et de la courbe
de choc. La singularité de la solution au voisinage de la naissance du choc
est de Pordre de (t3 + 22)3. S. Kruzkov [7] a montré linicité de la solution
faible entropique d’une loi de conservation scalaire avec condition initiale.

Le deuxieme chapitre est consacré au p-systéme que P'on suppose stricte-
ment hyperbolique et & valeurs propres vraiment non linéaires. On travaille
avec les invariants de Riemann qui permettent de diagonaliser le systéme.
On a alors & étudier le systéme suivant :

((Ow+ H'(z - w)0,w=0
{ Byz — H'(z —w) Byz = 0
w(0,z) = wo(x)
{ z(0,2) = z(z)

(8)

On suppose que wg = 0 et que la fonction g = —H'(2;) vérifie la condition
(4). On remarque alors qu'une solution de (5) est (w® = 0, 2° solution d’une
équation scalaire) mais cette solution ne vérifie pas les équations de Rankine-
Hugoniot du p-systeme. C’est cependant une bonne approximation dune
solution faible de (§). On construit alors un schéma itératif & partir de (5),
que 'on initialise avec les fonctions w® et z° définies précédemment. En
résolvant les équations linéaires obtenues, on construit une suite (2¥,w"), qui
nous donne, par passage & la limite, une solution du p-systéme présentant un
choc et on donne également des estimations de cette solution, de ses dérivées
partielles et de la courbe de choc.

La solution du p-systéme construite vérifie les conditions de Lax [8], i.e
qu'on a un l-choc admissible; or les valeurs propres sont vraiment non
linéaires et le p-systéme admet une entropie strictement convexe (Lax [11]);
il s’agit donc d’une solution faible entropique. On connait peu de résultats sur
I'unicité d’une telle solution ; ils concernent essentiellemment des solutions
localement lipschitziennes par morceaux (DiPerna [3]; Liu [12]), ce qui n’est
pas le cas icl. Cependant, la solution construite -vérifie les conditions du
théoréme d'unicité d’Oleinik [15].

Dans la deuxiéme partie de cette thése, on s’intéresse & 'approximation
des valeurs propres d’un opérateur elliptique par la méthode des éléments
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finis isoparamétriques. On cherche & montrer que l'estimation obtenue dans
le cas d’éléments finis conformes par J. Osborn [6] reste vraie si l'on
approche correctement, dans un sens que l'on précisera, la frontiere de
Pouvert considéré.

Je voudrais exprimer toute ma reconnaissance & Michel Crouzeix et Guy
Métivier qui ont accepté de diriger cette thése. Leurs précieux conseils ef
leurs remarques judicieuses m’ont permis de mener & bien ce travail.

Je tiens & remercier Jean-Claude Nédélec d’avoir bien voulu en présider
le jury ainsi que Patrick Gérard et Nicolas Lerner de me faire ’honneur d’y
participer.

Cette thése a été dactylographiée avec l'éditeur de texte ApA4S-TEX. Je
remercie viverent Gabriel Caloz, Yvon Lafranche et Daniel Martin qui m’ont
beaucoup aidée dans mon apprentissage de TEX.

Je voudrais également remercier les secrétaires de I'U.F.R de mathémati-
ques de I’Université de Rennes I pour leur gentillesse et leur disponibilité.



. CHAPITRE I

ETUDE D’UN CHOC DANS UNE EQUATION SCALAIRE
NON LINEAIRE A UNE DIMENSION D’ESPACE

Nous nous intéressons & la résolution d’un probléme de Cauchy pour
une équation aux dérivées partielles scalaire non linéaire a une dimension
d’espace. La donnée initiale est choisie pour obtenir une solution entropique
présentant un choc.

La construction de la solution est faite par la méthode des caractéristiques
et nous donnons des estimations de la fonction au voisinage de la singularité
ainsi que de la courbe de choc solution de I’équation de Rankine-Hugoniot.

1. Queltjues rappels.

1.1 Notations. _
On g’intéresse a la résolution du probléme de Cauchy suivant :

dru(t,z) + O; f(u(t,z)) =0 sur 2 ={0,4+o0f x R
(1.1.1) { u(0,z) = uo(x) sur IR

ol f et up sont des fonctions définies sur IR de classe respectivement CP11
et CP. On suppose également que ug est bornée sur R.

Pour simplifier ’écriture des résultats ultérieurs, on introduit la fonction
‘g bornée et de classe CP sur R telle que :

(1.1.2) g = foug.

1.2 Méthode des caracterxsthues.

On va d’abord rappeler le principe de la construction d’une sclution d’une
équation aux dérivées partielles par la méthode des caractéristiques.

Soit u une solution réguliere de (1.1.1) et y fixé, on considére une
caractéristique ¢ — z(t,y) issue de (0,y) € Q solution de :

(1.2.1) %(*’ V) = f oult,a(t,y))
IB(O,y) =Yy

On a alors :

%(t: a:(t, y)) = atu(t: .'z:(t,y)).—{— aﬂf(u(t’m(tsy))) =0
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ce qui montre que u est constant le long d’une caractéristique. On a ainsi :
(1.2.2) ‘ u(t, m(t,y)) = ug(y).

De plus, la solution de (1.2.1) est la droite d’équation :
(1.2.3) z =y + tg(y).

Réciproquement, supposons que I’équation (1.2.3) admette une unique
solution y fonction réguliére de (¢, ). On construit alors une solution réguliere
de (1.1.1) en posant :

(1.2.4) u(t, z) = uo(y(t, z)).

On va, dans le paragraphe suivant, préciser le domaine d’existence de la
solution réguliére ainsi construite.

1.3 Existence d’une solution réguliére.
On pose :

(1.3.1) G={- ;¥ €R; ¢'(y) <0}

L
g'(y)

et on définit :
tp = inf i G#£D
(1.3.2) { o=infG st G#

to = +00 sinon

alors, pour tout ¢ € [0, o] et pour tout y réel, on a 1+¢¢'(y) > 0. L’application
y — y + tg(y), pour t fixé, est strictement croissante de —co & +00. D'aprés
le théoreme des valeurs intermédiaires, pour tout (t,z) € Q¢ = [0,6{ xR,
il existe un unique y réel tel que = = y + tg(y). De plus, si on se place en un
point (¢, z,y) tel que h(t,z,y) = —z+y+tg(y)=0,0ona

Oyh(t,z,y) = 1 + tg'(y) # 0, donc, d’aprés le théoréme des fonctions
implicites, la fonction (¢, z) — y(t, z) est de classe CP sur Qy,.

On pose alors : '

(1.3.3) u(t, z) = uo(y(t, z))

comimne on ’a vu précédemment et on a ainsi montré I’existence d'une solution
réguliére sur (.

Si G =), on a en fait résolu le probléme sur §). On va donc s’intéresser au
cas ot G # { et préciser le probiéme traité.
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2. Position du probléme.

On veut étudier une solution présentant un choc; celui-ci sera di a la
rencontre de plusieurs caractéristiques. On va préciser les hypothéses faites
sur la fonction ¢ qui vont entrainer la naissance de ce choc.

2.1 Hypothéses sur g.
On doit distinguer deux cas :

(1) La borne inférieure de G n’est pas un minimum. Dans ce cas, les
caractéristiques se croisent & I'infini dans la variable d’espace. On ne
s'intéresse pas ici & ce genre de singularité.

(2) La borne inférieure de G est atteinte, il existe alors yq tel que :

1

(2.1.2) th = -—m.

4o est donc un minimum global de g', d’ou :

9V (yo) <0 caryo€G
(2.1.3) P (o) = 0
g (ye) 2 0
On ne s’intéressera pas au cas ou 9(3)(1-!0) = 0 qui correspond & une
dégénérescence du choc, on se limitera a I’étude du cas générique ol
(3)('9'0) > 0.
On prend donc comme hypotheses sur la fonction ¢ :
(g € CP(IR;IR) avec p > 4

9(1)(!10) <0

214
( ) < Il existe yo tel que ¢ ¢ (y0) =0

L 9®(ye) >0

On a vu au paragraphe précédent que le choc naissait au point (t5,z0) € £
avec :

(2.1.5) zo = Yo + tog(yo)-

La fonction ¢ étant bornée sur R, le probléme est local : le comportement
de v au voisinage de (25, zo) ne dépend que des valeurs de ug au voisinage de
Yo- On peut donce supposer que :

(2.1.6) WERN () (v-w)e®(y) > 0.

Il suffit de modifier up a l'extérieur d’un voisinage de yp pour obtenir ce
résultat. On peut faire ce changement sans modifier le fait que
ug € CP(IR) N L*=(R) et donc que g soit bornée.
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2.2 Description formelle de la solution.

L’hypothése (2.1.6) et le fait que g soit bornée entraine que g' est
strictement décroissante de 0 & —1/¢y (respectivement croissante de ~1/tg &
0 ) lorsque y varie de —co & yo (resp. de yg & +00). On en déduit que, pour
t > ty, ’équation :

(2.2.1) 1+tg'(y) =0

admet deux racines distinctes n_(1) et n4(t) avec n-(t) < yo < n4(t) ot 7
et 4 sont des fonctions monotones de classe CP™! sur [tg, +00]. On pose :

| { z-(t) = n-(t) + tg(n-(t))

(2.2.2) 24 (t) = 74 () + tg (n+ ()

On a alors le tableau de variations suivant pour la fonction y — y + tg(y).

y —oo  np-(t) y () Hoo
1-+tg'(y) + 0 - 0 +
y+tg(y) (oo Sz () N\ 2o \ z4+(t) / +oo

Il en résulte que P’équation z = y + tg(y) admet :

pour T €] — oo, z4(%)[, une seule solution notée y_(t,z)
pour z € }r4.(t), z~(t)], trois solutions notées

y—(t,2) < yo(t, ) < y+(t,x)
pour z € |z_(%),+oo[, une seule solution notée y (%, z)

223
( ) pour ¢ = .(t),une solution simple et une solution double

y-(t,7) <yelt, ) = y1(t, @) = n4(1)
pour z = z_(t), une solution simple et une solution double

y—(t,2) = y(t,2) = n-(t) < y+(t,2).

La figure (2.2.1) représente l'intersection de la surface ¢ = y + tg(y) avec les
plans t = 0,t =¢g et t > #g.

Remarque. Si on ne fait pas I'hypothese (2.1.6), les résultats énoncés
restent vrais sur un voisinage de (tg, zp).

Pour 0 <t < 1y, on note y4+(¢,z) = y_(¢, 2) = y(¢, ) Punique solution de
z =y + tg(y), définie en (1.3.3). On pose :

Qp=QU{(t,z) €Q; t214; o> 24(t) }
Qo =0, U{(t,z)€Q; t21; < a_(t)}
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Representotion de o surface x = y + 1 g(y)
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., 0.2000
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Y e
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~1.0000
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plan t =0

\

pla\,ntztof

plant =t > t;

Figure 2.2.1

La fonction y.. (respectivement y y_) est de classe C? sur Q2 (resp.)_). Eile
est de plus continue sur 2 (resp. Q..). La régularité s’établit par le théoréme
des fonctions implicites comme on P’a fait sur £y, dans le paragraphe 1.3. La
fonction uy(t,) = uo(y+(t,z)) (resp. u—_(t,7) = uo(y—_(t,z))) est solution
de (1.1.1) sur Q4 (resp. _).

Nous allons ensuite montrer qu’il existe une fonction ¢ appartenant a

C%([to, +00[) N CP(Jtg, +00[) vérifiant :

(2.2.4) 24(t) < p(t) < o_(t) pour >t
§ (et p(8)) — £ (u—(t, (1))

(2.2.5) PO = T e (0) — (6 2)
p(to) = 2o

On pose alors :

(2.2.6) u(t, ) = {u+(t,$) si z>@(t) ou t<i

u_(t,z) si = <p(t)
La solution u ainsi construite est solution forte de (1.1.1) & droite et a
gauche de la courbe z = ¢(t). Elle vérifie de plus la condition de Rankine-

Hugoniot (2.2.5), ¢’est done une solution faible de (1.1.1).
D’autre part, la condition (2.1.6) implique que :

(22.7) Yy €R ¢'(y) = f"(uo(¥))uo(y) < 0.
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& =yo +t9(vo)

z = (1)
.z =2z._(i)
e wvn e wer e s e e e e — —— e e ,—t=t0
’_' T
Yo Zo

Figure 2.2.2

Or, d’apres le théoréme des accroissements finis, on a :

u‘+(ta$) - u—(tr:r’)': u:)(c)(yf(ts 3:) - y"(tam))'

De {2.2.7), on en déduit que [u] est positif si f est concave et négatif si f
est convexe. La solution faible ainsi construite est entropique. Elle est donc
unique d’aprés le théoréme de S.N Kruzkov [7].

Remarque. 1l résulte de cette unicité que I’équation différentielle (2.2.5)
admet au plus une solution. '

Dans le paragraphe suivant, on met en ceuvre cette méthode et on donne
des estimations des fonctions y_,y+ et w. Pour simplifier les calculs, on
suppose dans toute la suite que :

o = g(yo) = ¢ (30) =0
(2:2.8) g'(yo)=-1 et ¢ (y)=6
ygP(y) >0 Yy #0

ce qui nous donne également :
Ty = 0
(2.2.9) { .

11 suffit de faire un changement affine des variables z et { pour obtenir ces
hypothéses qui ne sont donc nullement restrictives.
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3. Equation de Rankine-Hugoniot.

3.1 Estimations.
On pose :

(311) : th—to.
et on va donner des estimations sur les fonctions 5., 74, z— et 2, introduites
dans le paragraphe précedent.

Lemme 3.1.1.

(1) Les fonctions n4 et n_ sont de classe C?~3 par rapport a la variable
VT
(2) Au voisinage der =0, 0n a :

)~ o[~ et fo(t) ~ —o o
o1, 1+(t) \/2; 1 (2) Vs
z4(t) ~ —5\/57'% et z_(t)~ 5\/_3-1'%

(3)

(3.1.3) y-(t,.) et y4(¢,.) sont des fonctions croissantes.

Preuve.
Il suffit de le montrer pour n; et z4. On sait déja que 7, est de classe
C?P~! sur |to, 400 [, on travaille donc au voisinage de 7 = 0. On remarque

1
que ¢'(n) —¢'(0) =1 — 7 On obtient donc en utilisant la formule de Taylor

avec reste intégrale :

1
1
n2/0 g (sn)(1 - s)ds =1~

car g®(0) = 0. On pose

1

o) = [ O -9as) - [

r+1

On obtient que A(0,0) = 0 et §,h(0,0) = /3. Le théoréme des fonctions
implicites prouve la premiére partie. On obtient I’équivalent de » par identi-
fication. '

On a posé :

z4(t) = 14(2) + tg(n4(2))
= t(g(n+(t)) — ¢ (n+())n+(2)
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or un développement limité au voisinage de 0 donne :

§74() = & (4 (D)4 (1) = =56 (OB +0(r*)
= 2 (8))* +O().
L’équivalent obtenu pour n.(t) permet alors de conclure.

Enfin y_(%,.) et y4(2,.) sont les fonctions réciproques de fonctions crois-
santes. Elles sont donc également croissantes. [

On introduit la notation suivante :

( (y_(t24() s @ <ai(t)

§-(t, )= ¢ y_(t,z) s zi(t)<z<z-(Y)
n—(t) s z2z_(%)
(y+(t,@—(1) si z2z-(1)
jrt,z)=14  ya(tz) s zi(t) Sz <e-(Y)
\ { n+(t) si oz <a4(?)

Dans 1’étude de ’équation de Rankine-Hugoniot, on travaillera avec ces
fonctions qui ont I'intérét d’étre continues sur Q4 US)_ et on verra que la
solution de cette équation se situe dans 4 NQ_ ot l'on a §i = yz.

Lemme 3.1.2.
On a les estimations suivantes :

(1)

(3.1.4) 4

518 { i-(t,2) = O(V7)

(2) H existe C > 0 tel que :

z.(f-(t, @) + §+(t,2)) 2 —Crzl.

Preuve.
D’aprés le lemme 3.1.1, il suffit de la faire sur Q@ N$2_.
1) {4+ est une fonction croissante de z, on a donc :

0 < n4(t) < 44 (t,2) Syt =-(2))-
1l suffit donc de montrer que si on pose 2 = y.l.-(t,w_(t)), on a z = O(/7).
Or z vérifie I’équation suivante : '
z +tg(2) = z-(t) = n-(t) + tg(n-(2))
1+tg'(n-(2)) =0
d’ott ¢(2) — g(n-(1)) = (z = 1-())g' (n-(2)).
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En écrivant la formule de Taylor avec reste intégrale de g en 5..(%), on obtient
alors :

gD (n_(t)) + (z — n-(t)) fo (1 - 6P2g®(n_(t) + 6(z — n-(t)))d6 = 0

or g®)(n_(t)) = 6y_(t) + O(r) d’aprés (3.1.2) et

/01(1 — 67 ¢ O (n-(t) + 6(z ~ n-()) dI ~ 2 en to

donc z —n—(t) ~ 3n—(t) pour ¢ voisin de 7.

On utilise alors (3.1.2) pour obtenir le résultat.
2) §4+ + §— étant croissant en z, il suffit de montrer que

7+(4,0) + g—(ta 0) = O(T)

Posons £4(t) = §4+(¢,0) et £_(t) = §—(¢,0). {4 et £ sont respectivement la
racine strictement positive et strictement négative de : '

0 = ¢ +tg(¢)

= (g )+ 3¢ [ (- 079(0)db)

: - 2T
. i\/t*f;(1 — 8)2g(3)(0€+) dB

On remarque que &4 et £_ sont des fonctions C?~3 de /7. De plus :

Ex ~ /T
On obtient donc :
E4(8) +E-(8) = O(r).
Le lemme 3.1.2 est donc prouvé 0O

3.2 Equation de Rankine-Hugoniot.
On note z = ¢(t) 'équation de la courbe de choc. On obtient alors un choc
admissible si la fonction ¢ vérifie ’équation de Rankine-Hugoniot suivante :

f(wo(y+(t 0(1))) — £ (o (y-(t,0(¥)))

(3.2.1) p(5)= uo (y+(,0(1))) ~ wo(y—(t, o(2)))
p(to) =0
On pose :
(3:22) o(z,y) = L0l) = S (o)

uo () — ug(y)

Avant de résoudre V'équation (3.2.1), on montre le :
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Lemme 3.2.1.
(1) La fonction a est bornée et symétrique sur R2.
(2) a € CP(R?).
(3) a(z,y) = —3(z+y) +b(z,y) avecbz,y) = O(z” +°)
(4) a(.,y) est une fonction strictement croissante.

Preuve.

Les deux premiéres parties du lemme sont évidentes d’apres la régularité
de f et ugp.

Posons c(y,8) = a(y + 6,y — ). Pour montrer le troisiéme point, il suffit
de prouver que c(y,6) = —y + O(y* + 8%).

e(y,.) est une fonction paire donc c(y,8) = ¢(y,0) + O(¢*) oron a :
¢(y,0) = a(y,y) = 9(y) = —y + O(y?) d’oli le résultat.

Le quatriéme point est une conséquence de 'hypothése (2.1.6). En effet,
on peut également écrire a(z,y) sous la forme suivante :

o(z,) = [ 1 (uof@) +8(uo(s) = ua(z) .

On obtient alors en dérivant par rapport a « :

Oua(z,) = [ (1= 6)u(@)f® (uo#) +8(uoly) — uo(2)) o8

or uj et ) sont de signes opposés, donc a(.,y) est une fonction strictement
croissante [

On résout maintenant ’équation de Rankine-Hugoniot.

Lemme 3.2.2.
L’équation différentielle

(327 { o(t) = a(y4(t, (D), v-(t, (1))

@(to) =0

admet une solution globale appartenant & C*([to,+oo[) N C?(]ty,+oo[ et
ona: _

(32.8) {__x+(t) < p(t) <z_(t) pour t>to

p(t) = O(r?)

Preuve.
. On considere I'équation différentielle suivante :

(3.2.9) | ' { p'(t) = a(g}+(t,tp(t)),§_(t,go(t)))
w(to) =0
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La fonction (t,z) — a(g’].;.(t,:c),ﬁ..(t,p)) est continue et bornée sur
[t0, +oo] x IR donc, d’aprés le théoréme de Péano, I'équation (3.2.9) admet
au moins une solution globale appartenant & C!([{y,+oo{). De plus on a :

2 (o)) =20 ()99

= 2¢(t) a(@+(t, (1), §-(t, ¢ (1)))-

En utilisant les lemmes 3.1.1 et 3.2.1, on en déduit que :

2 ((0) = ~plt) (32 (t:0(8)) + - 9(8)) + O(r) ()

et, d’aprés le lemme 3.1.2, il existe une constante C strictement positive telle
que, pour tout ¢ 2 ¢y, on ait :

d
2 (o) < Orlg |
En intégrant, on obtient alors :

C
lw(f)lﬁz‘rz-

D’apres le lemme 3.1.1, il existe donc #; vérifiant tq < t; < 400 tel que,
pour tout ¢ €Jtg, 1], on ait :

z4 () < @(t) < z_(t).
Remarquons que l'on a, pour ¢t > tg, d’apres le lemme 3.2.1 :
a(g+(t: :L‘_(t)), ﬂ_(t, m—(t))) = a(y+(ta m“‘(t))v ?7—(*))
< a(n-(t),n-(1)) = 9(n-(8)) = =_(2).

On montre de méme que :

o' () < (i (t, 2 (1)), G (8, 2 (1)

On déduit de ces deux inégalités que la courbe (%, (1)) ne peut pas couper
les courbes (t,z_(2)) et (t,z.(t)), ce qui nous donne :

YVt €]to, oo  z4(t) < (t) < z_(t)

et a(f+(t, @), 7-(t, ¢()) = aly+(t, ¢(2)), y-(1, @(t)))}, et  est done solu-
tion globale de (3.2.7).

a, y— et y; étant des fonctions CP sur leur domaine de définition, on a
également :
¢ € CP(Jto, +oo [).

On va maintenant étudier plus précisément la régularité de u et de .
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4. Régularité de la solution

4.1 Régularité de la courbe de choc.
On va montrer que la solution ¢ de I’équation de Rankine-Hugoniot (3.2.1}
a la régularité suivante :

Proposition 4.1.1.
La fonction ¢ solution de I’équation de Rankine-Hugoniot appartient 3
C3([to, +00[) N CP(Jto,+o0 ).

On sait déja, d’aprés le lemme 3.2.2 que  est une fonction C sur [to, +-00 .
Dans les deux premiers lemmes, on étudie la régularité de la fonction ¢
par rapport & la variable /T puis on montre le résultat en étudiant son
développement limité.

On pose :

S
f

(4.1.1)

I

ta
it
SRS

I

On commence par étudier la régularité des fonctions yy et y...

Lemme 4.1.1.

Les fonctions (s,\) — s%y4(t,z) et (s,)) — s%y_(t,z) sont de classe
CP~2 pour o = —1,0,1,2. De plus, on a :

PO
yi(t,z) =s( 1+ 5~ g%3) + O(s® + sA?)
(4.1.2)
A 9(4)(0) ) 3 2
y—(t,z) = s(—=1+ 5 — T—s) + O(s® +52%)
2 48
Preuve.

y+(t,z) et y_(t,z) sont respeétivement la plus grande et la plus petite
racine de : ' '

(4.1.3) y +tg9(y) = z. |
On définit la fonction A a,ppartenaht a4 C?3(R) nulle en 0 par :
1t 2
h(y) = f (i_gg.l_g(i*)(gy) do — 1.
-~ Jo

" La formule de Taylor avec reste intégrale permet d’écrire I’équation (4.1.3)
" sous la forme suivante en utilisant les notations (4.1.1) :

(4.1.4) F(s, 00 B+ —p+ (1+)ubh(sp) — A =0
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Le changement de variables (4.1.1) permet de séparer les solutions de
I'équation (4.1.3) et donc d'utiliser le théoréme des fonctions implicites. En
effet, si I’on prend (s, A) = (0,0), ce qui correspond & (¢, z) = (1,0), I"équation
(4.1.4) admet trois racines distinctes :

pot = 1
p =1
pe =0

De plus, on a 9, F(0,0, u+) = 2. Le théoréme des fonctions implicites nous

dit alors que u.4 et u.. sont des fonctions de classe CP~* sur un voisinage de

(0, 0) des variables s et A; on a donc montré le lemme pour a = ~1.
Cherchons maintenant un développement limité de u4 par identification.

Faisons-le pour 4. On a supposé p 2 4, on peut donc poser :

(/T A) =1+ a /T + 0+ 0(s* + /\2). On introduit cette expression dans

I’équation (4.1.4) et, aprés calcul, on trouve :

a = 4i8 g(4)(0)
-
On note p(s, A) 'une des deux solutions py(s,A) ou p_(s,A). p vérifie :
(4.1.5) F(s, A p(8,A)) = 0.
On appelle i’ 'une des dérivées partielles de 4. On a I'identité suivante :
(4.1.6) (sp) =sp' + p.

Il suffit donc de montrer que sy’ est de classe CP~* pour avoir le résultat du
lemme avec @ = (. Faisons-le par exemple pour s—g’f- On dérive I’équation
(4.1.5) par rapport & s et on obtient :

Fi(s, A p(s, A’ + Fa(s, A, (s, A)) = 0
(4.1.7) Fi(s, A, 1(8, A)) = (3u*(1 + h(sp) + pPsh'(sp))(1 + %) — 1
Fy(s, A, (s, N)) = 250°(1 + h(sw)) + (1 + 82tk (sp)

or la fonction y — yh'(y) est de classe C?~* donc les fonctions Fy et sF; le
sont également. De plus, on a F;(0,0,+1) = 1 et y est de classe C?~* d’apreés
ce qu’on vient de montrer sy’ est alors une fonction de classe C?~3 sur un
voisinage de 'origine. _

En utilisant une identité comparable & celle écrite en (4.1.6), on voit qu’il
suffit de montrer que s2u" et s*u(®) sont respectivement de classe CP~% et
C?~? pour obtenir la régularité de sy et 5%y ot le prime représente une
dérivée par rapport & A ou s. On dérive "équation (4.1.7) multipliée par
s pour pouvoir utiliser que la fonction y — yh'!(y) est de classe CP73, on
multiplie ’équation obtenue par s et on montre alors que 52" est de classe

C?~3. On recommence le méme processus pour obtenir la régularité de s3u(), -
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Lemme 4.1.2. : :
(1) La fonction s — '(t) est de classe CP~2 sur {0, 400{.
(2) La fonction ¢ est de classe C? sur [tg, +00 .

Preuve.
On définit la fonction A par :

p(1+3%)

3

(4.1.8) As) = 28

T2 g
D’aprés le lemme 3.2.2, on a 'estimation :
(4.1.9) A(8) = O(s).

‘Pour s strictement positif, la fonction A vérifie 1'équation différentielle
" suivante :

sA'(38) + 3A(s) = %a(y_{_ 1+ 52,85 A(3)), y~(1 + %, 33/\(3)))

=- (u+(s, A)+ p-(sy )\)) + %b(sm-, sp-)

d’aprés le lemme 3.2.1,

On définit la fonction d par :

(4.1.10) (s, 2) _ s ) +p(s,A) A

2
P + ?b(sru'+7slu")'

On déduit des lemmes 3.2.1 et 4.1.2 que la fonction (3, A) — s¥d(s, A) est de
classe CP~412 pour o = 0,1,2. X vérifie alors une équation différentielle de
type Fuchs :

(41.11) { SN (8) + 4X(8) = sd(s, A(s))

A(0) =0

c’est alors une fonction de classe CP~3 d’apreés le théoréme démontré en
annexe. On a vu que la fonction sd est de classe C? 2 donc, d’aprés I'équation
(4.1.11), s\’ aussi. L’identité (4.1.6) implique que sX est de classe C?=2, En
multipliant Péquation (4.1.11) par s, on en déduit que la fonction s — s%A(s)
est de classe C?*1 pour a =0, 1,2. On a alors montré le premier point du
lemme. '

On pose :

(4.1.12) p(s) = ¢'(%).
On vient de montrer que p est de classe CP~2 sur [0, +o0 . De plus, d’aprés

(3.2.8), on a p(0) = p'(0) =0, done :

1, 1/t
eP(t) = o=p'(s) =z | o (s8)db.
28 2

0
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On a supposé p > 4 donc la fonction p) est au moins continue et on peut
alors prolonger continfiment ) en ¢ = 1. La fonction ¢ est donc de classe
C? sur 1,400 O

Les fonctions t — ¢'(t),t — y4 (¢, (1)) et t — y_(¢,(t)) admettent donc
des développements limités d’ordre p — 2 par rapport 2 la variable 5. On va
maintenant montrer que les termes d’ordre impair sont nuls. On pose :

0‘(3) _ y+(t, (P(t)) + y'—(t’ ‘P(t))
2

5(s) = y+(t,sa(t));8y_(t, (1))

(4.1.13)

On a vu que la. fonction p définie en (4.1.12) et la fonction o sont de classe
C?~% sur 0, +o0o] tandis que la fonction & est de classe C*~3, En utilisant
les lemmes 3.2.2 et 4.1.1, on peut alors écrire :

( -2
p(s) =% prs* +o(s %)

i —2
(4.1.14) S o(s) = kE ors” + o{sP7*)
=2

-3
8(8) =1+ :E 6xs® + o(sP7%)
\ =2

De plus, y4(t, (1)) et y_(t,o(t)) sont solutions de ’équation :

y +tg(y) = ().

En additionnant et en retranchant les deux équations obtenues et en utilisant
le changement de variables (4.1.13), on obtient que les fonctions § et o
vérifient le systéme :

g(o(s) + 36(s)) + g(o(s) — 36(s))
2
g(a(s) + 56(s)) — g(o(s) — s8(s))
2s6(s)

o(s)+ (1 +s%)

= p(1+s%)
(4.1.15)

1+ (14 %) =0

L’équation de Rankine-Hugoniot s’écrit alors avec ces nouvelles variables :

(4.1.16) o(s) = a(a(s) + s8(s), o(s) — 36(3))

Ces trois relations vont nous permettre de démontrer le lemme suivant par
récurrence :
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Lemme 4.1.3. ; -
Les coeﬂ?ments pk,ak et 6, intervenant dans-(4.1.14), sont nuls si k est
impair.

Preuve.

La forme (4.1.14) montre déja que gy = §; = p1 = 0. On va alors procéder
par récurrence. On suppose donc que I’hypothése de récurrence suivante est
vérifiée :

(PI) P2j—1 = 0251 = 62j_1 =0 pour 1 QJ S I-1.

Si p € 21, le lemme est démontré; on suppose donc p 2> 2I 4 1.Le systeme
(4.1.14) s'écrit alors sous la forme suivante :

o(s) = p(s?) + paic1s® ™ + o(s*Y)
(4.1.17) o(s) = 32q(32) +og—182 + o(sﬂ"l)
8(s) = 1 + s%r(s?) + o(s*"2)

oli p,qg et r sont des polynémes de R[X]. Nous allons montrer que les
coefficients pg;_; et og_; sont nuls. On utilise d’abord Péquation (4.1.16).
D’aprés le lemme 3.2.1, on a :

p(s) = a(a(s) + s8(s), o(s) — 6(s))
= —o(s) + b(a(s) + 58(s), 0(s) — 36(3))
= —o(s) + P(0(s),86(s)) +o(s* ")
ot P est un polynéme de R[X;, X3} de valuation deux et ne contenant que

des termes de degré pair en X;. On identifie alors les termes de degré 21 —1
et on frouve :

(4118) P2i-1 = —02]—1.

Par définition de p, on a également :

(4.1.19) (1 + 82) = w(s?) + 2 ;’;‘Jr 11 s | (g2

ol 7 est un polyndme de R[X] de valuation deux d’aprés le lemme 3.2.2.
D’autre part, on a supposé que g est une fonction de classe C? sur R telle
que g(0) = g (0) = 0,¢'(0) = —1 et g{®(0) = 6. Il existe donc un polynéme
R de R[X] tel que :
(4.1.20)

{ g(o +36) = —(0 + 36) + (0 + 36)* + (0 + 36)* R(0 + 38) + o(s”)

g(o — 86y = —(o — 86) + (0 — 35)3 + (o — 36)4R(J — 86} + o s?)
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On pose :
Q(o,s8) = (o +36)*R(o + 36)2—6(0 — $6)*R(c — s6)
. (o + 58)'R(o +38) + (o = s6)*R(o = sb)
T(o,36) = . .

Q et T sont des polynémes de R[X;, X»] de valuation respectivement trois
et quatre et n’ayant que des termes de degré pair en X;. La premiére équation
du systéme (4.1.15) s’écrit alors sous la forme suivante :

(14 82)(o(s)® + 3s%0(s)8(s)’ + T(e(s),58(s))) =

(4.1.22)
$20(s) + p(1 +8%) + o{sP)

On identifie les termes de degré 21 + 1 avec l'aide de I’égalité (4.1.19) et on
trouve :

P21-1
4.1. 1 = .
( 23) 30‘21 .1 2 a1 T 1

Les égalités (4.1.18) et (4.1.23) montrent alors que 0311 = pgr—1 = 0.
Pour achever la démonstration, il faut montrer que, si p 2 2/ + 2, on a
621—1 == 0. Le systéme (4.1.14) s’écrit maintenant :

p(s) = p(s®) + o(s*)
(4.1.24) o(s) = s2g(s*) + o(s*)
8(s) = 1+ s?r(s) + 6ar—18*""1 + o(s21)

On utilise alors la deuxiéme équation du systéme (4.1.15). On 1'écrit & l'aide
du polyndme @ défini en (4.1.21) et on obtient :

(41.25) (1+3%)(30(s)’ +578(s)") = 5 = (1+ 8)Q(0(s), 86(s)) + o(s*).
On égale alors les termes de degré 21 + 1 et on trouve que le coefficient do1—1

est nul 0O

Le lemme suivant démontré par H. Whitney [18] va nous permettre de
prouver la proposition 4.1 :

Lemme 4.1.4.
Soit f € C*(R; R) une fonction paire, alors il existe une fonction g de
classe C% définie sur R telle que f(z) = g(z?).

On définit la fonction p sur R par :

ps)=p(s) si s

20
=p(—8) si s<0
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La fonction 5 est une fonction de classe C?~2 sur R d’aprés le lemme 4.1.3;
elle est paire par construction. Il existe donc une fonction g de classe cE-!

telle que :
p(s) = 9(s°).

La fonction ¢' est donc de classe C3~! sur [fp,+oc[ et on a montré la
proposition 4.1.1 [J

On prouve de la méme manitre que les fonctions ¢t — o(s) et t — 8(s)
sont respectivement de classe T~ et ci-3.

Remarque. La régularité de ¢ en tg, obtenue dans la proposition 4.1.1, est
optimale.

En effet, considérons le cas de 'équation de Burgers avec comme condition
initiale uo(z) = —z + z° + |z|*T¢ et & > 0. L'équation de Rankine-Hugoniot
est donnée par : '

o' (1) = 7 (uo(us(6,0() + ua (y-(t, 0(1)))

_ ) w(te®) ty-(e(t)
$ 2t

car y+(t,p(t)) et y_(t,p(t)) sont solutions de (t) = y + tuo(y).
On a up € C***(IR). On fait un développement limité de y+(t, (1)) et
y—(%,(1)) comme précédemment et on obtient apres calcul :

it ®) = viTEs (L =20 - 1)) o - )

2t —to)*
4-(pl0) =~ —-z(t—‘ﬁ-)—)— 3= t)H) +o((t - o))

On applique ce déireloppement 3 I’équation de Rankine-Hugoniot, ce qui

donne :
2t

P8~ 20 plt) = ol — 80+ o{(t = )

or, si la fonction ¢ est de classe C*, le premier membre est de classe ck1
donc on a nécessairement :

&
~.<.~ —_
k 2-%—2

et la solution ¢ de cette équation de Rankine-Hugoniot est exactement de
classe C%.

4.2 Régularité de la solution u.
On pose.:

Qf = {(t,z);t < to ou x > (1)}
QF = {t,x)it<tpouzx <p(t)}
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On a défini la solution u de I’équation (1.1.1) par :

(4.2.1) ult,z) = {u+(t,w)=uo(y+(t,x>) s (t3) € QF

u—(t,z) = uo(y-(t,2)) si (f,z) € Q¥

Lemme 4.2.1.

(1) La fonction u est de classe C? sur Q\ {(f,2); z = (1)}.
(2) La fonction t — s [u] est de classe C%~! sur [to,+oo .

Preuve. _
Le premier point a déja été montré dans les paragraphes précédents.
Ona:

ut (t,0()) = uo(y+(t, 0(t)))
(4.2.2) { u—(t,(t)) = uo (y—z(t, ()

On en déduit avec la notation (4.1.13) que :

sfu]=s (uo(a(s) + 56(8)) — uo(o(8) — 36(3))).

La fonction s — s [u] est donc paire et de classe C?7?; le lemme 4.1.4 donne
alors le résultat O

Lemme 4.2.2.
Sur un voisinage de (to,x¢) dans Q¥ N {(t,z);t > tp}, il existe une
constante Cy telle que la fonction u vérifie les estimations suivantes sur -ﬁi :

]u(t?ﬁ) - u(tﬁsmo) I < Go ((t - tﬂ)s + (m - m0)2))%
Co

((2 ~t0)® + (z — 20)?))

Y + s @ Fzo,tF b
(-t + (@ —a))®

| Ozu(t, @) | <

si xFao,tEt

tal=

|022u(t, z) | <

Preuve.
On a vu qu’on pouvait se ramener au cas g = 1 et 2¢ = 0. La fonction
up est de classe C? sur IR, donc, d’apres (4.2.1), il suffit de montrer ces

estimations sur la fonction y4+. On va d’abord montrer les inégalités suivantes
sur Q¥ N {(t,z);t 2 to} :

2
(4.2.3) 2 4 o) < yalt2) < (7 o)
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avec T = t—1g. Ces inégalités nous donnent la premiére estimation du lemme.
y+(t,z) est la plus grande solution de 1’équation :

(4.2.4) | z =y +tg(y)

On pose alors :

(4.2.5) ! X=%

On remarque que T et X sont dans l'intervalle [0,1] pour (¢,2) € QF et T
et X tendent vers 1 si I'on fait tendre (¢, ) vers (Z,0) en restant dans Q¥
d’aprés le lemme 3.2.2. Le lemme 4.1.1 montre également que Y, tend, dans
ce cas, vers 1. :

D’aprés les hypothéses (2.2.8) faites sur la fonction g, il existe une fonction
h de classe CP~% sur R telle que g(z) = —z + z3h(z) avec h{0) = 1 et on
définit une fonction F par :

(4.2.6) F(r,T,X,Y) = X +TY — (1 + 1) Y3h(vY).

L’équation (4.2.4) nous donne F(0,1,1,1} = 0. De plus, on a également
8y F(0,1,1,1) = —2 donc, d’aprés le théoréme des fonctions implicites, ¥
est une fonction CP~? des variables ,T et X.
On a, en particulier, Y3 = 1+ O0(r+|{T—1|+|X —1}) et, pour 1, [T — 1|
et | X — 1| assez petits :
2
3
On va maintenant estimer 8,y4(t,z) pour (f,z) # (to,%¢). D’apres
Pégalité (4.2.4),0on a :

LY <

L

(4.2.7) Ory+(t,2) = 1+ tg'(zll+(ta z)) .

On a vu, dans le paragraphe 2.2, que 1 + tg'(y+(t,m)) > 0; il suffit donc de
minorer ce terme pour obtenir le résultat. En utilisant les hypothéses faites
sur la fonction g et I'estimation (4.2.3 ), on obtient :

1+t (y4(5,2)) = 1 + (=1 + 32 (¢, 2)) + O((=® + 2%)})
(4.2.8) =3y} (t,2) — 7+ O((r* +21)3)

1 ;
b 3 (3y_2i_(t,a:) - 'r) pour 7 et = assez petits.
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Or on a, pour T et = assez petits :
Wi(t,z)—7 2 %(73 +a2)b — 7
Zec(m®+ z?)%

On obtient la derniére estimation en dérivant (4.2.7) par rapport & x et en
utilisant cette inégalité O



CHAPITRE II

ETUDE DE LA FORMATION D’UN
CHOC DANS LE P-SYSTEME

Nous cherchons, dans ce chapitre, & construire une solution faible du p-
systéme présentant un choc admissible. Nous allons travailler au moyen des
invariants de Riemann qui permettent de diagonaliser un systéme & deux
équations et nous utiliserons un schéma itératif pour construire la solution
afin d’avoir des équations lindaires a résoudre. Nous commencerons ce schéma
en se donnant une fonction solution de ’équation scalaire étudiée dans le
premier chapitre.

1. Position du probleme.

- Ce paragraphe sert & donner les notations utilisées ultérieurement et en
particulier & définir les invariants de Riemann. On étudiera également les
équations de Rankine-Hugoniot écrites dans ces nouvelles variables.

1.1 Le p-systéme.
On se donne une fonction réguliére p définie sur R et & valeurs réelles et
on considére le systéme suivant :

Su—0,v =0
(1.1.1) {

Ov + O,;p(u) =0

On suppose que ce systéme est strictement hyperbolique et que ses valeurs
propres sont vraiment non linéaires. On a alors :

o p(z) <0
(1.1.2) | V€ R, {p"(m)¢o

On va supposer pa.f exemple que :
(1.1.3) Ve R p'(z)>0

1.2 Les 1nvar1ants de Riemann.
On note (ry(u),r2(u)) une base de vecteurs propres de la matrice

0 -1
( p'(u) 0 que P'on a supposée diagonalisable et de valeurs propres A(u)

27
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—A(u) non nulles. Les invariants de Riemann w et z associés au systéme
(1.1.1) sont définis, & une constante multiplicative prés, par :

2 grad w(u,v).ri(u) =
V(u,v) € R { grad z(u, v).ra(u) =

On définit la fonction F' par :

(1.2.1) F'(u) = /-p'(u).

- et on peut alors prendre :
(1.2.2) | ‘ 2

Si le systéme (1.1.1) admet une solution réguliére, il s’écrit aux moyens des
invariants de Riemann sous la forme diagonale suivante :

| Ow + Nw, 2)0,w =0
Oz — Mw,2)0yz2 =0

On introduit de nouvelles notations pour simplifier 'écriture de A. On
Temarque que la fonction F' est strictement positive donc on peut définir
la fonction réciproque de F' et on pose :

G =Pt
(1.2.3) { H = —p(C)

On vérifie alors que :

HG =1
(1.2.4) H>0 &3>0
H'<0 G">0

On suppose que les fonctions H et G sont de classe CP+1 sur R avec p > 4.
On calcule alors A et on vérifie que le systéme (1.1.1) s’écrit au moyen de ses
invariants de Riemann sous la forme suivante :

{ Ow+ H'(z — w)d,w =0

1.2.5
( ) Oz — H'(z —w)dz =0

On va chercher & résoudre ce systéme en y ajoutant des conditions de Cauchy
mais on va d’abord étudier les équations de Rankine-Hugoniot.
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1.3 Les équations de Rankine-Hugoniot.
1.8.1 Les équations.

Pour obtenir une solution faible du systéme (1.1.1), il faut que les équations
de Rankine-Hugoniot soient vérifiées. On note o la pente du choc et on doit
alors avoir :

0[u]=~—[v]
(1.3.1) { (o] = [pw)]

ot les crochets représentent le saut de la fonction au passage de la courbe de
choe. On va commencer par écrire ces équations au moyen des invariants de
Riemann. D’aprés (1.2.2) et (1.2.3), on a :

u=G(z —w)
v=zZ+w
p(u) = —H(z ~w)
Le systéme (1.3.1) devient alors :
o (G —w)] = - [#+v]
1.3.2
(13.2) { oclz+w]=—[H(z—w)]

On les utilisera plutét sous la forme suivante :
H(z —w
==l -
(1.3.3) [G(z —w)]
2
[z+w] =[G(z—w)] [H(zuw)] (RH»)
Remarque. Les deux systémes précédents ne sont pas équivalents mais on
construit la solution pour obtenir un choc sur la fonction z; si on numérote

les valeurs propres par ordre croissant, on a alors un 1-choc admissible si les
conditions de Lax sont vérifiées, c¢’est-a-dire si :

| < ~H'(z. —w.) = M(2_,w_)
A(zg,wq) = —H' (24 — wy) <o < H'(zq — wi) = ha(24,w4)

On choisit donc de prendre la pente o négative.
On va donner quelques résultats concernant ces deux équations.
1.3.2 Etude formelle de (RH1).

On fixe 2 € R et on définit la fonction f de classe C? sur IR par :
He+y) - HE)
fw) = \/G(w Ty G o V7O
£(0) = ~H'(=)
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Lemme 1.3.1.
Pour y assez petit, on a :

fly)=-H'(z) -5 H"(m) 2H“”(ﬁﬂ)

. —L;yzﬂ"(w)cr'”(x)ﬂ'(x) +0(").

Preuve.
On fait un développement limité de la fonction H en z :

H(z+y) - H(@) = y(H'(e) + 598" (z) + 59" HO(z) + O))

On fait de méme pour G et, en utilisant (1.2.4), on obtient :

H(z+y) -~ H(-'ﬂ)
Gz +y)— Gz

— (1) (1 + 1B @)C ) + LHO (@)
. EyZHu(E)GH(x) + O(y3))

On prend la racine carrée de cette expression en remarquant que H' > 0 et
on a prouvé le lemme [J

1.3.8 Etude formelle de (RH,).
On définit trois fonctions ﬁ, G et H de classe CP sur R? par :

’g(w,y)__ﬂ(w+y) H@z-y) y£0

4 2y
| H(=,0) = H'(z)
(& Gz+y)-G=-y)

) G(z,y) = % si y#0
| G(z,0) = G'(2)

(1.3.4) F(z,y) = G(z,y)H(,y)

D’aprés (1.2.4), la fonction F vérifie :

| {ﬁ'(x,y) = F(z,-y)
F(z,00=1
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1l existe donc une fonction Fy de classe C?~2 sur IR? telle que :

(135 A F(z,y) =1+ 2y Fy(z,y).

Avec ces nouvelles notations, 'équation (RH3) s’écrit :

(1.3.6) [2:+w]2 = (1+2[z-w]2F1(z++z_—w+-—w._, [z_4w]))2[z—w]2.

On remarque, en revenant au systéme (1.3.2), que [z + w] et [z — w] ont

méme signe car o est négative. On peut donc écrire (1.3.6) en enlevant les
carrés et on obtient aprés simplification : -

(1.3.7) [w] = Fi(z4 + 2- —wy —w_, [z —w]) [z - w]a.

On suppose z; et z_ connus et on prend w._ = 0.

Lemme 1.3.2. _
Si [z] est assez petit et si w_ est nulle, 'équation (1.3.7) admet une unique
solution w4 qui vérifie :

wy = W(zg,22) [z]3

ott W est une fonction de classe C?~2 sur R2.

Preyve. 7

On a supposé que w_ = 0, 'équation (1.3.7) s’écrit alors :
(1.3.8) wy = Fi(24 + 2o — wy, [z—w]) [z—'w]s.'
On pose

- wy

T = —

[]° |
G(zy4,2-,2) =z — Fy(z4 — z[2]® + 2, [z — 2[z]*])(1 — [2}*)®
D’apres (1.3.8), on a G(zy,2_,z) = 0. De plus, 3,G(24,2_,z) = 1+ O([z]*)
donc, d’apres le théoréme des fonctions implicites, si le saut de z est assez

petit, il existe une unique application W de classe CP~2 sur R? telle que :

z=W(z4,2-) O

Remarque. Ce résultat a été montré, dans un cadre plus général, par P.D
Lax (8]. '
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1.4 Le théoréme.
1.4.1 Les hypothéses.
On consideére le probléme de Cauchy suivant :
Sw+ H'(z—w)d,w =0
8z —H'(z-w)fpz =0
w(0,z) =0
{ 2(0,z) = zo(x)

ot H et z; sont des fonctions de classe respectivement CP+! et C? sur R
avec p > 4. On suppose également que la fonction zp est bornée sur R. On
pose :

(142) 9(z) = —H'(0(2))

et on fait les hypothéses suivantes :
il existe yq tel que :

(1.4.1)

| gV (y0) <0
(1.4.3) 9(2)'(‘9’0) =0
9 (o) > 0

On pose enfin ;
ho L
(14.4) 9'(yo)
zo = yo + tog(yo)
o = g(yo)
1.4.2 Le théoréme.
t ‘ caractéristique de w

T = yo + tg(yo)

Figure 1.4.1
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THEOREME.

Sous les hypothéses précédentes, le systéme (1.4.1) admet une solution
faible qui présente un choc au point (to,zo). Cette solution est définie sur la
réunion de Q¢ = {(t,2);t € [0,%9]} et d’un voisinage du point (t, o) dans
[0, +00[ x R. La courbe de choc ¢ = ¢(t) est de classe C" et les fonctions z
et w sont continues a droite et a gauche de la courbe de choc. On a de plus
les estimations suivantes : :

(t) = 20 + alt — to) + O((t — t0)?)
“w(t,z) = O((t —to)})
2(8, @) = zo(yo) + O(((t — t0)* + (z — 20)*)%)

Remargque. Un changement affine des variables (¢, z) permet de se ramener
au cas olt :

¢ P (yo) =yo =0

(1) = —1]
(1.4.5) g 3 )
¢ (ye) = 6
tg =0
On prend alors les conditions initiales en ¢ = —1.

Toute la suite de ce chapitre est consacrée & la démonstration de ce
théoréme. On va d’abord construire un schéma itératif pour travailler sur
des équations linéarisées.

2. Construction du schéma itératif

2.1 Linéarisation du systéme,
On note z = ¢(t) la courbe de choc que I'on cherche & calculer et on fait
le changement de variables suivant :

y=z—p(t) si t20
Y= — at si —1Z£tg£0

(2.1.1) {

On définit également :

(212) {“:¢@ t20

F= si —1<<t<0

Le changement de variables (2.1.1) permet de fixer la courbe de choc en
y = 0. On note encore w et z les fonctions obtenues dans les variables ¢ et y.
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Elles sont solutions du systéme :

deo(t,y) + (H'( — w)(t,v)) — (1)) Byw(t,y) = 0
(2.1.3) { | Bty) - (H '(z - w)(t,y)) + O'(t)) 8,2(t,y) =0
{ z(—1,y) = zo(y)
L w(_lsy) =0

Tous les résultats donnés sont locaux, on définit alors les ouverts suivants :

Qo ={(t,y); -1<€t<0; —e<y<e}
Qr ={{t,y);0<t<n;0<y<e~—t}
Q. ={(t,y);0<t<n; —e+t<y<0}
Q -——QOUQ—.{_UE_

(2.1.4)

Figure 2.1.1

On linéarise alors en considérant les systémes suivants :

d v+l Hr vo__ v ¥13 v+l 0 Q
(2.1.5) 1 ( (¥ —w )+c:+)1 W sur
2P (-1,y)=m(y) su R

(2.1.6) St + (H'(z” —w”) — a"’)@l‘,w"'H =0 sur
wT(-1,9) =0 sur R
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ou z¥ et w” sont des fonctions supposées connues et ¥ est définie par :

¥ = — M gi t>0

[G(z¥ — w"]

(2.1.7)

La fonction nulle est solution de (2.1.6). Pour obtenir une autre solution, on
se donnera w”t1(¢t,0%) définie par :

(2.1.8) w2, 0%) = wit! = W4t 22+ [P
et on verra qu’on obtient une solution non nulle. On va dans le prochain

paragraphe définir les fonctions 2° et w® qui initialisent le schéma.

2.2 Choix des premiers termes.
On prend pour w° la fonction identiquement nulle sur IR?. Pour 2°, on
choisit la solution obtenue dans le premier chapitre.

2.8.1 Choiz de zp.

On prend pour zy la solution entropique du probleme de Cauchy suivant :

8,2° — H'(zojaxzo =0 sur {2
(2.2.1)

2%(~1,2) = z(z) sur R
On rappelle qu’on a posé :

(1.4.4) { 9(z) = —H'(20(2)

a = g(0)

avec les hypotheses suivantes :

g (0) = -1
(1.4.5) ¢y =0
g¥(0) = 6

On reconnait ’équation étudiée au premier chapitre ot le temps a été
translaté de —1. On sait donc que le systeme (2.2.1) admet une solution
faible entropique qui présente un choc a linstant-t; = 0 et au point
zg = (to + 1)g(0) = a. De plus, la courbe de choc a pour équation
z = ot + 1) + ¢°(t) ot la fonction ¢° appartient & C¥([0,7]) N C?(]0,7()
et vérifie :

(222) °(8) = 0(#).
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: Remarque. Le résultat est local car on ne suppose plus que, pour tout y
réel, yg''(y) > 0.
On pose :

(2.2.3)

) = (") (t) +a s t20
= si 0z2t=2-1

La fonction ¢ est la solution de 'équation de Ré,nkine—Hugoniot ; on a donc :

(2.2.4) o = [Iﬁﬁ;)] si 130,

On fait le changement de variables suivant :

(2.2.5) { y=z—a(t+1)-@olt) si 0

t2
y=z—a(t+1) si 02t>—1

qui redresse la courbe de choc en ¥ = 0. On note encore 2° la solution de
(2.2.1) dans les variables (t,y); elle vérifie ’équation suivante :

(2.2.6) { B2’ — (H'(z°) + 6°)8,2° = 0 sur Q

2%(-1,2) = 2(x) sur R

Remargue. La solution 2° est entropique et la fonction H" est strictement
négative donc :

(2.2.7) [2°] <.

Le lemme 4.2.2 du premier chapitre, dans ces nouvelles variables, donne
Pestimation suivante :

2°(t,y) — 2°(to, 20) = O((#* + v*)¥)
(2.2.8) 9,2°(t,y) = O((£* +¢*)"3)
85:2°(t,9) = O((#* +4*)7%)

Pour résoudre les systémes linéarisés, on va avoir besoin de résultats

complémentaires sur z°.

2.2.2 Etude des caractéristiques.

On a vu, dans le premier chapitre, que les caractéristiques de z° existent
et sont des droites dans les variables (¢, ) d’équation 2z = y + (1 + 1)g(y) ol
t est remplacé par t + 1 car la condition initiale est prise en ¢ = —1 et ol y
est le pied de la caractéristique. On sait qu’elles sont de pente strictement
négative sur 4 car g(y) est strictement négatif pour tout y réel.
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On se place sur £ et on considére la caractéristique du systéme (2.2.6)
qui passe par le point (s,y) de Q4 et de point générique (t,£(%,s,y)). Elle
est définie par I’équation intégrale suivante en tenant compte du changement
de variables fait pour redresser le choc :

(22.9) £(t,5,9) +alt +1) +¢°(t) = & + (¢ + 1)g(éo)

ot on appelle & le pied de cette caractéristique qui est représentée sur
la figure (2.2.1). On remarque que, pour 7 assez petit, la pente d’une
caractéristique est de Pordre de :

1 1 1
glloy -  g(&) —9(0) & g'(8o)

avec 8 €]0, 1{.

On prend alors € assez petit pour que cette pente soit inférieure & —1 pour
tout £ € [0,e]. La caractéristique de 2° de pied & € [0,¢] quitte alors le
domaine Q4 en y = 0.

L’égalité (2.2.9) appliquée 4 ¢t = s donne :

Y+ (s + 1) + °(s) = &0 + (s + 1)g(&).

On prend 0 £ ¢ < s et on fait la différence des deux égalités précédentes ; on
obtient :

y— €, 8,y) = (9(60) — @) (s — t) + ©°(2) — ©°(s)
= (9(%) — 9(0)) (s — ) + O(s* — t*)

car (po(t) =+ o(tz) et t<s

=—bo(s 1)+ O(s(s —t) + & (s — 1))

(2.2.10)

d’apres I'hypothese (1.4.5) faite sur la fonction g.

Lemme 2.2.1.
La caractéristique t — £(t,8,y) de 2% qui passe par le point (s,y) de Q4
vérifie pour s 2t 2 0 :

f(tasvy) —Yy= \/.;(S - t) + O(S (s - t) +y% (S - t))

Prevuve.

On reprend la fonction y4 définie en (2.2.3) dans le premier chapitre mais
calculée dans les nouvelles variables qui redressent le choc, ce qui nous permet
d’écrire ;

(2.2.11) € = y4(s, ).
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On va alors utiliser les estimations déjd démontrées sur cette fonction.
L’inégalité (4.2.3) du premier chapitre nous donne :

0< 18(s,5) < o ((8)° + (y + als + 1) +¢°(s) — z0)?)?
< C (st +y+as+¢°s)).
car ¢ = «. On a donc :
(s —t) = 0(s(s —t) +y(s —t)).

car t > 0 et ¢°(s) = O(s?). L'égalité (2.2.10) devient alors :

(22.12) s, y)—y=b(s —)+O0(s(s ~t) (1 +))
On a vu.da.ns le lemme 4.1.1 du premier chapitre que :
(2.2.13) y+(s,0) = /s + O(3).

Regardons alors le cas ou y > 0. La fonction y4. est de classe CP sur .\(0,0),
on écrit alors la formule de Taylor :

y+(3,y) = y+(8,0) + y Oyy+(s,0y) avec 8€]0,1]

or la fonction (8,s,y) — y%ayy+(s,t9y) est uniformément bornée sur le
compact {0,1] x Q4 ; en effet, d’aprés I'identité (4.2.7) et inégalité (4.2.8)
du premier chapitre, on a :

2
3

0 < y38,y+(s,8y) < CF:S'_—Q—); <C
8 Yy

done € = /34 O(s + y'é). On reporte cette égalité dans (2.2.12) et on
obtient :

§(t,s,y)—y=\/§(s—t)+0(s(s—-t)+y%? (s —t)+y(s—1)).

On suppose alors ¢ assez petit pour avoir y < yt et (s—t<s—t;ona
alors y (s — )2 < y3 (s —t) et on a démontré le lemme O

2.9.8 Calcul d’une certaine iniégrale.

On considére la caractéristique définie en (2.2.9) et on pose :

14 A ’ —(8,H'(°)) (t,£(2, 5,1)) dt.
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Figure 2.2.1

Lemme 2.2.2. Il existe ¢ > 0 telle que, pour 3 > 0 et y 2 0 assez petits,

on ait :
)
| I| < m(%) +c\/s
Q s
I=- fo | (3, H'(=)) (¢, E(t, 5, ) | dt
Preuve.

z° étant constant le long d’une caractéristique, on a 1’égalité suivante :
zg(t,g(t,s,y)) = ZO(S,y) = 20(60)

d’ott, d’aprés (2.2.9) :

(22.14) . 8t s,y)) = H(:(ﬁo))g,(&)'

On en déduit alors que :

_ [ g'(&o) o (1+(s+1)g (&)
(2.2.15) I_£1+(t+1)g'(§o)dt_ln( T )
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On a vu au premier chapitre que le pied d’une caractéristique £y est une
fonction croissante de la variable d’espace y. D’apreés les hypotheses (1.4.5),
la fonction ¢’ est croissante sur [0,¢]. On en déduit que la fonction :

1+{(1+ 8)9'(50))
1+ g¢'(éo)

y—»—ln(

est décroissante,
On considére alors la caractéristique de 2% qui passe par le point (s,0) et
on note §y son pied ; on a alors d’aprés ce qui précéde :

ean () < (R

D’aprés le lemme 4.1.1 et la proposition 4.1.1 du premier chapitre donnant
les régularités de la courbe de choc et du pied de la caractéristique, & est

une fonction réguliére de la variable /3, done il existe une constante ¢; telle
que : '

A

Eo=\/§+cls+o(.s).

On peut alors faire un développement limité des fonctions suivantes en
utilisant ’hypothése (1.4.5) faite sur la fonction g et ses dérivées :

1+¢' (&) =1+ (~1+2¢®(0)& + O(s?))
=35+ 5(3% ).

1+ (s+1)g'(6) =1+ (s + 1)(=1 + 35 + O(s%))
(2.2.17) = —5 + 35+ O(s?)
=25+ 5(3%)

avec O défini par :

f=0g < 3IC>0 -é-ggfscg.
On a donc :
ln(1+(s+ 1)3:'(5},)) _ (23 +§(3%))
1+ g'(&) 35+ 0(s?)

=1n(2 (14 0(v5))

On obtient, alors, en reportant ce résultat dans (2.2.15) et en utilisant
(2.2.18) :

(2.2.18) ~IgIn (g) + c+/5.
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si 8 et y sont assez petits, &, Pest aussi et pour & assez petit, on a g'(€e) < 0
et :

L+ (t+1)g' (&) > 1+ (s + 1)g' (o) car t < s

et 14(s+1)g'(£6) > 0 d’aprés le caleul (2.2.17). Onaalors I < O et l’mega.hte
(2.2.18) prouve le premier point du lemme [l :

2.8.4 Estimation de 8,(H'(2")).

On considére la caractéristique définie en (2.2.9) et on se donne une
fonction régulitre (1,s,y) — ((¢,3,v) vérifiant : il existe une constante R

strictement positive telle que, pour tout (s,y) € Q4, pour tout ¢ € [0,3], on
ait : :

(2.2.19) [{(t,5,9) —€(t,8,9) | S Rs(s —1).

Lemme 2.2.3.
Pour ¢ et 5, définis en (2.1.4), assez petits, il existe une constante C ne
dépendant que de R telle que, pour tout (s,y) € 04 et t € [0, 3], on ait :

(0 (B (2*)) ) 88,5, 90) | < (1 + CVE) (8 (H'(2)) ) (1€t 5,9) |
‘t

(s, ¥)

(t,ﬁ(t,s,g.;l)-_ (t,((t,s,y))

Figure 2.2.2

Preyve.
On note & (respectivement (o) le pied de la caractéristique de 2% qui
passe par (t,£(%,s,4)) (resp. (t,{(t,s,¥))). On utilise 'identité (2.2.14) pour
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exprimer 9,(H'(z%)) en fonction du pied de la caractéristique; on fait le
rapport des deux expressions obtenues et on a :

By (H' (")) (t,€(ts5,9)) | g'(é) ™ 1+ (1 +1)g'(¢o)
Oy (H'(2°))(8,{(2, 8, 9)) g'(¢o) 14+ (1+1)g'(é)

Montrons que 'hypothese (2.2.19) entraine :

(2.2.20) | | = [

(2.2.21) - ((.s — 1)) = O(s).
On reprend les équations sous forme intégrale des deux caractéristiques :

{ E(t,s,9) + a(t + 1) + °(t) = &o + (¢ + 1)g(éo)
((t,5,9) + a(t + 1) + @°(t) = o + (t + 1)g(Co)

En faisant la différence , on obtient :

.{:0 - CG + (t + 1)(9(60) - g(CO)) = €(t,8,y) - C(t’.s’ y)
= ('s - t)'gb(t,s,y)

olt ¢ est une fonction bornée en ¢ d’aprés I’hypothése (2.2.19). On pose :

u(t) = Co

pour £y, s et y fixés. On a alors u(s) =1 et :

F(t,u) = u+(1+t) (g(&) — g(fo_; i t)u)) —¥(t,s,9) = 0.

On peut alors appliquer le théoréme des fonctions implicites pour montrer
que u est bornée en {. En effet, on a :

BuF(t,u) = 1+ (1+1) /(6o — (s - H)u)
=14+ (1+1)}g'(¢o)

Donc 8, F(t,u) > 0, d’aprés (2.2.16) pour £, et s assez petits. On a donc
Pestimation (2.2.21) car s —t = O(s).
- Cette estimation nous donne immédiatement que :

g ) _ s
(2.2.22) g =1+0()

De plus,on a :

14+ (t+1)g9'(Co)

| g'(C)~g' &)
1+ +1)g'(6)

— 1+(ﬁ+1)1+(t+1)g'(fo)
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On définit le temps o par £(o,s,y) = 0 et on utilise le fait que & est une
fonction réguliére de la variable /0. On a donc :

L+ (t+ 1)g'(60) = —t + 30 + (o)
= O(a) cart<s<o et
9'(Go) — ¢'(€0) = (Co — &0)g" (&) +0(s*)  d’aprés (2.2.20)
= (¢ — £0) 60 9V(0) + 0(s* +0?)
car o = O(\/E )
= 0(s+/o).
d’ol :
9'(o) —¢'(§) _ O(s4/a)
1+(t+1)g'(&%)  O(o)
O(s)
)
=0(Vs)cars< o

On cobtient alors :

: 1+ tg'(¢o)
(2.2.23) T id (6 =1+ 0(Vs).

Les estimations (2.2.22) et (2.2.23) prouvent alors le lemme [
2.3 Hypothéses de récurrence.
2.8.1 Choiz de z¥
On se donne une fonction 2” définie sur £ et verlﬁant les conditions
suivantes :
(1) ¥ =2 sur QUT..
(2) 2 € CH{24:\(0,0)).
(3) 1l existe deux constantes M et M’ strictement positives telles que,
pour tout (¢,y) € 24, on ait :

|2 (t,y) —2"(ty) | < Mt

(2.3.1) 19, (z” _ z{))(t’y)l < _:ﬂ_f___% pour (t,y) # (0,0).

(£ +y?)

2.9.2 Choiz de w".

On se donne une fonction w? définie sur £ et vérifiant les conditions
suivantes :

(1) w¥=0 sur uQ_.
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(2) w” € ¢ (N4 \ (0,0)).
(3) Il existe deux constantes N et N' strictement positives telles que,
pour tout (¢,y) € 4, on ait :

{ |w*(t,y)| < Nt}
|Gyw*(t,y) | € N N'\/4.

Avant d’étudier les systémes linéarisés, on va donner également une estima-

tion de ¢¥ — &Y.

(2.3.2)

2.4 Estimation de ¢ — ¢°.
On rappelle qu’on a :

o = — [T(z]()]
24.1 ¢
(240 o [HE =)
[G’(z" — w¥)]

On note 2% (2) = 2% = 2%(¢,07). On fait un développement limité de H en
0 .
2% :

[HG) = ()82 + 5 [T B (2)
+ 1P EOE) + o[,
D’apres Pestimation (2.2.7), il existe une constante Cy strictement positive
telle que : _
(2.4.2) [[=°]] < C
On a donc :

(24.3) o = —H'(20)— 1

E[ZO]H"(ZP_) _ E[ZG]ZH(.?)(zU_) + O(t%).

On utilise le lemme 1.3.1 pour obtenir un développement limité de o¥ et on
remarque que z¥ = 22 et w” = 0 d’aprés le choix de ces fonctions donc :

"'-—H'(zo_) ;[z —w ]H"(z [z 0]2H(3)(ZO_)

1 v v Hn ¢ GH H! 0 v vy3
--Ei[z —w] (z2)G" (22 ) H'(2°) + ([z — w”] )
Or on a supposé :
(= ~2)ty) | <M
|w”(t,y)| < Nt%.

On obtient alors :

g | =R I () - O
o T HR)E (L)L) + Oth).

De plus : [z”]2 - [zo] = [2¥ = 2°][%] = O(t%). On a donc montré :
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Lemme 2.4.1.

(1) I existe une constante D = D(M, N) dépendant contmument de M
et N telle que :

1
o —o® + = [z" — z°] H"(z‘l) + L [zo]ZH"(zO_)G'_'(z?_)H'(zE) | € D3
1 2%

(2) I existe 7 > 0 tel que la fonction o* soit de classe C' sur [0,7]

Preuve.

Le deuxitéme point est évident d’aprés la régularité des fonctions 2¥ et
w’ 0O

On pose :

C_ =

tell, 1+,,]{|H”(z M [H' ()G (L) H (22 )|}

Lemme 2.4.2.
Il existe n > 0 tel que, pour toutes les fonctions z, et w, vérifiant
les hypothéses du paragraphe 2.3, on ait Iestimation suivante, pour tout

t e [0,n]:
|o¥ —a° | < Pt
avec P = (M + %5(00)2)0_ ot Cy a été défini en (2.4.2).

Preuve.
En effet, d’apres le lemme précédent et la notation (2.4.2), on a :

0¥ —o%| < (-;-M + 55(G)?)C- 1+ Dt

S%t-i—Dtg

- _ p
On prend 7 assez petit pour avoir Dvt < < 5 pour tout 0 €t < n et on
obtient le résultat O

On va maintenant résoudre les deux systémes linéarisés.

3. Calcul de z¥*?!

On veut résoudre le systéme suivant :

(3.11) {&z”*’l — (H'(Zu - w”) + a”)ayz""'l =0

2 (-1,y) = 20(y)
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3.1 Résolution sur Q, UT_.
D’aprés les hypothéses (2.3.1) et (2.3.2) faites sur les fonctions 2z, w” et
oV, le systéme (3.1.1) s’écrit sur £y U Q_ sous la forme suivante :

Be2" T — (H'(2°) +0)8,2" T =0
2 (=1,y) = 20(y)

2% est solution de cette équation, on peut donc prendre :
(3.1.1) 2t =2 sur QUO_.

3.2 Résolution sur Q.
3.2.1 Ftude des caractérisiiques.

On va d’abord montrer ’existence et 'unicité des caractéristiques. On se
fixe s et y positifs. La caractéristique ¢t — £11(¢, s,y) de z¥*! qui passe par
(s,y) est solution de ’équation différentielle suivante :

35 v+l 1
(3.2.1) (t,8,9) = —H'(z" —w*)(t,&'(t, 5,)) — 0

£”+1(s,3,'y) =y

or la fonction F' définie par :

P {§+\{t:0}—+IR
' (t,y) = — H'(2" —w”)(t,y) ~ o”(t)

est de classe C! donc, d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz, il y a
existence et unicité d'une solution maximale £*+! de classe CL.
L’existence des caractéristiques ne nous permet a priori pas de déterminer
z¥*1; il faut également montrer qu'elles sortent de Q4 par le c6té t = 0. On
va donc donner une estimation plus précise des caractéristiques de z¥+1,

9.2.2 Bstimation de £/ — &9,
On note ¢t — £"*1(¢,s,y) (respectivement £°(2,5,9)) la caractéristique de
2"t (resp. 2°) qui passe par le point (s,y) de Q.

Lemme 3.2.2,

Si ¢ et n sont assez petits alors il existe une constante R strictement
positive dépendant de M, N et P définis précédemment telle que, pour tout
s strictement positif et pour tout t de [0, s], on ait :

1672t 5,) — €°(t,5,) | < Rs (s — ).
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Preyuve.
€% est solution de 'équation différentielle suivante :

(3.2.3) { %E(t’s’w =—H'(2")(t, £°(t,8,y:)) —o%(t)
60(3,5,'!,’) =y

et £V est solution de équation différentielle (3.2.1).
On considére le schéma suivant :

(3.2.4)
{ y—&nta1(t,s,y) = — /t. (H'(z" — w”)(a, n(a, 8,y)) + 0¥()) da
€O(t: 3, y) = éo(t: 8, y)

On note :

(3.2.5) Cy= Max |H"("(z)+8(z" —2° —w”)(x))|.
z€R9€(0,1]

et on suppose que pour,n 2 (0, on a :

(H.R.) [€n(t,s,y) — &t 8,y)| S Rs(s —t)

avec _
(3.2.6) R=3(P+Cy M).

En intégrant 'équation (3.2.3) et en retranchant le résultat obtenu a (3.2.4),
on obtient que :

[eata(tis,) = alt, )| < [ o*(a) — (@) |
L H (2~ w") (e, Ea( 5,9)) — H'(2°) (0 oy ,)) | da

D’aprés le lemme 2.4.2, on peut majorer le premier terme de la maniére
suivante : '

f: 0¥ (@) ~ 0°(a) | da g /:Pada < Ps(s—1).
Pour majorer le deuxiéme terme, on utilise une inégaiité triangulaire :
j;s | H'(2* — w*)(a, £ala, s,y)) — H'(°)(a, £o(a, 3,y)) | dor <
[ 1 0t - B ofasa e
T l | H'(2") (e nle ,0)) = H'(2" Yo o[, 5,0)) | da
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Les hypothése (2.3.1) et (2.3.2) et la formule de Taylor permettent d’obtenir
la majoration suivante ou Cy a été défini en (3.2.5) :
&
[ 1HG =Y bl 0,2) — B ()@l 5,2) | da
t
&
£ / | (¥ - 2° ~ w”)H"(2° + 6(2" — 2° — w"))(a, €n(a, 3,2)) | de
t

&
< Cy(Ms+ Ns%)/ do
t
d’aprés les hypothéses faites sur z* — 2° et w”

L Co (M + Ns)s(s—1)

On utilise également la formule de Taylor-Lagrange sur le terme restant et
on a alors :

[ 1H G @ ala,0) = B 6o ) do
= [1€ - &), (B ) (@1 6o + 60 — €D, ,) | d
<R+ 8VE)s (s =1) [ 10,( () @ bole, ) | d

d’aprés le lemme 2.2.3 et I’hypothése de récurrence
< (ln(-g-) +e/3)R(1+CVE)s(s—t)

d’aprés le lemme 2.2.2 et pour s assez petit.

On obtient donc en regroupant les trois inégalités précédentes :

| €nt1(ts 5,9) = Eolt,5,9) |

< (P +Cy(M+Ns)+ R ln(%) (1+C5) (ln(g) +c\/§)) s(s —1)

< (-:1,: +1n(g—)) Rs(s—t)+Cs¥(s—1)

é-gRs(s—t)-i—C’s%(s—t)

oll C-est une constante indépendante de s. On a également utilisé le fait que
In(3/2) < 1/2. On prend donc s assez petit et on a démontré I’hypothése de
récurrence.

On va maintenant montrer que la suite (€,)n converge vers la fonction
£+ golution de 'équation différentielle (3.2.1) en vérifiant que cette suite
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est une suite de Cauchy.
| ‘Eﬂ-+1(t: 3, y) - E"(t: 8, y) |

= /tsl H'(z" — w”)(a,tn(a,s,4)) — H'(z" —w”)(e,ba1(a,s,y)) | da
< [ 160 600 (B =) @1 et + 86 = i) 2,9)) | o
< e = Enmillzme [ [0 (H'" = %)) (0 + 660 = n) | do

On majore intégrale en utilisant des inégalités triangulaires :
[[10,(/* = ) (@ s + (6 = E0-0)) | da <
[ 1 ) HE) 0, = (s + 06 1) |
b [ H0,6" = 2 = ) (o et + 06— n-1)) | do
b [ 1B 10,2 (@, et + 8060 — 60t | do

Pour majorer la premiére intégrale, on utilise la formule de Taylor sur le
terme H"(z* - w")} — H"(2%) et on sait que :

(2" - 2% —w”)(s,y) = 0(s)
8,z —w")(s,y) = O(2)

Elle se majore done par C s.
Pour la deuxiéme, on a supposé que :

By(#* = 20 — w*)(s,y) = 0(—};)

donc elle se majore, aprés intégration, par Cz /3.
Pour majorér la troisiéme, on va utiliser les lemmes 2.2.2 et 2.2.3. En effet,
ona:

[€n—1 4 8(6n — n1) — &0 | = [ (1 = 0)(§n-1 — §o) + 8(&n — &o) |
S(A—-lbna—Lo|+0[&n—Col
car 6 €]0,1]
<(1-6+8)Rs(s~1)
d’aprés ’hypothése de récurrence que 'on a démontré
< Rs(s—1)
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On peut donc appliquer le lemme 2.2.3 car & est une caractéristique de 2°,
ce qui nous donne :

/0 8 | (OH'(2°)) (a, én—1 + 8(én — €n1)) | dex
< +8v3) [ 1OH ) (@ bo(o ) Lo
< (ln(g) +ey/s) 14 C/5)

d’apres le lemme 2.2.2

On obtient finalement : |
[ 10, ) (0,1 4 88~ o) | do
<G5+ Chs+(n(3) +evB)(1+C V)
< ln(-g-) +C /s

1 .
< 5 si ¢ est assez petit.

La suite (£,),, vérifie donc :

{
1
&n+12 ~ Eallze=(o,8) < 51én = En-1llz=(0,9)
1
< (§)n|l€1 — &ollLe(o,s)

Il est alors facile de montrer que (£,), est une suite de Cauchy. Elle converge
donc vers une fonction € qui vérifie (3.2.4) or £¥*! est P'unique solution de
cette équation et on a donc :

|§"+1(t,s,y) — Eo(t,s,y) |<Rs(s—t) O

On déduit de cette estimation que, st £ est assez petit, la pente d’une
caractéristique de 2¥*! est du signe de celle de I'équation scalaire au voisinage
du choc, donc négative ; elle est, de plus, strictement inférieure a —1.

La caractéristique de z“*! qui passe par le point (s,y) de 4 \ {t = 0}
ressort donc par le ¢6té t = 0 et on peut entierement définir 2! sur Q4 en
posant :

(3.2.7) z"“(s,y) = 20(0,§”+1(0,s,y)).

On remarque que l'on a également :

(3.2.8) z.”+1 e C! (ﬁ+ \(1,0)).
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3.2.8 Estimation de 211 — 20,
On rappelle qu’on a les estimations suivantes :
[ =) 9) | <
|w*(s,v)| < Ns%

On pose v(s,y) = (2”1 — z%)(s,y) et v est alors solution de 'équation aux
dérivées partielles suivante :

(3.2.9)
By — (H'(z" —w") +6%) v =

(H'(z" —w*) - H'(") + 0" —- 0%)8,2°
v(0,y) =0

On intégre le long d’une caractéristique t — £€¥11(2, 3, y) de 217 et on obtient
que ;
(3.2.10)

3

oo, )= [ (HG = 0") = B + 0" = 0%),2 (1,6 t,5,9)) b
0
On pose :

CO ztg?p (H HHGM) (2.’ (t)) (00)3

olt Cy a été défini en (2.4.2) et on suppose que la constante M définie en
(2.3.1) vérifie :

(3.2.11) M 2 10C°.

Proposition 3.2.3.
Il existe 1 strictement positif tel que , pour tout (s,y) € Q. on ait :

|(zv+1 " z“)(s,y)] <

On va décomposer la preuve de cette proposition en montrant que :

Lemme 3.2.4.
Il existe une constante C strictement positive dépendant continiiment de
M, N et R définis précédemment telle que :

(1) '

/ (H'(z* —w”) — H'(2°))9,2°(¢,6" 1 (2, 5,9)) dt' MS]n(3) +C(32)
(2)

‘/:(0"’ HGO)ByzO(t,ﬁv-fl(t,s,y)) dt] < (%M ln(g) + Co)s + CS%.

La formule (3.2.10) nous donne alors :
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Lemme 3.2.5.
Il existe une constante C' telle que, pour tout (s,y) € 4, on ait :

| (2%~ 2)(s,1)| < %M3+C.9%.

Preuve du lemme 3.2.4.
Pour montrer le premier point, on utilise la formule de Taylor-Lagrange,
il existe donc 8 €)0, 1 tel que :

J @ -0ty - B )3, (4,64, 0,0)) s =
[ @ —wr = B 0,2 0,6 )
0 : :
+ fs(zy —w” — 2%)? H® (zo +6(z" ~w” ~ zo))ayzo (tv f”H(t: 8, y)) dt.
0

Le deuxiéme terme se majore simplement en utilisant les estimations faites
sur les fonctions 2¥ — 2° et w” et la majoration de Dy2" par 1/t :

l / (2% —w” = *2 H® (2° +6(z" —w” = 2°))8,2° (£, (¢, 5, 1)) dt |
0
£ C &2

olt C est un majorant de H® (2° + 6 (z* — w¥ — 2°)) sur Q. Il dépend done
continfiment de M et N.

Pour majorer le terme restant, on utilise d’abord les lemmes 2.2.3 et 3.2.1
ainsi que les majorations de z¥ —2% et w¥ par Mtet N t%, ce qui nous donne :

| /:(z” —w” —2°)H"(2*)9,2° (t,.f”“(t,s,y)) dt |
<1+ C/5E) (M + N /3) s/:l By (H'(2%))(t, €°(, 5,4)) | dt

car |(€"* — £0)(¢,s,¥)| < Rs(s —t). Le lemme 2.2.1 nous permet de
majorer l'intégrale restante par In($) + ¢/ et on obtient alors qu’il existe

une constante C' dépendant contintiment de M, N et R (car ¢ dépend de R)
telle que le premier point du lemme 3.2.4 soit vraj.

Pour prouver le deuxiéme point, on reprend le développement limité de
o¥ — o qui nous est donné par le lemme 2.4.1 et on a :

| fo (0" = 0°)0,2" (8, €71 (t, 5,9)) | dt
< % fg [ — PJE(22) 8,2 (1,6 4, 5, 1) | dt

+az [ 11 @G HYER)0,5 (1,64 t,,9) | e+ D Gy of.
0
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Le deuxieme terme se majore par :
/ | [2]7 ("G H')(22) 8,2° (¢, € (1, 8,)) | dt < C° s
0

car [2°]() = O(V?) et 8,2°(t,y) = O(1/t). Pour Pautre terme, on se sert
encore des lemmes 2.2.3, 3.2.1 et 2.2.1; par un calcul similaire & celui fait
dans la premiere partie, on obtient :

fo [ = 2 H(28) 0,2 (1, €41t 5,0) |
< M(1+6’\/§)s(lﬁ(g) +e/3)+C st

On regroupe ces deux résultats et on a prouvé le lemme 3.2.4 en utilisant
In(3/2) < 1/2. Le lemme 3.2.3 est une conséquence de ce lemme appliqué a
'égalité (3.2.10) en utilisant I'hypothése (3.2.11) [J

4. Calcul de w**!

On veut résoudre le systéme suivant :

8 v+1+ H' (2% — w¥)— a¥)é v+1:0
(4.1.1) { * (G =) a+)1 &
w’T(-1,y) =0

4.1 Résolution sur Q, UD_.
D’apres les hypotheéses (2.3.1) et (2.3.2) faites sur les fonctions 2, w” et
0¥, le systéme (4.1.1) s’éerit sur £ U Q.. sous la forme suivante :

Fw’t + (H'(2°) ~ a)fyw*t' =0
w?*1(0,y) =0

La fonction nulle est solution de cette équation, on peut donc prendre :
(4.1.2) w20 sur QUT_.

4.2 Résolution sur 0.
4.2.1 Etude des caractérisiigues.

On se fixe s et ¢ positifs. La caractéristique ¢ — £“¥1(¢,s,y) de w”*! qui
passe par (s,y) est solution de ’équation différentielle suivante :

3E v+1
(42.1) 5 (hey) = H'( — w64 (45,9) ~ a*(2)

gtls,s,y)=y
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or H' est une fonction strictement positive ainsi que la fonction —o¥ donc
les caractéristiques, si elles existent, sont de pente strictement positive.
La fonction F' définie par :

Al {_ﬁ+ \ (070_) —R
' (ty) ~H'(z" = w")(ty) =~ o" (1)

est de classe €1 donc, d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz, il y a
existence et unicité d’une solution maximale £ de classe C1.

Pour définir une solution de (4.1.1) sur §4, on doit donc se donner une
valeur w%t'(£). On prend la solution de la deuxi®me équation de Rankine-

Hugoniot et on a vu dans le lemme 1.3.2 que P'on a :

wit! = W22, 24 [z”+1]3.

‘t

(S,y) wy+1 (3, y) — wi—l—l

(t,0) ()

Figure {.2.1

On définit w”*? solution de (4.1.1) par :
(422) w1 (s,) = w0

ou (¢,0) et (s,y) appartiennent & la méme caractéristique. On remarque que
l'on a bien :

(4.2.3)  wtecd (?z'+\(0,0)).
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4.2.2 Estimation de w11,
On pose :
Wo = Wo(M) = Sup |W(z2*(2), p+1(t))l
te[0,4]

Cette constante Wy dépend de la constante M utilisée dans le lemme 3.2.1,
On suppose que la constante N définie en (2.3.2) vérifie :

(4.2.4) N 2 2(Co)* Wo(M).

Lemme 4.2.1, _
Il existe € >0 et y > 0 assez petits tels que, pour tout (s,y) € 4, on

ait :
lw”+1(s,y) | < N s,

Preuve.
On reprend P'expression (4.2.2) et on a:

w1 (¢, €7 (8,5,0)) | < Wo | [ 4] [
S Wo (Co)® (1 + M+/5) 5%

Or on a vu que les caractéristiques étaient de pente strictement positive donc
s £ et on a démontré le lemme d’apres (4.2.4) O

Les lemmes 4.2.1 et 4.2.2 ont donc montré qu’on avait des estimations
uniformes sur les suites de fonctions (2%), et (w¥),.

Proposition 4.2.2.
Si n et € sont assez petits, alors il existe deux constantes M et N
strictement positives telles que, pour tout v entier et pour tout (s,y) dans

Q, on ait :
(=" = 2")s, ) | < M
fw”(s,y)] £ N s?
On va également montrer qu'on a des estimations uniformes sur les

dérivées partielles.

5. Estimation uniforme des dérivées partielles

Le but de ce paragraphe est de montrer les estimations suivantes.

Proposition 5.1.1.
Si n et ¢ sont assez petits, alors il existe deux constantes M' et N'
strictement positives telles que, pour tout v entier et pour tout (s,y) dans

€4\ (0,0), on ait :

M!
v 0
[0, = )6 | < 5y

|0,w"(s,5)| < N' /5
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5.1 Estimation des dérivées partielles de 21!,
5.1.1 Estimation de 8,(z" — 2°).

On va d’abord donner trois lemmes techniques qui seront démontrés dans
un paragraphe ultérieur. On note ¢ — £(4, s,y) la caractéristique de z#*1 qui
passe par le point (s,y) de .

Lemme 5.1.1.
Pourt € [0,s),0na:

2+ ({(t,s,y))2 > %(33 +y?) avec = %

Remarque. La constante § a une valeur purement technique comme on
le verra dens la preuve de ce lemme, elle a été choisie égale & 16/5 pour
simplifier un peu les calculs. :

On pose :

Cy = fup IH"(ZO(S,y) +0(z" - zu)(s,y)) |
(5.1.1) (s,9) €Ty ;0 €[0,1]

My =3 880y (Co M + P)
et on suppose que la constante M’ définie en (2.3.1) vérifie :

(5.1.2) M' > 30 M,.

Lemme 5.1.2.

Sin et € sont assez petits, alors il existe une constante C' indépendante
de M' et N' et une constante C{M',N') telles que, pour tout (s,y) dans
©4\(0,0), on ait :

4 /
0

My
< a 2y 4
(s® +y2)2

0 b
3 M

< gt In(3)

2
(H'(z" —w¥) - H'(2°) + 0¥ - o'o)“a%z'zo (t,é(t, s, ) 'dt

+C

m*“C(M',N')\/;
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Lemme 5.1.3.
Il existe une constante C(M',N') telle que :

/Oal Hl!(z” — w”)ay(z” —_ w")(t,ﬁ(t, S,y)) 1 &t

<In(3) + oM, W) 5,

On va supposer que ces trois lemmes sont démontrés et on prouve alors
que :

Lemme 5.1.4.

- I existe une constante C(M',N') dépendant continiiment de M' et N’
telle que :

|0,(z% = ) (s,9) | € (2Mo + 75 M) ——=— & C(M', V')

=+

Remarque. La notation C(M' N') représente une constante qui dépend
de M' et N' dont la valeur peut éventuellement changer au cours de la
démonstration.

Preuve.

On pose v(s,y) = 8, (z**! — 2%)(s,y). On dérive équation (3.2.1) par
rapport a y et on obtient que v est solution de :
(O — (H'(z" —w”)+0*)9yv =
H'"(2" —w")8y(z" —w")v
(5.1.3) ! + (H"(2" —w”) 8,(2* — w”) — H"(2°) 0,(2")) 9,2°

820
0 0

+ (H'(z" — ") — H'(2°) + 0¥ — o) o
Lv(0,9) =0

Les fonctions v et z¥*! ont les mémes caractéristiques ; on intégre le long de
P'une d’entre elles :

|v(s,y)| < / [(H'(z" —w”) - H'(z°) + &* —ao) 7 (t £(t,s,y)) |dt

+ '/0 [ (H"(z" — w”)dy(2" — w") — H"(_zo)aygp)ayzo(t,E(t,s,y)) | di

)
0

(2" — w*) 8y(2" — w*) v(t, £(%, 5,9)) | dt
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On utilise une inégalité triangulaire sur le deuxiéme terme et le lemme 5.1.2
sur le premier, d’ot1 :

My
3 2;+C
(s* +y?)e

+/ | (H"(z" = w”)8,(z" — 2° —w")3,2° | dt
0

lv(s,y)| <

+ '/0.9| (H"(Zu - ,wV) _ H"(zo))(ayz“)z(t,f(t, s,y)) | dt

b [ H G — w0y 8y — w0 olt, €t 5,)) |t

0

Le lemme 5.1.2 nous permet de majorer les deux premiéres intégrales et on
obtient :

3 M!
v(s < - C+p%In C(M' N’
50| € ey 42 +ﬂ1()(3 5 OO, W) VE

Ny

(2¥ — w*) B,(2" — w*)v(t, (%, ,y)) | dt
< (8% lﬁ(g) M+ M")Es_?'_l_z—)? + C(M',N')

+ ]0 (z" - w) 3y(z” _ wl’) v(t,f(t, .s,y)) ! dt

car 3 est majorée par .

On pose :

1
-(-—m%- + C(M',N").

Le lemme de Gronwall permet alors de majorer v(s,y) par :
I U(ss y) I < ¢‘(3,y) +
/0 ¢(t,E(t,5,9)) | H"(2" — w”) 8y(z* — w”)(,£(¢,5,)) |x

Exp ( ] CTHY(2 = 0”) 8,(2" — w*) (e, €@ 5,9) lda) dt

s,9) = (64 1a( 3 ) 31+ o)

D’apreés le lemme 5.1.3, on a :

Exp (/ts |H" (2% — w") 8,(z* — w”){o, &(a, 3,¥)) |da)

< g + C(M',N") /5.
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Les lemmes 5.1.1 et 5.1.3 nous donnent également :
/0 b (2, E(L, s, y)) | H'(2" —w") 9y(=" — w*)(t,£(3,3,y)) | dt
ﬁl
(8" +y?)s
8
] |H"(2" — w”)8y(z" — w”)(t,€(, 8, 9)) | dt
0

< (4 mGy '+ oy E 4 00, )

3 3
< ((ﬂ% ]-n(g)M'-l-Me)( =" B )3 +C(M', N))(ln( }+ C(M',N")/s)
On obtient finalement en regroupant ces dszerentes estimations :

[v(s,9) |

< 1+ 288 m))(t ) M+ M) + 00N,

_
(% +y2)8

Pour conclure, on remarque que :
3 1, .3
— {16 )<
1+ 5 B In( 2) 2

3 . 3 1. ,3 9
2 8% bt Ne =
(1+355° In(3))8° In(3) < 35
On a donc montré le lemme 5.1.4 0O

L’hypothése (5.1.2) montre alors la premiere estimation de la proposition
(5.1.1) si l'on suppose s et y assez petits. En effet, on a alors :

9 ., 29,
2Mo + g M < 30M
donc : 29 M’
—_— (M, N'

< _1"_’—’.'_..
(83 +y?)3
5.1.2 Estimation de 04(z" — 2%).
On revient & ’équation vérifiée par 27! et on a alors :
Oz = (H'(z" —w") + 0¥ )8,z +!

Or, d’aprés le lemme 5.1.4 et Vestimation (2.2.8) de 9,2°, on a, pour t et y
assez petits : '

18,2771 (5,1)1 < 18,2°(8,9) | +18(z" ™! = 2°)(s,9)

G, M
(51.4) TSy (8 )
2C, :

NGO
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Or, d’aprés le lemme 5.1.4 et Pestimation (2.2.8) de 8,z°%, on a, pour t et y
assez petits :

10,2 % (5,9) | <10,2°(s,0) | + | 8y (2" = 2°)(s, )]

< Co N M'
(5.1.4) SEreR (@B
2C)

= (33 +y2)%
Lemme 5.1.5.
Il existe une constante M" strictement positive dépendant de M’ telle
que, pour tout (s,y) € 24 \ (0,0), on ait :
MH
{8271 (s,y) | € —=.

s

Preuve.
Il nous reste & estimer H'(2¥ — w"”) + ¢ pour obtenir le résultat. D’aprés

le lemme 1.3.1 qui donne un développement limité de o” et les estimations

démontrées précédemment sur 2% on a :

0¥ (s) = —H'(2(s)) + O((s* +¥*)¥) don
H'(z" — w”)(s,9) + 0"(s) = H'(z" —w")(s,y) — H'(z2(s))

+0((s* +3%)%)

= (2" —w")(s,y) — 22(s)) H" (22 (3))
+O((s* +4%)%)

= (2"(s,y) — 2°(s,9) — w”(s,y)) H"(z1(s)) +

(2°(s,9) — 22 (s))H"(22(3)) + O((* +4*)¥)

= 0((s* + y*)1).

car z¥(s,y) — zo(s,y) —wY(s,y) = 0(s) et z“(s,y) - zo_(s) = O((s3 -+ yz)%).

On regroupe ce résultat avec 'estimation (5.1.4) et on a démontré le lemme
515 0O

5.2 Estimation des dérivées partielles de w”*!.
La fonction w**! est solution de ’équation suivante :

Q"+ = —(H'(2" — w”) — o¥)Gyw*t?
or, d’aprés ce qui précéde, on a H'(2¥ — w”) — ¢ = O(1) donc les deux
dérivées partielles de w”*! sont du méme ordre.

Lemme 5.2.1.
Il existe une constante C(M') qui ne dépend que de M' telle que, pour
tout (s,y) € 4, on ait :
| | B+ (s,y) | < C(M") /5
18,0 (s,9)] < O(M") Vs
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Preuve. ‘
On a défini w**! par (4.2.2) en posant :

w't(s,y) = wit'(t) avec t<s

ou t est défini de maniére unique si s et y sont connus et :

witl(t) = W(245H(8), 222 (8)) [# 1)

On note Cw une majoration des fonctions W,8,, W et 8,,W prises en
25 (), 221 (t) pour't € [0,n]. La constante Cy dépend de M’ et on a,
d’apres le lemme 5.1.5 :

|0 (0] < Cw [3 [z 1] (82 + [74]° (18022 |+ 025+ )|
MH
Vi

< 14 Cw (Co)* M" Vi pour ¢ assez petit.

< Cw (12(Go)* t + 16 (Co)* £3)

On prend C(M") = 14 Cw (Cy)* M" et on & prouvé le lemme car t < s [

5.3 Preuve de la proposition 5.1.1.

Les lemmes 5.1.4 et 5.2.1 prouvent cette proposition. En effet, on définit
le voisinage du choc sur lequel on travaille par le lemme 5.1.4 pour obtenir
la premiére estimation de la proposition et on prend N' = C(M").

5.4 Preuve des premiers lemmes.

5.4.1 Preuve du lemme 5.1.1.

Figure 5.4.1
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On note t — ¢°(t, 5, y) la caractéristique de la fonction 2° qui passe par le
point (s,y) de Q4. On a vu, dans le lemme 2.2,1, qu’une caractéristique de
2% vérifie

£%(t,8,y) —y = V/s(s — 1) +-O(.s (s—t)+ y¥ (s —1))

donc, en particulier, pour la caractéristique £°(¢,s,0) qui passe par le point
(s,0),0ona:

fo(.t, 8,0) = \/E(S —~t) -+ O(s (s — t))
donc

£%(t,5,0) = Vs (s —t) — Cs (s —t).
Montrons que :

y — &%, 5,9) < —£€°(,,0).

En effet, par définition des caractéristiques de z°, on a :

v-€ts =— [ (BEa s +0(@) do

or la fonction y — £%(¢,s,y) est croissante. On a également vu dans le
paragraphe (2.2.3) que la fonction —8,(H'(z%)) est négative; on en déduit
que y — —H'(2%)(¢, £°(¢, s,y)) est décroissante, d’ol :

y— £t 8,y) = — '[: (H'(zo)(a,fo(a, 3,4)) + Jo(a)) doe
<= [ (#6a0,00) + °(w) da
< 0- Eo(t: 8, 0)

On a donc :
£, 8,y) 2 y+£°(1,5,0)
>

y+vs(s—t)—Cs(s—1)
Or, d’apres le lemme 3.2.1, on'a :

|€(t,5,9) — €°(2,5,5) | S Rs(s—t) dlon

£(t,s,y) = £%(t,5,y) — Rs(s — 1)
y+vs(s =) (1~ (C+R)V5).

On en déduit que, pour s et y assez petits, on a :

AR

(5.4.1) £(t,s,y)2y+§\/§(s——t) pour t € [0,s].
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Remarque. La constante est prise égale & +/3/2 de maniére arbitraire ; on
aurait pu prendre n'importe quel réel positif et strictement plus petit que 1.
Onay20ets>tdonc:

Ezzyz-{-%s(s—t)z et

t3+§22y2+-2-3(3-—t)2+t3.

On étudie alors la fonction f définie par :

(0,s] - R
fz{ 3

tr ~s(s—1t)? +¢
4
et on montre que f(t) 2 f(s/2) 2 -1% s*. On a donc :

5 5
t3+£22'i'6'33+y2>"f6(y2+t3) D

5.4.2 Preuve du lemme 5.1.2.

On utilise les estimations (2.2.8) majorant azgzo(t,y) par Co (£* + yz)‘%
et celles de la proposition 4.2.1 majorant z — 2% et w” respectivernent par
Mt et Nt? ainsi que la définition de la constante C; et on obtient :

dt
(3 + E2(t,s W)*

/ (Co(Mt+ Nt¥) + Pt)dt d’aprés le lemme 5.1.1

Agcef (Co(Mt+ Nt?) + Pi)
] 0

* (s +y2)“
< _CoBt
(8 +y?)%
M().S
~= (33 +y2)c
car M():*éﬁ%C{)(CQM‘i'P) et S%g(s3+y2)%
1
< My——m+C
0(33.+y2)%
car s* € (s* + y?)E.

(e niy o)

+ - CoCzNﬂE

On montre de méme griace au lemme 5.1.1 la majoration de Uintégrale B. En
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effet, on a, en utilisant un développement de Taylor :

/ l(z — 29 ”)H"'(z +8(z" -z —w"))|( » (t f(t,s,y))) dt

3 dt
<C f Mt+ Nt :
avec Cy = [H'"(z + 0(z" — 2° —w")) |

z€Q; ee[o 1]

<C -(_3-3_"-_|-_y-2)_s ] (Mt+Nt2)dt

d’apres le lemme 5.1.1
L
<Cs f (M + NV dt
0
£C

Il nous reste & estimer l'intégrale C. On utilise une inégalité triangulaire, ce
qui nous donne :

< [0 ) - B 8, = 2 =) 0,0 (660,500 |
+ ‘/Ual Hn(zo)ay(z,, — 2% - w")ayzo (t, f(t,s,y)) | dt

Pour majorer la premiére intégrale, on utilise la formule de Taylor et la
constante (3 définie plus haut; on a :

| (H"(z" —w") = H'"(z°))(t,9) | < C3 (2 ~2° |+ |w”|)
< Cy (Mt+Nt?)

d’apres la proposition 4.2
On a supposé :

1

M '
e + N'VE.

10,(2" — 2" —w")(s,9)| <

On a également vu que :
G
®+y)b

La premiére intégrale obtenue dans la majoration de C' donne alors :
&
/ | (H"(ZV _ wu) _ H"(ZO)) 6y(zv . zO _ wu)ayzﬁ (t,g(t, S,y)) I dit
0

s 2 M! ; dt
<CuCo [ (Mt Nt erer Y W eran
C(M',N') /5.

|ayzc(33 y) | =
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Le lemme 5.1.1 nous permet de majdrer Vintégrale restante :
f l H"(2°)8,(2" — 2° — w¥) 8,2°(t,£(¢,8,9)) | dt <
o o
f | H"(2°) 8,2° (¢, (¢, 3,)} | ( —+N' t) di
0

(t + fz(t, 5,9))3
) % J 1) 0,30 (1,600, 5,) | + O, N') V5
Bt M - (L+C5) /0’| 8, (H'(z"))(%, Eo(t, 5, %)) | dt

 ——
(s* +y?)s
d’apreés les lemmes 2.2.3 et 3.2.2 et avec

£ caractéristique de z° qui passe par (s,y)
q qui p )

< B OV ) o)

d’aprés le lemme 2.2.2.
On obtient finalement :

ﬁ%
(5 (s* +y)t
5.4.3 Preuve du lemme 5.1.3.

- In(3) + C(M', V') V5.

On utilise Pinégalité triangulaire pour séparer intégrale & majorer en trois
intégrales.

| [ w0 - w o s )
£ /08 | (H"(z” —w’)— H"(zo)) Oy(z" —w”)(t,E(L, s,y)) | di
+ [ 1E G0, - 2 - v et )
+ [ 10,000t 0 )

Les deux premiéres intégrales se majorent en utilisant les estimations (2.3.1)
et (2.3.2) par C(M',N')\/s. En effet, on a : :

(= ~ 2~ w")(5,4) = O(s)
8,(z" —w*)(5,9) = O(;)

By(2" — 2° — w*)(s,y) = 0(—\}—;)
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Pour la derniére intégrale, on applique les lemmes 2.2.2, 2.2.3 et 3.2.1
comme cela a été fait dans la preuve du lemme précédent et on obtient :

l ] E (2" = w”) By (" — w")(2,4(t, 8,y)) dt l
0
| < ln(g) +C(M',N') /5.

6. Convergence des suites (2") et (w”)

On va montrer que les suites (z*) et (w”) sont des suites de Cauchy pour
la norme L%,

6.1 Estimation de ¥ — o¥™1,

Lemme 6.1.1.
On a Vestimation suivante :

lo” =" Hizoqomn € C (I [ w7 ] lzeo o, +l [2" =2 7] e qo,0p) )-

Preuve.
D’aprés le lemme 1.3.1, il existe une fonction f de classe CP~2 telle que :

o' = ~H'(z) —% [z —w’] H'(22) + [ - w"]2 f(22, [ = w”])
1

a.v—l — _Hl(ztl) _ § [zu—l - wﬂ‘“l] H"(z?_)

+ [zu—l . wu-—-l]2 f(zo_, [zu-—l _ wu—l])
En faisant la différence, on obtient :
(6.1.1)
o¥ — a,v-—-l — _% H“(z‘l)([z" _ zu—l] — [wu - wv—-l])
+ ([zy . wy]z " [zu—l _ wv—l}z)f(zg, [zv _ wu])
+ [ = w2 [ — w¥]) = £(2%, [ —wr])).
On utilise alors la proposition 4.2.2 qui majore uniformément z* — 2° et w”

et on fait un développement de Taylor de la fonction f par rapport a la
deuxiéme variable pour obtenir le résultat O

6.2 Estimation de z7+! — 2,
Lemme 6.2.1.

On a I’ estimation suivante :

3 - ' -
2"+t = 2" || oo () € 7 Ul ="l + ll2” = 2 Hizeqay ).
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Preuve.
La fonction 2¥*1 — 2% est la solution sur £} de ’équation aux dérivées
partielles suivante :

Bi(z"H — 2¥)(s,y) — (H'(z — w") + ") 0y (2" — 2%)(s,y) =
(6.2.1) (H!(Zu—l _ wy—l) _ Hl(zv - wu) + av-—-l _ o,v) ayZV(S,y)
(2~ 2)(0,y) = 0

On intégre le long d’une caractéristique de z¥! et on obtient que :
(4 = 2*)(s,9)
— /O.S(H'(z”'l —w Y H'(2 —w¥) + 0"t — o¥)
8,2” (1, £(t,5,)) dt
— -/OS(HI(ZV—-I —w ) — B2~ w”) + 0" — o”)
8, (2" - ) (¢, £(t, ,y)) dt +
/: (H'(z""! —w* )= H'(z* — w*) + 0"~ = o¥)
8,2° (¢, £(t, 5,y)) dt

On utilise alors la formule de Taylor et le lemme 6.1.1 sur la premiére intégrale
et on la majore par :

'/05 (H'(z"'~w ™) - H'(Z —w")+ " - o”)8y (z" - zo)(t,f) dt |

C /3 (Jlw” — 0w Hlgee (@) + 2" = 27 1o (o)
car : | .
10y(" = 2°)N(ty) | <77
On s’intéresse alors & la deuxiéme intégrale. D’aprés (6.1.1), on a également :
[(e” — " 7)(t)] <
1 - -
(5 H"(2) + CVE)(lw” — w0 lm@@) + 2" = 2" |z ()
d’otr :
| [ e = a0 et s )
0

1 _ -
< 5 (" =@ iz @) + 112" = 2" |z X

(/: | H"(22)8,2°(t,£(t, 5,9)) |dt + C j: %) '
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On introduit H"(2°) dans lintégrale restante en utilisant une inégalité
triangulaire et on conclut grace aux lemmes 2.2.2, 2.2.3 et 3.2.1. On obtient :

| [ = o008, 60, 5,00

3 -
sgln(z) (" =" my + 2 = 5" i

car .

/03|H"(z9.)ayzo(t,g(t,s,y)),dtgln(_g_) o

Pour majorer 'intégrale restante dans le calcul de z¥*! — 2¥, on utilise
la formule de Taylor et les estimations uniformes déjs trouvées. On obtient,
alors, en regroupant les différentes majorations :

(zu-i-l - zu)(s,y) <

3 3 _ v -
3 1n( )+0f)(uw 0" gy + I = 2 zeqay ).

¥

w

On prend s assez petit pour avoir — 1n(3/ 2)+C+s < <37 t on a démontré

le lemme O
6.3 Estimation de w?*! — .

Lemme 6.3.1.
On a I’ estimation suivante :

v+1

""" ~ @[l Leo(a) € (Ilw w ooy + 12" = 2" ML) )-

Preuve.
La fonction w”*! — w" est la solution de ’équation aux dérivées partielles
suivante sur {2, :

(6.3.1)
B(w* ™ —w)(s,y) + (H'(2" —w") — 6")dy(w*+ —w”)(s,y) =
(Hl(zu—-l — wu—l) . H'(z" _ wy) _ o,u—l + o,u) ay,wb'(s,y)
(@t —w*)(0,y) =0

On intégre le long d'une caractéristique de w**! et, en reprenant les notations
définies en (4.2.2), on obtient que :

vl wV)(S, y) - wv+1(t) w+(t) <4

(w
/S(H'(z""l —w' T - H'(2" —w*) ~ 6"~ + ¢¥) 8w (a,£(a, s, 1)) do.
t
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Remarque. Si la caractéristique considérée coupe 'axe t = 0, on prend
wit(t) = w¥ (t) =t = 0 et le raisonnement est le méme.

On utilise alors les estimations uniformes que l'on a montré. D’apres le
lemme 6.1.1, il existe une constante C telle que, pour tout (s,y) € {24, on
ait :

032 |-l (|l - @)+ | -,

La formule de Taylor-Lagrange nous permet de majorer le reste de l’mtegrale
de la maniere suivante :

] j:(H'(z”"l ~w¥ ™) — H'(z" — w")) &,w"(5,£(2,s,y)) di ]

3
<G (Jlw” — w" o) + [l2” = 2" || eo () ) /0 | yw” (8, £(¢, 5, y)) | dit

SOy N' 53 (|[w” — w* M |peoqa) + 127 = 2| zoo(ey)
d’aprés la proposition 5.1.1

ou la constante Cy a été définie en (5.1.1) et représente une majoration de
H". On a également :

{ witL(t) = W (24 (1), 22 () [2* 1] donr:
| (8) —wh () | S Ct[[e"™! = 2|l g0 car  [2"F] = O(VE)

On regroupe les estimations précédentes et on obtient :

[(w"* — w¥)(s,y)|
< Cy N' 5% (e — w” Mz (@) + I12* ~ 2" | zeo(a))
4+ Cs|z" = 2¥||pe

On prend alors s assez petit et on utilise le lemme 6.2.1 pour démontrer le
résultat O

6.4 Convergence du schéma.

Proposition 6.4.1.

Les suites de fonctions (w"),, (2”), et ("), convergent uniformément vers
des fonctions w,z et o solutions du systéme (2.1.3). De plus, les fonctions
z et w admettent un choc en y = 0. Elles sont continues sur §)_ et §2, et
vérifient les estimations suivantes :

(2= 2)(s,9) | < M s
|w(s, )| < N o3
(o = a)(s)| < Ps
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On a également les relations de Rankine-Hugoniot suivantes :
[H(z — w)]

[G(z — w)]

[z + w]2 = [H(z —w)] [G(z — w)]

o= -

Preuve.

La convergence uniforme des suites de fonctions (w*), et (2*), impliquent
tous les autres résultats. On va donc montrer que ces suites sont des suites
de Cauchy pour la norme ().

On pose :
{w+l = [}z — 2¥| ()

y't! = [[w' T — wPl{ peo(qy

D’apres les lemmes 6.2.1 et 6.3.1, on a les inégalités suivantes :
v+1 E v o
VT g 1 (=¥ +y")
1
yv+1 < g (wu +yu)

On vérifie grace 4 ces deux relations que les suites (z*), et (y"), sont
majorées par des suites géométriques de raison strictement inférieure & 1
et on a alors la convergence uniforme des suites de fonctions (w”), et (z¥),.
Ce résultat nous permet de passer a la limite dans le schéma itératif car on a
également des estimations uniformes sur les dérivées partielles de 2¥ et w” et
la convergence uniforme des suites de fonctions (w*), et (2*), implique que
les suites de fonctions (O,w"), et (8,2"), convergent faiblement vers d,w et
0,z O



ANNEXE

EQUATIONS DIFFERENTIELLES
DE TYPE FUCHS

On considére I’équation différentielle suivante :

(1) {ty'(t) = ay(t) +t (1, y(?))
y(0)=0

On appelle ® un voisinage de l'origine dans [0, +o00o[ x R et on suppose :

(1) La fonction f est continue sur © & valeurs dans R.
@) a<1 | |
L’équation (1) est un type particulier d’équations différentielles étudiées
par L. Fuchs. On va démontrer le théoréme suivant :
- Théoréme. _
(1) L'équation différentielle (1) admet une solution locale y de classe C*
sur [0,n [ vérifiant y(t) = O(2).
(2) Sila fonction f est lipschitzienne par rapport 3 la seconde variable

alors il existe une unique solution vérifiant y(t) = O(t).
(3) Sila fonction f est de classe C* sur © alors y est de classe C**! sur

[0,n].

Preuve.

On se donne une constante K strictement positive et on définit la fonction
F sur © par : |
ay
i

aK-rg—l- si |y|= Kt

et on considére ’équation différentielle suivante :

(2) { y'(t)=F (t; y(1)) + F(t, ¥(®))
y(0) =0

i |y|< Kt
F(t,y):

Les fonctions f et I sont bornées dans © donc, d’aprés le théoréme de Pééno;,
I’équation différentielle (2) admet au moins une solution locale y appartenant
3 C%[0,7[;IR)NC(J0,n[; R). La fonction y' est bornée donc y(t) = O(t).
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Montrons que cette solution de (2) vérifie également 1’équation (1). On a:

2 W0) =260y
21 £ lloo 1y | + S 18 7).

On en déduit que :

i(\/_]wy(t) |2) _ %Iy(t) I’ —2-:-(|y(t) %)

(3) di e 2t | y(t) |
« Uflee
ta
or }im0 l%(_?_l = 0 car a < 1et y(t) = O(t). En intégrant (3), on obtient alors :

I

On chotsit K 2 1” F oo et on a alors F(t,y(t)) = a=—-= ( ) donc y est solution
—a
de (1). Il faut également montrer que y appartient & C’l([ 0,7[;R). On pose:

_ f(0,0)
(4) { G= l-a
z2(t)=y@)—tG

On a alors :

42/(2) — as(t) = 1 (F(t,4(8)) ~ G (1 - a)
(5) =t (.f(ta y(t)) - f(OaO))

= o(t) car f est continue et y(t) = 0.

On en déduit que (2t™%) = o(t™%) et zt™* = o(t!~*) car 2(1)¢™* — 0 quand
t tend vers 0 donc 2(t) = o(t). La fonction y est alors de classe C* sur [0,7].
De plus, on & :

£0.0)

—a

y'(0) =

On suppose maintenant que f est 11psch1tz1enne par rapport & la seconde
variable et on note K la constante de Lipschitz. Supposons que I'équation
admette deux solutions y et z vérifiant y(t) = O(t) et 2(t).= O(t). On a

alors :
t(y'(t)—2(t) =a(y—z)+t (f(t, y(t)) — f(t,z(t))).
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En multipliant cette équation par y — z et en utilisant le fait que f est
lipschitzienne, on obtient :

tg(W-27) <2+ K9 -2
£2d (y—-z)2

avec a < a' < 1 si t est assez petit. On a alors :

d [(y~—z)*
(052 <

or z(t) — y(t) = O(t) d'o z(O) — y(0) = 0. La fonction %L est alors une
fonction positive qui décroit a partir de 0; elle est donc tou_]ours nulle et on
a montré le deuxiéme point.

Pour démontrer le dernier point, on va raisonner par récurrence. On
suppose que, si la fonction f est de classe C*1 alors la solution y de
Péquation (1) vérifiant y(t) = O(f) est de classe C*. Le résultat est vrai
pour k¥ = 1 d’aprés ce que Von vient de voir. On prend alors f de classe C¥;
d’aprés I’hypothése de récurrence, y est de classe CF et vérifie :

(6) ty'(t) —ay(t) =t f(t,4(t)).

On pose :
vi(t) = y'(t) — y'(0).
En dérivant ’équation (6) pour ¢ > 0, on obtient :

{ tyr(t) = (e~ Dy(t) + F(4,u(8) + £ F (L v®) + £ £, (L u() ¥'(2)
'yl(o) =0

orlafonction t — f(¢,y(t))~ f(0,0) est de classe C* et s’annule en ¢ = 0 donc
il existe une fonction f; de classe C*~* telle que f (2, y(t)) — f(0,0) = t fi(t).
On pose f5(t) = fi(t,y(t)) + £ (8,9(£)) y'(t), f2 est de classe C*~! et on

a

(7) { tyi(t) = (a— )y (t) + ¢ (fl(t) + fz(t))

y1(0) =

Les solutions de I'équation (7) sont de la forme y;(t) + Ct* !, ora~1< 1
donc y; est la seule solution vérifiant y,(t) = O(t) ; elle est a fortiori continue
en 0 et, d’aprés Phypothése de récurrence, y; est une fonction de classe C'*
sur [0,]. La fonction y est donc de classe C*¥+1 sur [0,n] O
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CHAPITRE II1

APPROXIMATION DES VALEURS PROPRES
D’UN OPERATEUR ELLIPTIQUE PAR LA METHODE
DES ELEMENTS FINIS ISOPARAMETRIQUES

La théorie de approximation des valeurs propres d'un opérateur elliptique
a été étudiée, de manitre générale, par J. Osborn [9]. Il a montré, en
particulier, que, dans le cas d’éléments finis conformes avec des polynémes
de degré k, on obtient, pour 'approximation d'un vecteur propre u et
d’une valeur propre A, simple, d’'un opérateur elliptique L, les estimations
suivantes :

lu—un hzsay = OR*FY) et |A—dn| = O(h%).

Par contre, si on utilise la méthode des éléments finis isoparamétriques, avec
des hypothéses convenables que nous précisons dans la suite, on obtient le
méme ordre d’erreur pour le vecteur propre mais on a seulement :

[ X — A | = O(RFHY),

Nous allons montrer qu’en utilisant une approximation plus soignée de la
frontiére du domaine considéré, on observe également une superconvergence
dans Vestimation de la valeur propre, i.e | A — Ay | = O(hZ).

Dans un but de simplification, nous travaillons avec la condition de
Dirichlet mais nous pensons que le résultat reste valable avec la condition de
Neumann.

1. Le probléme exact

On considére un domaine borné §2 de R? de frontitre OQ supposée C™ et
on définit un opérateur L sur C%(£) par :

2'.
i) Ou
(1.1) Ly = — Z 6_33, (ai; 5;:)

i,j=1

ol les fonctions a;; sont de classe C* sur R? 3 valeurs réelles.
On suppose que L est un opérateur strictement elliptique. Plus précisé-
ment, on suppose qu’il existe une constante ay strictement positive telle que :

2 2
(1.2) pour tout £ € R? et z € R? 2 aij(2) & & 2 ap Z 2

ij=1 =1
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On associe 4 L une forme bilinéaire a,, définie sur H(R2) x H'(Q) par :

(1.3) ag(u,v) = Z f aij(z) s g:' -—ahgda:

] j—-
C’est une forme coercive ; elle est de plus continue car les fonctions a; ; sont

bornées sur Q. D’aprés le théoréme de Lax-Milgram, le probléme suivant :

(Soit f € L*(Q), trouver u € H(Q) tel que :

Py _
(F1) ag(u,p) = /‘;f(a:)cp(a:)da: pour tout ¢ € Hy(f)

admet une et une seule solution « = T'f. On définit ainsi un opérateur T qui
est compact d’aprés le théoréme de Rellich. On note T* 'adjoint de T pour
le produit scalaire canonique de Lz(Q).

On considére p une valeur propre simple, réelle et non nulle de T' et u une
fonction propre unitaire associée. On peut alors choisir une fonction propre
u* de T associée & y et la normer de telle sorte que :

(1.4) / uude = 1.
Q
On définit la forme lindaire £* sur L2 (]Rz) par ;
(1.5) NOES / u*v dz.
Q

On sait que la fonction u est en fait de classe C™ sur 2 (voir, par exemple,

S. Agmon [1]). On pose :

1
A==
i

Le probléme (Py) est donc équivalent au probléme suivant :
P u—ATu=0
( 2) { o (‘LL) =1

On travaille avec la norme de W™P(§1) donnée par :

1

Tmge = ( X t0ul})”

| cm

ot ||.||, représente la norme usuelle de L?(£2). On définit également une semi-
norme sur W™P({}) par :

1

g = ( X ua“un:) "

|aj=m

On utilise la modification habituelle si p = oo.
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2. Le probléme approché

On étudie Papproximation du probléme (P;) obtenue par la méthode des
éléments finis isoparamétriques de type Lagrange. On va d’abord rappeller
la construction de la triangulation associée & cette méthode. Pour de plus
amples détails, on peut consulter 'ouvrage de Ciarlet [5] et les articles de
Ciarlet - Raviart [6] et [T].

On se donne k un entier naturel stnctement positif et on prend pour
élément fini (K P E) de référence :

- le triangle K = {Z=(Z1,22); 21 20;%220; 1 +72 < 1} de sommets
Eolal,az-

- P = Py ol P; représente 'ensemble des polyndmes de degré inférieur ou
égal a k

- = {Z=(21,8); &1=1/k; Za=j/k;i+j<k;i,j € N}, Pensemble
des nceuds d’interpolation de Lagrange.

42(0, 1)

=5

as(0,0) é1(1,0)

Figure 2.1

On se donne un ouvert §2;, approximation de ) et une triangulation K
utilisant des éléments finis courbes : un élément K de Kj, est I'image de K
par une application Fi inversible dont chaque composante appartient & Pg.
L’ a.pphcatlon Fi est déterminée par la donnée des images a; x des nceuds
@; de K. Nous supposons que, si un ¢6té I' de K est contenu dans 99, ses
extrémités appartiennent aussi & 99 et que les cotés non contenus dans la
frontiére de {2, sont droits. Ces hypothéses sont illustrées sur la figure (2.2).

On appelle hx le diamétre du triangle K et on note h un majorant de Ay
pour tout K de la triangulation Kj.

On définit ’espace de fonctions V}, par :

(2.1)_' Vi = {v c CO(IR,2); v(:c) = 0 si T Q Qn vk € Pr VK € IC;.,}

ot Px représente I'ensemble des fonctions p de K dans R telles que
po Fg € Pi. On vérifie que :

(2.2) Vi C Hg(2).

On suppose enfin que la triangulation construite est k-réguliére.
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e, K,

=0

K,

Figure 2.2

On définit alors une forme bilinéaire elliptique sur ¥, x V; par :

2
_ Oy Ow,,
(2.3) ap(vp, wp) = E /;h a;; Bx; dz.

ij=1

On lui associe deux opérateurs T}, et T définis de L*(R?) sur Vj, par

on(Tuf,on) = [, fonde

Vie L*(RY), Vo, € V
ah(Uh,T;f)=fR2fvh d:z:

On définit uy et Ap comme solutions de :
(Pg) Up — )\hThuh =

On supposera, de plus, que uy, est la projection orthogonale de u sur la droite
vectorielle des fonctions propres de T}, associées & pup = 1/A;. On s’intéresse
alors a 'estimation de A — Aj.

Remarque. Les domaines £ et §; ne coincident généralement pas. On a
parfois besoin de prolonger les fonctions définies sur 2 ou {1, de maniére
continue sur IR? et on utilise la méme notation pour désigner une fonction
ou son prolongement. En particulier, si rien n’est précisé, une fonction de
H1(Q) est prolongée par zéro a Vextérieur de 2.

3. Hypotheéses sur les triangles courbes

On va préciser les hypotheses que nous faisons sur I'approximation de
la frontiére de §2. On se donne la frontiére O} paramétrée par son abscisse



3. HYP_OTHESES SUR LES TRIANGLES COURBES .9

curviligne : ¢ — (o). On note n (o) le vecteur unitaire normal extérieur 3
0L au point z(o) et L la longueur de 8. '
On considére I’application :

(3.1) X : {0,6) = x(0,€) = 2(¢) + £ 7 (o).

1l existe @ > 0 tel que x soit un C°>difféomorphisme de ([0,L} x ([—a,a])
dans un voisinage V de 8 dans R?, Nous supposons dans tout ce qui suit
que h est suffisamment petit pour avoir :

(3.2.) : o0 C V

Remargue. Si M = z(c) + €& n (o) € V, alors z(o) est la projection
orthogonale de M sur 9Q et |€| = d(M,00) ou d(M,0Q0) représente la
distance du point M a 99,

On considére K un triangle de K ayant un coté courbe I‘h dans 00, et
on note ag = z{o;) et a; = z(0;41) les extrémités de T'y. On appelle T la
portion de 9 comprise entre ces deux points et on pose I; = giy; — 0; sa
longueur. On remarque que ’on a :

(3.3) I; = O(h).
On suppose que ag = FK(EO) et a1 = Fg(d;) ou FK est 'application de

(P)? qui définit K ; ainsi I' est l’1mage du segment [@p,d: | par Fi et, en
posant :

N e(0) = F(=7—,0),

on obtient une équation péramétrée de I'y. De plus, z, est un polynéme de
degré k de la variable o. :
On a, par hypothése, pour tout ¢ :

(3.5) . zp(oi) = z(o;).

On suppose également qu'il existe une constante C strictement positive
telle que, pour tout ¢, on ait :

_ g e .

(36)  lawloi+ig)—a(oi+i )| SCE M pourj=1,--- k-1,
Lemme 3.1.
On suppose les hypothéses (3.3),(3.5) et (3.6) vérifiées, alors il existe une

constante C' telle que, pour tout ¢, on ait :

| zn —= ”m,OS?.{a;,creH'] S CEM'™ pourm =0,--- k+ 1.
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Preuve.

On note o — g,z(0) le polynéme d’interpolation de Lagrange aux points
o; + jli/k pour j = 0,---k de la fonction ¢ — z(¢). On a donc, par
construction :

37 gre(o; +j Lifk) = z(o; +j Li/k) pour j = 0,--- |k
. gre € (Pi)’
On en déduit classiquement que :
(3.8) | ghz — Z || m ool oimigt] S < CRH™ pourm =0, k+1

avec C indépendant de i et de h. On définit un polyndme de base de Lagrange

par :
‘ oc—o;—plifk
(o) =[[(—
et on peut alors écrire :
k-1

gnz(o) — zp(o) = Z (a:(a,- +miifk) —za(oi + mlg/k)) ().

m=1

Le résultat est alors une conséquence de (3.5) et (3.6) et de estimation
suivante : .

C
Ida"‘g()l mpourm 0,--,k4+1.

Remarque. On déduit, en pa.rt1cu11er, de ce lemme que la fonction z, ainsi
que ses dérivées sont bornées sur [0, L] indépendamment de h.

D’aprés (3.2), on a vu que, pour tout ¢ € [0,L], il existe un unique
¢ €]~ a,a] tel que z(o) + ¢ n (o) € 8. On note dp(0) cette valeur de £
et on obtient une nouvelle représentation paxametnque de 3Q}, donnée par :
(3.9) o — Zp(o) = z(o)+ dh(a) 7 (o).

Le lemme 3.1 donne alors :

Corollaire 3.1. _

L’application dy, est de classe C* sur [0, L] et vérifie ’'estimation suivan-
te:

| (o) = O(hFH1).

Preuve.
La régularité de dj, est une conséquence de la régularité de x et de 92
ainsi que de ’hypothése (3.2).

Remarque. Le paramétre o intervenant dans (3.4) et (3.9) n'est pas a
priori 'abscisse curviligne de 0¢25.

On note Kl = {(a: y) € K, y 1/2}. Il existe ho tel que, pour h < ho,
on ait K 1 C K N Q. On supposera désormais h < hy.
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Lemme 3.2. '
Il existe une constante C, strictement positive telle que, pour tout h < hg
et pour tout ¥ € Py, on ait, pouri=0,1:

Iali,oo,k & |6|£,2,Kh9'

Preuve,
Toutes les normes étant équivalentes dans I'espace de dimension finie Py,
ona:

|6|i,oo,f{ < Cy |6|i,2,1&’%'
.ga -~ rb—— ‘
On utilise alors K 1 C KnQ O

Lemme 3.3.
Il existe une constante C strictement positive telle que, pour tout b > 0
assez petit et pour tout v € Vj, on ait :

lvl12.a. < ChE ||v]li2000.
avec A, = i \ (AN Q).

Preuve.

On pose KNA, = F_ (K N A,) et on note Ji(Z) le jacobien de
'application Fy, au point T de K. La triangulation étant supposée k-réguliére,
il existe Cj tel que :

1 J(*)'

(3.10) 0 < - 7@ S < Cy pour tout 7,7 € K.
On en déduit :

T Aire(K N A,) %
3.11 ENnA) < < Ch
(3.11) Aire( e) Aire(K) C
car :

Aire(K N A,) € C hF+?
Aire(K) 2> C h?
Aire(K) =1/2

On considére alors une fonction v de Pk ; on pose ¥ = v o F et on a alors
¥ € Py par définition de Px. On peut alors écrire les majoratlons suivantes :

|v|o,2,KnA. (Ma,x T (T))? 3 |5)‘|0,2’I—{.—‘;‘3~8
< (Max 7, (8)* (Aire( KN B))* [Py e i
< Chs (Néa;‘ JK(E))I ¥ 0,00, d’apres (3.11)
< Ch¥ (Max T@)} 9o 5 xnq daprés le lemme 3.2

C h-’f ((Ma’x:ﬂEK JK(m))

T K(A))) 1902 k0.
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L’inégalité (3.10) donne alors :

k
(3.12) |vlo,2,kna, € C1A%|v]o2,Kkn0-

La k-régularité de la triangulation implique également qu'il existe C' tel
que, pour tout K € K, on ait :

I DFy fl o, < C

(3.13)
| D! foee,k <

> Q

On majore également la semi-norme H?! de v :

. ! i .
|v |1,2,kna, € (Ma}:;c J'K'(m))2 I DFK1 ||g’°°,K | D |1,2,m
L P —
<Ch? (I:’Ieax (ﬂf))’ | DF? I3 oo,k 1011 o0k
A

d’aprés (3. 11)

ek K —1
Ch (MszK K( ))) i F ”flooK | DFK ” |U|1,2,Kn9

d’apres le lemme 3.2. Les inégalités (3.13) donnent alors :

i3
(3.14) v h2,kna. SCLRT |01 2,500,
On ajoute les inégalités (3.12) et (3.14) et on obtient le résultat annoncé en
sommant ces inégalités sur tous les triangles concernés [
Remarque. L'inégalité (3.14) est optimale contrairement a 1’inégalité
(3.12) qu’on peut améliorer.
4. Résultats connus

On va rappeler des estimations déja connues qui nous serv:ront dans la
suife.

La premiéere estimation concerne les operateurs T et Th ; 8l la triangulation
est k-réguliére, on a :

Pour tout w ¢ H¥F(R?),

| (T = D) lm 2,000, < C R~ || Tu 41,0 pour m =0, 1.

(4.1)

On trouvera une démonstration de ce résultat dans M. Zlamal [10] et {11].
On en déduit que :

(4.2) (T~ Th)u lly, g2 = OCR**).
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En effet, si on écrit I'inégalité de Poincaré, on obtient :
pour tout u € H*+1(R?), tel que Tu € Hi(R?):

" Tu "0'2,9\(909,‘) S Chk_H || VTu ”0,2,0\(009;.) d’a.prés le lemme 3.1
< ChM || VTulh20.

On obtient de méme :

C h¥1 || VThu |[o,2,0,\@n024)

| Thu flo,2,25 \(@n02s) S
< of Las ” Thu ||1,2,n\(nnn,.)
<
<

C h3k+1 || Taet ||1,2,0n0, d’aprés le lemme 3.3
C h3 ! Qaprés (4.1)

Remarque. on note de maniére générique C toutes les constantes qui ne
dépendent pas de h.
On regroupe (4.1) et ces deux resulta.ts

(T = Tuyully , w2 < (T = Tl lloz.gnen + (T~ Tl 5 RA@nay)

<
< (T — Ta)u llo,2,ana, + 1| Tat ffo,2,0,\(2n24)
+ | Tu {o,2,0\(@00,)

car Thu = 0 sur R? \ (Q4) et Tu = 0 sur R? \ (Q). On a bien sfir les mémes
estimations sur les opérateurs T et T}.

On applique ces deux résultats a la théorie générale sur 'approximation
des éléments propres d’un opérateur elliptique faite par J. Osborn [9].

T est un opérateur compact de L*(§2) dans H(Q2). On définit alors un
opérateur T' compact de L*(IR?) dans L*(IR?) de la maniére suivante :

Soit w € L*(IR?), alors :

T’M""T(U/Q) sur {2
Tu=0 sur IR?\Q

T est un opérateur de L?*(R?) dans V}, donc a Sfortiori de L*(R*). On note
E (respectivement Ej) la projection de Lz(]Rz) sur l’espace des vecteurs
propres généralisés de T (respectivement T},) associés & la valeur propre u
(respectivement p; = 1/ Ar). Les valeurs propres étant supposées simples,
ces espaces se réduisent a la droite vectorielle engendrée respectivement par
u et up définis en (P;) et (P3) On remarque que 'on a uy = Epu. On note
R(E) I'image de 'application E et on pose :

{5(M,N) =Sup{{Inf|| f —gll,, g2; 9 € N}f € M; || fl,, g2 =1}
8(M, N) = Max(6(M, N),§(N, M))
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oit M et N sont deux sous-espaces fermés de L?(IR?) alors J. Osborn [9] a
montré :
I} existe C; > 0 et Cy > 0 tels que :

(4.3) { 5(R(E), R(Ex)) < CxI[(T — Th)/rem |
g —pnl € C2 (T ~Th)yrem) ||

(T — Tu),rem) || = Sup{| (T — T)f,¢) |; f € R(E),¢ € L*(R?);
I fllgsme =Nl el m2 =1}
<Sup{ll (T = Tw)f oo I Flop e =1}
< C A% Q’apres (4.2)
On en déduit donc, pour u € R(E) avec || u|lo,2,0 = 1 et up = Epup :
(4.4 =l , g2 = O(R*)

(4.5) [ A =Xy | = O(RFTY)

5. Le théoréme
On reprend les notations du paragraphe 3 et on rappelle qu’on a supposé :
(1) Pour tout ¢ :
(H) #(0:) = za(93)
(2) 1l existe une constante C strictement positive telle que, pour tout

7 € {1,---,k—1} et pour tout ¢, on ait :

L ;
(H,) |zr(oi +5 7) —2(oi +J g)léc’lf“-

Onnotefy =0,--,8, = 1les k1 points de Gauss-Lobatto de l'intervalle
[0,1] et on pose :

(5.1) ci;=0;+6;; pour 3=0,--- k.

Théoréme.
Si les hypothéses (Hy) et (H;) sont vérifiées et si la triangulation Ky est
k-réguliére, alors il existe une constante M indépendante de h telle que :

A= An | < M (B + Max]|2(0,5) — on(03) ])-
Si on suppose alors ’hypothése (H') suivante également vérifiée :
(H)  Max|a(ois) — za(0i,) | = O(k™),
on obtient bien le phénomeéne de superconvergence :
A=A = O(R*%).

On va décomposer la preuve de ce théoréme en deux propositions.
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Proposition 1.
Il existe une constante C telle que :

| A—An —/ g(0)dn(0) do | < Cy 2k
a8
ol g est une fonction réguliere de o.

On estime alors I'intégrale avec la proposition suivante :

Proposition 2.
Soit o € W*~11(9Q), alors il existe urie constante C; strictement positive
telle que :

| fan p(o)dp(o)do | < Cy {h% (1¢ lk-1,1,60 + L || ¢ lk=2,00,00 )
+ Ll ¢ lle-2,00,00 Max|(z —za)(ei;)] }

Remarque. La dimension deux sur laquelle on travaille n’intervient pas
dans la preuve de la premiére proposition.

Il est clair que ces deux propositions impliquent le théoréme. On va
maintenant donner quelques notations. On sépare le domaine § U {2; en
posant :

r 8 =0nQ;
A; =Q\©
(5.2) {Ae=M\O
T =000 A;
| T, =0QnA,

Ces domaines sont grossiérement symbolisés sur la figure (5.1).

Figure 5.1
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— * [} -
On note n= v = (v1, 1) la normale extérieure unitaire de 9§ et on pose :

( 0
o =5
d 2 8
av TR = 1 8ij 7
ooy, ‘_,J_Zﬂ Vi Oz ;
(5.3) 4 P 2
av w = /g = H
L 31!1,* '.,JZ.___:I Vi ag; ;) ;
2
Afo) = D aij(z(o))vivs
\ i,j=1 )

6. Preuve de la proposition 1
On décompose la preuve de la proposition 1 en six lemmes.

Lemme 6.1.
On a estimation suivante :

A= Ap = =22 ((T ~ Th)u) + O(h***2).

Preuve.
On remarque que, pour tout w € Im(I — AT), on a:

(6.1) £*(w) = 0.

On a done ¢

0 = B*(uh - )\hThuh)
= £*(up = ATup) + M € (T = Ta)un) + (A — Aa) €5 (Tun)
= A £ ((T = Th)un) + (A = M) £5(Tus) d’aprés (6.1).

On obtient alors :
(6.2) (A = M) (Tun) = =2 £ ((T — Th)ur)
On a également les deux estimations suivantes :

2*(Tup) = £(Tu) — & (T(u ~ up))
(6.3) 1

=5+ O(R**!y  d’apres (4.4)

(T = Ta)un) =€ ((T = Ta)u) = (T ~ Ta)(u — va))
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Or le dernier terme vérifie :

(T — Th)(w — up)) = fQ(T* — T3 u* (u —up) de |
=0(h**1?) d’aprés (4.4) et (4.2)

Les égalités précédentes nous donnent donc :
A=A = =M 8 (T — Tayu) + O( R 4| A — Ap | BFH).

On obtient alors le lemme grice aux estimations (4.2) et (4.5) O

On va maintenant décomposer l'intégrale obtenue suivant son domaine
d’intégration.

Lemme 6.2,
On a la décomposition suivante :

(T - Tr)u) =a,, (Tu, T u*) +a, (Thu, Tiu*)
+ / A(0) [B,(Tw)Tpu* + 8,(T*u*)Thu] do
T. '
+ ag (T = T)u, (T* ~ T})u?).

Preyve.
La formule de Green donne les deux égalités suivantes :

aﬂ(v,w)-/nvL*wd:c=LGBVL,wvda

(6.4)
adw,v)—/vadm:] O, vwdo
2 o ‘

On utilise la premiére égalité avec v = Thu et w = T*u* et la seconde avec
v =Tu et w = Tyu*, on obtient alors que : '

£ (Thu) = ag (Thu,T*u’“) - / Oy (T*u*YThu do
o

ag (Tu, Tru*) =/ 8y, (Tu)Thu* d0'+/ uTju* da
(6.6) : a Q

= ] a”L (TU)T”:u* do + ag, (Th‘h’r, T}:‘u*)
o
par définition de Tj. '
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On sait que Thu = 0 sur I';; en utilisant la premiére égalité de (6.5) et la
définition de T', on aboutit & :

2((T — Tw)u) = ag (Tu, T*u*) — £ (Thu)
= ag (T — Tn)u, T*u*) + f Bype (T*u*)Tu do
Te
= aq (T — Ta)u, (T" — T§)u*) + ] By (T*u*Thu do
.

+ ag (Tu, T}:u*) ~ ag (Thu, Tru™)
= ag((T — Ta)u,(T* — Ta ™) + a,, (Tu, T*u*)

+ j [8ge (T*u"')Thu + Oy, (Tu)Tiu" | do
T. _
+a, (Tau, Thu*) d’aprés (6.5).
On conclut la preuve du lemme en remarquant que :

By, (T*u*) = A(0)3, T*u*
Oy, (Tu) = A(0)0,Tu

puisque Tu = T*u* =0 sur 8Q 0J

En utilisant le fait que ATu = u et AT*u* = u* et estimation
(T —Ta)ullipe + (T~ TR)u* 120 < CRF,
les deux lemnmes précédents nous donnent donc :

A=Ay = ~ay, (6,u*) = N ap (Tuu, Tiu")

6.6
(6:6) - X / A(0) [8,u*Thu + 8,uTfu*] do + O(h%).
T.

Dans les trois lemmes suivants, on estime les termes a, (u,u") et
ap, (Thu, Tyu™) ainsi que l'intégrale.

Lemme 6.3.
On a lestimation suivante :

an, (") = - /p 9(0)dn(0) do + O(K*+?)

avec g(o) = A(e) Byudyu*(z(0)).



6. PREUVE DE LA PROPOSITION 1 89
Preuve.

On va, travailler avec la pa,i'a,métrisati'on (3.9) de'la frontiere de . Tout
point y de A; peut s'écrire de maniere unique sous la forme :

y = z(0)+ ¢ n (o) avec € €]di(),0[.

-On écrit alors la formule de Taylor-Lagrange au point z{o):

R¥+1} d’aprés le corollaire 3.1 |

du ou*
) ) = e (5(0)) 5o
Ju Ou*
= ViVj -5;(3:(0)) -E—I;-(a:(cr)) + O(R**!) car u = 0 sur Iy,
On remarque que Pona:

dzy dzg = (1 - Ydo dt = (14 O(h**1)) do df

R()

ol R(0) est le rayon de courbure de 8Q au point z(c). La deuxieme égalité
vient du corollaire 3.1. Finalement, on obtient que :

Su Ou™
au, (u u* ] Z/; “’f""”fa_:“a% +O(hk+1))d!jda

"J =1 h(ﬂ')

= - [ A5 G N(0) do + O

Lemme 6.4.
On a Pestimation suivante :

1
ap, (Do, Tiu*) = 35 A o(0)dn(c) do + O(A?F).

Preyve.
Pour simplifier ’écriture, on pose :

(6.7)

v* = T*u* sur Q

fop=Thu : v = Tu sur £
{vz=T§u* € {

La frontiére de Q étant régulitre, on peut prolonger v et v* dans IR?\ © par
des fonctions de classe C**1. En utilisant la bilinéarité de a, , on obtient :

ap, (vn,v3) = ap (v,v") Tay (vn - v,0") +a, (v,0f - v*)
+ap (vn —v,v} —v*) |

(68)
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Une démonstration similaire & celle du lemme précédent nous donne :
(6.9) Ay, (v,0*) = j g(o)dn(o) do + O(hZ¥ 2y,
T,

avec §(o) = A(c) 8,v0,v*(z(c)) donc A2 §(o) = g(o) et on obtient le premier
terme de ’égalité donnée dans le lemme.

Montrons que les termes restants dans ’égalité (6.8) sont majorés par Rk,
On utilise d’abord la continuité de a, _ :

lay, (v —vn, o) | S Cllv— w2, V7 12,48,
(6.10) lay (v,0* —vi) | S CHv* —villiza, 12 h2.a.
lay_ (v —vn,v* = v} | <

On considére rpv Pinterpolation polynémiale de Lagrange d’ordre k de v.
D’aprés Ciarlet-Raviart [7], on a alors :

Cllv—vallrza. v —vi 12,4,

(6.11) v - rav 1,20, < CRF
D’aprés (4.1), on a donc :
(6.12) lvk — 740 |[1,2,0 < Ch.

On utilise alors le lemme 3.3, car v, — rv appartient a Vj, :
lvn = rav 12,8, < Ch¥ [lon —rav 20

< Ch'T dapres (6.12)
On a également d’aprés Ciarlet-Raviart [7] :

(6.13)

|v = v |l1,00,00m, < CRE.
On en déduit immédiatement que :
o1 0o rvlhaa < @A)y =i,
< Chikts,
On obtient donc :
(6.15) le = vall12,a, < CA3*.
On a le méme résultat pour v* —v}. On a également la majoration suivante :
1
[v* fl12,a, < C (Aire(A,))? < CR™F.

Elle est également vraie pour ||v|1,2.4,.
On reporte ces deux derniers résultats dans (6.10), ce qui donne :

lay, (v —~vp,v") | < C h¥+3
lay, (0,0 — v) | < CR¥+s
|aA=('v-vh,v* RS C h3¥

Les égalités (6.8) et (6.9) associées aux majorations données ci-dessus prou-
vent alors le lemme [ :

Il nous reste & estimer Vintégrale de bord.
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Lemme 6.5.
On a les estimations suivantes :

1)
/ A(0) 8, (v*)Thudo = —% / g(o)dn(c) do + O(hZF ).
T, r.
@)

f A@) (W) Tiutdo =~ [ g(o)an(0)do + OH+).
r. T,

Preuve.

On va montrer le premier point, le raisonnement étant le méme pour le
‘second. Les notations utilisées sont celles des lemmes précédents. La fonction
vp, est nulle sur 8Qy, d’ofl, en reprenant la paramétrisation (3.9) :

va(2(0)) = —dn(0) n (¢)Vor(y) avecy €lz(o),za(0)]
= —di(0) 7@ (0) Vou(a(0)) + du(@) 7 (@)(Von(a(o)) - Vvh(y))
= —dp(o) Oyvr(z(o)) + O(hk"'1 | n (o) (Vvh(a:(cr)) - Vvh(y)) |)

d’aprés Pestimation de dj, donnée au corollaire 3.1

or on a également :

|7 (@)(Vou(a(@)) = Vou)) | < |7 (0)(Ton(a(e)) - Vo(a(a))) |
+7 (0)(To(a(@)) - Vo) |

+]7 (@) (Voty) - Vo)) |
<C(lv—vilhza. +12(0) —¥)
< C hFH! d’aprés (6.15) et le corollaire 3.1

.ce qui donne :
Uh (m(a)) = —dh(a)a,,vh(a:(a)) + O(h2k+2).
On a donc :

(6.16) /r A(0) 9y (w")Thu do = — fr e A(0) 8, (u*)dn(0)B,vn (2(0)) do
+ O(h¥+D)
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On a rappelé en (4.1) que [[v — vp||1 2,0 = O(R*+!) donc :
By un(2(0)) = Byv(z(0)) + O(R*T).

De plus, on a :

v=Tu= -A-u
dn(o) = O(h*H1)

On en déduit que :
1
dr(o)8yvn(z(0)) = 5 di(o) Byu(z(o)} + O(h™*+?)
1l suffit alors d’utiliser 1’égalité précédente dans (6.16) pour obtenir le

letnme O

Ces trois derniers lemmes prouvent la premiére proposition. En effet, on
a vu que en {6.6) que :

A=Ay = —a, (u,u”) - A2 aAe(T;,u,T,’:u")

Y f A(0) [ 8, (w*)Tu + 8,(u)Tu* | do + O(hP*).

&

On obtient alors :
Caenef (0)a(a) do -+ O(H™H+)
_ j; 9()ar(7) do + O(h™)
_9 /r 9(0)d(a) do + O(R*+)

= / g(0)dn(o) do + O(h**)
a0

1l nous reste a4 démontrer la proposition 2.

7. Preuve de la proposition 2

Le premier paragraphe est consacré & un rappel sur les points de quadra-
ture de Gauss-Lobatto ; dans le deuxiéme, on montre un résultat technique.
La preuve de la proposition 2 est faite dans le dernier paragraphe.

7.1 Rappels.
On anoté 8y =0,8y,--- ,0; =1 les k + 1 points de quadrature de Gauss-
Lobatto de l'intervalle [0,1] et on pose :

k
(7.1.1) Gi(f) = _1iX; f(oi + 85 1)

=0
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ot les coefficients A; sont définis de maniere unique par :

1
(7.1.2) Gi(p) =/ p(z) dz pour tout p € Py
0

k
On rappelle que A; > 0 et Z)\j = 1. On définit également :
j=0

Fig1
(113)  E(f)= / f(@)do - Gi(f),
alors, d’aprés le théoréme de Péano, on a :

(7.1.4)  Pour tout f € C*([oi,0i41]) | Ei(f)] € Cl’*”‘+l|f|2kmr

(voir par exemple : A.H Stroud-D. Secrest {8])

7.2 Preuve de la proposition 2.

On pose vy; = {0i,0i+1] et on considére une fonction ¢ a,ppa,rtenant a
Wk-11(50), alors pour tout ¢ € ~;,0n a:

)k2

(12.1) o) =pilo)+ [ I T ds

oll p; est le polynéme de Taylor de degré k — 2 de la fonction ¢ au point ;.
On en déduit en particulier :

(7.2.2) I = pillo,com < CB* 2|0 lko11m-

En utilisant les notations définies en (4.6) et (7.1.3), on peut écrire :
[ (o) du(0) do = / (¢ — p:)(0) du(o) do + Ei(ps di)

. |
+5 Y Ai(pide)(oi)-

J=0
D’apres (7.1.4), (7.2.2) et le corollaire 3.1, on obtient :
1 e@)du(0)do [ € C (B | plims s + 1 B2 |Pid bak oo
i ,
1 Max |(pida)(oi)1 )

C (W1 e-1,03
+ 1 llk-2,00,m (B** | l2k,00,m + Max |dy(03) D)
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car on a ; 7
’p' dh Izk,OO,'ﬁ "<‘- C " {P ”k_2g°°a7l' u dh HZk,C‘O,‘T:‘

En sommant sur tous les intervalles «y;, on obtient :

|./asz p(o)dr(o)da | < C (hzk o lk-1,1,00
+ L1l ¢ llk-2,0000 (Max | da(045) | + h* Max || di llat,c0, ))-

Pour conclure la preuve de la proposition 2, il suffit donc de montrer :

Lemme 7.1.
Il existe une constante C strictement positive telle que, pour tout ¢, on

Il dh ||2k,0°,‘n \<\ C
|dn(oi3)| € C(I(z — za)(oi ;) | + R**F?)

Preuve,.
On a construit deux représentations paramétriques de 952y, :

8 € [0i,0i41] > @n(s) = FK(E":I",E,U)

o € [0i,0ix1] — En(0) = z(0) + dp(0) 7 (0)
On peut donc définir un homéomorphisme :
f:o€[0,L]—s=f(e)€[0,L]
par :
(7.2.1) 2n(s) = Ta(0) = (o) + du(0) n (o)
et on 2 alors ;
(7-2.2) di(0) = ((za(s) ~ 2(0)). m (0)).

On a déja vu que z, ainsi que toutes ses dérivées étaient bornées indépen-
damment de h et de ¢ ; potir avoir la premiére inégalité, il suffit de montrer
que Papplication f est de classe C® sur [0,L] et a toutes ses dérivées
bornées indépendamment de h et de 7. On va d’abord montrer, en utilisant
un développement de Taylor, que :

Il existe C' indépendant de i et de h tel que :

(7.2.3) |o—s| < ChFHL,
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D’aprés (7.2.1), on a :
zi(s) — 2(s) = &(a) ~ 2(s) + dn(e) 7 (o)
(7.2.4) =@-a)?@ﬂ+(%§;f+ddﬂ)50ﬂ
+0(|s—a?)

ol R(o) représente le rayon de courbure de 95} au point z(o).

Les majorations de ||z — 21 ||0,00,00 €t de di(o) par Ch*¥+! obtenues au
lemme 3.1 et au corollaire 3.1 donnent alors I'estimation (7.2.3).

Montrons que f est de classe C°°. D’aprés (7.2.1), on a :

(0) = LFF (a(0) + du(0) 7 (9)) + o

Or on a supposé que la triangulation était k-régulitre, donc Fi est un C*-
difféomorphisme ; elle appartient de plus & (P;)%. On en déduit que Fx est
un C*°-difféomorphisme. Sachant que dj, est également réguliére, on a bien
la régularité annoncée pour f.

Pour montrer que toutes les dérivées de f sont bornées indépendamment
de h sur [0, L], on multiplie I’équation (7.2.1) par z'(c) =t (c)etona:

(7.2.5) (o) = (a(0).2'()) = (an(s) .2 (0))

ol ¢ est une fonction C' sur [0, L] ne dépendant pas de h. En dérivant par
rapport a ¢, on obtient :

(7.2.6) ¢'(a) = f'(a) (mﬂ,(s) .a:'(cr)) + (mh(s) . :r:"(or))

Or, d’apres l'estimation de s — o donnée en (7.2.3), on a :

(:z:;,(.s)'.:z'(cr)) = (z'(0). :c'(ar)) + (z'(0). z'(s) ~ '(0))
+ (2'(0) . 2h(s) ~ 7'(s)) "
=1+ O(h*)

car || &' — 2}, [lo,c0,00 = O(R*) d’apres le lemme 3.1. On en dedult que, pour

h sufisamment petit,
(ah(s).'(0)) # 0

or x5 est bornée indépendamment de h ainsi que toutes ses dérivées sur
[0,L] donc f’ 'est aussi. On obtient alors le résultat, grace & la remarque
précédente et & un raisonnement par récurrence, en dérivant ’équation (7.2.6)
par rapport & o. Les dérivées de f sont donc bornees ;ndependamment de h

sur [0, L] et I'égalité (7.2.2) nous donne alors la premiére inégalité du lemme.
On pose : :

(12.7) si; = f(0i).
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On reprend I’égalité (7.2.2) aux points s; j et o ; :

dn(i5) = ((en(34,5) — 2(03))- 7 (0i;)
= ((za(oi,3) — 2(0i4)) - 7 (043))
+ ((2(si) — 24(03,5)) - 7 (045))
+ ((#(0i,;) — 2(s:,3)) - 7 (04,3))

(7.2.8)

orouna.

n(sii) — @n(0,3) = (81,4 — 04, )wh(04,5) + O(R*+?)
d’apres P'estimation de s — ¢ donnée en (7.2.3)
= (8i,j — 0i,4)z'(0i,7) + O(R**1?)
+ (81,5 = 04,)(2h(0:,5) — 2'(03,5))
= (si,j — 0:,3)2'(:,7) + O(R***1)
car |z — za || = O(R®)

On reporte la derniére égalité dans (7.2.8) et on obtient :
dn(0i,j) = ((21(04,5) = #(033)). 7 (04,5)) + O(R**H)

car z'(0y,;) =1 (¢,;). O

Remarque. D’apreés (7.2.8), on aurait pu remplacer les hypothéses (H;)
et (H) par hypothése (H3) suivante :

(Hs) { | (za(0i3) — 2(04))- 7 (04;))

I th
| zn(oi;) — z(o4,5) |

<C
< Cl?'ﬂ

On va, dans le paragraphe suivant, construire une triangulation réguliére
qui vérifie ’hypothése (H) et (Hs) pour k=2et k= 3.

8. Exemples

On reprend les notations du paragraphe 3. On considére un triangle K de
la triangulation Kj ayant un c6té courbe I'p dans 89} et on note A et B
les extrémités de I'y. On appelle I" la portion de 89 comprise entre ces deux
points. On appelle O le milieu de A et B.

Pour k = 2, on va détailler deux possibilités de construction de Parc I'y ;
pour k = 3, on donne juste une indication, le principe étant le méme.



81k = 2.
8.1.1 Préliminaires.

Les points de quadrature de Gauss-Lobatto du segment [0,1] pour k =2

sont 0,1/2,1. On suppose que A et B ont pour abscisse curviligne —I/2 et
/2. On note :

(8.1.1) ¢! = z(0).

Si on définit '), par la donnée des trois points A, B et C’, alors 'hypothése
(H) est trivialement vérifiée et le triangle K est k-régulier, mais C' n’est
pas facile & calculer si I’équation de I' n’est pas donnée paramétrée par son
abscisse curviligne. ‘

On peut également considérer le point C intersection de I' et de la
médiatrice du segment [ A, B]. Montrons que ce point vérifie ’hypothése
(H); on doit avoir :

(8.1.2) CC'= O(hY).
On note :
C = z(oy)
. o
/:\
yZ o B
69 -

Figure 8.1.1

Lemme 8.1.1.
Avec les notations précédentes, on a :

(1)
o1 = O(k*)

2) _
CC'= O(h*).
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Preuve, .
oy est définie par OC - AB=0.
On utilise le développement de la fonction z en 0 pour ¢ = oy,—[/2 ou

1/2:
2(c) = 2(0) + oz'(0) + % 2"(0) + % z"(0) + O(i*)

d’ou : ., 1. I
OC = z(ay) — 3 (3(“‘2') + 5’;(5))

= oy12'(0) + %(af —1%)z2"(0) + %0? z'"(0) + O(1*)
AB = o)~ o)
== ] (:c'(O) + -3}6 z"'(0) + 0(14))

On obtient alors :

1 1
(8.1.4) oy + Eo"i” +35591 2(='(0),2"(0)) = O(I*) =0.
On en déduit que o3 = O(I*). On a remarqué que ! = O(h) donc on a
prouvé le premier point.
On a également :

CC' = z(a,) — 2(0)
=0y t (0)+O(R%),
ce qui montre le deuxieme point 1

C vérifie I'hypotheése (H); il vérifie également les hypotheses donnant une
triangulation k-réguliére telle qu’elles sont définies dans P'article de Ciarlet-

Raviart [6]. On remarque que tout point C" tel que C'C"= O(k*) conviendra
également ; on va alors donner une autre possibilité pour choisir le troisieme
point permettant de définir I'y.

On note D et E les deux nceuds extérieurs de la triangulation les plus
proches respectivement de A et B. Ils sont représentés, de maniére tres
symbolique, sur la figure (8.1.2).

On appelle p un polynéme de degré trois, défini plus précisément dans
le paragraphe suivant, passant par les points A, B, D et E et on note C"
I'intersection de p avec la médiatrice du segment [ A, B]; par construction,

C" vérifie C'C"= O(h*) et on peut facilement le calculer.



8.1.2 Calecul de C",

Figure 8.1.2

On va donner l'algorithme permettant de calculer C". On travaille d’abord
dans le repére orthonormé défini par la figure (8.1.2) et on note (z,,,¥,,) les
coordonnées d’un point M dans ce repére. On a, en particulier :

Yu =y3=0
ycu =0

On définit deux polynémes p, et pp par :

(2 —zg)(z—3,)(z—2zp)

p—tp)Ep -2, )zp —2p)

- (x—zp)(z - z,)(z—zp)
(zg —op)zp — 2, ) Tgp —2p)

(8.1.5)

On vérifie alors que C* est défini par :

(8.1.6) ' Ton = prD(O) + yEpE(O)-
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On travaille maintenant dans le repére d’origine supposé orthonormé et on
note (z', ,y}, ) les coordonnées d’un point M dans ce repére; on peut alors
donner un algorithme de calcul :

(1) Changement de repére :
Y Tom T y Yoty
h/2 hf2
f(z,y) = B(z — z,) + aly — ¥y,
9(z,y) = oz — =) — By — y,,) _
zp = 9(z Yp) zp = 9(z5,¥p)
{ yg = f(259%) { yp = F(,4p)
(2) Egalité (8.1.6) :
2
p(z,y,2,1) = 4($h__ V) [:c2 j:;,g/gl - y2 _922/4]
| c=p(Zp, TpVpr V)

(3) Résultat : 7
& = fe+ zo
y’Cn = ac+ yb

Remarque. Pour k = 2, d’aprés les résultats donnés par Ciarlet- Raviart

[6], la triangulation pourra &tre k-réguliére si on a || OC || = O(k?); on
construit ensuite les deux autres c6tés de maniere adéquate.

8.2 k = 3.
Les points de quadrature de Gauss-Lobatto du segment [0,1] pour k£ = 3

1 1 1
.E),ﬂ — 5(1 -+ 75), 1. On note :

B = z(al)
{ ¢ = 2(6)

On remarque alors que tous points B’ et C' vérifiant :

1
sont 0,0 = —é(l —

| BB' || = O(h°)
| CC' || = 0(i%)

permettent de construire un arc I' vérifiant 'hypothése (H). On considére
alors un polynéme p de degré cing qui passe par six nceuds successifs et
extérieurs de la triangulation et on note B' (respectivement C') I'intersection
de p avec la droite orthogonale & (A, B) passant par le point a4 4+ (1 — «)B
(respectivement A4 + (1 — §)B). ,

Ces points permettent de définir un arc I'y ; on peut ensuite construire un
triangle qui vérifiera les hypotheses nécessaires a la k-régularité.
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