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INTERPOLATION POLYNOMIALE

|Exercice n°1|

Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C2.
1) Déterminer le polynéme L;(x) de degré 1 qui coincide avec f aux points a et b.
On note ey () = |f(x) — L1(z)| Perreur commise au point z.

2) Soit A une constante réelle ; on pose g(x) = f(x) — Li(x) — A(x —a)(x —b). Vérifier qu’on
a g(a) = g(b) = 0. Soit & €]a, b[. Montrer qu’on peut choisir la constante A pour que g
possede & comme troisieme racine.

3) On suppose A définie comme précédemment. Montrer qu’il existe a €]a,b] tel que
1
g (a) =0; en déduire A = §f(2) ().

4) On pose My = sup{|f®(t)| | t € [a,b]} ; montrer que, pour tout & € [a,b], on a

M-
e1(d) < (& —a)(b - 2)
M.
puis que eq(z) < ?Q(b — a)? pour tout = € [a,b].

|Exercice n°2|

Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C3.

1) Déterminer le polyndéme Ls(x) de degré 2 qui coincide avec f aux points a, (a + b)/2 et

b.

On note ex(z) = |f(x) — La(z)| Perreur commise au point = et
M = sup{|f®) ()] | ¢ € [a, b]}.

2) En procédant comme précédemment, montrer que, pour tout = € [a, b], on a les inégalités :

M. a+b
eafa) < 2w~ a)(o — B)(w — 20
ea(x) < %\/ﬁ(b—a)?’.

3) On choisit maintenant trois points z1, 22 et x3 quelconques et distincts 2 & 2 de l'intervalle
[a,b]. On considére le polynéme Lq(z) de degré 2 qui coincide avec f aux points z7, xo
et 3. Montrer que, pour tout z € [a,b], on a

[f(z) = Lo(z)] < %I(w —z1) (@ — 22) (2 — x3)|-



|Exercice n°3|

On considere deux réels a et b tels que a < b. On note P3 I’espace des polynomes a coefficients
réels de degré inférieur ou égal a 3.

1) Montrer qu’il existe des polynémes p,, Py, Ga, €t gp de Ps tels que
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pa(a) = pp(b) = 1, pa(b) = pl,(a) = p,(b) = pp(a) = p(a
go(a) = gy (0) = 1, qu() = qa(b) = g (b) = gy(a) = g4(a) = g5 (b) =0

Expliciter ces polynémes. Montrer que {pq, P, qa, v} €st une base de Ps.

2) Etant donné une fonction f de classe C' sur [a,b] & valeurs réelles, montrer qu’il existe
un unique polynéme P de Pj3 tel que

P(a) = f(a), P(b) = J(b), P'(a) = f'(a), P'(B) = f'(b).

Exprimer ce polynéme dans la base {pa, Db, qa, qb}-
3) On suppose que f est de classe C*. On note My = sup{|f®(z)| | = € [a,b]}. Montrer
que, pour z € [a,b], on a

(b—a)
384

7@ - P @) < L0y (1,179 @) - PO@)] < - i)

(b—a)
2

|f(z) = P(z)] < My(f), ' (z) = P'(2)| < == Ma(f)

Indication : on pourra montrer que P’ est le polynéme d’interpolation de Lagrange de f'
en trois points de [a, b].



