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Introduction

Les systèmes dynamiques sont très répandus en modélisation biologique,
et en particulier en épidémiologie [21, 32, 39]. Dans beaucoup de modèles,
les systèmes obtenus dépendent polynomialement des variables d'état et des
paramètres, nous citons à titre d'exemple [3, 46, 28, 11, 2, 41, 29, 16] mais la
liste est très loin d'être exhausive. Il est donc naturel de penser à utiliser l'ar-
senal algorithmique et logiciel développé en algèbre commutative e�ective,
e.g. [5, 20, 58], en algèbre réelle, e.g. [4, 7] ainsi qu'en algèbre di�érentielle
[51, 40] pour étudier de tels systèmes.

Durant les dernières années les méthodes algébriques, et les logiciels
de calcul formel, ont été largement utilisés pour étudier les systèmes issus
de la modélisation biologique. Une application classique de telles méthodes
consiste en la détection et l'étude de la stabilité des équilibres de ces modèles,
voir e.g. [36, 24, 14, 59, 49, 29]. D'autres questions telles que l'existence, ou
pas, d'un comportement périodique ou de cycles limites ont récement été
considérées, voir e.g. [53, 54, 8, 50, 9, 10].

Dans ce travail nous nous concentrons sur l'étude, par des méthodes al-
gébriques, de la stabilité et des bifurcations des points d'équilibre dans les
modèles épidémiologiques donnés par des champs de vecteurs polynomiaux.
Les méthodes algébriques développées jusqu'à présent, voir e.g. [36, 24, 14,
49, 59], suivent en gros le schéma suivant. On utilise des critères de stabi-
lité classiques du genre Routh-Hurwitz ou Liénard-Chipart pour exprimer le
problème comme une formule du premier ordre dans le langage des corps or-
donnés. On simpli�e ensuite la formule obtenue en utilisant des algorithmes
d'élimination des quanti�cateurs [55, 18, 61, 62, 19, 35] et de simpli�cation
développés en algèbre réelle [15, 12, 13]. Cette approche a l'avantage d'être
complètement algorithmique, mais elle atteint vite ses limites vue la nature
extrêmement complexe, et donc très coûteuse en temps et en espace de calcul,
de l'élimination des quati�cateurs. Il arrive par exemple que cette démarche
produise une condition complexe pour un modèle donné alors que des cal-
culs à la main, inspirés par des considérations épidémiologiques, réussissent
à produire une condition équivalente très simple, voir e.g. [14, section 8].

L'une des raisons principales de cette limitation réside dans le fait qu'on
regarde les systèmes issus de la modélisation épidémiologique comme étant
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des systèmes dynamiques polynomiaux généraux. Autrement dit, on ne tient
pas compte de certaines de leurs propriétés structurelles qui, comme nous
le verrons au chapitre 3, simpli�ent considérablement les calculs. Une autre
raison est qu'en général les coordonnées de certains points d'équilibre ne
s'expriment pas de manière rationnelle en termes des paramètres, ce qui
nous oblige à mener les calculs, forcément plus coûteux, sur une extension
algébrique du corps des paramètres du système. Nous verrons à travers des
exemples dans les chapitres 4 et 5 que les conclusions qu'on peut tirer de
ces calculs directs peuvent être retrouvées par d'autres calculs, nettement
plus simples et plus riches en information, concernant les bifurcations des
équilibres.

Cette thèse est divisée en cinq chapitres. Dans les deux premiers chapitres
nous rappelons les notions de base de la modélisation épidémiologique ainsi
que des outils mathématiques dont nous aurons besoin.

Le chapitre 1 est une brève introduction à la modélisation en épidémio-
logie. Nous y dé�nissons le taux de reproduction de base, un concept central
en épidémiologie. Nous analysons aussi dans ce chapitre trois exemples de
modèles épidémiologiques de base. Ce chapitre est essentiellement déstiné
aux mathématiciens, un public qui n'est pas forcément familier avec la mo-
délisation en épidémiologie.

Le chapitre 2 est divisé en quatre sections. Les concepts mathématiques
que nous y exposons sont de nature élémentaire pour un mathématicien.
Nous les avons introduit dans le but de rendre plus agréable, pour un épidé-
miologiste, la lecture des autres chapitres. Dans la section 2.1 nous rappelons
des résultats classiques sur la stabilité locale et globale des équilibres d'un
système dynamique. Nous donnons ensuite une description sommaire et plu-
tôt intuitive de quelques bifurcations locales de codimension 1. Nous traitons
le cas de la bifurcation transcritique avec plus de rigueur parce qu'elle se pro-
duit naturelement dans les modèles épidémiologiques comme nous le verrons
aux chapitres 4 et 5. Dans la section 2.2 nous exposons la théorie des bases
de Groebner dans les algèbres de polynômes à coe�cients dans un corps
arbitraire K. Ce cadre général nous est d'une grande utilité pratique. En
e�et, typiquement un modèle épidémiologique déterministe est donné par
une famille de champs de vecteurs f = (f1, . . . , fn), où fi ∈ Q[v, x] est un
polynôme en termes des paramètres v = v1, . . . , vk et des variables d'état
x = x1, . . . , xn. Sachant que seuls les équilibres persistants, i.e. ceux qui
ne sont pas détruits par perturbation générique des paramètres, sont perti-
nents, nous pouvons regarder la famille de champs de vecteurs f(v, x) comme
étant un champ de vecteurs polynomial à coe�cients dans le corps Q(v). Le
calcul d'une base de Groebner du système f1 = · · · = fn = 0, avec Q(v)
comme corps de base, nous fournit alors, après factorisation, des paramé-
trisations explicites en fonction de v des équilibres persistants de f . Dans
la section 2.3 nous rappelons deux résultats classiques, à savoir le critère de
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Liénard-Chipart et celui de Routh-Hurwitz, qui donnent des conditions semi-
algébriques nécessaires et su�santes pour qu'une matrice carrée à coe�cient
réels soit stable, i.e. ses valeurs propres sont de partie réelle strictement né-
gative. Dans la section 2.4 nous donnons quelques résultats fondamentaux de
la théorie des matrices positives. Le théorème de Perron-Frobenius, voir les
théorèmes 2.4.4 et 2.4.6, ainsi qu'un critère de stabilité pour les Z-matrices,
voir le théorème 2.4.7, jouent un rôle capital pour établir les résultats du
chapitre 3.

Le chapitre 3 est structuré comme suit. Dans la section 3.1 nous montrons
comment déterminer les équilibres persistants d'une famille polynomilale de
champs de vecteurs. Nous expliquons ensuite dans la section 3.2 pourquoi
fréquemment le polynôme caractéristique à l'équilibre sans maladie d'un mo-
dèle épidémiologique se factorise. La section 3.3 est consacrée à l'étude de la
structure de la matrice jacobienne à l'équilibre sans maladie. De cette struc-
ture nous tirons des conditions nécessaires et su�santes pour la stabilité de
cet équilibre. Une classe de modèles épidémiologiques est étudiée dans la
section 3.5. Pour cette classe nous montrons que la condition de stabilité de
l'équilibre sans maladie est particulièrement facile à obtenir. Un critère de
stabilité globale de l'équilibre sans maladie est donné dans la section 3.4. Les
résultats de ce chapitre sont publiés dans [23].

Dans le chapitre 4 nous traitons en utilisant le calcul formel des modèles
déjà connus. Tous les modèles que nous traitons dans ce chapitre ont exac-
tement un équilibre sans maladie et au plus un équilibre endémique. Nous
commençons par donner dans la section 4.1 le schéma général que nous sui-
vrons pour traiter ces exemples. Dans les sections 4.2 et 4.3 nous étudions
deux modèles classiques de types SEIRS et SEIT respectivement.

Dans le chapitre 5 nous étudions un système qui modélise une population
envahie par une bactérie à deux souches et soumise à un traitement antibio-
tique. L'une des souches est supposée sensible au traitement alors que l'autre
y est résistante. Nous montrons que ce modèle a au plus quatre équilibres, et
nous donnons une étude complète de leurs stabilité et de leurs bifurcations.
Les résultats de ce chapitre font partie d'un article en cours de rédaction.
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Chapitre 1

Modélisation épidémiologique

1.1 Le pourquoi et le comment

L'épidémiologie est l'étude de l'état de santé des populations, de leurs
variations et de leurs causes. Une maladie est dite endémique si elle persiste
dans une population. Elle est dite épidémique si elle apparait pendant une
période relativement courte dans une population (moins d'une année). L'épi-
démiologie s'occupe aussi bien des facteurs comme les agents infectieux, le
mode de transmission, la période de latence, la période infectieuse, la sus-
ceptibilité, la vaccination et la résistance que des facteurs sociaux, culturels,
démographiques, économiques et géographiques.

La modélisation épidémiologique a pour but essentiel de comprendre et
contrôler, dans la mesure du possible, la propagation d'une maladie infec-
tieuse transmissible. Elle consiste en gros à construire un modèle mathé-
matique qui permet de rendre compte de la dynamique de la maladie en
question à l'échelle macroscopique, i.e. à l'échelle de la population, à partir
de données et d'hypothèses de nature miscroscopique sur la population, i.e.
à l'échelle de l'individu, ainsi que sur l'agent pathogène.

L'approche compartementale est très souvent utilisée dans la construc-
tion des modèles épidéologiques. Elle consiste à partitionner la population
en compartiments disjoints dont la taille varie en fonction du temps. Chaque
compartiment regroupe les individus qui se trouvent dans le même état vis-
à-vis de la maladie. Les di�érentes connaissances dont on dispose en ce qui
concerne la maladie sont ensuite utilisées pour déterminer les taux de trans-
fert entre les di�érents compartiments. Par exemple, dans un modèle de type
SEIR, voir la �gure 1.1.1, la population est divisée en quatre compartiments,
à savoir les susceptibles S, les exposés E, les infectieux I et les immunisés R.
Un individu dans le compartiment S est complètement susceptible, c'est-à-
dire il peut contracter la maladie par contact avec ceux du compartiment I.
Il est alors transféré au compartiment E qui contient les individus infectés
mais pas encore infectieux. Après une période de latence, qui dépend de la
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Fig. 1.1.1 � Diagramme de transfert du modèle SEIR

maladie, un individu dans E devient infectieux à son tour et il est transféré
au compartiment I. À la �n de sa période d'infectiosité, qui elle aussi dé-
pend de la maladie, l'individu rejoint le compartiment R des individus ayant
acquis une immunité permanente contre la maladie en question.

Le taux de transfert de S à E est le taux d'infection des susceptibles par
leurs contacts avec les infectieux. Si S(t) est le nombre de susceptibles à
l'instant t, I(t) est le nombre des infectieux et N est la taille de la popu-
lation, alors s(t) = S(t)

N et i(t) = I(t)
N sont les fractions des susceptibles et

infectieux respectivement. Soit β le nombre moyen de contacts adéquats (i.e.
contacts su�sants pour la transmission) pour une personne par unité de
temps. Si on suppose que le taux de contacts β ne dépend pas de la taille
de la population et ne varie pas avec le temps alors β I

N = βi est le nombre
moyen de contacts avec les infectés par unité de temps pour un susceptible,
et β I

N S = βNis est le nombre de nouveaux cas par unité de temps. Cette
forme d'incidence bilinéaire est appelée incidence horizontale standard, voir
e.g. [30, 31]. L'incidence verticale qui est le taux d'infection des nouveaux nés
par leurs mères est quelques fois incluse dans les modèles épidémiologiques
en supposant qu'une fraction �xée de nouveaux nés est infectée verticalement
[32]. Des formes variées d'incidences non linéaires sont considérées, voir e.g.,
[34, 47, 48]. Pour un méchanisme de sondage incluant les incidences non li-
néaires qui peut conduire à la périodicité dans les modèles épidémiologiques
voir [33].

Les taux de transfert de E à I et de I à R sont inversement proportionnels
respectivement à la période de latence et à la période d'infectiosité. Ils sont
donc de la forme σE et νI. Tenant compte du taux de natalité, de l'hypothèse
que les nouveaux nés sont susceptibles, et du taux de mortalité, supposé le
même pour tous les compartiments, on aboutit à un système d'équations
di�érentielles ordinaires dépendant des paramètres.
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1.2 Taux de reproduction de base

L'une des questions fondamentales concernant une maladie infectieuse est
de savoir dans quelles circonstances elle peut proliférer dans une population
donnée. Dans beaucoup de cas, la population a une situation d'équilibre
où la maladie est abscente. En termes mathématiques, cela signi�e que le
modèle épidémiologique a un équilibre sans maladie (c'est-à-dire tous les
compartiments contenant des individus infectés sont vides). La question de
savoir si la maladie risque de proliférer peut alors être cernée par l'étude de
la stabilité de cet équilibre.

Intuitivement, une maladie peut proliférer dans une population si en
moyenne un individu infectieux en infecte plus qu'un. Ceci permet de dé�nir
le taux de reproduction de base R0 comme étant le nombre moyen d'infec-
tions causées quand un individu infectieux typique est introduit dans une
population complètement susceptible durant toute sa période d'infectiosité,
voir e.g. [32, 22]. Il est implicitement supposé que l'individu se mélange à la
population hôte exactement de la même façon que la population se mélan-
gerait.

Pour une très large classe de modèles épidémiologiques, il est prouvé dans
[21, 22, 56] que l'équilibre sans maladie est localement asymptotiquement
stable si R0 < 1 et instable si R0 > 1. Lorsque l'équilibre sans maladie est
instable, c'est-à-dire la maladie peut proliférer dans la population, plusieurs
situations peuvent se présenter. La plus simple consiste en l'apparition d'un
équilibre endémique globalement stable, voir e.g. [42, 43, 60, 44, 25]. Il est
aussi possible que plusieurs équilibres endémiques, ou des oscillations pé-
riodiques, apparaissent, voir e.g. [47, 34, 3]. D'autres phénomènes beaucoup
plus complexes peuvent se manifester, voir e.g. [57, 6].

1.3 Trois modèles de base

Pour comprendre le comportement des modèles épidémiologiques il est
utile d'étudier d'abord les trois modèles de base que sont le SIS endémique,
le SIR épidémique ainsi que le SIR endémique. Nous présentons ces modèles,
chacun dans une sous-section à part. Nous nous inspirons ici très largement
de l'article [32].

1.3.1 Le modèle endémique de base SIS

Le modèle de base SIS est le plus simple modèle de maladie infectieuse
qui ne confère pas d'immunité. Ainsi les susceptibles peuvent être infectés
et redevenir susceptibles après rétablissement. C'est un modèle endémique
parce qu'il peut arriver que la maladie peut persister. Le modèle avec la
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dynamique vitale est donné par

Ṡ = µN − µS − βIS/N + γI,

İ = βIS/N − γI − µI, (1.3.1)

où N = S + I est la taille de la population et les paramètres β, µ et γ sont
respectivement le paramètre de transmission, le taux de natalité suposé égal
au taux de mortalité et le taux de perte d'infectiosité.

Les nouveaux nés sont tous supposés susceptibles. Les naissances équi-
librent les décès de telle sorte que la taille de la population N soit constante.

En divisant les équations par N et en posant i(t) = I(t)/N et s(t) =
S(t)/N = 1− i(t) on obtient

i̇ = βi(1− i)− (γ + µ)i. (1.3.2)

Cette équation contient la fraction infectée i, mais ne contient pas la taille
N de la population. La substitution y = i−1 la transforme en l'équation
di�érentielle linéaire

ẏ = −(β − γ − µ)y + β.

La solution générale de l'équation (1.3.2) est donc

i(t) =

{
e(γ+µ)(R0−1)t

R0(e(γ+µ)(R0−1)t−1)/(R0−1)+1/i0
pour R0 6= 1

1
βt+1/i0

pour R0 = 1

où R0 = β/(γ+µ) est le taux de reproduction de base. Le théorème suivant
découle directement de la solution explicite.

Théorème 1.3.1. La solution i(t) de l'équation (1.3.2) approche 0 quand
t→ +∞ si R0 ≤ 1 et approche 1− 1/R0 quand t→ +∞ si R0 > 1.

Ce théorème signi�e que pour une maladie sans immunité, quelle que soit
la fraction infectée initiale positive, la fraction infectée approche une valeur
constante endémique si le nombre de contacts dépasse 1. Sinon, la maladie a
tendance à disparaitre. Pour le modèle SIS les courbes solutions restent sur
la ligne s + i = 1, toute courbe approche le point (s, i) = (1/R0, 1 − 1/R0)
quand R0 > 1 et approche le point (s, i) = (1, 0) quand R0 ≤ 1.

1.3.2 Le modèle épidémique de base SIR

Le modèle épidémique de base SIR est donné par le système d'équations
di�érentielles ordinaires suivant

Ṡ = −βIS/N,
İ = βIS/N − γI,
Ṙ = γI,

(1.3.3)
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Fig. 1.3.1 � Portrait de phase du modèle épidémique classique SIR avec
R0 = 3.

où N(t) = S(t) + I(t) + R(t) est la taille de la population, et β et γ ont la
même signi�cation que dans le modèle SIS. Le portrait de phase du système
(1.3.3) est représenté dans la �gure 1.3.1 qu'on peut trouver dans [32, p. 605].
Ce modèle utilise l'incidence standard et les infectés récupèrent au taux γI
correspondant à un temps d'attente exponentiel e−γt. Puisque le modèle
épidémique SIR est utilisé pour des périodes de temps relativement courtes,
il n'a pas de dynamique vitale.

En divisant dans (1.3.3) les équations par la taille constante N de la
population totale on obtient {

ṡ = −βis,
i̇ = βis− γi, (1.3.4)

avec r(t) = 1− s(t)− i(t). Le triangle T dans le plan (s, i) donné par

T = {(s, i)|s ≥ 0, i ≥ 0, s+ i ≤ 1}

est positivement invariant et une solution unique existe dans T pour tout
temps positif et toutes données initiales. Donc le modèle est mathématique-
ment et épidémiologiquement bien posé. Ici R0 = β/γ est le taux de contact
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Fig. 1.3.2 � Solutions du modèle épidémique classique SIR avec R0 = 3 et
1/γ = 3 jours.

β par unité de temps multiplié par la période moyenne d'infection 1/γ. Ainsi
il a une interprétation propre comme le nombre moyen de contacts adéquats
d'un infecté typique durant la période infectieuse.

Théorème 1.3.2. Soit (s(t), i(t)) une solution de (1.3.4) dans T . Si R0s(0) ≤
1 alors i(t) commence par croitre jusqu'à une valeur maximale imax = i(0)+
s(0)− 1/R0 − [ln(R0s(0))]/R0 et ensuite décroit vers 0 quand t → +∞. La
fraction des susceptibles s(t) est une fonction décroisante et la valeur limite
s∞ est l'unique solution dans (0, 1/R0) de léquation

i(0) + s(0)− s∞ + [ln(s∞/s(0))]/R0 = 0.

Les trajectoires typiques dans T sont montrées dans la �gure 1.3.1, et les
solutions comme fonctions du temps sont montrées dans la �gure 1.3.2. Les
résultats du théorème sont épidémiologiquement raisonables puisque l'infec-
tion diminue et il n'y a pas d'épidémie si beaucoup d'individus sont immu-
nisés. Donc un infecté typique en infecte en moyenne moins d'un nouveau
infecté (R0s(0) ≤ 1). Mais si un infecté typique en infecte en moyenne plus
qu'un (R0s0 > 1), alors les infectés augmentent et l'épidémie apparait. La
vitesse à laquelle une épidémie progresse dépend des caractéristiques de la
maladie en question.
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Fig. 1.3.3 � Diagramme de transfert du modèle SIR endémique

1.3.3 Le modèle endémique de base SIR

Le modèle SIR endémique de base est donné par le système d'équations
di�érentielles ordinaires suivant :

Ṡ = µN − µS − βIS/N
İ = βIS/N − (γ + µ)I
Ṙ = γI − µR

(1.3.5)

où N(t) = S(t) + I(t) +R(t) est la taille de la population, et β, µ et γ ont la
même signi�cation que dans le modèle SIS. Le modèle SIR endémique est
di�érent du modèle SIR épidémique par l'arrivée des nouveaux nés dans la
classe des susceptibles au taux µN et les décès dans les classes aux taux µS,
µI et µR. Le taux de natalité est égal au taux de mortalité, ainsi la taille N
de la population est constante. En divisant les équations du système (1.3.5)
par N on obtient le système

ṡ = µ− µs− βis
i̇ = βis− (γ + µ)s

(1.3.6)

avec r(t) = 1− s(t)− i(t). Le triangle T = {(s, i)|s ≥ 0, i ≥ 0, s+ i ≤ 1} est
posivement invariant, et le modèle est bien posé. Pour ce modèle, la quantitté
seuil R0 = β/(γ+µ) est le produit du taux de contact par la période moyenne
d'infection asjustée par les décès 1/(γ + µ).

Théorème 1.3.3. Soit (s(t), i(t)) la solution de (1.3.6) dans T . Si R0 ≤ 1
ou s(0) = 0, alors toute solution qui commence dans T approche l'équilibre
sans maladie (1, 0). Si R0 > 1, alors toute solution avec i(0) > 0 approche
l'équilibre endémique (se, ie) = (1/R0, µ(R0 − 1)/β).

La coordonnée ie de l'équilibre endémique est négative pour R0 < 1,
elle coincide avec la valeur 0 de celle de l'équilibre sans maladie lorsque
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Fig. 1.3.4 � Portrait de phase du modèle SIR endémique avec R0 = 0.5.

Fig. 1.3.5 � Portrait de phase du modèle SIR endémique avec R0 = 3,
1/γ = 3 jours et 1/µ = 60 jours.
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Fig. 1.3.6 � Diagramme de bifurcation du modèle SIR endémique qui montre
l'échange de stabilité entre l'équilibre sans maladie et l'équilibre endémique
quand R0 = 1.

R0 = 1 et devient positive pour R0 > 1, voir les �gures 1.3.6 et 1.3.7.
L'équilibre endémique donné par (se, ie) = (1/R0, µ(R0 − 1)/β) est instable
lorsque R0 < 1 et est localement asymptotiquement stable lorsque R0 > 1
alors que l'équilibre sans maladie donné par (s, i) = (1, 0) est localement
asymptotiquement stabe lorsque R0 < 1 et instable lorsque R0 > 1. Ainsi
les deux équilibres échangent leur stabilité lorsque R0 = 1 et l'équilibre
endémique devient épidémiologique et localement asymptotiquement stable
lorsque R0 > 1. C'est un cas typique de bifurcation transcritique. Nous
étudierons avec plus de détails ce phénomène dans les chapitres qui suivent.
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Fig. 1.3.7 � Les courbes de S, I et R lors de la bifurcation du modèle SIR
endémique avec γ = 0.07, µ = 0.03.
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Chapitre 2

Notions préliminaires

Dans ce chapitre nous exposons les outils mathématiques dont nous au-
rons besoin dans la suite. Les concepts que nous rappelons ici sont classiques
et pour la plupart de nature élémentaire pour un mathématicien. Nous les
introduisons ici dans le but de rendre plus facile, pour un épidémiologiste, la
lecture des autres chapitres.

Ce chapitre est constitué de quatre sections indépendantes les unes des
autres.

Dans la section 2.1 nous rappelons des résultats classiques sur la stabilité
locale et globale des équilibres d'un système dynamique. Nous donnons en-
suite une description sommaire et plutôt intuitive de quelques bifurcations
locales de codimension 1. Nous traitons le cas de la bifurcation transcritique
avec plus de rigueur parce qu'elle se produit naturelement dans les modèles
épidémiologiques comme nous le verrons aux chapitres 4 et 5.

Dans la section 2.2 nous exposons la théorie des bases de Groebner dans
les algèbres de polynômes à coe�cients dans un corps arbitraire K. Ce cadre
général nous est d'une grande utilité pratique. En e�et, typiquement un mo-
dèle épidémiologique déterministe est donné par une famille de champs de
vecteurs f = (f1, . . . , fn), où fi ∈ Q[v, x] est un polynôme en termes des
paramètres v = v1, . . . , vk et des variables d'état x = x1, . . . , xn. Sachant
que seuls les équilibres persistants, i.e. ceux qui ne sont pas détruits par per-
turbation générique des paramètres, sont pertinents nous pouvons regarder
la famille de champs de vecteurs f(v, x) comme étant un champ de vecteurs
polynomial à coe�cients dans le corps Q(v). Le calcul d'une base de Groeb-
ner du système f1 = · · · = fn = 0, avec Q(v) comme corps de base, nous
fournit alors, après factorisation, des paramétrisations explicites en fonction
de v des équilibres persistants de f .

Dans la section 2.3 nous rappelons deux résultats classiques, à savoir
le critère de Liénard-Chipart et celui de Routh-Hurwitz, qui donnent des
conditions semi-algébriques nécessaires et su�santes pour qu'une matrice
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carrée à coe�cient réels soit stable, i.e. ses valeurs propres sont de partie
réelle strictement négative.

Dans la section 2.4 nous donnons quelques résultats fondamentaux de
la théorie des matrices positives. Le théorème de Perron-Frobenius, voir les
théorèmes 2.4.4 et 2.4.6, ainsi qu'un critère de stabilité pour les Z-matrices,
voir le théorème 2.4.7, jouent un rôle capital pour établir les résultats du
chapitre 3.

2.1 Systèmes dynamiques

Dans cette section nous rappelons quelques concepts classiques de la théo-
rie des systèmes dyamiques. Nous nous concentrons essentiellement sur les
questions relatives aux points d'équilibre. Nous renvoyons aux ouvrages clas-
siques [27, 63, 17] pour plus de détails.

Dans toute la suite nous considérons un champ de vecteurs di�érentiable
f(x) : U → Rn, où U est un ouvert de Rn et x = x1, . . . , xn est la liste des
variables d'état. Le système d'équations di�érentielles ordinaires associé est
alors

ẋ = f(x).

Le �ux engendré par le système di�érentiel est noté φ(t, x). C'est-à-dire étant
donné x ∈ Rn, φ(t, x) est la solution du système di�érentiel ẋ = f(x) qui
commence en x pour t = 0.

En général, il n'existe pas de formules closes pour résoudre les systèmes
d'équations di�érentielles ordinaires non linéaires. Devant cette impossibilité
on se tourne vers l'étude du comportement qualitatif des solutions, mais là
encore le problème est très loin d'être facile. Les solutions constantes, appelés
points d'équilibre ou encore points �xes, sont les solutions les plus simples
qu'un système di�érentiel donné peut avoir. Si le système en question est
donné par le champ de vecteurs f = (f1, . . . , fn) alors les équilibres sont
donnés par le système d'équations f1 = · · · = fn = 0. L'une des questions
les plus fondamentales est alors d'étudier le comportement topologique du
�ux φ(t, x) engendré par f au voisinage des points d'équilibre.

2.1.1 Stabilité des équilibres

Dé�nition 2.1.1. Un équilibre x? du champ de vecteurs f(x) : U → Rn

est dit stable si toute solution su�samment proche de x? reste proche de x?,
c'est-à-dire

∀ε > 0 ∃η > 0 ∀x ∈ U (|x− x?| < η =⇒ ∀t ≥ 0 |φ(t, x)− x?| < ε),

où φ(t, x) est le �ux engendré par f .
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Lorsque x? n'est pas stable on dit qu'il est instable.
L'équilibre x? est dit localement asymptotiquement stable s'il est stable et
toute solution qui commence su�samment proche de x? converge vers x?

quand t vers +∞, c'est-à-dire

∃η > 0 ∀x ∈ U (|x− x?| < η =⇒ lim
t→+∞

φ(t, x) = x?).

L'équilibre x? est dit globalement asymptotiquement stable sur V ⊆ U s'il
est stable et toute solution converge vers x? quand t vers +∞, c'est-à-dire

∀x ∈ V lim
t→+∞

φ(t, x) = x?.

Lorsqu'un équilibre x? est stable mais pas asymptotiquement stable on
dit que la stabilité est neutre, c'est-à-dire les trajectoires qui commencent
au voisinage de x? restent au voisinage de cet équilibre sans pour autant y
converger lorsque t→ +∞.

Une approche classique pour l'étude de la stabilité asymptotique locale
du système ẋ = f(x) près de l'équilibre x? consiste à considérer le système
di�érentiel linéaire ż = ∂xf(x?).z, où ∂xf(x?) est la matrice jacobienne de f
évaluée en x?. Le �ux engendré par le système di�érentiel ż = ∂xf(x?).z n'est
rien d'autre que exp(t∂xf(x?)).z = ∂xφ(t, x?).z. Un résultat fondamental dû
à Hartman et Grobman, voir par exemple [17, Théorème 7.2], a�rme que
dans le cas hyperbolique où la matrice ∂xf(x?) n'a pas de valeur propre ima-
ginaire pure, le comportement du �ux φ(t, x) près de x? est topologiquement
équivalent à celui du �ux exp(t∂xf(x?)).z près de l'équilibre 0. En particu-
lier, toujours dans le cas hyperbolique, x? est asymptotiquement stable si
et seulement si 0 l'est pour le système linéaire ż = ∂xf(x?).z. Ce qui de
manière équivalente revient à dire que les valeurs propres de ∂xf(x?) sont
à partie réelle strictement négative. Nous donnerons dans les sections 2.3 et
2.4 d'autres conditions équivalentes plus algorithmiques, voir les théorèmes
2.3.3, 2.3.4 et 2.4.7.

2.1.2 Invariance et stabilité globale

Soit f : U → Rn un champ de vecteurs et soit φ(t, x) le �ux engendré
par f . Un sous-ensemble V de U est dit positivement (resp. négativement)
invariant par f si pour tout x ∈ V on a φ(t, x) ∈ V pour t ≥ 0 (resp. t ≤ 0).
Dans le cas où V est à la fois positivement et négativement invariant par f
on dit que V est invariant par f .

Étant donné x ∈ U , l'ensemble ω+-limite noté ω+(x) (resp. l'ensemble
ω−-limite noté ω−(x)) de x est l'ensemble des point z tels qu'il existe une
suite tn qui tend vers +∞ (resp. −∞) et φ(tn, x) tend vers z. C'est un fait
classique que les ensembles ω-limites sont fermés et invariants par f .
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Dans la suite nous serons principalement concernés par l'invariance po-
sitive du cone Rn

+ par un champ de vecteurs donné f(x). Cela est équivalent
à la propriété suivante, voir [63]

∀x ∈ Rn
+ (xi = 0⇒ fi(x) ≥ 0).

Supposons que f est de classe C∞ et considérons la dérivée de Lie Lf as-
sociée au champ de vecteurs f . C'est la dérivation de C∞(U ,R) dé�nie par
Lfϕ =

∑
fi∂xiϕ. La dérivée de Lie permet par exemple d'exprimer le dé-

veloppement de taylor du �ux φ(t, x) engendré par f . En e�et, si x∗ ∈ Rn

alors le développement de taylor d'ordre m de φi(t, x∗) autour de 0 est

m∑
k=0

(
Lkfφi
k!

)
(x∗)tk.

En particulier, si f est analytique alors Lf donne le développement en série
entière de chaque φi(t, x∗). Une autre situation où Lf s'avère être utile est
de décider de l'invariance d'un sous-ensemble donné par des équations impli-
cites. Plus précisement, soit V ⊆ U un sous-ensemble donné par une famille
d'équations ϕj(x) = 0, j ∈ J . Si pour tout j ∈ J la dérivé de Lie Lfϕj est
dans l'idéal engendré par les ϕk alors V est invariant par f .

Dé�nition 2.1.2. Soit f : U → Rn un champ de vecteurs, φ(t, x) le �ux
engendré par f et soit V un sous-ensemble de U positivement invariant par
f . Une application continue ` : V → R?

+ est appelée fonction de Lyapunov
pour f dans V si pour x ∈ V on a `(φ(t′, x)) ≤ `(φ(t, x)) lorsque t < t′.

Une fonction de Lyapunov, lorsqu'elle existe, permet de déterminer la
stabilité globale d'un équilibre. Elle permet aussi de déterminer la stabilité
d'un équilibre lorsque la linéarisation ne permet pas de conclure.

Théorème 2.1.1 (Lyapunov-Lasalle). Soit f : U → Rn un champ de vec-
teurs et soit φ(t, x) le �ux engendré par f . Soit V un sous- ensemble fermé
de U et supposons que f a une fonction de Lyapunov ` dans V qui est
di�érentiable dans un ouvert contenant V . Soit I le plus grand ensemble
invariant de f contenu dans {x ∈ V | ˙̀(x) = 0}. Alors on a les propriétés
suivantes.

1. Pour tout x tel que φ(t, x) reste positivement dans V on a ω+(x) ⊆ I .

2. Si I est un singleton, disons x?, et V est compact alors x? est un équi-
libre de f et toute solution φ(t, x) qui reste positivement dans U tend
vers x? quand t tend vers +∞. En particulier, si V est positivement
invariant par f alors x? est globalement asymptotiquement stable dans
V .

Démonstration. 1. Soit x ∈ V tel que φ(t, x) reste positivement dans V .
L'application `(φ(t, x)) est décroissante positive et par suite elle a une limite
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c lorsque t tend vers +∞. Soit z ∈ ω+(x) et soit tn une suite telle que
lim tn = +∞ et limφ(tn, x) = z. Puisque φ(tn, x) ∈ V et V est fermé on
a z ∈ V . En plus, on a lim `(φ(tn, x)) = `(z) = c puisque ` est continue.
Étant donné t ∈ R tel que y = φ(t, z) soit dé�nie, on a y ∈ ω+(x) selon le
fait que ω+(x) est invariant par f . Cela donne `(y) = `(φ(t, z)) = c et après
l'application de l'opérateur ∂t on obtient ˙̀(φ(t, z)) = 0 et en particulier
˙̀(z) = 0. Cela prouve que le sous-ensemble invariant ω+(x) est contenu dans
{y ∈ V | ˙̀(y) = 0}, et puisque I est le plus grand sous-ensemble invariant
de {y ∈ V | ˙̀(y) = 0} on a ω+(x) ⊆ I .

2. Supposons que I = {x?}. Alors x? est un équilibre de f puisque I
est invariant par f . Maintenant soit x ∈ V tel que φ(t, x) reste positivement
dans V et soit une suite (tn) telle que lim tn = +∞. Clairement, toute
valeur d'adhérence φ(tn, x) appartient à ω+(x) ⊆ I = {x?} et par suite x?
est la seule valeur d'adhérence de φ(tn, x). D'un autre côté, puisque V est
compact la suite φ(tn, x) a au moins une valeur d'adhérence. Donc x? est la
seule valeur d'adhérence de φ(tn, x) et lim φ(tn, x) = x?. Puisque cela vaut
pour toute suite (tn) telle que lim tn = +∞ on a limt→+∞ φ(t, x) = x?.

2.1.3 Bifurcation transcritique et bifurcation de Hopf

Soient U ⊆ Rn et V ⊆ Rk deux ouverts et f(v, x) : V × U → Rn

une application di�érentiable, nous dirons par la suite que f(v, x) est une
famille di�érentiable de champs de vecteurs. Nous noterons par φ(t, v, x) la
famille de �ux engendrée par f . Lorsqu'on fait varier les paramètres v la
famille φ(t, v, x) subit en général des changements qualitatifs. Il se peut par
exemple que des équilibres apparaissent ou disparaissent, tout comme il se
peut qu'il changent de stabilité. D'autres phénomènes beaucoup plus com-
plexes peuvent apparaitre. L'étude de ces changements qualitatifs s'appelle
la théorie de la bifurcation.

Nous donnons dans cette sous-section deux cas de bifurcations locales, à
savoir la bifurcation transcritique et la bifurcation de Hopf. Elles seront par
la suite utlisées au chapitre 4.

Bifurcation transcritique

Considérons la famille d'équations di�érentielles

ẋ = vx+ x2,

où v est un paramètre réel. Pour chaque valeur de v l'équation correspondante
a deux équilibres, à savoir ψ1(v) = 0 et ψ2(v) = −v. La matrice jacobienne
du système en ψ1(v) possède v comme seule valeur propre, et celle en ψ2(v)
possède −v comme seule valeur propre. Alors trois cas se présentent selon la
valeur du paramètre v.
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Fig. 2.1.1 � Diagramme de la bifurcation transcritique.

1. Si v > 0 alors ψ1(v) est instable et ψ2(v) asymptotiquement stable.

2. Si v = 0 alors ψ1(v) = ψ2(v) est l'unique équilibre, il est stable et
l'équation devient ẋ = x2.

3. Si v < 0 alors ψ1(v) est asymptotiquement stable et ψ2(v) est instable.

En résumé, lorsque le paramètre v traverse la valeur 0 dans le sens crois-
sant il y a un échange de stabilité entre les deux équilibres. Cette bifurcation
est appelée bifurcation transcritique. Son diagramme de bifurcation est re-
présenté dans la �gure 2.1.1.

Nous utiliserons la bifurcation transcritique au chapitre 4 pour étudier
les échanges de stabilité, dans certains modèles épidémiologiques, entre les
équilibres sans maladie et les équilibres endémiques. Nous donnons main-
tenant la dé�nition formelle de cette bifurcation ainsi que le théorème de
Sotomayor [52].

Dé�nition 2.1.3. Soit f(v, x) : V ×U → Rn une famille di�érentiable de
champs de vecteurs, où V ⊆ R et U ⊆ Rn sont des ouverts. On dit que
f(v, x) subit une bifurcation transcritique en (v?, x?) ∈ V × U s'il existe
ε > 0, un voisinage W de x? et des applications di�érentiables ψ1, ψ2 :
]v? − ε, v? + ε[→ Rn et λ1, λ2 :]v? − ε, v? + ε[→ R qui véri�ent les propriétés
suivantes.
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1. La seule valeur propre de ∂xf(v?, x?) avec partie réelle nulle est 0 et
elle est simple.

2. Pour v ∈]v?−ε, v?+ε[, ψ1(v) et ψ2(v) sont les seuls équilibres de f(v, x)
dans W , de plus on a ψi(v?) = x? et ψ1(v) 6= ψ2(v) pour v 6= v?.

3. λi(v) est une valeur propre de ∂xf(v, ψi(v)), avec λi(v?) = 0, et λ1(v)λ2(v) <
0 pour v 6= v?.

Le théorème suivant donne les conditions génériques pour qu'une bifur-
cation transcritique se manifeste, voir [52].

Théorème 2.1.2. Soit f(v, x) : V × U → Rn une famille de classe C 2

de champs de vecteurs, où V ⊆ R et U ⊆ Rn sont des ouverts, et soit
(v?, x?) ∈ V ×U tel que x? soit un équilibre de f(v?, x). Supposons que 0 est
la seule valeur propre de ∂xf(v?, x?) avec partie réele nulle et elle est simple,
et soit Vd (resp. Vg) un vecteur propre de ∂xf(v?, x?) (resp. t∂xf(v?, x?))
associé à 0. Si les conditions

1. tVg.∂vf(v?, x?) = 0,
2. tVg.∂

2
vxf(v?, x?).Vd 6= 0,

3. tVg.∂
2
xxf(v?, x?).(Vd, Vd) 6= 0

sont véri�ées alors la famille de champs de vecteurs f(v, x) subit une bifur-
cation transcritique en (v?, x?).

Bifurcation de Hopf

Dé�nition 2.1.4. Un cycle limite est une trajectoire fermée isolée.

Considérons un système autonome d'équations di�érentielles ordinaires

ẋ = f(v, x)

dépendant d'un paramètre v ∈ R, où f est di�érentiable.

1. Supposons que pour tout |v| su�samment petit le système correpon-
dant a un équilibre x?(v).

2. La matrice jacobienne A(v) = ∂xf(v, x?(v)) a une paire de valeurs
propres λ1(v), λ2(v) complexes conjuguées, avec λ1 = a(v) + b(v)i et
a(v) change de signe lorsque v passe par 0, qui deviennent imaginaires
pures quand v = 0, c'est-à-dire a(0) = 0, et b(0) > 0.

Alors quand v passe par 0 l'équilibre change de stabilité et le système ẋ =
f(0, x) a un cycle limite. Cette bifurcation est appelée bifurcation de Hopf.

Soit χ(Z) le polynôme caractéristique de A(v) et dé�nissons les poly-
nômes χ1 et χ2 par χ(Z) = χ1(Z2) + Zχ2(Z2). Alors χ a deux racines
imaginaires pures si et seulement si les polynômes χ1 et χ2 ont une racine
commune strictement négative. Ceci donne un critère utile pour détecter une
bifurcation de Hopf.
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2.2 Bases de Groebner

Lorsqu'on veut étudier algorithmiquement la nature des équilibres d'un
système di�érentiel ẋ = f(x) de dimension n la première question qu'on
rencontre est de trouver ces équilibres, ce qui revient à résoudre le système
d'équations f(x) = 0. La question est loin d'être évidente, et elle l'est encore
moins lorsqu'il s'agit d'une famille de champs de vecteurs au lieu d'un seul.

Dans beaucoup de modèles épidémiologiques les champs de vecteurs dé-
pendent polynomialement des variables d'états et des paramètres. Il est donc
naturel de penser à utiliser l'arsenal algorithmique développé en algèbre com-
mutative e�ective, e.g. [1, 5, 20], et en algèbre réelle, e.g., [4], pour résoudre
les systèmes polynomiaux.

Dans cette section nous rappelons le concept de base de Groebner, un
concept central en algèbre commutative e�ective. On peut voir les bases de
Groebner comme étant une généralisation au cas non linéaire de la méthode
d'élimination habituellement utilisée pour résoudre les systèmes linéaires.
Par exemple, étant donnés des polynômes p1, . . . , ps ∈ Q[X1, . . . , Xn] tels
que le système

p1(X) = · · · = ps(X) = 0

a un nombre �ni de solutions dans C, le calcul d'une base de Groebner
fournit un système équivalent qui contient une équation en la variable X1

toute seule, des équations en X1, X2 et ainsi de suite. Ceci nous permet donc
de réduire le problème à résoudre en cascade des systèmes polynomiaux à
une seule variable.

2.2.1 Notation

Dans toute la suite de cette section nous désignons par K un corps com-
mutatif quelconque. L'algèbre des polynômes en les indéterminéesX1, . . . , Xn

à coe�cients dans K est notée An = K[X1, . . . , Xn]. Un monôme de An est
de la forme m = Xα1

1 . . . Xαn
n . Tout polynôme p de An s'écrit de manière

unique comme combinaison linéaire �nie, à coe�cients dans K, de monômes.
On a donc

p =
∑

pαX
α =

s∑
j=1

cjmj ,

où α = (α1, . . . , αn) et Xα = Xα1
1 . . . Xαn

n . Le scalaire pα (resp. cj) est
appelé le coe�cient du monôme Xα (resp. mj). Le degré du monôme Xα est
|α| = α1+. . .+αn. Les termes non nuls de l'une ou l'autre des représentations
de p comme somme sont appelés les termes de p.

En fait, l'ensemble des monômes de An muni de la multiplication est
un monoîde commutatif isomorphe à (Nn,+). Il est librement engendré par
X1, . . . , Xn, et on le note Mn.
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Dé�nition 2.2.1. Un orde monomial sur Mn est un ordre total � qui véri�e
les properiétés suivantes.

i) Si m1,m2,m
′ ∈Mn et m1 ≺ m2 alors m′m1 ≺ m′m2.

ii) � est un bon ordre, c'est-à-dire que tout ensemble non vide de mo-
nômes a un plus petit élément.

Soit � un ordre monomial sur Mn. Alors, toute suite de Mn strictement
décroissante pour � termine. En particulier, on a la relation 1 ≺ Xi pour tout
i car sinon on aurait Xi ≺ 1 pour un certain i, et par récurrence Xk+1

i ≺ Xk
i

pour tout k ≥ 0, ce qui formerait une suite in�nie strictement décroissante.
En conséquence, 1 est le plus petit élément de Mn pour tout ordre monomial.

Exemple 2.2.1. Voici trois exemples classiques d'ordre monomial et un
exemple d'un ordre qui ne l'est pas.

1. Ordre lexicographique, ou ordre du dictionnaire. Il est donné par Xα ≺lex
Xβ si et seulement si αk < βk pour k = min{i | αi 6= βi}, ou autrement
dit, si la première valeur non nulle de la suite α1 − β1, α2 − β2 . . . est
strictement négative.

2. Ordre lexicographique gradué (ordre du degré total ra�né par ≺lex). Il
est donné par Xα ≺grlex Xβ si et seulement si |α| < |β| ou (|α| = |β|
et Xα ≺lex Xβ).

3. Ordre lexicographique renversé (n'est pas un ordre monomial). Il est
donné par Xα ≺revlex Xβ si et seulement si αk > βk pour k = max{i |
αi 6= βi}, ou autrement dit, si la dernière valeur non nulle de la suite
α1 − β1, α2 − β2 . . . est strictement positive.

4. Ordre lexicographique renversé gradué (ordre du degré total ra�né par
≺revlex). Il est donné par Xα ≺grevlex Xβ si et seulement si |α| < |β|
ou (|α| = |β| et Xα ≺revlex Xβ).

Lorsqu'on choisit un ordre monomial � sur Mn il devient possible, comme
pour les polynomes à une variable, de dé�nir le monôme dominant et le
coe�cient dominant de tout polynôme de An. Plus précisement, étant donné
un polynôme p =

∑
pαX

α de An le monôme de tête ou monôme dominant
de p, noté mt(p), est le plus grand des Xα par rapport à � tels que pα 6= 0.
Le coe�cient de p attaché au monôme mt(p) est appelé le coe�cient de tête
ou coe�cient dominant de p. Il est noté ct(p). Le terme de tête ou terme
dominant de p, noté tt(p), est tout simplement ct(p)mt(p). La compatibilité
de � avec le produit montre directement que mt(pq) = mt(p)mt(q). Il en
résulte que ct(pq) = ct(p)ct(q) et tt(pq) = tt(p)tt(q).

2.2.2 Réduction et division

La division euclidienne d'un polynôme f en une seule indéterminée X par
un polynôme g non nul en la même indéterminée exprime f sous la forme

25



qg + r pour des polynômes q et r tels que le degré de r soit strictement
inférieur à celui de g. Le reste r est l'unique représentant de la classe de f
modulo l'idéal gA1 ayant cette propriété de degré. Dans le cas d'un anneau
de polynômes en plusieurs indéterminées, dans lequel les idéaux ne sont plus
nécessairement principaux, il est donc naturel d'autoriser une division par
toute une famille de diviseurs g1, . . . , gs. L'objectif étant d'exprimer f sous
la forme q1g1 + · · ·+qsgs+r, où r a une certaine propriété d'unicité analogue
à celle qu'on a dans le cas d'une indéterminée.

On �xe un ordre monomial � sur Mn. Un polynôme f non nul de An est
dit réductible par un polynôme g non nul de An si mt(g) divise mt(f). Un
polynôme f non nul de An est dit réductible par une famille {gi}i∈{1,...,s} de
polynômes non nuls de An si f est réductible par l'un des gi. Dans le cas d'une
seule indéterminée, f est réductible par g si et seulement si deg(f) ≥ deg(g).
En plusieurs indéterminées, remarquons que la notion de divisibilité d'un
monôme m par un monôme m′ n'est pas équivalente à la relation d'ordre
m′ � m.

Lorsqu'un polynôme f de An est réductible par un polynôme non nul
g de An, la réduction de f par g consiste en le polynôme f1 = f − tg où
t = tt(g)−1tt(f). Réduire un polynôme f non nul de An par une famille
{gi}i∈{1,...,s} de polynômes non nuls de An c'est réduire f par un des gi
convenable. Notons dès à présent que rien n'impose le choix de i dans les cas
d'ambiguïté où plusieurs gi permettent la réduction. De même, Diviser un
polynôme f non nul de An par un polynôme g non nul de An, respectivement
par une famille {gi}i∈{1,...,s} de polynômes non nuls de An, c'est le réduire
autant de fois que nécessaire jusqu'à aboutir à un polynôme irréductible par
g, respectivement par la famille {gi}i∈{1,...,s}. Comme on l'a fait observer,
divisibilité et ordre ne sont pas des notions équivalentes. Il se peut même
qu'un polynôme f ne soit pas réductible par un polynôme g mais qu'un
terme de f , autre que le terme de tête, soit lui réductible par g. L'algorithme
suivant propose une division qui renvoie un reste dont tous les termes sont
irréductibles.
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Algorithm 1 Division en plusieurs indéterminées.

Entrée: Un polynôme f et des polynômes non nuls g1, . . . , gs.
Sortie: Des polynômes r, q1, . . . , qs tels que f = q1g1+· · ·+qsgs+r et aucun

monôme de r ne soit réductible par {gi}i∈{1,...,s}.

1: r ← 0 ; pour i de 1 à s, faire qi ← 0.
2: while f 6= 0 do
3: if mt(gi) divise mt(f) pour un certain i, choisir un tel i then
4: qi ← qi + tt(gi)−1tt(f) et f ← f − tt(gi)−1tt(f)gi.
5: else
6: r ← r + tt(f) et f ← f − tt(f).
7: end if
8: end while
9: return r, q1, . . . , qs.

2.2.3 Dé�nition des bases de Groebner

Considérons une famille �nie g1, . . . , gs dans An et notons I l'idéal qu'elle
engendre. Étant donné f ∈ I, la division de f par g1, . . . , gs suivant l'algo-
rithme 1 produit en général un reste r non nul. En plus, vu que le choix
du diviseur à chaque réduction n'est pas unique le reste r peut changer en
fonction des choix des diviseurs. Il est donc naturel de chercher un système
générateur de I qui réduit à 0 tout polynôme f ∈ I, et ce indépendement
du choix du diviseur à chaque étape de la division. Un système générateur
de I ayant cette propriété est appelé une base de Groebner de I.

Dé�nition 2.2.2. Soient M un monoïde commutatif et S une partie de M.
On dit que S est une partie stable de M si pour tout m ∈ M et tout s ∈ S on
a ms ∈ S.

De façon analogue aux idéaux donnés par des générateurs, étant donnée
une famille {si}i∈I d'éléments de M, l'ensemble

S = {msi ∈ M | m ∈ M, i ∈ I} =
⋃
i∈I

Msi

est une partie stable du monoïde M, appelée la partie stable de M engendrée
les si.

Exemple 2.2.2. Dans le cas du monoïde M2, engendré par X,Y , on obtient
une représentation en escalier des parties stables de la façon suivante. Chaque
monôme m = XaY b est représenté par le point de N2 de coordonnées entières
(a, b). Pour un monôme �xé s = Xa0Y b0, la partie stable sM2 engendrée par
s est ainsi représentée par les points entiers (a, b) tels que a ≥ a0 et b ≥ b0,
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c'est-à-dire par un quadrant issu de (a0, b0). Une partie stable générale étant
une union de parties stables de la forme sM, elle est représentée par une
union de quadrants de N2, dont les coins sont disposés le long d'une forme
en escalier.

Considérons maintenant un idéal I de An. Il est alors clair que mt(I) =
{mt(p) | p ∈ I \ {0}} est une partie stable de Mn. D'autre part, étant
donné un système générateur g1, . . . , gs de I la partie stable engendrée par
les monômes de tête des gi est contenue dans mt(I). Mais l'égalité n'est
pas véri�ée pour tout système générateur. Elle est en fait une propriété
caractéristique des bases de Groebner.

Théorème 2.2.1 (Théorème et Dé�nition). Soit I un idéal de An et � un
ordre monomial sur Mn. Un sous-ensemble �ni G de I \ {0} est une base de
Groebner de I pour l'ordre � si l'une des propriétés équivalentes suivantes
est véri�ée.

1. La partie stable de Mn engendrée par mt(G) est égale à mt(I).

2. Les ensembles mt(G) et mt(I) engendrent le même idéal.

3. Tout polynôme f non nul de I est réductible par G.

4. Pour tout f ∈ An, il existe un unique r dans An dont aucun monôme
ne soit divisible par un monôme de mt(G) et tel que f − r soit dans
l'idéal I.

5. Pour tout f ∈ I, le reste de la division de f par G est nul.

Démonstration. �1.⇒ 2.". Il su�t de montrer que tout élément demt(I) est
dans l'idéal engendré par mt(G). Mais d'après 1. tout monôme m ∈ mt(I)
est de la forme m = m1m2, où m1 ∈Mn et m2 ∈ mt(G).

�2.⇒ 3.". Soit f ∈ I et posons m = mt(f). D'après 2. on peut écrire m
sous la forme m =

∑
i himt(gi), où les gi sont dans G. Le fait que m et les

mt(gi) sont des monômes implique qu'on peut supposer que les hi sont aussi
des monômes. Il en résulte alors que l'un des mt(gi) divise m.

�3 ⇒ 4.". Soit f ∈ I, et notons que par l'algorithme 1 on peut écrire
f = g + r, où g ∈ I et tous les monômes de r sont irréductibles par G. Si
f = g1 + r1 est une autre écriture ayant les mêmes propriétés que l'écriture
f = g + r alors r − r1 ∈ I et tous ses monômes sont irréductibles par G.
Tenant compte de la propriété 3. il nous reste r = r1 comme seule possibilité.

�4. ⇒ 5.". Si f ∈ I l'algorithme 1 de division nous fournit f = g + r.
D'autre part, on peut écrire f = f+0 et donc l'unicité de cette écriture nous
donne r = 0.

�5. ⇒ 1.". Soit f ∈ I non nul et possons m = mt(f). Si l'algorithme 1
produit 0 comme reste alors f est en particulier réductible par G. Il existe
donc g ∈ G tel que mt(g) divise m.
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Il nous faut à présent montrer que tout idéal de An possède une base de
Groebner, et ce pour tout ordre monomial sur Mn. La contrainte limitante
est la �nitude imposée par la dé�nition. Sans elle il su�rait de prendre I \
{0} comme système de générateurs de I. L'existence des bases de Groebner
repose en fait sur l'existence d'un système générateur �ni pour toute partie
stable de Mn.

Théorème 2.2.2 (Théorème de la base de Hilbert). L'anneau des polynômes
An est n÷therien. En particulier, de tout système générateur d'un idéal on
peut extraire un système générateur �ni.

Comme conséquence directe du théorème de la base de Hilbert, on a
l'existence des bases de Groebner.

Corollaire 2.2.1. Pour tout ordre monomial � sur Mn, tout idéal non nul
I de An admet une base de Groebner.

2.2.4 Algorithme de Buchberger

Dé�nition 2.2.3 (S-polynômes). Soient � un ordre monomial sur Mn et
p1, p2 deux polynomes non nuls de An. Posons m1 = mt(p1), m2 = mt(p2)
et m = ppcm(m1,m2) = n1m1 = n2m2. On appelle S-polynôme de p1 et
p2 toute combinaison linéaire de la forme l1p1 + l2p2, où l1 et l2 sont des
polynômes tels que mt(li) = ni et tt(l1)tt(p1) + tt(l2)tt(p2) = 0.

En pratique, on se restreint à des termes et on pose

Spoly(p1, p2) = l1p1 + l2p2 pour l1 = ct(p2)n1, l2 = −ct(p1)n2.

Comme les S-polynômes sont des éléments de l'idéal considéré, ils se réduisent
nécessairement à zéro par toute base de Groebner de l'idéal. A l'inverse, étant
donné un système générateur P = p1, . . . , ps d'un idéal dont les S-polynômes
des générateurs pris deux à deux ne se réduisent pas tous à zéro par P , alors
après adjonction à P des restes non nuls des divisions correspondantes on
aboutit à un nouveau système générateur du même idéal qui par construction
réduit à zéro les S-polynômes initiaux. L'algorithme de Buchberger montre
qu'on aboutit à une base de Groebner en répétant cette opération un nombre
�ni de fois. Le théorème suivant donne une charactérisation des bases de
Groebner par les S-polynômes.

Théorème 2.2.3. Soit P = p1, . . . , ps un système générateur d'un idéal I
de An. Alors P est une base de Groebner de I si et seulement si tous les
S-polynômes de P se réduisent à zéro par P .

Démonstration. Voir [20] page 85.
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Algorithm 2 Algorithme de Buchberger.

Entrée: Un ensemble �ni P de polynômes pi et un ordre monomial �.
Sortie: Une base de Groebner réduite G pour l'idéal engendré par P .

1: Initialiser G à P et S à l'ensemble des paires d'éléments de G.
2: while S 6= ∅ do
3: Choisir une paire p = {g1, g2} et la retirer de S.
4: Calculer Spoly(g1, g2) et le réduire par G pour obtenir un reste r.
5: if r 6= 0 then
6: Adjoindre à S toutes les paires {g, r} pour g ∈ G.
7: Retirer de G les polynômes dont le monôme de tête est divisible par

celui de r et y adjoindre r.
8: end if
9: end while

10: return G.

Notons qu'à chaque étape de la boucle l'idéal engendré par G est le
même. D'autre part, si l'algorithme termine cela veut dire qu'on a obtenu un
système générateur G qui réduit à zéro tous ses S-polynomes. Par le théorème
2.2.3 G est une base de Groebner de l'idéal qu'elle engendre. Pour montrer la
terminaison de l'algorithme il su�t de constater que la partie stable mt(G),
et donc l'idéal de An qu'elle engendre, croit strictement au fur et à mesure
de l'exécution de la boucle. La terminaison est donc assurée par le théorème
de la base de Hilbert.

2.2.5 Systèmes polynomiaux avec un nombre �ni de solu-
tions

Considérons un système polynomial

p1(X1, . . . , Xn) = · · · = ps(X1, . . . , Xn) = 0, (2.2.1)

où les pi sont dans An = K[X1, . . . , Xn]. Une question fondamentale est de
savoir si un tel système a un nombre �ni de solutions dont les coordonnées
sont dans la clôture algébrique K du corps K. Notons d'abord que l'ensemble
des solutions ne change pas si on ajoute à ce système toutes les équations
données par des polynômes dans l'idéal I engendré p1, . . . , ps. On peut donc
parler des solutions, appelés aussi les zéros, d'un idéal. Pour un idéal I de
An l'ensemble Z (I) des zéros de I dans Kn

est appelé l'ensemble algébrique
dé�ni par I.

Considérons maintenant un ordre monomial � sur Mn et un idéal I de
An. Si on pose ∆(I) = Mn \ mt(I), alors les éléments de ∆(I) sont tout
simplement les monômes qu'on ne peut pas réduire par une base de Groebner
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de I pour l'ordre �. Il en résulte donc que tout élément f ∈ An irréductible
par une base de Groebner de I est combinaison linéaire à coe�cients dans
K des monômes dans ∆(I). D'autre part, le théorème 2.2.1 nous dit que
tout polynôme f ∈ An est congru modulo I à un polynôme dont tous les
monômes sont irréductibles. Ceci signi�e donc que ∆(I) est une base du
K-espace vectoriel An/I.

Théorème 2.2.4 (Nullstellensatz de Hilbert). Soient I un idéal de An et
p ∈ An un polynôme qui s'annulle sur Z (I). Alors il existe un entier positif
m tel que pm ∈ I.

Nous pouvons maintenant montrer comment on peut décider à l'aide
d'une base de Groebner de la �nitude du nombre de zéros d'un idéal de An.

Corollaire 2.2.2. Soient I un idéal de An et G une base de Groebner de
I pour un ordre monomial � sur Mn. Alors Z (I) est �ni si et seulement
si pour tout i = 1, . . . , n il existe di ≥ 0 tel que G contient un polynôme de
monôme dominant Xdi

i .

Démonstration. Supposons que Z (I) est �ni et soit i = 1, . . . , n. Il existe
alors un polynôme non nul Pi(Xi) qui s'annulle sur Z (I). Par le théorème
2.2.4 une puissance Pmii est dans l'idéal I. Il est clair que mt(Pmii ) = Xni

i ,
où ni ≥ 0. Le fait que G est une base de Groebner de I entraine alors
l'existence d'un g ∈ G tel que mt(g) divise mt(Pmii ). Il en résulte donc que
mt(g) = Xdi

i , où di ≥ 0.

Réciproquement, si pour tout i = 1, . . . , n il existe gi ∈ G tel que
mt(gi) = Xdi

i avec di ≥ 0 alors les monômes irréductibles par G sont dans
{Xαi | αi < di}. Comme cet ensemble est �ni il en est de même pour ∆(I),
ce qui prouve que An/I est de dimension �nie. Pour tout i = 1, . . . , n posons
Ii = I

⋂
K[Xi]. le fait que K[Xi]/Ii s'identi�e à un sous-espace vectoriel de

An/I entraine alors que K[Xi]/Ii est de dimension �nie. Donc Ii contient un
polynôme non nul Pi(Xi). Il est clair que Z (I) est contenu dans l'ensemble
des zéros du système

P1(X1) = · · · = Pn(Xn) = 0,

et que ce système a un nombre �ni de solutions. Il en résulte donc que Z (I)
est �ni.

En fait, lorsque le corps K est in�ni et Z (I) est �ni, il arrive très souvent
que la base de Groebner de I pour l'ordre lexicographique X1 ≺ X2 ≺ · · · ≺
Xn soit de la forme g1(X1), X2 − h2(X1), . . . , Xn − hn(X1), avec deg(hi) <
deg(g1). Ceci tient au fait qu'en choisissant au hazard un nombre �ni de
points dans Kn, avec K in�ni, on est presque sûr que les X1-coordonnées de
ces points sont deux à deux distinctes.
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2.3 Domaine de stabilité

En théorie du contrôle on a souvent a�aire à des systèmes d'équations
di�érentielles linéaires dont les coe�cients dépendent de paramètres. Éant
donné un tel système

Y ′(t) = AY (t) (2.3.1)

avec A = (aij(λ))1≤i,j≤n, Y ∈ Rn et λ ∈ Rk, il est important de déterminer
pour quelles valeurs des paramètres toutes les racines complexes du polynôme
caractéristique de A

P = det(XIn −A) (2.3.2)

sont à partie réelle strictement négative. En e�et, si x1, . . . , xr sont les
racines complexes de P avec les multiplicités respectives µ1, . . . , µr, les fonc-
tions

ex1t, ex2t, . . . , exrt, . . . , tµ1−1ex1t, . . . , tµr−1exrt

forment une base des composantes des solutions du système (2.3.1), et quand
tous les xi ont leur partie réelle strictement négative, toutes les solutions du
système (2.3.1) tendent vers 0 lorsque t tend vers +∞, et ce pour toute va-
leur initiale possible. C'est la raison pour laquelle l'ensemble des polynômes
de degré n dont toutes les racines complexes ont une partie réelle strictement
négative est appelé domaine de stabilité de degré n. Si le polynôme caracté-
ristique d'une matrice réelle A d'ordre n appartient au domaine de stabilité
de degré n alors A est dite stable.

Dans cette section nous exposons les critères de Liénard-Chipart et de
Routh-Hurwitz qui donnent des conditions, semi-algébriques sur les coe�-
cients d'un polynome P , équivalentes au fait que P appartienne au domaine
de stabilité. L'ouvrage [4] est notre référence de base.

2.3.1 Sous-résultants

Soit D un anneau commutatif unitaire. Considérons P,Q ∈ D[X] deux
polynômes non nuls de degrés respectifs p > q, et écrivons

P = apX
p + ap−1X

p−1 + · · ·+ a0,

Q = bqX
q + bq−1X

q−1 + · · ·+ b0.

Dé�nition 2.3.1. Étant donné 0 ≤ j ≤ q, la jème matrice de Sylvester-
Habicht de P et Q, notée SyHaj(P,Q), est la matrice (p + q − 2j) × (p +
q− j) ayant pour lignes Xq−j−1P, . . . , P,Q, . . . ,Xp−j−1Q écrits dans la base
Xp+q−j−1, . . . , X, 1.
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On a donc

SyHaj(P,Q) =



ap . . . . . . . . . . . . a0 0 0

0
. . . . . . 0

...
. . . ap . . . . . . . . . . . . a0

... 0 bq . . . . . . . . . b0

... . . . . . . . . . 0

0 . . . . . . . . .
...

bq . . . . . . . . . b0 0 . . . 0


.

Dé�nition 2.3.2. Le jème coe�cient sous-résultant de P et Q est dé�ni
comme étant le déterminant de la matrice carrée SyHaj,j(P,Q) obtenue en
prenant les p + q − 2j premières colonnes de SyHaj(P,Q). Il est noté par
sResj(P,Q).

Dans la suite, nous noterons par sRes(P,Q) la suite des coe�cients sous-
résultants sResj(P,Q), j = q, . . . , 0.

2.3.2 Indice de Cauchy

Soient P et Q deux polynômes à coe�cients réels, et x une racine réelle
de P . La fonction Q/P saute de −∞ à +∞ en x si la multiplicité µ de x
comme racine de P est supérieure à la multiplicité ν de x comme racine de
Q, µ−ν est impair et le signe de Q/P à droite de x est strictement positif. De
manière similaire, la fonction Q/P saute de +∞ à −∞ en x si la multiplicité
µ de x comme racine de P est supérieure à la multiplicité ν de x comme
racine de Q, µ−ν est impair et le signe de Q/P à droite de x est strictement
négatif.

Dé�nition 2.3.3. Étant donnés a < b dans R ∪ {−∞,+∞} et P et Q
dans R[X], l'indice de Cauchy de Q/P sur (a, b), noté Ind(Q/P ; a, b), est
la di�érence entre le nombre de sauts de la fonction Q/P de −∞ à +∞ et
le nombre de sauts de la fonction Q/P de +∞ à −∞ sur l'intervalle ouvert
(a, b). L'indice de Cauchy de Q/P sur R est appelé simplement l'indice de
Cauchy et il est noté Ind(Q/P ) au lieu de Ind(Q/P ;−∞,+∞).

Soit S = sp, . . . , s0 une liste �nie d'éléments dans R telle que sp 6= 0. Soit
q < p tel que sq+1 = · · · = sp−1 = 0 et sq 6= 0, et posons S′ = sq, . . . , s0 (s'il
n'existe pas de tel q, S′ est la liste vide). Nous dé�nissons inductivement

PmV (S) =


0 si S′ = ∅

PmV (S′) + εp−qsign(spsq) si p− q est impair
PmV (S′) si p− q est pair

où εp−q = (−1)(p−q)(p−q−1)/2.
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Lorsque tous les éléments de S sont non nuls PmV (S) est tout simplement la
di�érence entre le nombre de permanences de signe et le nombre de variations
de signe dans la liste sp, . . . , s0.

Nous avons le résultat suivant qui permet de calculer l'indice de Cauchy
à l'aide des sous-résultants, voir [4, théorème 4.31].

Théorème 2.3.1.

PmV (sRes(P,Q)) = Ind(Q/P ).

2.3.3 Indice de Cauchy et domaine de stabilité

Soit P (X) = apX
p+ap−1X

p−1+· · ·+a0 un polynôme de degré p de R[X],
et considérons les polynômes F (X) et G(X) dé�nis par P (X) = F (X2) +
XG(X2). Lorsque p est pair, disons p = 2m, on a

F (X) = a2mX
m + a2m−2X

m−1 + · · · ,

G(X) = a2m−1X
m−1 + a2m−3X

m−2 + · · · .

Lorsque p est impair, disons p = 2m+ 1, on a

F (X) = a2mX
m + a2m−2X

m−1 + · · ·

G(X) = a2m+1X
m + a2m−1X

m−1 + · · · .

Nous avons alors le résultat suivant, voir [4, théorème 9.29].

Théorème 2.3.2. Soit n(P ) la di�érence entre le nombre de racines de P
avec partie réelle strictement positive et le nombre de racines de P avec partie
réelle strictement négative. Alors on a

n(P ) =
{
−Ind(G/F ) + Ind(XG/F ) si p est pair
−Ind(F/XG) + Ind(F/G) si p est impair

Comme conséquence des théorèmes 2.3.1 et 2.3.2 nous avons la formula-
tion suivante du critère de Liénard-Chipart [45], voir [4, théorème 9.30].

Théorème 2.3.3 (Liénard-Chipart). Un polynôme P (X) de degré p et de
coe�cient dominant positif est stable si et seulement si tous ses coe�cients
sont strictement possitifs et{
sResm(F,G) > 0, . . . , sRes0(F,G) > 0 si p = 2m est pair
sResm+1(XG,F ) > 0, . . . , sRes0(XG,F ) > 0 si p = 2m+ 1 est impair
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Démonstration. Si P est stable alors il est le produit de ap > 0 et de poly-
nômes de la forme X + u et x2 + vX + w, avec u, v, w > 0. Il s'ensuit donc
que tous ses coe�cients sont strictement positifs. En particulier, aucun des
polynômes F et G n'a de racine positive et F (0)G(0) = a0a1 > 0.

Si p = 2m est pair on a par le théorème 2.3.2 n(P ) = −Ind(G/F ) +
Ind(XG/F ), et tenant compte du fait que Ind(G/F ) = −Ind(XG/F ) on
obtient n(P ) = −2Ind(G/F ). D'autre part, le fait que toutes la racines de
P soient de partie réelle strictement négative nous donne n(P ) = −p =
−2m, et donc Ind(G/F ) = m. Par le théorème 2.3.1 on a Ind(G/F ) =
PmV (SRes(F,G)) = m, ce qui signi�e que sResi(F,G) > 0 pour tout
i. Le cas impair se traite de la même manière tenant compte du fait que
Ind(F/XG) = −Ind(F/G) + 1.

Réciproquement, pour le cas pair p = 2m, si sResi(F,G) > 0 pour
tout i alors par le théorème 2.3.1 on a PmV (sRes(F,G)) = m et donc
Ind(G/F ) = m et n(P ) = −2m par le théorème 2.3.2. Ceci entraîne donc
que toutes les racines de P sont de partie réelle strictement négative. Le cas
impair se traite de la même manière.

Par exemple, un polynôme de degré 2 est stable si et seulement si ses
coe�cients sont tous de même signe. De même, une application directe du
théorème 2.3.3 montre qu'un polynôme de degré 3 de coe�cient dominant
strictement positif est stable si et seulement si ses coe�cients sont stricte-
ment positifs et a1a2 − a0a3 > 0.

2.3.4 Critère de Routh-Hurwitz

Considérons P (X) = apX
p + ap−1X

p−1 + · · · + a0. La matrice carrée
d'ordre p

H =


ap−1 ap−3 ap−5 . . . . . .
ap ap−2 ap−4 . . . . . .
0 ap−1 ap−3 ap−5 . . .
0 ap ap−2 ap−4 . . .

. . .


est appelée la matrice de Hurwitz du polynôme P (X). Le ième mineur prin-
cipal de la matrice H est appelé le ième déterminant de Hurwitz de H et il
est noté ∆i.

Le critère de Routh-Hurwitz se formule de la manière suivante, voir [38,
26].

Théorème 2.3.4 (Routh-Hurwitz). Soit P un polynôme de degré p et de
coe�cient dominant positif, et soit H sa matrice de Hurwitz. Alors P est
stable si et seulement si

∆1 > 0, · · · ,∆p > 0.
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Dans le cas d'un polynome de degré 2 le critère de Routh-Hurwitz donne
a1 > 0, a1a0 > 0. Dans le cas d'un polynôme de degré 3 le même critère
donne a2 > 0, a1a2 − a0a3 > 0, a0(a1a2 − a3a0) > 0. Ces conditions sont
équivalentes à celles fournies pas le critère de Liénard-Chipart.

2.4 Matrices positives et stabilité

Dans cette section nous exposons quelques résultats classiques sur les
matrices positives. Les théorèmes 2.4.4, 2.4.6 et 2.4.7 sont les résultats dont
nous aurons besoin dans le chapitre 3 pour étudier la stabilité de l'équilibre
sans maladie dans les modèles épidémiologiques. Les autres résultats que
nous énonçons dans cette section nous servent essentiellement pour montrer
ces théorèmes.

2.4.1 Notation

Dans la suite nous désignons par K le corps des réels ou des complexes. Si
n et m sont des entiers naturels non nuls, on désigne parMn,m(K) l'espace
vectoriel des matrices n × m à coe�cients dans K. Lorsque n = m, on
noteMn(K) pourMn,n(K). Un vecteur de Kn est identi�é à un élément de
Mn,1(K). Pour A = (aij)1≤i,j≤n dans Mn(K) et x = (xi)1≤i≤n dans Kn,
on note (Ax)i la ième composante du vecteur Ax. La matrice (|aij |)1≤i,j≤n
est notée par |A|. Étant donnés 1 ≤ p < q ≤ n, la sous-matrice principale
(aij)p≤i,j≤q de A est notée par Ap,q.

Pour toute norme x 7→ ‖x‖ sur Kn, l'application

A 7→ ‖A‖ = max
‖x‖=1

‖Ax‖

dé�nit une norme surMn(K). Ainsi, la norme matricielle induite par ‖.‖∞
est dé�nie par

∀A ∈Mn(K), ‖A‖∞ = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij |.

De même, la norme matricielle induite par ‖.‖1 est dé�nie par

∀A ∈Mn(K), ‖A‖1 = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|aij | = ‖tA‖∞.

Dé�nition 2.4.1. Soit A une matrice carrée d'ordre n à coe�cients com-
plexes, le rayon spectral de A est le réel positif

ρ(A) = max
λ∈Sp(A)

|λ|

où Sp(A) désigne l'ensemble des valeurs propres complexes de A.
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Pour toute norme matricielle induite par une norme vectorielle on a

ρ(A) ≤ ‖A‖.

De même, pour toute norme ‖.‖ sur l'espace des matrices carrées complexes
on a

ρ(A) = lim
k→+∞

‖Ak‖
1
k . (2.4.1)

En�n, rappelons que l'application ρ :Mn(C) −→ R est continue.

2.4.2 Matrices positives

Dé�nition 2.4.2. Une matrice carrée A dansMn(R) est dite positive (resp.
strictement positive), et on note A ≥ 0 (resp. A > 0), si tous ses coe�cients
sont positifs (resp. strictement positifs).

Si A et B sont deux matrices dans Mn(R) la notation A ≥ B (resp.
A > B) signi�e que A−B ≥ 0 (resp. A−B > 0).

Lemme 2.4.1. Si z1, · · · , zn sont des nombres complexes tels que∣∣∣∣∣
n∑
k=1

zk

∣∣∣∣∣ =
n∑
k=1

|zk|, (2.4.2)

alors il existe un réel θ tel que zk = |zk|eiθ pour tout k.

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer qu'aucun des zi
n'est nul. Écrivons zk = ρke

iθk , avec ρk = |zk| > 0 et θk ∈]−π, π]. On a alors{
|
∑

k zk|
2 =

∑
k |zk|2 + 2

∑
j<k ρjρk cos(θj − θk),

(
∑

k |zk|)
2 =

∑
k |zk|2 + 2

∑
j<k ρjρk

et l'égalité (2.4.2) équivaut à∑
j<k

ρjρk(1− cos(θj − θk)) = 0.

Tous les termes de cette somme étant positifs ou nuls avec ρjρk > 0, on en
déduit que cos(θj − θk) = 1 pour j 6= k, avec −2π < θj − θk ≤ 2π, ce qui
équivaut à θj = θk. En notant θ cette valeur commune on obtient zk = |zk|eiθ
pour tout entier k compris entre 1 et n.

Dans la proposition suivante nous avons rassemblé quelques faits simples
concernant les matrices positives. Le seul point non trivial est le fait 9. qui
est une conséquence du lemme 2.4.1.

Proposition 2.4.1. Nous avons les propriétés suivantes.

37



1. Pour toute matrice A dans Mn,m(K), la matrice |A| est positive et
|A| = 0 si et seulement si A = 0.

2. Pour toute matrice A dans Mn,m(K) et tout scalaire λ, on a |λA| =
|λ||A|.

3. Pour toutes matrices A et B dansMn,m(K), on a |A+B| ≤ |A|+ |B|.
4. Pour toutes matrices A dansMn,m(K) et B dansMm,r(K), on a l'in-

égalité |AB| ≤ |A||B|.
5. Si A ∈Mn,m(R) est positive et B ∈Mm,r(R) est strictement positive,

alors AB = 0 entraine A = 0.
6. Si A ∈Mn,m(R) est strictement positive et x ∈ Rm est positif non nul,

alors Ax est strictement positif.

7. Si A, B dans Mn,m(R) et A′, B′ dans Mm,r(R) sont telles que 0 ≤
A ≤ B et 0 ≤ A′ ≤ B′, alors 0 ≤ AA′ ≤ BB′.

8. Si A, B dans Mn(R) sont telles que |A| ≤ B, alors |Ak| ≤ |A|k ≤ Bk

pour tout entier naturel k.

9. Si A ∈ Mn,m(R) est strictement positive et B ∈ Mm,r(C) sont telles
que |AB| = A|B|, alors il existe des réels θ1, · · · , θr tels que B = |B|D,
où D est la matrice diagonale de coe�cients diagonaux eiθ1 , · · · , eiθr .

10. Si A ∈ Mn,m(K) est telle qu'il existe un vecteur x strictement positif
dans Rm tel que Ax = |A|x, alors A = |A|.

Théorème 2.4.1. Si A, B dansMn(C) sont telles que |B| ≤ A, alors

ρ(B) ≤ ρ(|B|) ≤ ρ(A).

Démonstration. Par la proposition 2.4.1 8. on a |Bk| ≤ |B|k ≤ Ak pour tout
k ≥ 1. Par conséquent,

‖Bk‖∞ ≤ ‖|B|k‖∞ ≤ ‖Ak‖∞,

et donc
∀k ≥ 1, ‖Bk‖

1
k∞ ≤ ‖|B|k‖

1
k∞ ≤ ‖Ak‖

1
k∞

tenant compte de la croissance de la fonction t 7→ t
1
k sur R+. Il su�t alors

de faire tendre k vers +∞ en utilisant l'égalité (2.4.1).

Nous donnons ci-dessous trois conséquences directes du théorème 2.4.1.

Corollaire 2.4.1. Si A,B ∈Mn(R) sont telles que 0 ≤ A ≤ B, alors

ρ(A) ≤ ρ(B).

Corollaire 2.4.2. Si A ∈Mn(R) est positive, alors pour toute sous-matrice
principale Ap,q = (aij)p≤i,j≤q de A on a ρ(Ap,q) ≤ ρ(A). En particulier,

max
1≤i≤n

aii ≤ ρ(A).

38



Corollaire 2.4.3. Si A,B ∈Mn(R) sont telles que 0 ≤ A < B alors

ρ(A) < ρ(B).

Démonstration. Si ρ(A) = 0 alors ρ(B) ≥ max1≤i≤n bii > 0 du fait que B
est strictement positive. D'autre part, pour tout i, j on a 0 ≤ aij

bij
< 1, et on

peut alors trouver un réel λ > 0 tel que aij
bij

< λ < 1, soit 1
λaij < bij . On a

donc 0 ≤ 1
λA < B et ρ

(
1
λA
)
≤ ρ(B). Pour ρ(A) > 0 cela donne

ρ(A) <
1
λ
ρ(A) = ρ

(
1
λ
A

)
≤ ρ(B),

et donc ρ(A) < ρ(B).

Théorème 2.4.2. Soit A ∈Mn(R) une matrice positive telle que la somme
des termes de chaque ligne (resp. colonne) est constante égale à α. Alors α
est une valeur propre de A et on a

ρ(A) = α = ‖A‖∞ (resp. ρ(A) = α = ‖A‖1).

Démonstration. Les égalités
∑n

j=1 aij = α pour tout i reviennent à dire que
t(1, · · · , 1) ∈ Rn est un vecteur propre de la matrice A associé à la valeur
propre α. La matrice A et le réel α étant positifs, on a alors

α ≤ ρ(A) ≤ ‖A‖∞ = max
1≤i≤n

n∑
j=1

aij = α,

soit α = ρ(A) = ‖A‖∞. En remplaçant A par sa transposée et en utilisant
le fait qu'une matrice et sa transposée ont les mêmes valeurs propres, on
obtient le deuxième résultat tenant compte du fait que ‖tA‖∞ = ‖A‖1.

Corollaire 2.4.4. Pour toute matrice positive A dansMn(R) on a

min
1≤i≤n

n∑
j=1

aij ≤ ρ(A) ≤ max
1≤i≤n

n∑
j=1

aij ,

min
1≤j≤n

n∑
i=1

aij ≤ ρ(A) ≤ max
1≤j≤n

n∑
i=1

aij .

Démonstration. Posons αi =
∑n

j=1 aij et

α = min
1≤i≤n

αi, β = max
1≤i≤n

αi.

On montre tout d'abord qu'on peut construire une matrice B = (bij)1≤i,j≤n
dans Mn(R) telle que 0 ≤ B ≤ A et

∑n
j=1 bij = α pour tout i. Le cas

α = 0 étant trivial, nous supposons dans la suite que α > 0. Alors tous les
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αi sont strictement positifs et en posant bij = α
αi
aij on a 0 ≤ bij ≤ aij pour

tous i, j. Donc la matrice B = (bij)1≤i,j≤n véri�e 0 ≤ A ≤ B et pour tout i∑n
j=1 bij = α

αi

∑n
j=1 aij = α. Par le théorème 2.4.2 et le corollaire 2.4.1 on a

α = ρ(B) ≤ ρ(A) ≤ ‖A‖∞ = β.

Le deuxième encadrement s'obtient en remplaçant A par tA.

Corollaire 2.4.5. Si A = (aij) est une matrice carrée réelle positive d'ordre
n telle que

∑n
j=1 aij > 0 (resp.

∑n
i=1 aij > 0) pour tout i (resp. j), alors

ρ(A) > 0. En particulier, une matrice strictement positive a son rayon spec-
tral strictement positif.

Tenant compte du fait que seules les matrices nilpotentes ont un rayon
spectral nul on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 2.4.6. Si A est une matrice dansMn(R) telle que Ak soit stric-
tement positive pour un entier k ≥ 1, alors ρ(A) > 0.

Le théorème suivant donne un autre encadrement pour le rayon spectral
d'une matrice positive.

Théorème 2.4.3. Pour toute matrice A positive dansMn(R) et tout vecteur
x strictement positif dans Rn on a

min
1≤i≤n

(Ax)i
xi

≤ ρ(A) ≤ max
1≤i≤n

(Ax)i
xi

.

Démonstration. On pose

r(A, x) = min
1≤i≤n

(Ax)i
xi

, s(A, x) = max
1≤i≤n

(Ax)i
xi

.

On condidère Dx la matrice diagonale de coe�cients diagonaux x1, · · · , xn
et on utilise le corollaire 2.4.4 avec la matrice positive D−1

x ADx. En e�et, la
multiplication à droite par Dx a pour e�et de multiplier chaque colonne j
de la matrice A par xj et la multiplication à gauche par D−1

x a pour e�et de
diviser chaque ligne i de la matrice A par xi de sorte que

D−1
x ADx =

(
xj
xi
aij

)
1≤i,j≤n

On obtient donc

r(A, x) = min
1≤i≤n

n∑
j=1

xj
xi
aij ≤ ρ(D−1

x ADx) = ρ(A) ≤ max
1≤i≤n

n∑
j=1

xj
xi
aij = s(A, x).
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Corollaire 2.4.7. Soit A une matrice positive dans Mn(R). S'il existe un
vecteur x strictement positif et deux constantes réelles positives α, β telles
que αx ≤ Ax ≤ βx (resp. αx < Ax < βx), alors α ≤ ρ(A) ≤ β (resp.
α < ρ(A) < β).

Démonstration. L'inégalité αx ≤ Ax ≤ βx équivaut à αxi ≤ (Ax)i ≤ βxi
pour tout i, ce qui entraîne

α ≤ min
1≤i≤n

(Ax)i
xi

≤ ρ(A) ≤ max
1≤i≤n

(Ax)i
xi

≤ β.

On procède de la même manière pour les inégalités strictes.

2.4.3 Théorème de Perron-Frobenius pour les matrices stric-
tement positives

Nous montrons dans cette sous-section le théorème de Perron-Frobenius
pour les matrices strictement positives.

Lemme 2.4.2. Soient A une matrice carrée réelle d'ordre n strictemment
positive et x est un vecteur propre de A associé à une valeur propre λ telle que
|λ| = ρ(A). Alors ρ(A) est une valeur propre de A avec |x| comme vecteur
propre associé. En plus, |x| est strictement positif et il existe un réel θ tel
que x = eiθ|x|.

Démonstration. On a ρ(A) > 0 du fait que A > 0. D'autre part, du fait que
Ax = λx et |λ| = ρ(A) on déduit que

ρ(A)|x| = |λx| = |Ax| ≤ |A||x| = A|x|, (2.4.3)

ce qui entraîne que le vecteur y = A|x| − ρ(A)|x| est positif. Si ce vecteur
est non nul alors Ay > 0 d'après la proposition 2.4.1 6. En posant z = A|x|,
ce même argument entraine que z > 0, et on a alors ρ(A)z < Az. Cela
donne ρ(A) < ρ(A) par le corollaire 2.4.7, ce qui est impossible. On a donc
y = 0, c'est-à-dire A|x| = ρ(A)|x|, ce qui signi�e que ρ(A) est valeur propre
de A avec |x| comme vecteur propre associé. En plus, l'égalité |x| = 1

ρ(A)A|x|
donne |x| > 0.

En�n, de l'égalité (2.4.3) on déduit que A|x| = |Ax| et donc qu'il existe
un réel θ tel que x = eiθ|x| (point 9. de la proposition 2.4.1 avec B = x).

Théorème 2.4.4. Soit A une matrice carrée réelle d'ordre n strictement
positive. Alors ρ(A) est l'unique valeur propre de A de module maximum.
En plus, ρ(A) est simple et possède un vecteur strictement positif.

Démonstration. Soit λ une valeur propre de A telle que |λ| = ρ(A). D'après
le lemme 2.4.2 tout vecteur propre x associé λ est de la forme x = eiθ|x|,
avec |x| > 0, et on a A|x| = ρ(A)|x|. On a donc

λx = Ax = A
(
eiθ|x|

)
= eiθA|x| = eiθρ(A)|x| = ρ(A)x.
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On en déduit que λx = ρ(A)x, et λ = ρ(A) du fait que x 6= 0. Donc ρ(A)
est l'unique valeur propre de A de module maximal.

Il reste à prouver que ρ(A) est simple. Considérons B = A − ρ(A)In
et montrons que le coe�cient de degré 1 du polynôme caractéristique de B
est non nul. D'une part, ce coe�cient est l'opposé de la somme des mineurs
principaux diagonaux d'ordre n− 1. D'autre part, soit Bi (resp. Ai) la sous-
matrice de B (resp. A) obtenue en éliminant la ligne et la colonne i et soit
resp. Ai la matrice obtenue de A en remplaçant la ligne et la colonne i par
la ligne et la colonne nulle. Alors on a Bi = Ai − ρ(A)In−1. En plus, Ai et
Ai ont le même rayon spectral et 0 ≤ Ai < A du fait que A est strictement
positive. D'après le corollaire 2.4.3 on a ρ(Ai) = ρ(Ai) < ρ(A). Il en résulte
alors que les valeurs propres de Bi sont toutes à partie réelle strictement
négative, et donc det(Bi) a le même signe que (−1)n−1. Il en résulte que
tous les mineurs prinpaux diagonaux d'ordre n − 1 sont non nuls et ont le
même signe. Leur somme est donc non nulle.

Corollaire 2.4.8. Soit A ∈Mn(R) une matrice strictement positive. Alors
il existe un unique vecteur propre associé à la valeur propre ρ(A) dans le
compact F = {x ∈ Rn | x ≥ 0, ‖x‖1 = 1}.

Le vecteur x ∈ F ∩ Eρ(A) est appelé le vecteur de Perron de la matrice
strictement positive A.

Corollaire 2.4.9. Soit A est une matrice carrée réelle positive d'ordre n.
Alors ρ(A) est une valeur propre de A et elle a un vecteur propre positif.

Démonstration. Posons A = (aij) et pour tout entier positif k

Ak =
(
aij +

1
k

)
1≤i,j≤n

Soit xk le vecteur de Perron de la matrice strictement positive Ak. On a
limk→+∞Ak = A, tenant compte de la continuité du rayon spectral on déduit
que limk→+∞ ρ(Ak) = ρ(A). D'autre part, la suite (xk)k≥1 étant dans le
compact F = {x ∈ Rn | x ≥ 0, ‖x‖1 = 1}, on peut en extraire une sous-suite
(xϕ(k))k≥1 convergente vers un vecteur x ≥ 0. On a alors

Ax = lim
k→+∞

Aϕ(k)xϕ(k) = lim
k→+∞

ρ(Aϕ(k))xϕ(k) = ρ(A)x.

En�n, on a x 6= 0 car ‖x‖1 = 1 et donc x est un vecteur propre de A associé
à la valeur propre ρ(A).

Corollaire 2.4.10. Soit A une matrice carrée réelle positive d'ordre n. Alors

ρ(In +A) = 1 + ρ(A).
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Démonstration. Pour toute matrice carrée réelle d'ordre n on a

Sp(In +A) = {1 + λ | λ ∈ Sp(A)}

et donc ρ(In + A) ≤ 1 + ρ(A). Si de plus A est positive, alors ρ(A) est
une valeur propre de A. Donc 1 + ρ(A) est une valeur propre de In + A et
1 + ρ(A) ≤ ρ(In +A).

Corollaire 2.4.11. Si A est une matrice carrée réelle positive d'ordre n et
s'il existe un entier positif r tel que Ar soit strictement positive, alors ρ(A)
est une valeur propre simple de A.

Démonstration. On sait déjà par le corollaire 2.4.9 que ρ(A) est une valeur
propre de A. Notons p sa multiplicité algébrique. Comme A est trigonalisable
sur C il existe une matrice inversible P telle que T = P−1AP soit triangulaire
supérieure de diagonale

(ρ(A), · · · , ρ(A), λp+1, · · · , λn)

avec |λi| ≤ ρ(A). Si r est tel que Ar soit strictement positive alors la matrice
T r = P−1ArP est triangulaire supérieure de diagonale

(ρ(A)r, · · · , ρ(A)r, λrp+1, · · · , λrn),

et ρ(A)r = ρ(Ar) est valeur propre de Ar de multiplicité supérieure ou égale
à p. Mais Ar étant strictement positive cette multiplicité vaut 1 d'après le
théorème 2.4.4).

2.4.4 Théorème de Perron-Frobenius pour les matrices po-
sitives irréductibles

Nous montrons dans cette sous-section le théorème de Perron-Frobenius
pour les matrices positives irréductibles.

Dé�nition 2.4.3. Une matrice carrée d'ordre n est dite réductible s'il existe
une matrice de permutation Pσ telle que

P−1
σ APσ =

[
B 0
C D

]
où B est une matrice carrée d'ordre p avec 1 ≤ p ≤ n− 1. Une matrice non
réductible est dite irréductible

Exemple 2.4.1. Une matrice carrée ayant tous ses coe�cients non nuls
est irréductible. Plus généralement, si A est une matrice carrée et s'il existe
un entier positif p tel que Ap ait tous ses coe�cients non nuls, alors A est
irréductible.
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Lemme 2.4.3. Soient A ∈ Mn(R) une matrice positive irréductible et y ∈
Rn un vecteur positif non nul. Si y est strictement positif alors il en est
de même pour le vecteur z = (In + A)y. Sinon, le nombre de composantes
nulles de z est strictement inférieur à celui de y. Dans tous les cas, le vecteur
(In +A)n−1y est strictement positif.

Démonstration. Les composantes du vecteur z = (In+A)y sont données par
zi =

∑n
j=1 aijyj + yi (1 ≤ i ≤ n). Comme la matrice A et le vecteur

y sont supposés positifs on a z ≥ y ≥ 0. En particulier, z est strictement
positif si y l'est.

Supposons que y a au moins une composante nulle, et notons que y ≤ z
implique que le nombre de composantes nulles de z est inférieur ou égal à
celui de y. Suposons que z et y ont le même nombre de composantes nulles,
et notons Jy l'ensemble des indices i tels que yi = 0. D'une part, pour tout
i ∈ Jy on a donc zi =

∑
j /∈Jy aijyj = 0 et yj > 0 pour j /∈ Jy. Tenant compte

du fait que les coe�cients aij sont positifs ou nuls on déduit que aij = 0
pour i ∈ Jy et j /∈ Jy. D'autre part, Jy est de cardinal compris entre 1 et
n− 1 car y a au moins une composante nulle et y 6= 0. Ceci prouve donc que
A est réductible. En conclusion le nombre de composantes nulles de z est
strictement inférieur à celui de y, si la matrice positive A est irréductible.

Si le vecteur y est positif non nul, il a au moins une coordonnée stricte-
ment positive et ce qui précède nous dit que le vecteur (In +A)y a au moins
deux coordonnées strictement positives. Par récurrence on déduit alors que
le vecteur (In +A)n−1y est strictement positif.

Théorème 2.4.5. Soit A ∈ Mn(R) une matrice positive. Alors A est irré-
ductible si et seulement si la matrice (In +A)n−1 est strictement positive.

Démonstration. Supposons que A est irréductible. Par le lemme 2.4.3 on a
(In + A)n−1x > 0 pour tout vecteur positif non nul x. En appliquant cette
propriété aux vecteurs (ej)1≤j≤n de la base canonique de Rn on déduit que
(In +A)n−1 est strictement positive.

Réciproquement, si la matrice (In +A)n−1 est strictement positive, alors
elle est irréductible et il en est donc de même pour In +A ainsi que A (voir
l'exemple 2.4.1).

Nous avons donc ce qu'il faut pour énoncer et prouver le théorème de
Perron-Frobenius pour les matrices positives irreductibles, voir e.g. [37, théo-
rème 8.4.4].

Théorème 2.4.6 (Perron-Frobenius). Soit A ∈Mn(R) une matrice positive
et irréductible. Alors ρ(A) > 0 est une valeur propre simple de A et le sous-
espace propre associé est de dimension 1 engendré par un vecteur strictement
positif.
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Démonstration. Comme A est irréductible elle n'a aucune ligne nulle. Puis-
qu'en plus A est positive on a

∑
j aij > 0 pour tout i, ce qui donne ρ(A) > 0

par le corollaire 2.4.5.

Tenant compte du corollaire 2.4.10, il su�t de montrer que 1 + ρ(A)
est une valeur propre simple de In + A. Du théorème 2.4.5 on déduit que
(In+A)n−1 est strictement positive. Ensuite, le corollaire 2.4.11 nous montre
que 1 + ρ(A) est une valeur propre simple de In +A.

Le sous-espace propre associé à ρ(A) est donc de dimension 1 et on sait
par le corollaire 2.4.9 qu'il peut être engendré par un vecteur positif x. De
Ax = ρ(A)x on déduit que (In + A)n−1x = (1 + ρ(A))n−1x. D'après la
proposition 2.4.1 6. et le fait que (In +A)n−1 > 0 on a (In +A)n−1x > 0, ce
qui �nalement donne x > 0.

2.4.5 Z-matrices et stabilité

Une matrice A ∈Mn(R) est appelée une Z-matrice si tous ses coe�cients
non diagonaux sont négatifs. Une Z-matrice dont toutes les valeurs propres
sont de partie réelle strictement positive est appelée une M -matrice.

Lemme 2.4.4. Une matrice A ∈Mn(R) est une M -matrice si et seulement
si elle peut s'écrire sous la forme A = sIn−B, où B est une matrice positive
et s > ρ(B).

Démonstration. Supposons que A = (aij) est une M -matrice. Pour tout
s > maxi aii la matrice B = sIn − A est positive, et par le corollaire 2.4.9
ρ(B) est une valeur propre de B. Comme les valeurs propres de B sont de la
forme s−λ, où λ est une valeur propre de A, il existe une valeur propre réelle
λ de A telle que ρ(B) = s−λ. Le fait que A est une M -matrice entraîne que
λ > 0 et donc ρ(B) < s.

Réciproquement, si A = sIn − B où B est positive et ρ(B) < s alors A
est en particulier une Z-matrice. En plus, pour toute valeur propre λ de B
on a s > |λ| ≥ <(λ). Donc s−<(λ) > 0, ce qui signi�e que toutes les valeurs
porpres de A sont de partie réelle strictement positive.

Théorème 2.4.7. Soit A = (aij) ∈ Mn(R) une Z-matrice. Alors les pro-
priétés suivantes sont équivalentes.

1. A−1 est positive.

2. A est une M -matrice.

3. Les mineurs principaux dominants de A sont strictement positifs.

Démonstration. �1.⇒ 2.". Soit A une Z-matrice et écrivons A sous la forme
A = sIn − B où B est une matrice positive et s un réel positif. Comme
B est positive non nulle il existe, d'après le théorème de Perron-Frobenius,
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un vecteur u positif non nul tel que Bu = ρ(B)u, ce qui donne (sIn −
B)u = (s − ρ(B))u. On a ρ(B) 6= s, car A est non singulière, et par suite
(sIn − B)−1u = 1

1−ρ(B)u. Comme A−1 = (sIn − B)−1 est positive et u est

positif non nul le vecteur (sIn−B)−1u est positif non nul et donc 1
s−ρ(B) > 0.

Ceci montre que ρ(B) < s et donc A = sIn − B est une M-matrice d'après
le lemme 2.4.4.

�2. ⇒ 3.". Si A est une M-matrice alors on peut écrire A = sIn − B ,
où B est une matrice positive et ρ(B) < s. Toute sous-matrice principale
dominante Ap, p ≤ n, de A est de la forme Ap = sIp−Bp, où Bp est la sous-
matrice principale dominante correspondante de B. On a ρ(Bp) ≤ ρ(B) < s
et donc Ap est une M-matrice par le lemme 2.4.4. En particulier, det(Ap) > 0
et tous les mineurs principaux dominants de A, qui sont les déterminants des
Ap, sont strictement positifs.

�3. ⇒ 1.". Si tous les mineurs principaux dominants de A sont stricte-
ment positifs alors det(A) > 0 et det(An−1) > 0. D'où l'existence de A−1 et
A−1
n−1. Nous montrons par récurrence sur n que A−1 est positive.
Pour n = 2 le résultat est évident. Supposons donc que A−1

n−1 est positive
et écrivons A sous la forme

A =
[
An−1 D
C ann

]
,

où D est la nème colonne de A privée de ann et C la nème ligne de A privée
de ann. Le fait que A est une Z-matrice entraine alors que D et C sont
négatives.

En utilisant le complément de Schur

L =
[
A−1
n−1 −A−1

n−1D
0 1

]
on obtient

AL =
[

In−1 0
CA−1

n−1 α

]
, (AL)−1 =

[
In−1 0

α−1CA−1
n−1 α−1

]
,

avec α = det(AL) = ann − CA−1
n−1D > 0. On a alors

A−1 = L(AL)−1 =
[
A−1
n−1 + α−1A−1

n−1DCA
−1
n−1 −α−1A−1

n−1D

−α−1CA−1
n−1 α−1

]
qui est positive car C ≤ 0, D ≤ 0 et A−1

n−1 ≥ 0.
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Chapitre 3

Étude de la stabilité de
l'équilibre sans maladie dans
les modèles épidémiologiques

Les systèmes dynamiques dépendant de paramètres sont communément
utilisés pour modéliser l'évolution des maladies infectieuses. Couramment
les modèles obtenus ont un équilibre sans maladie et une des questions fon-
damentales est de trouver les conditions nécessaires et su�santes sur les
paramètres pour que l'équilibre sans maladie soit asymptotiquement stable.

Couramment un modèle épidémiologique possède une quantité seuil, ap-
pelée le taux de reproduction de base et noté R0, telle que l'équilibre sans ma-
ladie est asymptotiquement stable quand R0 < 1 et instable quand R0 > 1,
voir par exemple [32]. Biologiquement parlant, R0 est le nombre moyen d'in-
fectés quand un individu infectieux typique est introduit dans une population
complètement susceptible. Dans [21, 56] le nombre de reproduction de base
est identi�é comme étant le rayon spectral d'une matrice obtenue à partir
du modèle. Mais il n'est pas tout à fait facile de calculer le rayon spectral
d'une matrice carrée dont les coe�cients dépendent de paramètres.

Beaucoup de systèmes d'équations di�érentielles ordinaires résultant de
la modélisation épidémiologique dépendent polynomialement des paramètres
et des variables d'état. Nous introduisons ici une méthode alternative pour
trouver des conditions sur les paramètres pour que l'équilibre sans maladie
soit stable. On peut en e�et utiliser les critères de Routh-Hurwitz ou de
Liénard-Chipart pour exprimer le problème comme une formule du premier
ordre dans le langage des corps ordonnés, et ensuite le résoudre en utilisant
des algorithmes développés en algèbre réelle, voir par exemple [4, 36, 1, 24,
14, 49]. Cette approche a l'avantage d'être complètement algorithmique, mais
à cause du cout très important de la simpli�cation des formules de premier
ordre cette approche a une portée plutôt limitée. Il arrive aussi que cette
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méthode produit une condition complexe pour un modèle donné alors que
des calculs à la main réussissent à produire une condition équivalente très
simple, voir par exemple [14].

Nous optons ici pour une sorte de compromis. Nous étudions des sys-
tèmes d'équations di�érentielles ordinaires qui satisfont des propriétés struc-
turelles communément partagées par les modèles épidémiologiques (voir les
hypothèses (H1) − (H3) dans la section 3.3). Nous montrons que sous des
hypothèses naturelles véri�ées par les modèles épidémiologiques, telles que
l'invariance positive du cone positif et l'invariance du sous-espace sans ma-
ladie, le problème de trouver algorithmiquement des conditions de stabilité
de l'équilibre sans maladie, devient simple pour une assez grande classe de
modèles.

Ce chapitre est structuré comme suit. Dans la section 3.1 nous montrons
comment déterminer les équilibres persistants d'une famille polynomilale de
champs de vecteurs. Nous expliquons ensuite dans la section 3.2 pourquoi il
arrive souvent que le polynôme caractéristique à l'équilibre sans maladie d'un
modèle épidémiologique se factorise. La section 3.3 est consacrée à l'étude
de la structure de la matrice jacobienne à l'équilibre sans maladie. De cette
structure nous tirons des conditions nécessaires et su�santes pour la stabilité
de cet équilibre. Une classe de modèles épidémiologiques est étudiée dans la
section 3.5. Pour cette classe nous montrons que la condition de stabilité de
l'équilibre sans maladie est particulièrement facile à obtenir. Un critère de
stabilité globale de l'équilibre sans maladie est donné dans la section 3.4. Les
résultats de ce chapitre sont publiés dans [23].

3.1 Détermination des équilibres

Dans cette section, aussi bien que dans la section 3.2, nous désignons pas
K un corps commutatif de caractéristique nulle et par K sa clôture algébrique.

Soit f(v, x) = (f1(v, x), . . . , fn(v, x)) une famille polynomiale de champs
de vecteurs sur K, i.e. fi(v, x) ∈ K[v, x] où v = v1, . . . , vk et x = x1, . . . , xn.
Pour déterminer les équilibres de f(v, x) nous devons résoudre le système
f1 = 0, · · · , fn = 0 à n équations en n + k variables. Pour les systèmes que
nous allons traiter, dans les chapitres 4 et 5, le nombre de variables n + k
dépasse en général 10 ce qui rend le calcul de leur base de Groebner, par
rapport à l'ordre lexicographique, très di�cile. Mais en fait il est possible
de contourner cet obstacle par la simple constatation que seuls les équilibres
persistants nous intéressent puisque les systèmes que nous considérons pro-
viennent de modèles épidémiologiques. Pour expliquer ceci prenons le cas
K = R et considérons v0 ∈ Rk et x(v0) ∈ Rn un équilibre du champ de vec-
teurs f(v0, x). Si on n'arrive pas a �suivre continûment" cet équilibre lorsque
v varie dans un voisinage assez petit de v0 alors x(v0) n'est pas pertinent du
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point de vue épidémiologique puisqu'en général les valeurs des paramètres v
sont mesurés et donc ne sont connues qu'à une marge d'erreur près.

En termes algébriques, si I(f) est l'idéal de K[v, x] engendré par les fi et
Q1, . . . ,Qt sont les composantes primaires de I(f) qui véri�ent Qi

⋂
K[v] =

(0), alors les équilibres persistants de f sont exactement les zéros des Qi.
En d'autres termes, pour trouver les équilibres on peut regarder le système
f1 = · · · = fn = 0 comme étant un système en les variables x à coe�ents
dans le corps K(v), ce qui permet de réduire le nombre de variables et rend
plus tractable le calcul d'une base de Groebner. De manière plus formelle,
nous avons la proposition suivante.

Proposition 3.1.1. Soit I un idéal de K[v, x] et soient Q1, . . . ,Qt les com-
posantes primaires de I qui véri�ent Qi

⋂
K[v] = (0). Si I1 est l'idéal de

K(v)[x] engendré par I alors on a I1
⋂

K[v, x] =
⋂
iQi. En conséquence,

si G ⊂ K[v][x] est une base de Groebner de I1 par rapport à un ordre mo-
nomial � sur les variables x et a(v) est le plus grand multiple commun des
coe�cients de tête des éléments de G alors on a

⋂
iQi = I(G) : a∞.

En d'autres termes, cette proposition nous dit que lorsqu'on voit le sys-
tème dans K(v)[x] on perd dans le pire des cas les équilibres des champs
de vecteur f(ζ, x), où ζ est un zéro de a(v). Mais dans les systèmes que
nous allons rencontrer nous sommes concerné uniquement par une région de
l'espace des paramètres, à savoir le cone strictement positif Rk

?+. En plus,
sur cette région le polynôme a(v) ne s'annulle pas et donc on ne perd aucun
équilibre persistant. Voici un exemple qui illustre ce point.

Exemple 3.1.1. Considérons le modèle classique SEIRS [34] donné par le
système di�érentiel

Ṡ = µ+ γR− µS − βIS
Ė = βIS − (µ+ σ)E
İ = σE − (ν + µ)I
Ṙ = νI − (µ+ γ)R

où S,E, I et R sont respectivement les fractions des susceptibles, exposés,
infectieux et les immunisés et S + E + I + R = 1, voir la section 4.2 pour
plus de détails. Le calcul de la base de Groebner G du système pour l'ordre
lexicographique S ≺ E ≺ I ≺ R fournit 4 polynômes, et le plus grand multiple
commun de leur coe�cients dominants est

q = σβ(µ2 + µ ν + σ µ+ σ ν + µγ + γ ν + σ γ)

comme nous le verrons dans la section 4.2. Comme les paramètres du système
sont supposés strictement positifs le polynôme q ne s'annule jamais et donc
les équilibres que nous cherchons sont les solutions du systême polynomial
donné par G.
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3.2 Factorisation du polynôme caractéristique à l'équi-
libre sans maladie

Étant donné un modèle épidémiologique qui a un équilibre sans maladie,
une manière d'étudier la stabilité de cet équilibre est d'utiliser des outils clas-
siques tels que le critère de Routh-Hurwitz. Si n est la dimension de l'espace
d'état du modèle alors le critère de Routh-Hurwitz donne une conjonction
de n conditions. Puisque beaucoup de modèles épidémiologiques exibent le
phenomène de seuil, on s'attend en général à ce que ces conditions présentent
une certaine redondance, et donc une simpli�cation s'impose.

Dans [14] la factorisation du polynôme caractéristique à l'équilibre sans
maladie est utilisée pour simpli�er les conditions de Routh-Hurwitz et cela
réussit pour plusieurs modèles. Nous montrons dans la suite que la factori-
sation du polynôme caractéristique à l'équilibre sans maladie n'est pas une
question de chance mais est réellement inhérente à la nature des modèles
épidémiologiques. Pour expliquer cela considérons l'exemple de l'espace sans
maladie c'est-à-dire le sous-ensemble de l'espace d'état obtenu en annulant
les variables d'état qui représentent les individus infectés. Si des hypothèse
sont faites sur les modèles, telles que l'absence de migration de nouveaux in-
dividus infectieux, alors on s'attend à ce que la population reste sans maladie
si elle l'est initialement. Cela veut dire que le sous-espace sans maladie est
invariant par la famille de champs de vecteurs représentant le modèle. L'es-
pace tangent au sous-espace sans maladie à l'équilibre sans maladie est alors
invariant par la matrice jacobienne du champ en ce point, et cela produit la
factorisation du polynôme caractéristique. Plus généralement nous avons le
théorème suivant.

Théorème 3.2.1. Soit f(x) un champ de vecteurs polynomial sur le corps
K de caractéristique 0 avec les propriétés suivantes.

i) Il existe une variété algébrique invariante W ⊂ Kn de f(x) dé�nie par
des polynômes à coe�cients dans K.

ii) La variété invariante W contient un équilibre x? ∈ Kn de f(x) et est
non singulière de dimension d en x?.
Alors le polynôme caractéristique χ(x?, z) de ∂xf(x?) appartient à K[z] et
la trace sur Kn de l'espace tangent à W en x? est un espace invariant de
∂xf(x?) de dimension d. En particulier, χ(x?, z) a un facteur de degré d
dans K[z].

Démonstration. Le fait que x? ∈ Kn et f(x) a ses coe�cients dans K im-
pliquent que ceux de la matrice ∂xf(x?) sont dans K, et χ(x?, z) ∈ K[z].

Soit g = g1, . . . , gm une liste des polynômes dans K[x] telle que W soit
dé�nie par le système g1 = · · · = gm = 0. Quit à calculer le radical de l'idéal
I(g) de K[x], nous pouvons supposer sans perte de généralité que I(g) est
radical. L'espace tangent à W en x? est alors le noyau dans Kn

de ∂xg(x?)
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et il est de dimension d tenant compte du fait que W est non singulière de
dimension d en x?. Ainsi la matrice ∂xg(x?) est de rang n− d et puisque ses
coe�cients sont dans K son noyau dans Kn est bien de dimension d. Puisque
W est invariant par f et I(g) est radical nous avons Lfgi ∈ I(g) pour
j = 1 . . .m et donc Lfgj est une combinaison linéaire à coe�cients dans
K[x] des gi. L'écriture de cette identité algébrique sous forme matricielle
donne ∂xg(x).f(x) = A(x).g(x), où A(x) est une matrice carrée d'ordre m à
coe�cients dans K[x]. En calculant les di�érentielles suivant x pour les deux
membres de cette égalité on obtient

∂2
xxg(x).(., f(x)) + ∂xg(x).∂xf(x) = ∂xA(x).(., g(x)) +A(x).∂xg(x).

Le fait que f(x?) = g(x?) = 0 donne alors

∂xg(x?).∂xf(x?) = A(x?).∂xg(x?).

Cela montre clairement que le noyau de ∂xg(x?) dans Kn est un sous espace
invariant de ∂xf(x?). Ce sous espace invariant qui est de dimension d, donne
alors un facteur de degré d dans K[z] de χ(x?, z).

Exemple 3.2.1. Considérons le modèle SEIRS de l'exemple 3.1.1. L'équi-
libre sans maladie du modèle est (1, 0, 0, 0). Pour simpli�er nous écrivons le
système comme ẋ = f(v, x) et nous notons que les composantes de f(v, x)
sont dans Q[v, x]. Ainsi f(v, x) peut être regardé comme un champ de vec-
teurs sur K = Q(v). On véri�e facilement que les variétés algébriques don-
nées respectivement par S+E+ I+R−1 = 0, E = I = 0 et E = I = R = 0
sont invariantes par f puisque les idéaux I(S + E + I + R − 1), I(E, I) et
I(E, I,R) sont invariant par la dérivation Lf . De plus elles sont non sin-
gulières au point (1, 0, 0, 0). Par l'application du théorème 3.2.1 à chacune
de ces variétés, nous déduisons que le polynôme caractéristique à l'équilibre
sans maladie est le produit de deux facteurs de degré 1 et un facteur de degré
2. Une factorization du polynôme caractéristique montre qu'e�ectivement on
a

χ = (z + µ)(z + µ+ γ)(z2 + (2µ+ ν + σ)z + σν + σµ+ µν + µ2 − σβ).

3.3 Structure de la matrice jacobienne à l'équilibre
sans maladie.

Dans cette section nous étudions la structure de la matrice jacobienne
de l'équilibre sans maladie sous des conditions naturelles sur le modèle épi-
démiologique considéré. Nous établissons alors notre critère pour la stabilité
asymptotique de l'équilibre sans maladie. Les variables d'état dans un mo-
dèle épidémiologique représentent des fractions de la population, et doivent
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donc rester positives. Il est donc naturel de supposer que toutes les familles
de champs de vecteurs que nous considérons satisfont la condition suivante

(H1) Le cone positif Rn
+ est positivement invariant par la famille f(v, x).

Dans les systèmes que nous considérons seul le cone positif Rk
+ de l'espace

des paramètres Rk nous intéresse. D'un autre côté, on peut écrire de manière
unique chaque fi(v, x) sous la forme fi(v, x) = fi,1(v, x) + xifi,2(v, x), où
fi,1(v, x) ne dépend pas de xi. La condition (H1) est alors équivalente à

∀i,∀u ≥ 0,∀x ≥ 0 fi,1(v, x) ≥ 0. (3.3.1)

Dans les modèles que nous considérons nous supposons que le sous-espace
sans maladie est invariant. Donc nous pouvons supposer sans perte de géné-
ralité que les familles de champs de vecteurs satisfont la condition suivante.

(H2) Le sous-espace V de Rn dé�ni par x1 = . . . = xd = 0 où d < n est
invatiant par la famille f(v, x).

Écrivons x = y, z avec y = x1, . . . , xd et z = xd+1, . . . , xn. Alors la
condition (H2) est équivalente au système

∀i = 1, . . . , d fi(v, 0, z) = 0. (3.3.2)

Lemme 3.3.1. Soit f un champ de vecteurs sur R, et supposons que 0
est un équilibre de f et que Rn

+ est positivement invariant par f . Alors Rn
+

est positivement invariant par le champ de vecteurs linéaire ∂xf(0).x. En
particulier, −∂xf(0) est une Z-matrice.

Démonstration. Rappelons que Rn
+ est positivement invariant par le champ

de vecteurs f si et seulement si pour tout x ∈ Rn
+ et tout i tel que xi = 0 nous

avons fi(x) ≥ 0. Comme conséquence, Rn
+ est positivement invariant par un

champ de vecteurs linéaire A.x, où A est une n× n matrice, si et seulement
si tous les coe�cients non diagonaux de A sont positifs. Puisque f(0) = 0
nous pouvons écrire fi(x) sous la forme fi(x) =

∑
µi,j(x)xj . Cela donne en

particulier ∂xjfi(0) = µi,j(0). Maintenant soit e1, . . . , en la base canonique
de Rn et soit x = sej où s > 0. Nous avons µi,j(x)s = fi(x) ≥ 0 pour tout
i 6= j tenant compte du fait que Rn

+ est positivement invariant par f . Cela
donne µi,j(sej) ≥ 0 pour tout s > 0 par suite µi,j(0) = ∂xjfi(0) ≥ 0.

Théorème 3.3.1. Soit f(v, x) une famille de champ de vecteurs qui satis-
fait les conditions (H1) − (H2). Posons x = y, z, avec y = x1, . . . , xd et
z = xd+1, . . . , xn, et soit ψ : U → Rn−d une application di�érentiable, où
U ⊆ Rk

+ est un ouvert. Soit g(v, y) = (f1(v, y, ψ(v)), . . . , fd(v, y, ψ(v))) et
h(v, z) = (fd+1(v, 0, z), . . . , fn(v, 0, z). Alors on a les propriétés suivantes.

1. La matrice jacobienne ∂xf(, 0, ψ(v)) de f en (0, ψ(v)) est de la forme[
∂yg(v, 0) 0

B ∂zh(v, ψ(v))

]
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et les coe�cients non diagonaux de ∂yg(v, 0) sont positifs.

2. Le point (0, ψ(v)) est un équilibre hyperbolique localement asymptoti-
quement stable de f(v, x) si et seulement si ψ(v) l'est pour le champ
de vecteurs h(v, z) et −∂yg(v, 0) est une M -matrice.

Démonstration. 1. Un simple calcul montre que ∂yif(v, 0, ψ(v)) = ∂yig(v, 0)
et ∂zif(v, 0, ψ(v)) = ∂zih(v, ψ(v)). Ainsi on peut écrire ∂xf(v, 0, ψ(v)) sous
la forme [

∂yg(v, 0) C
B ∂zh(v, ψ(v))

]
.

Par l'hypothèse (H2) on peut écrire chaque fi(v, x, y), i = 1, . . . , d sous la
forme fi(v, y, z) =

∑d
k=1 vk(v, y, z)yk. Cela donne ∂zjfi(v, 0, ψ(v)) = 0 et par

suite C = 0.

D'autre part, par l'hypothèse (H1) on a fi(v, y, z) ≥ 0 pour z ≥ 0 et pour
tout y ≥ 0 tel que yi = 0. En particulier, pour tout z = ψ(v) et i = 1, . . . , d
on obtient fi(v, y, ψ(v)) = gi(v, y) ≥ 0 pour tout y ≥ 0 tel que yi = 0.
Cela montre que Rd

+ est positivement invariant par la famille de champs de
vecteurs g(v, y), et puisque 0 est un équilibre de g(v, y) il résulte du lemme
3.3.1 que les coe�cients non diagonaux de ∂yg(v, 0) sont positifs.

2. Le point (0, ψ(µ)) est un équilibre de f(v, y, z) si et seulement si ψ(v)
l'est pour h(v, z). De plus, la structure triangulaire de la matrice ∂xf(v, 0, ψ(v))
implique que son polynôme caractéristique est le produit des polynômes ca-
ractéristiques de ∂yg(v, 0) et ∂zh(v, ψ(v)). Cela montre que (0, ψ(v)) est hy-
perbolique et stable si et seulement si ψ(v) l'est pour h(v, z) et ∂yg(v, 0)
est stable, c'est à dire −∂yg(v, 0) est une M -matrice tenant compte du fait
qu'elle est une Z-matrice.

Dans la suite nous utiliserons les notations introduites dans le théorème
3.3.1. Nous supposerons aussi que nous disposons de l'équilibre sans maladie
(0, ψ(v)) tel que ψ(v) est localement asymptotiquement stable pour la famille
de champ de vecteurs h(v, z). Plus précisement, nous supposons la condition
suivante sur la famille de champs de vecteurs considérée f(v, x).

(H3) Il existe une application di�érentiable ψ : U → Rn−d telle que
ψ(v) soit un équilibre hyperbolique localement asymptotiquement stable de
h(v, z).

Quand f(v, x) provient d'un modèle épidémiologique le champ de vec-
teurs h(v, z) qui n'est rien d'autre que la restriction de f(v, x) au sous-espace
sans maladie, gouverne le comportement de la population en l'absence de la
maladie. Ainsi l'hypothèse (H3) veut dire qu'en l'absence de la maladie la
population a une situation d'équilibre stable.

Pour une famille de champs de vecteurs satisfaisant les conditions (H1)−
(H3) nous avons le corollaire suivant du théorème 3.3.1.
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Corollaire 3.3.1. Soit f(v, x) une famille de champs de vecteurs qui satisfait
les conditions (H1)− (H3). Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

1. L'équilibre (0, ψ(v)) de f(v, x) est hyperbolique et localement asympto-
tiquement stable.

2. Tous les mineurs principaux dominants mi d'ordre qi de ∂yg(v, 0) vé-
ri�ent (−1)qimi > 0.

Démonstration. A partir du théorème 3.3.1 et l'hypothèse (H3) nous dédui-
sons que (0, ψ(µ)) est hyperbolique et localement asymptotiquement stable
si et seulement si ∂yg(µ, 0) est stable. Puisqu'en plus −∂yg(µ, 0) est une Z-
matrice, le fait que 1. est équivalent à 2. est une conséquence directe du
théorème 2.4.7.

3.4 Un critère de stabilité globale de l'équilibre sans
maladie.

Dans cette section nous donnons un critère de stabilité globale de l'équi-
libre sans maladie pour modèles épidémiologiques satisfaisant les conditions
(H1)− (H3).

Théorème 3.4.1. Soit f(v, x) une famille de champs de vecteurs satisfaisant
les conditions (H1)− (H3) ainsi que les propriétés suivantes.

1. L'équilibre ψ(v) de h(v, z) est hyperbolique et globalement asymptoti-
quement stable.

2. La matrice −∂yg(v, 0) est une M -matrice irréductible.

3. Il existe un sous-ensemble U ⊂ Rn
+ compact et positivement inva-

riant par f contenant (0, ψ(v)) tel que (f1(v, y, z), . . . , fd(v, y, z)t ≤
∂yg(v, 0).y pour tout (y, z) ∈ U .

Alors l'équilibre (0, ψ(v)) de f(v, x) est hyperbolique et globalement asymp-
totiquement stable dans U .

Démonstration. Puisque −∂yg(v, 0) est uneM -matrice nous pouvons l'écrire
sous la forme −∂yg(v, 0) = sId − B, où B est positive et ρ(B) < s. Le fait
que ∂yg(µ, 0) est irréductible implique qu'il en est de même pour la matrice
B. Par le théorème de Perron-Frobenius, voir théorème 2.4.6, il existe un
vecteur w tel que wtB = ρ(B)wt et wi > 0 pour tout i = 1, . . . , d.

Maintenant soit `(v, y, z) = wt.y, où (y, z) parcourt U . Alors `(v, y, z) ≥
0 et `(v, y, z) = 0 si et seulement si y = 0 du fait que wi > 0 pour
tout i. D'autre part, nous avons Lf `(v, y, z) = (f1(v, y, z), . . . , fd(v, y, z))w
et puisque w > 0 et (f1(v, y, z), . . . , fd(v, y, z))t ≤ ∂yg(v, 0).y, nous avons
Lf `(v, y, z) ≤ wt.∂yg(v, 0).y. En plus, un simple calcul donne wt.∂yg(v, 0).y =
(ρ(B)−s)wt.y, et par suite wt∂yg(v, 0).y < 0 si y 6= 0. Cela donne Lf `(v, y, z) =
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0 si y = 0 et Lf `(v, y, z) < 0 si y 6= 0. En particulier, `(v, y, z) est une fonc-
tion de Lyapunov pour f dans U et le sous-ensemble de U où Lf ` s'annule
n'est rien d'autre que U

⋂
V , où V est le sous-espace sans maladie corres-

pondant à f(v, x). Par le théorème 2.1.1, nous avons w+(y, z) ⊂ U
⋂

V . De
plus, w+(y, z) est fermé et positivement invariant par f(v, y, z). Le fait que
V est invariant par f(v, y, z) implique que le �ux engendré par h(v, z) n'est
rien d'autre que φ(t, v, 0, z), où φ(t, v, y, z) est le �ux engendré par f(v, y, z).
Comme conséquence, l'image W de w+(y, z) par la projection (y, z) 7→ z est
fermée et positivement invariant pour h(v, z). Puisque ψ(v) est globalement
asymptotiquement stable, tout ensemble fermé positivement invariant par
h(v, z) contient ψ(v). En particulier, W contient ψ(v) et ainsi il existe une
suite tn tendant vers +∞ telle que φ(tn, v, y, z) converge vers (0, ψ(v)). Cela
veut dire qu'il existe une valeur τ de t telle que φ(t, v, y, z) est su�samment
proche de (0, ψ(v)). Puisque par le théorème 3.3.1 l'équilibre (0, ψ(v)) est lo-
calement asymptotiquement stable et φ(t, v, y, z) vient une fois au moins, suf-
�samment près de (0, ψ(v)), il converge vers (0, ψ(v)) quand t vers +∞.

3.5 Une classe de modèles épidémiologiques

Dans cette section nous étudions une classe particulière mais su�sam-
ment large de modèles épidémiologiques. Plus précisement, nous considérons
les familles de champs de vecteurs qui satisfont la condition suivante.

(H4) Soit f(v, x) une famille de champs de vecteurs satisfaisant les condi-
tions (H1)− (H2). Nous supposons que ∂yg(v, 0) a une structure triangulaire
par blocs. De plus pour chaque bloc diagonal A de dimension q ≥ 2 de
∂yg(v, 0), les q− 1 premiers mineurs principaux dominants mi de A véri�ent
(−1)imi > 0.

Contrairement aux conditions (H1)−(H3) qui ont une interprétation épi-
démiologique claire, nous n'avons aucune telle interprétation pour la condi-
tion (H4). La raison principale pour laquelle nous introduisons cette cndition
est que dans beaucoup de modèles que nous avons traités la matrice ∂yg(v, 0)
exhibe la structure décrite dans (H4).

Pour les familles de champs de vecteurs satisfaisant les conditions (H1)−
(H4) nous avons le résultat de stabilité suivant

Théorème 3.5.1. Soit f(v, x) une famille de champs de vecteurs satisfaisant
les conditions (H1)−(H4). Soit A1, . . . , Ar les blocs diagonaux de ∂yg(v, 0) et
soit qi la dimension de Ai. Alors l'équilibre sans maladie (0, ψ(v)) de f(v, x)
est hyperbolique et localement asymptotiquement stable si et seulement si

r∧
1

(−1)qi detAi > 0. (3.5.1)
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Démonstration. Du théorème 3.3.1 et l'hypothèse (H3) nous déduisons que
(0, ψ(v)) est hyperbolique et localement asymptotiquement stable si et seule-
ment si ∂yg(v, 0) est une matrice stable. Le fait que ∂yg(v, 0) a une structure
triangulaire de blocs implique que l'ensemble de ses valeurs propres est la
réunion des ensembles des valeurs propres des blocs diagonaux Ai. Ainsi
toutes les valeurs propres de ∂yg(v, 0) sont à partie réelle strictement néga-
tive si et seulement si c'est le cas pour chaque Ai. Maintenant en appliquant
le théorème 2.4.7 aux matrices Ai et en tenant compte de l'hypothèse (H4)
nous obtenons la condition a�rmée 3.5.1.

Comme conséquence directe nous obtenons le corollaire suivant.

Corollaire 3.5.1. Soit f(v, x) une famille de champs de vecteurs satisfai-
sant les conditions (H1)− (H3) et supposons que le sous-espace sans maladie
associé à f(v, x) est de codimension 2. Alors l'équilibre (0, ψ(v)) est locale-
ment asymptotiquement stable si et seulement si les coe�cients diagonaux
de ∂yg(v, 0) sont strictement négatifs et det ∂yg(µ, 0) > 0.

Exemple 3.5.1. Considérons le modèle SEIRS donné dans l'exemple 3.1.1
et écrivons le sous la forme ẋ = f(v, x) avec x = (E, I, S,R). Suivant notre
notation nous avons y = (E, I), z = (S,R) et ψ(v) = (1, 0). Ainsi g(v, y) =
(βI − (µ+ σ)E, σE − (µ+ ν)I), h(v, z) = (µ+ γR− µS,−(µ+ γ)R) et

∂yg(v, 0) =
[
−(µ+ σ) β

σ −(µ+ ν)

]
.

On véri�e facilement que le modèle SEIRS satisfait les conditions (H1) −
(H4), et ainsi l'équilibre sans maladie est hyperbolique et localement asymp-
totiquement stable si et seulement si

det(∂yg(v, 0)) = (µ+ σ)(µ+ ν)− σβ > 0.

D'autre part le changement linéaire de coordonnées S = S + 1 transforme le
champ de vecteurs h(v, z) en un champ de vecteurs linéaire dont les valeurs
propres sont −µ et −(µ + γ). En particulier, l'équilibre (1, 0) de h(v, z) est
hyperbolique et globalement asymptotiquement stable. Maintenant considé-
rons U = {(E, I, S,R) ≥ 0 | E + I + S + R = 1}. Alors U est compact
et positivement invariant par f . On a (βIS − (µ + σ)E, σE − (µ + ν)I)t ≤
(βI − (µ + σ)E, σE − (µ + ν)I)t car S ≤ 1. Donc le modèle SEIRS sa-
tisfait la condition 3. du théorème 3.4.1 sur U . Cela montre que l'équilibre
sans maladie du modèle est globalement asymptotiqement stable dans U si
B < 0.
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Chapitre 4

Analyse de quelques modèles
épidémiologiques

Dans beaucoup de modèles épidémiologiques l'équilibre sans maladie est
stable lorsqu'une quantité seuil, en l'occurrence le taux de reproduction de
base, est inférieure à 1. Lorsque cette même quantité dépasse 1 l'équilibre
sans maladie perd sa stabilité au pro�t d'un équilibre endémique. L'échange
de stabilité se fait à travers une bifurcation transcritique. Dans la section
4.1 nous développons quelques outils qui nous permettent de gérer de ma-
nière semi-automatique ce phénomème bien connu. Nous analysons ensuite
quelques modèles épidémiologiques, chacun dans une section à part, en uti-
lisant ces outils ainsi que ceux développés au chapitre 3.

4.1 Échange de stabilité des équilibres

Étant donnés un espace métrique (E, d) et un entier n ≥ 1, on fait agir
le groupe symétrique Sn sur En par σ.(x1, . . . , xn) = (xσ−1(1), . . . , xσ−1(n)).
L'espace quotient En � Sn a alors une structure naturelle d'espace métrique
où la distance est donnée par dSn(x, y) = minσ d(x, σ.y). Les éléments de
En�Sn seront appelés lesmulti-ensembles à n éléments de E. Lorsque E = C
et x ∈ Cn � Sn on note <(x) ∈ Rn � Sn le multi-ensemble à n éléments de R
qui consiste en les parties réelles des éléments x. Il est clair que l'application
x ∈ Cn � Sn 7→ <(x) ∈ Rn � Sn est continue. Notons aussi que l'application
qui consiste à prendre le minimum (resp. le maximum) d'un multi-ensemble
à n éléments de Rn � Sn est continue.

Lemme 4.1.1. Soient V ⊆ Rk et a0, . . . , an−1 : V → R des applications
continues. Pour tout v ∈ V soit λ(v) le multi-ensemble des racines complexes
du polynôme zn + an−1z

n−1(v) + · · · + a0(v). Alors l'application v ∈ V 7→
λ(v) ∈ Cn � Sn est continue. En particulier, les applications v ∈ V 7→
min<(λ(v)) ∈ R et v ∈ V 7→ max<(λ(v)) ∈ R sont continues.
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Le théorème suivant constitue l'outil principal que nous utilisons pour
étudier l'échange de stabilité entre l'équilibre sans maladie et les équilibres
endémiques dans les modèles épidémiologiques.

Théorème 4.1.1. Soient f(v, x) : V × U → Rn une famille di�érentiable
de champs de vecteurs et U1 un sous-ensemble positivement invariant par
la famille f . Supposons qu'il existe des applications di�érentiables ψ1, ψ2 :
V −→ U et b : V −→ R qui satisfont les propriétés suivantes.

1. Pour tout v ∈ V , ψ1(v) et ψ2(v) sont des équilibres du champ de vec-
teurs f(v, x).

2. Pour tout v ∈ V , l'équilibre ψ1(v) est asymptotiquement stable si
b(v) < 0 et instable si b(v) > 0.

3. Pour tout v ∈ V et i = 1, 2 tels que ψi(v) est non hyperbolique on a
b(v) = 0 ou ψi(v) /∈ U1.

4. Il existe une courbe di�érentiable `(s) :]0, 1[→ V et s? ∈]0, 1[ tels que
b(`(s)) < 0 dans ]0, s?[ et b(`(s)) > 0 dans ]s?, 1[. En plus, la famille
de champs de vecteurs f(`(s), x) subit une bifurcation transcritique en
(s?, ψ1(`(s?))) = (s?, ψ2(`(s?))).

5. Les ouverts V1 = {u ∈ V | b(v) < 0} et V2 = {u ∈ V | b(v) > 0} de V
sont connexes.

Alors pour tout v ∈ V , l'équilibre ψ2(v) est asymptotiquement stable si b(v) >
0 est instable si b(v) < 0.

Démonstration. L'étape essentielle dans la preuve consiste à prouver l'exis-
tence de v ∈ V2 tel que ψ2(v) est asymptotiquement stable. Le fait que la
stabilité ne change pas sur V2 est alors une conséquence de la connexité de V2

et de la continuité du multi-ensemble des valeurs propres de ∂xf(v, ψ2(v)).

Posons x? = ψ1(`(s?)) = ψ2(`(s?)). D'après l'hypothèse 4. la famille
à un paramètre f(`(s), x) subit une bifurcation transcritique en (s?, x?). Il
existe donc ε > 0, un voisinage W de x? et des applications di�érentiables
ϕi :]s?− ε, s?+ ε[→ Rn et λi,1 :]s?− ε, s?+ ε[→ R qui satisfont les propriétés
de la dé�nition 2.1.3. Le fait que les ψi(`(s)) sont continues et ψi(`(s?)) = x?

entraine, quit à rendre ε plus petit, que ψi(`(s)) ∈ W pour tout s ∈]s? −
ε, s? + ε[. Tenant compte de la propriété 2. de la dé�nition 2.1.3 on peut
alors supposer sans perte de généralité que ϕi(s) = ψi(`(s)).

Soit χi(v, z) le polynôme caractéristique de ∂xf(v, ψi(v)). Alors les coe�-
cients de χi(v, z) par rapport à z sont di�érentiables puisque c'est la cas de f
ainsi que les ψi. D'autre part, puisque ` est supposée di�érentiable il en est de
même pour les coe�cients du polynôme χi(`(s), z). On a χi(`(s), λi,1(s)) = 0,
et donc on peut écrire χi(`(s), z) = (z − λi,1(s))χ?i (s, z), où χ

?
i (s, z) est uni-

taire de degré n− 1 en z. Un simple calcul montre alors que les coe�cients
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de χ?i (s, z) s'expriment de façon polynomiale en fonction de λi,1 et de ceux
de χi(`(s), z). Il en résulte que ces coe�cients sont di�érentiables.

Soit λi(s) ∈ Cn−1 � Sn le multi-ensemble à (n− 1) éléments qui consiste
en les racines complexes de χ?i (s, z). D'après le lemme 4.1.1 les applications
mi : s ∈]0, 1[7−→ max(<(λi(s))) ∈ R sont continues. En plus, dans ]0, s?[
on a b(`(s)) < 0 d'après l'hypothèse 4., et donc ψ1(`(s)) est asymptoti-
quement stable tenant compte de l'hypothèse 2. On a donc <(λ1,1) < 0 et
m1(s) < 0 dans ]0, s?[. D'après l'hypothèse 4. la famille de champs de vec-
teurs f(`(s), x) subit une bifurcation transcritique en (s?, x?). En particulier,
0 = λi,1(s) est racine simple du polynôme χi(`(s?, z) et elle est l'unique ra-
cine de partie réelle nulle. Ceci entraine que mi(s?) 6= 0, et puisque m1 est
continue et m1(s) < 0 dans ]0, s?[ on a m1(s?) < 0. D'autre part, on a
ψ1(`(s?)) = ψ2(`(s?)) = x? et donc m2(s?) = m1(s?) < 0. La continuité
des mi entraine que mi(s) < 0 pour s > s? et |s − s?| < δ, où δ > 0 est
su�samment petit. Pour s ∈]s?, s? + δ[ l'équilibre ψ1(`(s)) est hyperbolique
par l'hypothèse 3. et instable tenant compte des hypothèse 2. et 4. Il en ré-
sulte que le polynôme χ1(`(s), z) = (z − λ1,1)χ?1(s, z) a au moins une racine
de partie réelle strictement positive. Le fait que m1(s) < 0 entraine que les
racines de χ?1(s, z) sont de partie réelle strictement négative et par consé-
quent λ1,1(s) > 0. Puisque λ1,1(s)λ2,1(s) < 0 on a λ2,1(s) < 0. Puisqu'en
plus m2(s) < 0, l'équilibre ψ2(`(s)) est asymptotiquement stable.

Soit µi(v) le multi-ensemble à n éléments des racines complexes du po-
lynôme χi(v, z). Alors l'application ni : u ∈ V2 7→ max(<(µi(v))) ∈ R est
continue. En plus, par l'hypothèse 3., tout équilibre ψ2(v), avec v ∈ V2,
est hyperbolique et donc n2(v) 6= 0. D'autre part, pour s ∈]s?, s? + δ[ on a
`(s) ∈ V2 et ψ2(`(s)) est asymptotiquement stable, ce qui donne n2(`(s)) < 0.
Le fait que U2 est supposé connexe montre alors que n2(v) < 0 sur V2. On
a donc montré que sur V2 l'équilibre ψ2(v) est asymptotiquement stable.
En utilisant la même technique on montre aussi que ψ2(v) est instable sur
V1.

Le résultat simple suivant montre comment on peut véri�er l'hypothèse
5. du théorème 4.1.1.

Proposition 4.1.1. Soient C ⊆ Rk un connexe et a1(v), a2(v) : C → R des
applications continues telles que ai(v) > 0 pour tout v ∈ C et soit b(v, s) =
a1(v)s − a2(v). Alors les ensembles C1 = {(v, s) ∈ C × R+ | b(v, s) > 0} et
C2 = {(v, s) ∈ C × R+ | b(v, s) < 0} sont connexes.

Démonstration. L'homéomorphisme (v, s) ∈ C×R 7→ (v, s−a1(v)−1a2(v)) ∈
C × R envoie C1 sur C × R?

+, et donc C1 est connexe. D'autre part, si
a = a−1

2 a1 alors l'homéomorphisme (v, s) ∈ C × R 7→ (v, a(v)s) ∈ C × R
envoie C2 sur C × [0, 1[. Ceci prouve que C2 est connexe.
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Fig. 4.2.1 � Diagramme de transfert du modèle SEIRS

4.2 Un modèle de type SEIRS

Le modèle que nous étudions dans cette section est de type SEIRS. Son
diagramme de transfert est donné par la �gure 4.2.1. En termes analytiques,
il est donné par le système di�érentiel

Ṡ = µ+ γR− µS − βIS
Ė = βIS − (µ+ σ)E
İ = σE − (ν + µ)I
Ṙ = νI − (µ+ γ)R

(4.2.1)

S : groupe des susceptibles
E : groupe des exposés
I : groupe des infectieux
R : groupe des immunisés

β : paramètre de transmission
µ : taux de natalité = taux de mortalité
σ : taux de passage d'exposés aux infectieux
γ : taux de perte d'immunité
ν : taux de perte d'infectiosité

Pour simpli�er notons par f(v, x) la famille de champs de vecteurs asso-
ciée à ce modèle, avec v = (β, µ, σ, γ, ν) et x = (E, I, S,R), et remarquons
que les composantes de f sont dans Q[u, x]. Comme le taux de natalité est
supposé égal au taux de mortalité, la taille de la population S+E+I+R est
constante et en normalisant on peut supposer que S+E+I+R = 1. Il est fa-
cile de véri�er que Ṡ+Ė+ İ+Ṙ = 0, et donc l'hypersurface S+E+I+R = 1
est invariante par la famille f(v, x).

Il est facile de véri�er par le critère (3.3.1) que le cone positif R4
+ est

positivement invariant par la famille f(v, x). Il en résulte que le compact
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Ω = {E, I, S,R ≥ 0, S + E + I + R = 1} est positivement invariant par
f(v, x). Dans tout la suite nous étudierons la dynamique de f(v, x) dans le
compact Ω.

Le sous-espace sans maladie du modèle est donné par E = I = 0, et il est
facile de véri�er par le critère (3.3.2) qu'il est invariant par la famille f(v, x).

4.2.1 Détermination des équilibres

Les équilibres du modèle sont donnés par le système polynomial

µ+ γR− µS − βIS = 0
βIS − (µ+ σ)E = 0
σE − (ν + µ)I = 0
νI − (µ+ γ)R = 0

(4.2.2)

Comme expliqué dans la section 3.1, nous commençons par regarder ce
système dans Q(β, µ, σ, γ, ν)[S,E, I,R]. Le calcul d'une base de Groebner du
système pour l'ordre lexicographique S ≺ E ≺ I ≺ R donne le système

KS = (S − 1)
(
σ β S − µ2 − µ ν − σ µ− σ ν

)
KE = (µ2 + µ ν + σ µ+ σ ν + µγ + γ ν + σ γ)E

+
(
µ2 + µ ν + µγ + γ ν

)
(S − 1)

KI = (µ2 + µ ν + σ µ+ σ ν + µγ + γ ν + σ γ)I
+ (σ µ+ σ γ) (S − 1)

KR =
(
µ2 + µ ν + σ µ+ σ ν + µγ + γ ν + σ γ

)
R+ σ ν (S − 1)

Le plus petit multiple commun des coe�cients de tête des polynômes Ki est
q = σβ(µ2 + µ ν + σ µ+ σ ν + µγ + γ ν + σ γ). Puisque les paramètres sont
supposés strictement positifs il en est de même pour q et en particulier il ne
s'annulle jamais. Il en résulte donc d'après la proposition 3.1.1 que les deux
systèmes ont les mêmes solutions.

Le système donné par la base de Groebner est particulièrement facile
à résoudre. Il a en e�et deux solutions, à savoir l'équilibre sans maladie
xs = (0, 0, 1, 0) et un autre équilibre xe = (ee, ie, se, re) donné par

ee = (µ+ν)(µ+γ)B
(µ2+µ ν+σ µ+σ ν+µγ+γ ν+σ γ)σβ

,

ie = (µ+γ)B
(µ2+µ ν+σ µ+σ ν+µγ+γ ν+σ γ)β

,

se = (µ+ν)(µ+σ)
σβ ,

re = νB
(µ2+µ ν+σ µ+σ ν+µγ+γ ν+σ γ)β

,

où B est donné par
B = σβ − (µ+ ν)(µ+ σ). (4.2.3)

D'après l'expression des coordonnées de xe, il est clair que cet équilibre
est dans le compact Ω, c'est à dire épidémiologiquement signi�catif, si et
seulement si B ≥ 0. En d'autres termes, le modèle a un équilibre endémique
si et seulement si B > 0, et lorque B = 0 les deux équilibres coincident.
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4.2.2 Stabilité de l'équilibre sans maladie

En utilisant les notations de la section 3.3 on a x = y, z, y = (E, I),
z = (S,R), ψ(v) = (1, 0), g(v, y) = (βI − (µ + σ)E, σE − (µ + ν)I) et
h(v, z) = (µ+ γR− µS,−(µ+ γ)R). On a alors

∂yg(v, 0) =
[
−(µ+ σ) β

σ −(µ+ ν)

]
.

On a déjà véri�é les hypothèses (H1) et (H2). En plus, le changement li-
néaire de coordonnées S = S + 1 transforme la famille de champs de vec-
teurs h(v, z) en une famille de champs de vecteurs linéaires dont les valeurs
propres sont −µ et −(µ + γ). En particulier, l'équilibre (1, 0) de h(µ, z)
est hyperbolique et globalement asymptotiquement stable, et donc le mo-
dèle véri�e l'hypothèse (H3). D'autre part, il est clair que le modèle véri-
�e l'hypothèse (H4). En utilisant le théorème 3.5.1 l'équilibre sans maladie
est hyperbolique et localement asymptotiquement stable si et seulement si
det ∂yg(v, 0) = (µ+ σ)(µ+ ν)− σβ > 0, c'est-à-dire B < 0.

On a (βIS− (µ+σ)E, σE− (µ+ ν)I) ≤ (βI − (µ+σ)E, σE− (µ+ ν)I)
car S ≤ 1. Donc le modèle SEIRS satisfait la condition 3. du théorème 3.4.1
sur Ω. Cela montre que l'équilibre sans maladie du modèle est hyperbolique
et globalement asymptotiqement stable dans Ω si B < 0.

Lorsque B = 0 l'équilibre sans maladie xs n'est pas hyperbolique, mais le
système possède une fonction de Lyapunov dans Ω, à savoir σE + (µ+ σ)I,
qui assure la stabilité globale de xs dans Ω.

4.2.3 Bifurcation et stabilité de l'équilibre endémique

Pour étudier les bifurcations locales de la famille f(v, x) nous �xons tous
les paramètres à l'exception de β et nous cherchons les valeurs de β pour
lesquelles l'un des équilibres xs ou xe est non hyperbolique.

Commençons d'abord par l'équilibre sans maladie xs. Le polynôme ca-
ractéristique de ∂xf(v, xs) s'écrit sous-forme factorisée

χ(v, Z) = (Z + µ) (Z + µ+ γ) (Z2 + (2µ+ σ + ν)Z −B).

Comme µ, µ+γ, 2µ+σ+ν > 0 la seule possibilité pour ∂f(v, xs) d'avoir des
valeurs propres de partie réelle nulle est que B = 0. Cela arrive exactement
en la valeur β0 = (µ+σ)(µ+ν)

σ du paramètre β, et dans ce cas ∂f(v, xs) possède
0 comme unique valeur propre de partie réelle nulle et xs = xe. Cette valeur
propre est simple et a pour vecteurs propres à droire et à gauche

62



Vd =


−β0

µ

µ+ν
σ

1
ν

µ+γ

 , Vg =


0
µ+ν
β0

1

0

 .

Nous véri�ons les calculs qui suivent les hypothèses du théorème 2.1.2
pour (β0, xs). On a

∂βf(β0, xs) =


0

0

0

0

 et donc tVg∂βf(β0, xs) = 0,

∂x∂βf(β0, xs) =


0 0 −1 0

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 et donc tVg∂x∂βf(β0, xs)Vd =
µ+ ν

β0
6= 0,

∂2
xf1(β0, xs) = −∂2

xf2(β0, xs) =


0 0 −β0 0

0 0 0 0

−β0 0 0 0

0 0 0 0


et ∂2

xf3(β0, xs) = ∂2
xf4(β0, xs) = 0

ce qui donne

tVg∂
2
xf(β0, xs)(Vd, Vd) =

−2β0(µ+ ν)
µ

6= 0.

Les hypothèses du théorème 2.1.2 sont donc véri�ées. En plus, à part
la valeur propre nulle toutes les autres valeurs propres sont négatives. Il en
résulte que la famille f(v, x) subit une bifurcation transcritique en (β0, xs)
avec changement de stabilité de xs. Comme xs est stable pour β < β0, c'est-
à-dire B < 0, il est instable pour β > β0, c'est-à-dire B > 0.

Nous traitons maintenant le cas de l'équilibre endémique xe. Rappelons
d'abord que cet équilibre se trouve dans la région Ω si et seulement si B > 0.
Comme nous sommes interessés uniquement par le comportement de f(v, x)
dans Ω on peut supposer que B > 0.
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Le polynome caractéristique χ(v, x, Z) de ∂xf(v, x) s'écrit sous-forme
factorisée

χ(v, x, Z) = (Z + µ)(Z3 + c2(v, x)Z2 + c1(v, x)Z + c0(v, x)).

En subtituant se à S et ie à I dans c0 on obtient l'expression

ieβ
(
µ2 + µ ν + µσ + σ ν + γ µ+ γ ν + γ σ

)
qui est strictement positive du fait que ie > 0. Il en résulte donc que la famille
∂xf(v, xe) n'a pas de valeur propre nulle lorque B > 0. D'autre part, si on
écrit Z3 + c2(v, x)Z2 + c1(v, x)Z + c0(v, x) sous la forme χ1(Z2) + Zχ2(Z2)
alors le résultant de χ1(Z) et χ2(Z) par rapport à Z est r(v, x) = c1c2 − c0.
En substituant se à S dans r(v, x) on obtient l'expression

β2ν I2 + β2γ I2 + 2β2µ I2 + β2σ I2 + 7β µ2I + β σ ν I + 2β γ σ I
+β γ2I + 6β γ µ I + β σ2I + 5β µ ν I + 5β µσ I + β ν2I + 2β γ ν I
+µσ2 + γ2σ + 2µσ ν + ν2µ+ 6µ3 + 6µσ γ + 5µ2σ + 5µ2ν + γ σ2 + ν2γ
+2 γ2µ+ γ2ν + 6µ ν γ + 2σ ν γ + 8µ2γ

qui est clairement strictement positive lorsque I ≥ 0. Comme ie > 0 cette
expression évaluée en ie reste strictement positive, et donc non nulle. Il en
résulte alors que ∂xf(v, xe) ne peut pas avoir de valeur propre à partie réelle
nulle.

En somme, nous avons montré que si la famille f(v, x) subit une bi-
furcation en l'un des ses deux équilibres alors B(v) = 0, c'est-à-dire que
l'hypothèse 3. du théorème 4.1.1 est véri�ée pour f(v, x). Il en résulte que
xe est asymptotiquement stable pour B > 0.

Proposition 4.2.1. Soit B = σβ − (µ+ σ)(µ+ ν). Alors selon le signe de
B on a l'un des cas suivants.

1. Si B ≤ 0 alors l'équilibre sans maladie xs est globalement asymptoti-
quement stable dans Ω.

2. Si B > 0 alors xs est instable et xe est localement asymptotiquement
stable.

3. Si B = 0 alors il y a échange de stablité entre xs et xe via une bifur-
cation transcritique.

La �gure 4.2.2 représente le diagramme de bifurcation du modèle pour
des valeurs particulières de µ, ν, σ et γ.

4.3 Un modèle de type SEIT

Le modèle SEIT [56] est un simple modèle de traitement pour la tuber-
culose. La population est divisée en 4 compartiments, à savoir les susceptibles
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Fig. 4.2.2 � Bifurcation transcritique

(S), les exposés (E), les infectieux (I) et les traités (T ). Tous les nouveaux
nés sont supposés être susceptibles. Les susceptibles et les traités deviennent
exposés aux taux β1I et β2I respectivement, avec β2 < β1. Les exposés pro-
gressent au stade des infectieux au taux ν. Le taux de traitement pour les
exposés est r1. Pour les infectieux le taux de traitement est r2, mais le traite-
ment réussit seulement pour une fraction q. Les infectieux dont le traitement
n'a pas réussi retournent dans le compartiment des exposés. Le diagramme
de transfert du modèle est donné par la �gure 4.3.1.

Le modèle est représenté par le système d'équations di�érentielles ordi-
naires suivant.

Ṡ = d− dS − β1IS

Ė = β1IS + β2IT − (d+ ν + r1)E + (1− q)r2I
İ = νE − (d+ r2)I
Ṫ = r1E + qr2I − β2IT − dT

(4.3.1)

avec
S : groupe des susceptibles.
E : groupe des exposés.
I : groupe des infectieux.
T : groupe des personnes sous traitement.
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Fig. 4.3.1 � Diagramme de transfert du modèle SEIT .

β1 : paramètre de transmission pour les susceptibles.
β2 : paramètre de transmission pour ceux qui sont sous traitement β1 > β2.
d : taux de natalité = taux de mortalité.
ν : taux de passage d'exposés aux infectieux.
r1 : taux de traitement pour les exposés.
r2 : taux de traitement pour les infectieux.
q : fraction d'infectieux traités avec succès.

Pour simpli�er notons par f(v, x) la famille de champs de vecteurs as-
sociée à ce modèle, avec v = (β1, β2, d, ν, r1, r2, q) et x = (E, I, S, T ), et
remarquons que les composantes de f sont dans Q[u, x]. Comme le taux
de natalité est supposé égal au taux de mortalité, la taille de la popula-
tion S + E + I + T est constante et en normalisant on peut supposer que
S + E + I + T = 1. Il est facile de véri�er que Ṡ + Ė + İ + Ṫ = 0, et donc
l'hypersurface S + E + I + T = 1 est invariante par la famille f(v, x).

Il est facile de véri�er par le critère (3.3.1) que le cone positif R4
+ est

positivement invariant par la famille f(v, x). Il en résulte que le compact
Ω = {E, I, S, T ≥ 0, S + E + I + T = 1} est positivement invariant par
f(v, x). Dans tout la suite nous étudierons la dynamique de f(v, x) dans le
compact Ω.

Le sous-espace sans maladie du modèle est donné par E = I = 0, et il est
facile de véri�er par le critère (3.3.2) qu'il est invariant par la famille f(v, x).
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4.3.1 Détermination des équilibres

Les équilibres du modèle sont donnés par le système polynomial

d− dS − β1IS = 0
β1IS + β2IT − (d+ ν + r1)E + (1− q)r2I = 0
νE − (d+ r2)I = 0
r1E + qr2I − β2IT − dT = 0

(4.3.2)

Comme expliqué dans la section 3.1, nous commençons par regarder
ce système dans Q(β1, β2, d, ν, r1, r2, q)[S,E, I, T ]. Le calcul d'une base de
Groebner du système pour l'ordre lexicographique S ≺ E ≺ I ≺ T donne le
système

KS = (S − 1) (β1
2S2ν − β1S

2ν β2 + β2r2dS − Sβ1d
2 + β2d

2S + ν β2dS
+β1β2ν S − Sβ1dr2 − β1ν dS − Sβ1r1d− Sβ1r1r2 − Sβ1ν qr2
−β2d

2 − ν β2d− β2r2d),
KE = β1β2ν (d+ r2 + ν)E + (d+ r2) (S − 1) (β1

2ν S + β2(d2 + r2d
+ν d) + β1(β2ν − β2ν S − r1d− ν d− d2 − dr2 − r1r2 − ν qr2)),

KI = β1β2 (d+ r2 + ν) I + (S − 1) (β1
2ν S + β2(d2 + r2d+ ν d)

+β1(β2ν − β2ν S − r1d− ν d− d2 − dr2 − r1r2 − ν qr2)),
KT = β1β2νT + (1− S) (β2(ν d+ r2d+ d2) + β1(β1ν S − β2ν S

−dr2 − d2 − ν d− ν qr2 − r1d− r1r2)).

Le plus petit multiple commun des coe�ents de tête des polynômes Ki est
m = νβ1β2(β1 − β2)(d + ν + r2). Puisque les paramètres sont supposés
strictement positifs et β2 < β1, il en est de même pour m et en particulier
il ne s'annulle jamais. Il en résulte donc d'après la proposition 3.1.1 que les
deux systèmes ont les mêmes solutions.

Le système donné par la base de Groebner est particulièrement facile à
résoudre. On a KS = 0⇐⇒ S = 1 ou P1 = 0 avec

P1 = c2S
2 + c1S + c0

où c2 = νβ1(β1 − β2),
c1 = −β1νqr2 + β2r2d − β1r1d − β1r2d − β1r1r2 + β1β2ν + νβ2d − νβ1d −
β1d

2 + β2d
2 et c0 = −β2(d2 + νd + r2d). On a c0c2 < 0 et donc l'équation

P1 = 0 a une racine strictement positive et une racine strictement négative.
Comme c2 > 0 la racine strictement positive est comprise entre 0 et 1 si et
seulement si P1(1) > 0, soit B > 0 avec

B = β1ν − ν qr2 − ν d− r2d− r1r2 − r1d− d2. (4.3.3)

Le système a donc une seule solution, à savoir l'équilibre sans maladie xs =
(0, 0, 1, 0), lorsque B < 0 et une autre solution xe = (ee, ie, se, te), avec

67



se > 0, lorsque B ≥ 0. Les composantes de xe sont données par

ee = − (d+r2)(−ν β2+r1r2+β2ν se−seβ1ν+dν+d2+ν qr2+dr2+dr1)
ν β2(d+r2+ν) ,

ie = −−ν β2+r1r2+β2ν se−seβ1ν+dν+d2+ν qr2+dr2+dr1
β2(d+r2+ν) ,

se = −c1+
√
c21−4c2c0

2c2
,

te = d2+dr2+dr1+dν+r1r2−seβ1ν+ν qr2
ν β2

.

Il est facile de véri�er que l'équilibre xe est dans le compact Ω, c'est à
dire épidémiologiquement signi�catif, si et seulement si B ≥ 0. En d'autres
termes, le modèle a un équilibre endémique si et seulement si B > 0, et
lorque B = 0 les deux équilibres coincident.

4.3.2 Stabilité de l'équilibre sans maladie

En utilisant les notations de la section 3.3 on a x = y, z, y = (E, I),
z = (S, T ), ψ(v) = (1, 0), g(v, y) = (−(d+ν+ r1)E+ (β1 + (1− q)r2)I, νE−
(d+ r2)I) et h(v, z) = (d− dS,−dT ). On a alors

∂yg(v, 0) =
[
−(d+ ν + r1) β1 + (1− q)r2

ν −(d+ r2)

]
.

On a déjà véri�é les hypothèses (H1) et (H2). En plus, le changement de co-
ordonnées z → z + 1 transforme la famille de champs de vecteurs h(v, z)
en une famille de champs de vecteurs linéaires −dI2.z où I2 est la ma-
trice identité de dimension 2. En particulier, l'équilibre (1, 0) de h(v, z)
est hyperbolique et globalement asymptotiquement stable, et donc le mo-
dèle véri�e l'hypothèse (H3). D'autre part, il est clair que le modèle véri-
�e l'hypothèse (H4). En utilisant le théorème 3.5.1 l'équilibre sans maladie
est hyperbolique et localement asymptotiquement stable si et seulement si
det ∂yg(v, 0) = β1ν − ν qr2 − ν d − r2d − r1r2 − r1d − d2 < 0, c'est-à-dire
B < 0.

On a (β1IS + β2IT − (d + ν + r1)E + (1 − q)r2I, νE − (d + r2)I) ≤
(−(d+ ν+ r1)E+ (β1 + (1− q)r2)I, νE− (d+ r2)I) car S ≤ 1 car S+T ≤ 1
et β2 < β1. Donc le modèle SEIT satisfait la condition 3. du théorème 3.4.1
sur Ω. Cela montre que l'équilibre sans maladie du modèle est hyperbolique
et globalement asymptotiqement stable dans Ω si B < 0.

Lorsque B = 0 l'équilibre sans maladie xs n'est pas hyperbolique, mais le
système possède une fonction de Lyapunov dans Ω, à savoir νE+(d+ν+r1)I,
qui assure la stabilité globale de xs dans Ω.

4.3.3 Bifurcation et stabilité de l'équilibre endémique

Pour étudier les bifurcations locales de la famille f(v, x) nous �xons tous
les paramètres à l'exception de β1 et nous cherchons les valeurs de β1 pour
lesquelles l'un des équilibres xs ou xe est non hyperbolique.
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Commençons d'abord par l'équilibre sans maladie xs. Le polynôme ca-
ractéristique de ∂xf(v, xs) s'écrit sous-forme factorisée

χ(v, x, Z)p = (Z + d)2(Z2 + (r1 + 2 d+ ν + r2 )Z −B).

Comme d, r1 +2 d+ν+r2 > 0 la seule possibilité pour ∂xf(v, xs) d'avoir des
valeurs propres de partie réelle nulle est que B = 0. Cela arrive exactement
en la valeur β0 = r1d+r1r2+νd+d2+νqr2+r2d

ν du paramètre β1, et dans ce cas
∂xf(v, xs) possède 0 comme unique valeur propre de partie réelle nulle et
xs = xe. Cette valeur propre est simple et a pour vecteurs propres à droire
et à gauche

Vd =


β0

d

d+r2
ν

1
r1(d+r2)+νqr2

νd

 et Vg =


0
ν

d+ν+r1

1

0

 .

Nous véri�ons dans les calculs qui suivent les hypothèses du thórème 2.1.2
pour (β0, xs).

∂β1f(xs, β0) =


0

0

0

0

 et donc V T
g ∂β1f(xs, β0) = 0,

∂x∂β1f(xs, β0) =


0 0 −1 0

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0


et donc V T

g ∂x∂β1f(xs, β0)Vd =
ν

ν + d+ r1
6= 0,

∂2
xf1(xs, β0) =


0 0 −β0 0

0 0 0 0

−β0 0 0 0

0 0 0 0

 , ∂2
xf2(xs, β0) =


0 0 β0 0

0 0 0 0

β0 0 0 β2

0 0 β2 0

 ,

∂2
xf4(xs, β0) =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −β2

0 0 −β2 0

 , ∂2
xf3(xs, β0) = 0
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ce qui donne

V T
g ∂

2
xf(xs, β0)(Vd, Vd) = 2

(
β2

0

d
+ β2

r1(d+ r2) + νqr2
νd

)
ν

d+ ν + r1
6= 0.

Les hypothèses du théorème 2.1.2 sont donc véri�ées. En plus, à part
la valeur propre nulle toutes les autres valeurs propres sont négatives. Il en
résulte que la famille f(v, x) subit une bifurcation transcritique en (β0, xs)
avec changement de stabilité de xs. Comme xs est stable pour β1 < β0,
c'est-à-dire B < 0, il est instable pour β1 > β0, c'est-à-dire B > 0.

Nous traitons maintenant la cas de l'équilibre endémique xe. Rappelons
d'abord que cet équilibre se trouve dans la région Ω si et seulement si B > 0.
Comme nous sommes interessés uniquement par le comportement de f(v, x)
dans Ω on peut supposer que B > 0.

Le polynôme caractéristique χ(v, x, Z) de ∂xf(v, x) s'écrit sous-forme
factorisée

χ(v, x, Z) = (Z + d)(Z3 + c2(v, x)Z2 + c1(v, x)Z + c0(v, x)).

En subtituant se à S et ie à I dans c0 on obtient l'expression

ie (β1β2(d+ r2 + ν)ie + (β1 − β2)β1ν se + β2d(r2 + d+ ν)) ,

qui est strictement positive du fait que ie > 0 et se > 0. Il en résulte
donc que la famille ∂xf(v, xe) n'a pas de valeur propre nulle lorsque B > 0.
D'autre part, si on écrit Z3 + c2(v, x)Z2 + c1(v, x)Z + c0(v, x) sous la forme
χ1(Z2) + Zχ2(Z2) alors le résultant de χ1(Z) et χ2(Z) par rapport à Z est
r(v, x) = c1c2 − c0. En substituant se à S et te à T dans r(v, x) on obtient
l'expression(

β1
2β2 + β2

2β1

)
I3 + (2β1β2ν + 6β1β2d+ 2β2β1r1 + 2β1β2r2

+β2
2r2 + β2

2ν + 2β2
2d+ 2β1

2d+ β1
2r2 + β1

2r1 + β1
2ν)I2

+(5β1dr2 + 7β1d
2 + β1ν r2(2− q) + β2ν qr2 + r1ν β2 + 2β1r1ν

+β1r1r2 + β2r2
2 + 5β1ν d+ 5β1r1d+ β1ν

2 + 2 r2ν β2 + 8β2d
2

+ν2β2 + 6β2r2d+ β1r1
2 + 4 r1dβ2 + 2 r1β2r2 + 6 ν β2d

+(β1 − β2)ν β2te + β1r2
2)I + 2 r1ν d+ 5 r1d2 + 6 d3 + r1

2d+ r2
2d

+2 r1r2d+ 5 r2d2 + 5 ν d2 + ν2d+ 2 ν r2d,

qui est clairement strictement positive lorsque I ≥ 0. Comme ie > 0 cette
expression évaluée en ie reste strictement positive, et donc non nulle. Il en
résulte alors que ∂xf(v, xe) ne peut pas avoir de valeur propre à partie réelle
nulle.

En somme, nous avons montré que si la famille f(v, x) subit une bifurca-
tion en l'un de ses deux équilibres alors B(v) = 0, c'est-à-dire que l'hypothèse
3. du théorème 4.1.1 est véri�ée pour f(v, x). Il en résulte que xe est asymp-
totiquement stable pour B > 0.
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Proposition 4.3.1. Soit B = β1ν−ν qr2−ν d−r2d−r1r2−r1d−d2. Alors
selon le signe de B on a l'un des cas suivants.

1. Si B ≤ 0 alors l'équilibre sans maladie xs est globalement asymptoti-
quement stable dans Ω.

2. Si B > 0 alors xs est instable et xe est localement asymptotiquement
stable.

3. Si B = 0 alors il y a échange de stablité entre xs et xe via une bifur-
cation transcritique.
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Chapitre 5

Un modèle de maladie
bactérienne à deux souches
avec traitement antibiotique

Nous présentons dans ce chapitre un modèle pour étudier la propaga-
tion d'une maladie bactérienne à deux souches dans une population sous
traitement antibiotique. On suppose donc que le vecteur de la maladie est
une bactérie qui peut se présenter sous la forme de deux souches B1, B2.
La souche B1 est sensible au traitement antibiotique alors que la souche B2

y est résistante mais moins transmissible. On suppose aussi qu'un individu
ne peut pas être colonisé par les deux bactéries en même temps. Les indi-
vidus colonisés par B1 ne sont pas traités, et les individus sous traitement
antibiotique peuvent être colonisés par B2 mais pas par B1.

La population est divisée en cinq classes. Ceux qui ne portent ni B1 ni B2

et qui ne sont pas sous traitement antibiotique sont dans la classe S. Ceux
qui portent seulement B1 sont dans la classe I1. Ceux qui ne portent ni B1

ni B2 et qui sont sous traitement antibiotique sont dans la classe T . Ceux
qui portent B2 et qui sont sous traitement antibiotique sont dans la classe
T2 et ceux qui portent B2 et qui ne sont pas sous traitement antibiotique
sont dans la classe I2. Le diagramme de transfert du modèle est donné par
la �gure 5.0.1.

Le modèle est représenté par le système d'équations di�érentielles ordi-
naires suivant.

Ṡ = µ− αS − β1SI1 + γI1 + δT − µS − β2SI2 − β2ST2 + γI2
İ1 = β1 I1S − γ I1 − α I1 − µ I1
Ṫ = αS − δ T − β2 TI2 − β2 TT2 + γ T2 + α I1 − µT
Ṫ2 = β2 TI2 + β2 TT2 − γ T2 + α I2 − δ T2 − µT2

İ2 = β2 SI2 + β2 ST2 − γ I2 − α I2 + δ T2 − µ I2

(5.0.1)
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Fig. 5.0.1 � Diagramme de transfert de SI1TT2I2.

où
α : taux de traitement antibiotique,
δ : taux de �n de traitement antibiotique,
β1 : taux de transmission pour la bactérie susceptible,
β2 : taux de transmission pour la bactérie résistante,
γ : taux de guérison,
µ : taux de natalité=taux de mortalité.

5.1 Les équilibres du modèle

On calcule une base de Groebner du système

µ− αS − β1SI1 + γI1 + δT − µS − β2SI2 − β2ST2 + γI2 = 0
β1 I1S − γ I1 − α I1 − µ I1 = 0
αS − δ T − β2 TI2 − β2 TT2 + γ T2 + α I1 − µT = 0
β2 TI2 + β2 TT2 − γ T2 + α I2 − δ T2 − µT2 = 0
β2 SI2 + β2 ST2 − γ I2 − α I2 + δ T2 − µ I2 = 0
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par rapport à l'ordre lexicographique S ≺ I1 ≺ T ≺ T2 ≺ I2. On obtient
alors un système de la forme

g1 = a1S
3 + b1S

2 + c1S + d1

g2 = a2SI1 + b2I1
g3 = a3I

2
1 + b3I1 + c3S

2 + d3S + e3
g4 = a4T + b4I1 + c4S

2 + d4S + e4
g5 = a5T2 + b5I1 + c5S

2 + d5S + e5
g6 = a6I2 + b6I1 + c6S,

(5.1.1)

où g1 est un polynôme de degré 3 en S de racines s0 = δ+µ
α+µ+δ ,

s1 = α+µ+γ
β1

et s2 = αβ2 µ+δ α γ+δ αµ+β2 δ γ+δ µ2+µ δ2+δ γ µ+γ δ2+µ2β2+β2 δ µ+γ β2 µ
β2 (α+µ+δ)(α+β2+δ) .

Pour S = s0, on obtient un seul équilibre, noté E0, dont les coordonnées
sont

s0 = δ+µ
α+µ+δ

i10 = 0
t0 = α

α+µ+δ

t20 = 0
i20 = 0

C'est l'équilibre sans maladie du modèle, et il existe pour toutes valeurs des
paramètres.

Pour S = s2, on obtient un seul équilibre, noté E2, dont les composantes
sont

s2 = αβ2 µ+δ α γ+δ αµ+β2 δ γ+δ µ2+µ δ2+δ γ µ+γ δ2+µ2β2+β2 δ µ+γ β2 µ
β2 (α+µ+δ)(α+β2+δ)

i12 = 0

t2 = (αγ+αµ+γ δ+µ δ+γ β2+µ2+γ µ)α
β2 (α+µ+δ)(α+β2+δ)

t22 = V2(α+β2+δ+µ)α
β2 (α+µ+δ)(α+β2+δ)

i22 =
V2(δ α+β2 µ+β2 δ+δ2+µ δ)
β2 (α+µ+δ)(α+β2+δ)

où V2 = β2− µ− γ. Cet équilibre correspond à l'absence de la souche B1, et
il existe si et seulement si V2 ≥ 0.

Pour S = s1, on obtient deux équilibres E1, E3. Les coordonnées de E1

sont
s1 = α+µ+γ

β1

i11 = V1
β1 (α+µ+δ)

t1 = α
α+µ+δ

t21 = 0
i21 = 0

où V1 = (δ+µ )β1 −α2−δ α−γ µ−γ δ−µ δ−αγ−2αµ−µ2. Cet équilibre
correspond à l'absence de la souche B2. Il existe si et seulement si V1 ≥ 0.
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Les coordonnées de E3 sont

s3 = α+µ+γ
β1

i13 = − V3
β2 (β1−β2 )(α+µ+δ)(α+µ+γ)

t3 = −β2 α+β2 µ+γ β2−µβ1−β1 γ
β1 β2

t23 = V4
(α+µ+δ)β1 β2

i23 = (β1 δ+β2 α+γ β2+β2 µ)V4

β2 (β1−β2 )(α+µ+γ)β1 (α+µ+δ)

où

V3 = −(γ β2 µ+ β2 µ
2 + δ µ2 + γ δ2 + αµβ2 + δ α γ + δ αµ+ β2 δ γ

+β2 δ µ+ µ δ2 + δ γ µ)β1 + β2 (α+ δ + β2 ) (µ+ α+ δ) (α+ γ + µ)

et
V4 = (−αµ−αγ−µ δ−γ δ+β2 α−γ µ−µ2)β1 +β2 (µ+ α+ δ) (α+ γ + µ)

Cet équilibre correspond à la coexistence des deux souches B1 et B2. Il
existe si et seulement si V4 ≥ 0 et V3 ≤ 0.

5.2 Stabilité des équilibres

Nous étudions dans cette section la stabilité locale hyperbolique des
quatre équilibres du modèle. Pour ceci nous utilisons la méthode classique
de linéarisation. Autrement dit, nous calculons le polynôme caractéristique
du jacobien du système en chaque équilibre et nous analysons ses racines.

5.2.1 Stabilité de l'équilibre E0

Pour l'équilibre sans maladie E0 on obtient le polynôme caractéristique
sous forme factorisée

χ0 = (Z + µ) (Z + δ + µ+ α) (Z+µ+γ+α+δ) (Z − V2)
(
Z − V1

δ + µ+ α

)
.

Ainsi l'équilibre E0 est hyperbolique et localement asymptotiquement stable
si et seulement si V1 < 0 et V2 < 0.

5.2.2 Stabilité de l'équilibre E1

Pour l'équilibre E1 on obtient le polynôme caractéristique sous forme
factorisée

χ1 = (Z + µ) (Z + µ+ α+ δ) (Z + γ + µ+ α+ δ)
(
Z +

V1

µ+ δ + α

)(
Z − V4

β1( δ + µ+ α)

)
.

Ainsi l'équilibre E1 est hyperbolique et localement asymptotiquement stable
si et seulement si V1 > 0 et V4 < 0.

75



Fig. 5.2.1 � Domaine d'existence de l'équilibre E0 dans le domaine 0 ≤ β2 ≤
β1

Fig. 5.2.2 � Domaine d'existence de l'équilibre E1 dans le domaine 0 ≤ β2 ≤
β1
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Fig. 5.2.3 � Domaine d'existence de l'équilibre E2 dans le domaine 0 ≤ β2 ≤
β1

5.2.3 Stabilité de l'équilibre E2

Pour l'équilibre E2 on obtient le polynôme caractéristique sous forme
factorisée

χ2 = (Z + µ) (Z + δ + µ+ α) (Z+α+δ+β2) (Z + V2)
(
Z +

V3

β2 (µ+ δ + α) (α+ δ + β2)

)
.

Ainsi l'équilibre E2 est hyperbolique et localement asymptotiquement stable
si et seulement si V2 > 0 et V3 > 0.

5.2.4 Stabilité de l'équilibre E3

Pour l'équilibre endémique E3 le polynôme caractéristique ne se factorise
pas. Nous utilisons alors une autre technique. Pour commencer, le polynôme
caractéristique non spécialisé se factorise sous la forme

χ = (Z + µ)(Z + µ+ α+ δ)Q,

avec Q = Z3 + q2Z
2 + q1Z + q0 un polynôme de degré 3. Pour étudier la

stabilité de E3 nous appliquons le théorème de Liénard-Chipart au polynôme
Q. Quand nous faisons une substitution partielle en remplaçant S et T par
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s3 et t3 nous obtenons les coe�cients

q2 = 2β2 T2 + 2β2 I2 + γ + µ+ β1 I1 + δ + α,
q1 = (β2 I2 + β2 T2 + γ + α+ δ + µ) (β2 I2 + β2 T2 + β1 I1) et
q0 = I1β2 (β1 − β2) (α+ µ+ γ) (T2 + I2)

qui sont tous les trois strictement positifs si et seulement si i13, i23, t23 > 0.
Le seul sous-résultant que nous avons à calculer est sr = q1q2 − q0. Après
l'avoir calculé et en remplaçant S et T par s3 et t3 nous avons

sr = 3β2
2I2

2µ+β1
2I1

2γ+β1
2I1

2δ+β1
2I1

2µ+β2 T2δ
2 +β2 I2δ

2 +β1 I1δ
2

+α2β1 I1+β1
2I1

2α+2β2
3T2

3+3β2
2T2

2µ+3β2
2I2

2γ+3αβ2
2I2

2+3αβ2
2T2

2

+ 3β2
2T2

2γ + 3β1 I1β2 I2γ + 3β1 I1β2 T2µ+ 3β1 I1β2 I2µ+ 3β1 I1β2 T2γ
+ 2β2 I2γ δ + β1

2I1
2β2 I2 + β1

2I1
2β2 T2 + I1β2

2I2α+ I1β2
2I2µ+ I1β2

2I2γ
+ I1β2

2T2α+ I1β2
2T2µ+ I1β2

2T2γ + 2β1 I1µ δ + 2β1 I1µγ + 6β2
2T2I2µ

+ 2β2 T2γ δ + 2β2 T2γ µ+ 2β2 T2αγ + 2β2 T2αµ+ 2β2 T2µ δ + 2β2 I2γ µ
+ 2β2 I2αγ + 2β2 I2αµ+ 2β2 I2µ δ + 2αβ1 I1µ+ 2αβ1 I1γ + 6αβ2

2T2I2
+ 2αβ2 I2δ + 2αβ2 T2δ + 2β1 I1δ γ + 6β2

2T2I2γ + 3β2
2T2

2β1 I1 + α2β2 I2
+β1 I1µ

2 +2β2
3I2

3 +β1 I1γ
2 +β2 T2µ

2 +β2 T2γ
2 +β2 I2γ

2 +β2 I2µ
2 +α2β2 T2

+ 3αβ1 I1β2 T2 + 3αβ1 I1β2 I2 + 6β2
2T2I2δ + 3β2

2I2
2β1 I1 + 2 δ α β1 I1

+3β2
2T2

2δ+6β2
3T2

2I2+6β2
3T2I2

2+3β2
2I2

2δ+6β2
2T2β1 I1I2+4β2 T2β1 I1δ

+ 4β2 I2β1 I1δ.
qui est visiblement strictemnt positif si et seulement si i13, i23, t23 > 0. Donc
q2, q1, q0 et sr sont tous strictement positifs. L'équilibre E3 est donc hyper-
bolique et localement asymptotiquement stable si et seulement si V4 > 0 et
V3 < 0.

5.3 Bifurcations des points d'équilibres

Soient o1, o2, o3, o4 les racines de V1(β1), V2(β2), V3(β1), V4(β1) respecti-
vement.

5.3.1 Echange de stabilité entre E0 et E1

Si V1 < 0, E0 est stable si V2 < 0 et E1 n'existe pas.
Si V1 = 0 E0 et E1 coincident et le polynôme caractéristique correspondant
a une seule valeur propre nulle et les autres sont négatives :

P0(o1) = P1(o1) = Z (Z + µ+ γ + δ + α) (Z − V2) (Z + α+ δ + µ) (Z + µ) .

Si V1 > 0 E0 est instable et E1 apparait stable si V4 < 0. Ainsi E0 a perdu la
stabilité au pro�t de E1 quand V1 a passé par 0. D'où on a une bifurcation
transcritique quand V1 = 0 c'est-à-dire quand β1 = o1.
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Fig. 5.2.4 � Domaine d'existence de l'équilibre E3 dans le domaine 0 ≤ β2 ≤
β1

5.3.2 Echange de stabilité entre E0 et E2

Si V2 < 0, E0 est stable si V1 < 0 et E2 n'existe pas.
Si V2 = 0 E0 et E2 coincident et le polynôme caractéristique correspondant
a une seule valeur propre nulle et les autres sont négatives :

P0(o2) = P2(o2) = Z (Z + µ) (Z + α+ δ + µ) (Z + µ+ γ + δ + α)
(
Z − V1

δ + µ+ α

)
.

Si V2 > 0 E0 est instable et E2 apparait stable si V3 > 0. Ainsi E0 a perdu la
stabilité au pro�t de E2 quand V2 a passé par 0. D'où on a une bifurcation
transcritique quand V2 = 0 c'est-à-dire quand β2 = o2.

5.3.3 Echange de stabilité entre E1 et E3

Si V4 < 0, E1 est stable si V1 > 0 et E3 n'existe pas.
Si V4 = 0 E1 et E3 coincident et le polynôme caractéristique correspondant
a une seule valeur propre nulle et les autres sont négatives :

P1(o4) = P3(o4) = Z (Z + µ) (Z + µ+ α+ δ) (Z + γ + µ+ α+ δ) (Z + V ′1)

avec

V ′1 = −(δ + α+ µ)2 (α+ γ + µ) (µ− β2 + γ)
αµ+ γδ + γµ+ µδ − β2α+ αγ + µ2
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qui est strictement positif quand V3 < 0 et V4 ≥ 0.
Si V4 > 0 E1 est instable et E3 apparait stable si V3 < 0. Ainsi E1 a perdu la
stabilité au pro�t de E3 quand V4 a passé par 0. D'où on a une bifurcation
transcritique quand V4 = 0 c'est-à-dire quand β1 = o4.

5.3.4 Echange de stabilité entre E2 et E3

Si V3 < 0, E3 est stable si V4 > 0 et E2 est instable.
Si V3 = 0 E3 et E2 coincident et le polynôme caractéristique correspondant
a une seule valeur propre nulle et les autres sont négatives :

P2(o3) = P3(o3) = Z (Z + µ) (Z + β2 + α+ δ) (Z + δ + α+ µ) (Z + V2)

Si V3 > 0 E3 est instable et E2 apparait stable si V2 > 0. Ainsi E3 a perdu la
stabilité au pro�t de E2 quand V3 a passé par 0. D'où on a une bifurcation
transcritique quand V3 = 0 c'est-à-dire quand β1 = o3.

5 Echange de Stabilité entre E0 et E3 et entre E1 et E2

Les échanges de stabilité entre E0 et E3 et entre E1 et E2 ne réalisent
que si V1 = V2 = 0 suivant que (β1, β2) passe du domaine de stabilité de E0

(resp. E1) à celui de E3 (resp. E2) en passant par (o1, o2) voir la �gure 5.4.1.

5.4 Représentation des domaines de stabilité des
équilibres dans le plan (β1, β2)

Pour avoir une représentation uniforme pour tous les paramètres, véri-
�ons si les représentions de V3 = 0 et V4 = 0 gardent les mêmes positons
dans R2

+ pour toutes valeurs des paramètres données.
On a V3 = p2β

2
2 + p1β2 + p0 avec

p0 = −δβ1 (δ + α+ µ) (µ+ γ) ,
p1 = −γβ1δ − γβ1µ+ γδ2 + γδµ+ 2γδα+ γµα+ γα2 − β1δµ− β1µ

2

− β1µα+ δ2µ+ δ2α+ δµ2 + 3δµα+ 2δα2 + µ2α+ 2µα2 + α3 et
p2 = (δ + α+ µ) (γ + α+ µ)
Soit d le discriminant de V3 suivant β2, d est positif et V3 a deux racines de
signes contraires car p0p2 < 0. Nous sommes intéressés par la racine positive

S1 = −p1+
√
d

2p2
.

Soit S2 la racine de V4(β2).
On a S1 − S2 = − p1

2p2
− S2 +

√
d

2p2
, comme V3(o1, o2) = V4(o1, o2) = 0 alors

− p1
2p2
− S2 < 0.

Ainsi le signe de S1 − S2 est celui de

d

(2p2)2
−
(
p1

2p2
+ S2

)2

=
β1α (δ + β1 + µ+ α) (µ+ γ)V1

(α2 + β1α+ γδ + γµ+ γα+ 2µα+ δµ+ µ2 + δα)2
,
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Fig. 5.4.1 � Domaines de stabilité des équilibres dans le domaine 0 ≤ β2 ≤ β1

et on a
si V1 < 0 alors S1 < S2

Si V1 > 0 alors S1 > S2.
Donc quelque soient les valeurs des paramètres les représentations de S1 et
S2 gardent les mêmes positions dans R2

+.
Finalement Pour résumer, on a le théorème suivant.

Théorème 5.4.1. Dans le domaine 0 ≤ β2 ≤ β1, le modèle représenté par
le système 5.0.1 a un équilibre sans maladie E0 qui existe à tout moment et
est localement asymptotiquement stable si V1 < 0 et V2 < 0 ;
et trois équilibres endémiques :
E1 qui existe si V1 ≥ 0 et est localement asymptotiquement stable si V1 > 0
et V4 < 0
E2 qui existe si V2 ≥ 0 et est localement asymptotiquement stable si V2 > 0
et V3 > 0, et
E3 qui existe et est localement asymptotiquement stable si V3 ≤ 0 et V4 ≥ 0.
En tout point qui n'est pas sur les frontière des domaines de stabilité il existe
un et un seul équilibre localement asymptotiquement stable voir �gure 5.4.1.
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