N° d’ordre : 4053 ANNEE : 2009

UNIVERSITE DE%@ u/é\h
RENNES 1 S

THESE / UNIVERSITE DE RENNES 1

sous le sceau de ["Université Européenne de Bretagne
pour le grade de

DOCTEUR DE L’UNIVERSITE DE RENNES 1

Mention : Mathématiques et applications
Ecole doctorale Matisse

présentée par

Adamou OTTO

préparée a 'unité de recherche UMR 6625 IRMAR
Institut de Recherche Mathématique de Rennes

UFR Mathématiques en cotutelle
avec 'UNIVERSITE ABDOU MOUMOUNI

Intitulé de la thése :

Etude de

quelques modéles
épidémiologiques
par les méthodes

du calcul formel

de Niamey, Niger

Thése soutenue a la faculté des sciences
de 'université Abdou Moumouni Niamey, Niger

le 8 décembre 2009
devant le jury composé de :

Issoufou KOUADA

Professeur, Université Abdou Moumouni / président
Moulaye BARKATOU

Professeur, Université de Limoges / rapporteur
Pierre-yves BOELLE

MCU-CH, Université Pierre et Marie Curie / rapporteur
Marie-Francoise ROY,

Professeur, Université de Rennesl / directrice de theése
Issoufou KATAMBE

Maitre de conférences, Université Abdou Moumouni
co-directeur de thése

Michelle COSTE,

Professeur, Université de Rennesl / examinateur



REMERCIEMENTS

Je remercie trés sincérement :

Professeur Marie-Francoise Roy de I’Université de Rennesl qui a ac-
cepté de diriger cette thése.

Professeur Michel Coste de I'Université de Rennesl qui a accepté d’exa-
miner cette thése. Je réitére toute ma gratitude a ce couple pour l'at-
tention qu’il m’a accordée lors de mes séjours de recherche & 'IRMAR
de I"Université de Rennesl.

Professeur Issoufou KOUADA de I’Université Abdou Moumouni de
Niamey président du jury de cette thése.

Maitre de conférence Issoufou KATAMBE de I’Université Abdou mou-
mouni de Niamey qui a accepté de co-diriger cette thése.

Professeur M’hamed El Kahoui de I’Université de Marrakech pour
notre fructueuse collaboration durant ses séjours invités a I’ IRMAR,
il a aussi participé & I’amélioration sensible de cette thése.

Docteur Thierry van Ellefterre modélisateur a GlaxoSmitheKline pour
notre collaboration active.

Professeur Moulay BARKATOU de I"Université de Limoges et MCU-
CH Pierre-Yves BOELLE de I’Université Pierre et Marie Curie qui ont
accepté d’étre les rapporteurs de cette thése.

Les enseignants chercheurs et le personnel administratif du départe-
ment de Mathématiques et Informatique de la Faculté des Sciences
de I’Université Abdou Moumouni de Niamey pour leur contribution &
cette thése.

Les autorités du Ministére des Enseignements Secondaire et Supérieur
de la Recherche et de la Technologie et du Ministére de la Fonction
Publique et du Travail qui ont autorisé ma mise en position de stage.
Ma famille qui a su comprendre et partager les sacrifices qu’implique
ce projet. Qu’elle re'l'(;%oive I’expression de ma reconnaissance.

Mes parents et amis qui m’ont toujours soutenu.

L’IRMAR et I’école doctorale Matisse, en particulier I’équipe de Géo-
métrie Algébrique réelle qui m’a acceuilli chaleureusement, et m’ont
permis de travailler dans les meilleures conditions possibles.

Le RAGAAD, le SARIMA, le CIMPA et la région Bretagne pour leurs
apports financiers, conditions indispensables pour mes séjours de re-
cherche.



Table des matiéres

Introduction 4
1 Modélisation épidémiologique 7
1.1 Le pourquoi et le comment . . . . .. ... .. ... ... .. 7
1.2 Taux de reproduction de base . . . . . . ... . ... ... .. 9
1.3 Troismodélesde base . . ... ... ... ... ... ..... 9
1.3.1 Le modéle endémique de base SIS . .. .. ... ... 9

1.3.2 Le modéle épidémique de base SIR . . . . . .. .. .. 10

1.3.3 Le modéle endémique de base SIR . . . . . ... ... 13

2 Notions préliminaires 17
2.1 Systémes dynamiques . . . . . . . ... 18
2.1.1 Stabilité des équilibres . . . . . . ... ... L. 18

2.1.2 Invariance et stabilité globale . . . . . . ... ... .. 19

2.1.3 Bifurcation transcritique et bifurcation de Hopf . . . . 21

2.2 Bases de Groebner . . . . ... ... ... ... ... ... 24
2.2.1 Notation . . . . . . . . . . . ... 24

2.2.2 Reéduction et division . . . . . . . ... ... L. 25

2.2.3 Définition des bases de Groebner . . . . . . . ... .. 27

2.24 Algorithme de Buchberger . . . . . . . ... ... ... 29

2.2.5 Systémes polynomiaux avec un nombre fini de solutions 30

2.3 Domaine de stabilité . . . . .. ... ... ... ... .. 32
2.3.1 Sous-résultants . . . . .. ... ... ... 32

2.3.2 Indicede Cauchy . . . . . ... ... ... ... ... 33

2.3.3 Indice de Cauchy et domaine de stabilité . . . . . . .. 34

2.3.4 Critére de Routh-Hurwitz . . . .. .. ... ... ... 35

2.4 Matrices positives et stabilité . . . . ... ... ... 36
2.4.1 Notation . . . . . . . . . . . ... 36

2.4.2 Matrices positives . . .. ..o 37

2.4.3 Perron-Frobenius pour une matrice strictement positive 41
2.4.4  Perron-Frobenius pour une matrice positive irréductible 43
2.4.5 Z-matrices et stabilité . . . ... ... 45



3 Etude de la stabilité de I’équilibre sans maladie dans les mo-

déles épidémiologiques 47
3.1 Détermination des équilibres . . . . . . .. ... oL 48
3.2 Factorisation du polynéme caractéristique a 1’équilibre sans
maladie . . . ... Lo a0
3.3 Structure de la matrice jacobienne & I’équilibre sans maladie. 51
3.4 Un critére de stabilité globale de ’équilibre sans maladie. . . 54
3.5 Une classe de modéles épidémiologiques . . . . . . . ... .. 55
4 Analyse de quelques modéles épidémiologiques 57
4.1 Echange de stabilité des équilibres . . . . . .. ... ... .. 57
4.2 Un modele de type SEIRS . . . . . . .. ... ... .. 60
4.2.1 Détermination des équilibres . . . . . . ... ... .. 61
4.2.2 Stabilité de 'équilibre sans maladie . . . . . . .. . .. 62
4.2.3 Bifurcation et stabilité de ’équilibre endémique . . . . 62
4.3 Un modéle de type SEIT . . . . . ... .. .. ... ..... 64
4.3.1 Détermination des équilibres . . . . . . ... ... .. 67
4.3.2 Stabilité de I’équilibre sans maladie . . . . . .. .. .. 68
4.3.3 Bifurcation et stabilité de I’équilibre endémique . . . . 68

5 Un modéle de maladie bactérienne a deux souches avec trai-

tement antibiotique 72
5.1 Les équilibres du modéle . . . . . . ... ... ... ... .. 73
5.2 Stabilité des équilibres . . . . . .. oo 75
5.2.1 Stabilité de I'équilibre g . . . . . . . .. ... 75
5.2.2 Stabilité de 'équilibre £y . . . . . .. ..o 75
5.2.3 Stabilité de I'équilibre 5 . . . . . ... ... L. 7
5.2.4  Stabilité de 'équilibre 3 . . . . . .. ..o 77
5.3 Bifurcations des points d’équilibres . . . . . . .. ... 78
5.3.1 Echange de stabilité entre Eget £y . . . . . . ... .. 78
5.3.2 FEchange de stabilité entre Eget Eo . . . . . . . .. .. 79
5.3.3 [Echange de stabilité entre By et E3 . . . . . . ... .. 79
5.3.4 FEchange de stabilité entre EFy et E5 . . . . . . . . . .. 80

5.4 Représentation des domaines de stabilité des équilibres dans
le plan (ﬁl, ,62) .......................... 80
Bibliographie 87



Introduction

Les systémes dynamiques sont trés répandus en modélisation biologique,
et en particulier en épidémiologie [21, 32, 39]. Dans beaucoup de modéles,
les systémes obtenus dépendent polynomialement des variables d’état et des
paramétres, nous citons a titre d’exemple [3, 46, 28, 11, 2, 41, 29, 16] mais la
liste est trés loin d’étre exhausive. Il est donc naturel de penser & utiliser 1’ar-
senal algorithmique et logiciel développé en algébre commutative effective,
e.g. |5, 20, 58], en algébre réelle, e.g. [4, 7] ainsi qu’en algeébre différentielle
[51, 40] pour étudier de tels systémes.

Durant les derniéres années les méthodes algébriques, et les logiciels
de calcul formel, ont été largement utilisés pour étudier les systémes issus
de la modélisation biologique. Une application classique de telles méthodes
consiste en la détection et I’étude de la stabilité des équilibres de ces modéles,
voir e.g. [36, 24, 14, 59, 49, 29]. D’autres questions telles que I’existence, ou
pas, d’'un comportement périodique ou de cycles limites ont récement été
considérées, voir e.g. [53, 54, 8, 50, 9, 10].

Dans ce travail nous nous concentrons sur ’étude, par des méthodes al-
gébriques, de la stabilité et des bifurcations des points d’équilibre dans les
modéles épidémiologiques donnés par des champs de vecteurs polynomiaux.
Les méthodes algébriques développées jusqu’a présent, voir e.g. [36, 24, 14,
49, 59], suivent en gros le schéma suivant. On utilise des critéres de stabi-
lité classiques du genre Routh-Hurwitz ou Liénard-Chipart pour exprimer le
probléme comme une formule du premier ordre dans le langage des corps or-
donnés. On simplifie ensuite la formule obtenue en utilisant des algorithmes
d’élimination des quantificateurs [55, 18, 61, 62, 19, 35| et de simplification
développés en algebre réelle [15, 12, 13]. Cette approche a l'avantage d’étre
complétement algorithmique, mais elle atteint vite ses limites vue la nature
extrémement complexe, et donc trés cotiteuse en temps et en espace de calcul,
de I’élimination des quatificateurs. Il arrive par exemple que cette démarche
produise une condition complexe pour un modéle donné alors que des cal-
culs a la main, inspirés par des considérations épidémiologiques, réussissent
a produire une condition équivalente trés simple, voir e.g. [14, section 8§].

L’une des raisons principales de cette limitation réside dans le fait qu’on
regarde les systémes issus de la modélisation épidémiologique comme étant



des systémes dynamiques polynomiaux généraux. Autrement dit, on ne tient
pas compte de certaines de leurs propriétés structurelles qui, comme nous
le verrons au chapitre 3, simplifient considérablement les calculs. Une autre
raison est qu’en général les coordonnées de certains points d’équilibre ne
s’expriment pas de maniére rationnelle en termes des parameétres, ce qui
nous oblige & mener les calculs, forcément plus cotliteux, sur une extension
algébrique du corps des paramétres du systéme. Nous verrons & travers des
exemples dans les chapitres 4 et 5 que les conclusions qu’on peut tirer de
ces calculs directs peuvent étre retrouvées par d’autres calculs, nettement
plus simples et plus riches en information, concernant les bifurcations des
équilibres.

Cette these est divisée en cing chapitres. Dans les deux premiers chapitres
nous rappelons les notions de base de la modélisation épidémiologique ainsi
que des outils mathématiques dont nous aurons besoin.

Le chapitre 1 est une bréve introduction & la modélisation en épidémio-
logie. Nous y définissons le tauz de reproduction de base, un concept central
en épidémiologie. Nous analysons aussi dans ce chapitre trois exemples de
modéles épidémiologiques de base. Ce chapitre est essentiellement déstiné
aux mathématiciens, un public qui n’est pas forcément familier avec la mo-
délisation en épidémiologie.

Le chapitre 2 est divisé en quatre sections. Les concepts mathématiques
que nous y exposons sont de nature élémentaire pour un mathématicien.
Nous les avons introduit dans le but de rendre plus agréable, pour un épidé-
miologiste, la lecture des autres chapitres. Dans la section 2.1 nous rappelons
des résultats classiques sur la stabilité locale et globale des équilibres d’un
systéme dynamique. Nous donnons ensuite une description sommaire et plu-
tot intuitive de quelques bifurcations locales de codimension 1. Nous traitons
le cas de la bifurcation transcritique avec plus de rigueur parce qu’elle se pro-
duit naturelement dans les modéles épidémiologiques comme nous le verrons
aux chapitres 4 et 5. Dans la section 2.2 nous exposons la théorie des bases
de Groebner dans les algébres de polyndmes & coefficients dans un corps
arbitraire K. Ce cadre général nous est d’une grande utilité pratique. En
effet, typiquement un modeéle épidémiologique déterministe est donné par

une famille de champs de vecteurs f = (f1,..., fn), ou f; € Q[v,x] est un
polynéme en termes des paramétres v = vq,...,v; et des variables d’état
r = T1,...,T,. Sachant que seuls les équilibres persistants, i.e. ceux qui

ne sont pas détruits par perturbation générique des paramétres, sont perti-
nents, nous pouvons regarder la famille de champs de vecteurs f(v,z) comme
étant un champ de vecteurs polynomial & coefficients dans le corps Q(v). Le
calcul d’une base de Groebner du systéme f; = --- = f, = 0, avec Q(v)
comme corps de base, nous fournit alors, aprés factorisation, des paramé-
trisations explicites en fonction de v des équilibres persistants de f. Dans
la section 2.3 nous rappelons deux résultats classiques, & savoir le critére de



Liénard-Chipart et celui de Routh-Hurwitz, qui donnent des conditions semi-
algébriques nécessaires et suffisantes pour qu’une matrice carrée a coefficient
réels soit stable, i.e. ses valeurs propres sont de partie réelle strictement né-
gative. Dans la section 2.4 nous donnons quelques résultats fondamentaux de
la théorie des matrices positives. Le théoréme de Perron-Frobenius, voir les
théorémes 2.4.4 et 2.4.6, ainsi qu’un critére de stabilité pour les Z-matrices,
voir le théoréme 2.4.7, jouent un roéle capital pour établir les résultats du
chapitre 3.

Le chapitre 3 est structuré comime suit. Dans la section 3.1 nous montrons
comment déterminer les équilibres persistants d’une famille polynomilale de
champs de vecteurs. Nous expliquons ensuite dans la section 3.2 pourquoi
fréquemment le polynéme caractéristique a 1’équilibre sans maladie d’'un mo-
déle épidémiologique se factorise. La section 3.3 est consacrée a I’étude de la
structure de la matrice jacobienne & I’équilibre sans maladie. De cette struc-
ture nous tirons des conditions nécessaires et suffisantes pour la stabilité de
cet équilibre. Une classe de modéles épidémiologiques est étudiée dans la
section 3.5. Pour cette classe nous montrons que la condition de stabilité de
I’équilibre sans maladie est particuliérement facile & obtenir. Un critére de
stabilité globale de ’équilibre sans maladie est donné dans la section 3.4. Les
résultats de ce chapitre sont publiés dans [23].

Dans le chapitre 4 nous traitons en utilisant le calcul formel des modéles
déja connus. Tous les modéles que nous traitons dans ce chapitre ont exac-
tement un équilibre sans maladie et au plus un équilibre endémique. Nous
commencons par donner dans la section 4.1 le schéma général que nous sui-
vrons pour traiter ces exemples. Dans les sections 4.2 et 4.3 nous étudions
deux modéles classiques de types SEIRS et SEIT respectivement.

Dans le chapitre 5 nous étudions un systéme qui modélise une population
envahie par une bactérie & deux souches et soumise & un traitement antibio-
tique. L’une des souches est supposée sensible au traitement alors que 'autre
y est résistante. Nous montrons que ce modéle a au plus quatre équilibres, et
nous donnons une étude compléte de leurs stabilité et de leurs bifurcations.
Les résultats de ce chapitre font partie d'un article en cours de rédaction.



Chapitre 1

Modélisation épidémiologique

1.1 Le pourquoi et le comment

L’épidémiologie est 'étude de I'état de santé des populations, de leurs
variations et de leurs causes. Une maladie est dite endémique si elle persiste
dans une population. Elle est dite épidémique si elle apparait pendant une
période relativement courte dans une population (moins d’une année). L’épi-
démiologie s’occupe aussi bien des facteurs comme les agents infectieux, le
mode de transmission, la période de latence, la période infectieuse, la sus-
ceptibilité, la vaccination et la résistance que des facteurs sociaux, culturels,
démographiques, économiques et géographiques.

La modélisation épidémiologique a pour but essentiel de comprendre et
contréler, dans la mesure du possible, la propagation d’une maladie infec-
tieuse transmissible. Elle consiste en gros a construire un modéle mathé-
matique qui permet de rendre compte de la dynamique de la maladie en
question a I’échelle macroscopique, i.e. & ’échelle de la population, & partir
de données et d’hypothéses de nature miscroscopique sur la population, i.e.
a ’échelle de I'individu, ainsi que sur ’agent pathogéne.

L’approche compartementale est trés souvent utilisée dans la construc-
tion des modeéles épidéologiques. Elle consiste & partitionner la population
en compartiments disjoints dont la taille varie en fonction du temps. Chaque
compartiment regroupe les individus qui se trouvent dans le méme état vis-
a-vis de la maladie. Les différentes connaissances dont on dispose en ce qui
concerne la maladie sont ensuite utilisées pour déterminer les taux de trans-
fert entre les différents compartiments. Par exemple, dans un modéle de type
SFEIR, voir la figure 1.1.1, la population est divisée en quatre compartiments,
a savoir les susceptibles S, les exposés F, les infectieux I et les immunisés R.
Un individu dans le compartiment S est complétement susceptible, c’est-a-
dire il peut contracter la maladie par contact avec ceux du compartiment I.
11 est alors transféré au compartiment E qui contient les individus infectés
mais pas encore infectieux. Aprés une période de latence, qui dépend de la
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Fic. 1.1.1 — Diagramme de transfert du modeéle SEIR

maladie, un individu dans F devient infectieux & son tour et il est transféré
au compartiment I. A la fin de sa période d’infectiosité, qui elle aussi dé-
pend de la maladie, 'individu rejoint le compartiment R des individus ayant
acquis une immunité permanente contre la maladie en question.

Le taux de transfert de S & E est le taux d’infection des susceptibles par
leurs contacts avec les infectieux. Si S(¢) est le nombre de susceptibles a
I'instant ¢, I(¢) est le nombre des infectieux et N est la taille de la popu-
lation, alors s(t) = %ﬂ et i(t) = % sont les fractions des susceptibles et
infectieux respectivement. Soit 3 le nombre moyen de contacts adéquats (i.e.
contacts suffisants pour la transmission) pour une personne par unité de
temps. Si on suppose que le taux de contacts 5 ne dépend pas de la taille
de la population et ne varie pas avec le temps alors % = (i est le nombre
moyen de contacts avec les infectés par unité de temps pour un susceptible,
et ﬁ%S = [BNis est le nombre de nouveaux cas par unité de temps. Cette
forme d’incidence bilinéaire est appelée incidence horizontale standard, voir
e.g. [30, 31]. L’incidence verticale qui est le taux d’infection des nouveaux nés
par leurs meéres est quelques fois incluse dans les modéles épidémiologiques
en supposant qu’une fraction fixée de nouveaux nés est infectée verticalement
[32]. Des formes variées d’incidences non linéaires sont considérées, voir e.g.,
[34, 47, 48]. Pour un méchanisme de sondage incluant les incidences non li-
néaires qui peut conduire & la périodicité dans les modeles épidémiologiques
voir [33].

Les taux de transfert de F & I et de I & R sont inversement proportionnels
respectivement & la période de latence et & la période d’infectiosité. Ils sont
donc de la forme o E et vI. Tenant compte du taux de natalité, de 'hypothése
que les nouveaux nés sont susceptibles, et du taux de mortalité, supposé le
méme pour tous les compartiments, on aboutit & un systéme d’équations
différentielles ordinaires dépendant des paramétres.



1.2 Taux de reproduction de base

L’une des questions fondamentales concernant une maladie infectieuse est
de savoir dans quelles circonstances elle peut proliférer dans une population
donnée. Dans beaucoup de cas, la population a une situation d’équilibre
ou la maladie est abscente. En termes mathématiques, cela signifie que le
modéle épidémiologique a un équilibre sans maladie (c’est-a-dire tous les
compartiments contenant des individus infectés sont vides). La question de
savoir si la maladie risque de proliférer peut alors étre cernée par ’étude de
la stabilité de cet équilibre.

Intuitivement, une maladie peut proliférer dans une population si en
moyenne un individu infectieux en infecte plus qu’un. Ceci permet de définir
le tauz de reproduction de base Ry comme étant le nombre moyen d’infec-
tions causées quand un individu infectieux typique est introduit dans une
population complétement susceptible durant toute sa période d’infectiosité,
voir e.g. [32, 22|. Il est implicitement supposé que l'individu se mélange a la
population héte exactement de la méme facon que la population se mélan-
gerait.

Pour une trés large classe de modéles épidémiologiques, il est prouvé dans
[21, 22, 56] que l’équilibre sans maladie est localement asymptotiquement
stable si Ry < 1 et instable si Ry > 1. Lorsque 1’équilibre sans maladie est
instable, c¢’est-a-dire la maladie peut proliférer dans la population, plusieurs
situations peuvent se présenter. La plus simple consiste en ’apparition d’un
équilibre endémique globalement stable, voir e.g. [42, 43, 60, 44, 25]. 11 est
aussi possible que plusieurs équilibres endémiques, ou des oscillations pé-
riodiques, apparaissent, voir e.g. [47, 34, 3|. D’autres phénomeénes beaucoup
plus complexes peuvent se manifester, voir e.g. [57, 6].

1.3 Trois modéles de base

Pour comprendre le comportement des modéles épidémiologiques il est
utile d’étudier d’abord les trois modéles de base que sont le STS endémique,
le STR épidémique ainsi que le STR endémique. Nous présentons ces modéles,
chacun dans une sous-section & part. Nous nous inspirons ici tres largement

de larticle [32].

1.3.1 Le modéle endémique de base SIS

Le modéle de base SIS est le plus simple modéle de maladie infectieuse
qui ne confére pas d’immunité. Ainsi les susceptibles peuvent étre infectés
et redevenir susceptibles aprés rétablissement. C’est un modéle endémique
parce qu’il peut arriver que la maladie peut persister. Le modéle avec la



dynamique vitale est donné par

S =uN — pS — BIS/N +~1I,

I =BIS/N —~I — pul, (13.1)

ou N = S5+ I est la taille de la population et les paramétres [, i et v sont
respectivement le paramétre de transmission, le taux de natalité suposé égal
au taux de mortalité et le taux de perte d’infectiosité.

Les nouveaux nés sont tous supposés susceptibles. Les naissances équi-
librent les décés de telle sorte que la taille de la population N soit constante.

En divisant les équations par N et en posant i(t) = I(t)/N et s(t) =
S(t)/N =1 —i(t) on obtient

i = Bi(1—1i) — (y+ pi. (1.3.2)

Cette équation contient la fraction infectée ¢, mais ne contient pas la taille
N de la population. La substitution y = i~! la transforme en I'équation
différentielle linéaire

y=—B-r-—my+s

La solution générale de I’équation (1.3.2) est donc

e(y+u)(Ro—1)t
i(t) = { Fo(@ T Ry -1k PO Ro 71
m pour RO =1

ot Ry = /(v + p) est le taux de reproduction de base. Le théoréme suivant
découle directement de la solution explicite.

Théoréme 1.3.1. La solution i(t) de l’équation (1.3.2) approche O quand
t — 400 si Ry <1 et approche 1 —1/Ry quand t — +o00 si Ry > 1.

Ce théoréme signifie que pour une maladie sans immunité, quelle que soit
la fraction infectée initiale positive, la fraction infectée approche une valeur
constante endémique si le nombre de contacts dépasse 1. Sinon, la maladie a
tendance a disparaitre. Pour le modéle SIS les courbes solutions restent sur
la ligne s + ¢ = 1, toute courbe approche le point (s,i) = (1/Rp,1 — 1/Ry)
quand Ry > 1 et approche le point (s,7) = (1,0) quand Ry < 1.

1.3.2 Le modéle épidémique de base SIR

Le modéle épidémique de base SIR est donné par le systéme d’équations
différentielles ordinaires suivant

S = —BIS/N,
I =pBIS/N —~I, (1.3.3)
R=~I,

10



tive fraction,

infec

Fic. 1.3.1 — Portrait de phase du modeéle épidémique classique SIR avec
Ry = 3.

o N(t) = S(t) + I(t) + R(t) est la taille de la population, et 3 et v ont la
méme signification que dans le modéle SIS. Le portrait de phase du systéme
(1.3.3) est représenté dans la figure 1.3.1 qu’on peut trouver dans [32, p. 605].
Ce modéle utilise I'incidence standard et les infectés récupérent au taux v/
correspondant & un temps d’attente exponentiel e™7t. Puisque le modéle
épidémique STR est utilisé pour des périodes de temps relativement courtes,
il n’a pas de dynamique vitale.

En divisant dans (1.3.3) les équations par la taille constante N de la
population totale on obtient

$ = —fis,
{ 2 Bis i, (1.3.4)
avec r(t) = 1 — s(t) —i(t). Le triangle T" dans le plan (s,4) donné par

T ={(s,i)]s >0,i>0,s+i <1}

est positivement invariant et une solution unique existe dans 7' pour tout
temps positif et toutes données initiales. Donc le modéle est mathématique-
ment et épidémiologiquement bien posé. Ici Ry = (/7 est le taux de contact
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susceptible

5 10 15 20 25

Fi1a. 1.3.2 — Solutions du modeéle épidémique classique SIR avec Ry = 3 et
1/v = 3 jours.

(3 par unité de temps multiplié par la période moyenne d’infection 1/7. Ainsi
il a une interprétation propre comme le nombre moyen de contacts adéquats
d’un infecté typique durant la période infectieuse.

Théoréme 1.3.2. Soit (s(t),i(t)) une solution de (1.3.4) dans T. Si Rys(0) <
1 alors i(t) commence par croitre jusqu’a une valeur maximale iyq, = 1(0) +
s(0) — 1/Ro — [in(Rps(0))]/Ro et ensuite décroit vers 0 quand t — +o00. La
fraction des susceptibles s(t) est une fonction décroisante et la valeur limite
Seo €8t l'unique solution dans (0,1/Ry) de léquation

i(0) + 5(0) — 500 + [In(500/5(0))]/Ro = 0.

Les trajectoires typiques dans T' sont montrées dans la figure 1.3.1, et les
solutions comme fonctions du temps sont montrées dans la figure 1.3.2. Les
résultats du théoréme sont épidémiologiquement raisonables puisque 'infec-
tion diminue et il n’y a pas d’épidémie si beaucoup d’individus sont immu-
nisés. Donc un infecté typique en infecte en moyenne moins d’un nouveau
infecté (Rps(0) < 1). Mais si un infecté typique en infecte en moyenne plus
quun (Rpsgp > 1), alors les infectés augmentent et 1’épidémie apparait. La
vitesse & laquelle une épidémie progresse dépend des caractéristiques de la
maladie en question.

12
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Fic. 1.3.3 — Diagramme de transfert du modeéle SIR endémique

1.3.3 Le modéle endémique de base SIR

Le modéle STR endémique de base est donné par le systéme d’équations
différentielles ordinaires suivant :

S = uN — pS — BIS/N
I = BIS/N — (v + )l (1.3.5)
R=~I—-uR

ou N(t) = S(t) + 1(t) + R(t) est la taille de la population, et 3, u et v ont la
méme signification que dans le modéle S1S. Le modéle STR endémique est
différent du modéle STR épidémique par I'arrivée des nouveaux nés dans la
classe des susceptibles au taux plV et les déces dans les classes aux taux w5,
ul et pR. Le taux de natalité est égal au taux de mortalité, ainsi la taille NV
de la population est constante. En divisant les équations du systéme (1.3.5)
par N on obtient le systéeme

$=p—us— Pis

i = Bis — (v + p)s
avec r(t) = 1 — s(t) —i(t). Le triangle T' = {(s,4)|s > 0,7 > 0,5+ ¢ < 1} est
posivement invariant, et le modéle est bien posé. Pour ce modéle, la quantitté

seuil Ry = 3/(y+u) est le produit du taux de contact par la période moyenne
d’infection asjustée par les déces 1/(y + p).

(1.3.6)

Théoréme 1.3.3. Soit (s(t),i(t)) la solution de (1.3.6) dans T'. Si Ry <1
ou s(0) = 0, alors toute solution qui commence dans T approche ’équilibre
sans maladie (1,0). Si Ry > 1, alors toute solution avec i(0) > 0 approche
Véquilibre endémique (se,ie) = (1/Ro, u(Ro — 1)/3).

La coordonnée i, de 1’équilibre endémique est négative pour Ry < 1,
elle coincide avec la valeur 0 de celle de 1’équilibre sans maladie lorsque

13



o.E Mg = =10.5
G
g
b
L=
J [V
0.2
o
0 a.z 0.4 £ [ 1

FiG. 1.3.4 — Portrait de phase du modéle STR endémique avec Ry = 0.5.

infective fraction, i

o 0.2 Lie 0.4 0.6 o.8 1
susceptible fraction, s

Fia. 1.3.5 — Portrait de phase du modéle STR endémique avec Ry = 3,
1/y = 3 jours et 1/ = 60 jours.
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F1a. 1.3.6 — Diagramme de bifurcation du modéle STR endémique qui montre
I’échange de stabilité entre I’équilibre sans maladie et 1’équilibre endémique
quand Ry = 1.

Ry = 1 et devient positive pour Ry > 1, voir les figures 1.3.6 et 1.3.7.
L’équilibre endémique donné par (Se,i.) = (1/Ro, u(Ro — 1)/3) est instable
lorsque Ry < 1 et est localement asymptotiquement stable lorsque Ry > 1
alors que l’équilibre sans maladie donné par (s,i) = (1,0) est localement
asymptotiquement stabe lorsque Ry < 1 et instable lorsque Ry > 1. Ainsi
les deux équilibres échangent leur stabilité lorsque Rg = 1 et 1’équilibre
endémique devient épidémiologique et localement asymptotiquement stable
lorsque Ry > 1. C’est un cas typique de bifurcation transcritique. Nous
étudierons avec plus de détails ce phénoméne dans les chapitres qui suivent.
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Fi1G. 1.3.7 — Les courbes de S, I et R lors de la bifurcation du modéle STR
endémique avec v = 0.07, u = 0.03.
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Chapitre 2

Notions préliminaires

Dans ce chapitre nous exposons les outils mathématiques dont nous au-
rons besoin dans la suite. Les concepts que nous rappelons ici sont classiques
et pour la plupart de nature élémentaire pour un mathématicien. Nous les
introduisons ici dans le but de rendre plus facile, pour un épidémiologiste, la
lecture des autres chapitres.

Ce chapitre est constitué de quatre sections indépendantes les unes des
autres.

Dans la section 2.1 nous rappelons des résultats classiques sur la stabilité
locale et globale des équilibres d’un systéme dynamique. Nous donnons en-
suite une description sommaire et plutdt intuitive de quelques bifurcations
locales de codimension 1. Nous traitons le cas de la bifurcation transcritique
avec plus de rigueur parce qu’elle se produit naturelement dans les modéles
épidémiologiques comme nous le verrons aux chapitres 4 et 5.

Dans la section 2.2 nous exposons la théorie des bases de Groebner dans
les algébres de polynomes & coefficients dans un corps arbitraire K. Ce cadre
général nous est d’une grande utilité pratique. En effet, typiquement un mo-
déle épidémiologique déterministe est donné par une famille de champs de
vecteurs f = (f1,...,fn), o0t fi € Q[v,x] est un polyndome en termes des
paramétres v = wvq,...,v; et des variables d’état * = z1,...,x,. Sachant
que seuls les équilibres persistants, i.e. ceux qui ne sont pas détruits par per-
turbation générique des paramétres, sont pertinents nous pouvons regarder
la famille de champs de vecteurs f(v,z) comme étant un champ de vecteurs
polynomial & coefficients dans le corps Q(v). Le calcul d’une base de Groeb-
ner du systéme f; = --- = f, = 0, avec Q(v) comme corps de base, nous
fournit alors, aprés factorisation, des paramétrisations explicites en fonction
de v des équilibres persistants de f.

Dans la section 2.3 nous rappelons deux résultats classiques, a savoir
le critére de Liénard-Chipart et celui de Routh-Hurwitz, qui donnent des
conditions semi-algébriques nécessaires et suffisantes pour qu’une matrice
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carrée a coefficient réels soit stable, i.e. ses valeurs propres sont de partie
réelle strictement négative.

Dans la section 2.4 nous donnons quelques résultats fondamentaux de
la théorie des matrices positives. Le théoréme de Perron-Frobenius, voir les
théorémes 2.4.4 et 2.4.6, ainsi qu’un critére de stabilité pour les Z-matrices,
voir le théoréme 2.4.7, jouent un réle capital pour établir les résultats du
chapitre 3.

2.1 Systémes dynamiques

Dans cette section nous rappelons quelques concepts classiques de la théo-
rie des systémes dyamiques. Nous nous concentrons essentiellement sur les
questions relatives aux points d’équilibre. Nous renvoyons aux ouvrages clas-
siques |27, 63, 17| pour plus de détails.

Dans toute la suite nous considérons un champ de vecteurs différentiable
f(x): % — R™, ou % est un ouvert de R™ et = x1,...,x, est la liste des
variables d’état. Le systéme d’équations différentielles ordinaires associé est
alors

Le flux engendré par le systéme différentiel est noté ¢(t, x). C’est-a-dire étant
donné x € R™, ¢(t,x) est la solution du systéme différentiel & = f(z) qui
commence en z pour t = 0.

En général, il n’existe pas de formules closes pour résoudre les systémes
d’équations différentielles ordinaires non linéaires. Devant cette impossibilité
on se tourne vers ’étude du comportement qualitatif des solutions, mais 1a
encore le probléme est trés loin d’étre facile. Les solutions constantes, appelés
points d’équilibre ou encore points fizes, sont les solutions les plus simples
qu'un systéme différentiel donné peut avoir. Si le systéme en question est
donné par le champ de vecteurs f = (f1,..., fn) alors les équilibres sont
donnés par le systéme d’équations f; = --- = f,, = 0. L'une des questions
les plus fondamentales est alors d’étudier le comportement topologique du
flux ¢(t,x) engendré par f au voisinage des points d’équilibre.

2.1.1 Stabilité des équilibres

Définition 2.1.1. Un équilibre x* du champ de vecteurs f(x) : %4 — R"
est dit stable si toute solution suffisamment proche de x* reste proche de x*,
c’est-a-dire

Ve>0 I>0Ve e (Jr—a"|<n=Vt>0 |o(t,z) —z*| < ¢),

ot ¢(t,x) est le flux engendré par f.
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Lorsque x* n’est pas stable on dit qu’il est instable.

Léquilibre x* est dit localement asymptotiquement stable s’il est stable et
toute solution qui commence suffisamment proche de x* converge vers x*
quand t vers +00, c¢’est-a-dire

I>0VeeZ (Jx— x| <77:>tli+m o(t,x) = x*).

Léquilibre x* est dit globalement asymptotiquement stable sur ¥V C U s’il
est stable et toute solution converge vers x* quand t vers +o00, c’est-a-dire

Veey lim ¢(t,x) =z
t—-4o00
Lorsqu’un équilibre z* est stable mais pas asymptotiquement stable on
dit que la stabilité est neutre, c’est-a-dire les trajectoires qui commencent
au voisinage de x* restent au voisinage de cet équilibre sans pour autant y
converger lorsque t — 400.

Une approche classique pour l’étude de la stabilité asymptotique locale
du systéme & = f(z) pres de I'équilibre x* consiste a considérer le systéme
différentiel linéaire 2 = 9, f(2*).z, ot 0, f(x*) est la matrice jacobienne de f
évaluée en z*. Le flux engendré par le systeme différentiel 2 = 0, f(z*).z n’est
rien d’autre que exp(t0, f(x*)).z = 0, ¢(t, x*).z. Un résultat fondamental di
a Hartman et Grobman, voir par exemple |17, Théoréme 7.2|, affirme que
dans le cas hyperbolique ou la matrice 0, f(z*) n’a pas de valeur propre ima-
ginaire pure, le comportement du flux ¢(t, z) prés de z* est topologiquement
équivalent a celui du flux exp(td, f(z*)).z prés de I'équilibre 0. En particu-
lier, toujours dans le cas hyperbolique, x* est asymptotiquement stable si
et seulement si 0 'est pour le systéme linéaire 2 = 9, f(z*).z. Ce qui de
maniére équivalente revient a dire que les valeurs propres de 9, f(z*) sont
a partie réelle strictement négative. Nous donnerons dans les sections 2.3 et
2.4 d’autres conditions équivalentes plus algorithmiques, voir les théorémes
2.3.3,2.34 et 2.4.7.

2.1.2 Invariance et stabilité globale

Soit f : % — R™ un champ de vecteurs et soit ¢(t,z) le flux engendré
par f. Un sous-ensemble ¥ de % est dit positivement (resp. négativement)
invariant par f si pour tout z € ¥ on a ¢(t,z) € ¥ pour t > 0 (resp. t < 0).
Dans le cas ou 7 est a la fois positivement et négativement invariant par f
on dit que ¥ est invariant par f.

Etant donné o € %, I’ensemble w-limite noté w, (x) (resp. ensemble
w_-limite noté w_(z)) de x est I'ensemble des point z tels qu'il existe une
suite ¢, qui tend vers +oo (resp. —00) et @(tn,x) tend vers z. C’est un fait
classique que les ensembles w-limites sont fermés et invariants par f.
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Dans la suite nous serons principalement concernés par 'invariance po-
sitive du cone R’} par un champ de vecteurs donné f(z). Cela est équivalent
a la propriété suivante, voir [63]

Ve e R} (2 =0= fi(x) >0).

Supposons que f est de classe € et considérons la dérivée de Lie Ly as-
sociée au champ de vecteurs f. C’est la dérivation de €*°(%,R) définie par
Lip =3 fiOz,p. La dérivée de Lie permet par exemple d’exprimer le dé-
veloppement de taylor du flux ¢(t,x) engendré par f. En effet, si * € R"
alors le développement de taylor d’ordre m de ¢;(t,z*) autour de 0 est

> ( ]f:f > (z%)t".

k=0

En particulier, si f est analytique alors £; donne le développement en série
entiére de chaque ¢;(t,2*). Une autre situation ot Ly s’avére étre utile est
de décider de 'invariance d’un sous-ensemble donné par des équations impli-
cites. Plus précisement, soit ¥ C % un sous-ensemble donné par une famille
d’équations ¢;(x) = 0, j € J. Si pour tout j € J la dérivé de Lie Lp; est
dans l'idéal engendré par les ¢ alors ¥ est invariant par f.

Définition 2.1.2. Soit f : % — R™ un champ de vecteurs, ¢(t,z) le fluz
engendré par [ et soit ¥V un sous-ensemble de % positivement invariant par
f- Une application continue £ : ¥ — R’ est appelée fonction de Lyapunov
pour f dans ¥ si pour x € V on a L(¢(t',x)) < L(P(t,x)) lorsque t < t'.

Une fonction de Lyapunov, lorsqu’elle existe, permet de déterminer la
stabilité globale d’un équilibre. Elle permet aussi de déterminer la stabilité
d’un équilibre lorsque la linéarisation ne permet pas de conclure.

Théoréme 2.1.1 (Lyapunov-Lasalle). Soit f : % — R™ un champ de vec-
teurs et soit ¢(t,x) le flux engendré par f. Soit ¥ un sous- ensemble fermé
de % et supposons que [ a une fonction de Lyapunov £ dans ¥V qui est
différentiable dans un ouvert contenant ¥ . Soit & le plus grand ensemble
invariant de f contenu dans {x € ¥ | {(x) = 0}. Alors on a les propriétés
suivantes.

1. Pour tout x tel que ¢(t, z) reste positivement dans ¥ on a wy(x) C 7.

2. Si I est un singleton, disons x*, et V est compact alors x* est un équi-
libre de f et toute solution ¢(t,x) qui reste positivement dans U tend
vers x* quand t tend vers +o0o. En particulier, si V est posilivement
inwvariant par [ alors x* est globalement asymptotiquement stable dans

V.

Démonstration. 1. Soit x € ¥ tel que ¢(t,z) reste positivement dans 7.
L’application ¢(¢(t,z)) est décroissante positive et par suite elle a une limite
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¢ lorsque ¢ tend vers +oo. Soit z € w,(z) et soit ¢, une suite telle que
limt¢, = +oo et im ¢(t,,,x) = z. Puisque ¢(t,,z) € ¥ et ¥ est fermé on
a z € Y. En plus, on a im4(¢(t,,x)) = ¢(z) = ¢ puisque £ est continue.
Etant donné t € R tel que y = ¢(t, 2) soit définie, on a y € wy(z) selon le
fait que w4 (z) est invariant par f. Cela donne ¢(y) = £(¢(t,2)) = ¢ et aprés
I’application de 'opérateur 0; on obtient é(qb(t, z)) = 0 et en particulier
{(z) = 0. Cela prouve que le sous-ensemble invariant w, (z) est contenu dans
{y € ¥ | I(y) = 0}, et puisque & est le plus grand sous-ensemble invariant
de {y e ¥ | 4(y) =0} onaw,(z) C.7.

2. Supposons que & = {z*}. Alors x* est un équilibre de f puisque &
est invariant par f. Maintenant soit x € ¥ tel que ¢(t, x) reste positivement
dans ¥ et soit une suite (¢,) telle que lim¢, = +oo. Clairement, toute
valeur d’adhérence ¢(t,,x) appartient & wy(x) C & = {x*} et par suite x*
est la seule valeur d’adhérence de ¢(t,,x). D'un autre coté, puisque ¥ est
compact la suite ¢(t,, ) a au moins une valeur d’adhérence. Donc x* est la
seule valeur d’adhérence de ¢(ty,z) et lim ¢(t,, ) = z*. Puisque cela vaut
pour toute suite (t,,) telle que lim¢, = +o00 on a lim;_ 0 ¢(t,2) = 2*. O

2.1.3 Bifurcation transcritique et bifurcation de Hopf

Soient # C R™ et ¥ C RF deux ouverts et f(v,z) : ¥ x % — R"
une application différentiable, nous dirons par la suite que f(v,z) est une
famille différentiable de champs de vecteurs. Nous noterons par ¢(t,v,z) la
famille de flux engendrée par f. Lorsqu’on fait varier les paramétres v la
famille ¢(¢, v, x) subit en général des changements qualitatifs. Il se peut par
exemple que des équilibres apparaissent ou disparaissent, tout comme il se
peut qu’il changent de stabilité. D’autres phénomeénes beaucoup plus com-
plexes peuvent apparaitre. L’étude de ces changements qualitatifs s’appelle
la théorie de la bifurcation.

Nous donnons dans cette sous-section deux cas de bifurcations locales, &
savoir la bifurcation transcritique et la bifurcation de Hopf. Elles seront par
la suite utlisées au chapitre 4.

Bifurcation transcritique

Considérons la famille d’équations différentielles
T =vr+ xQ,

ou v est un parameétre réel. Pour chaque valeur de v ’équation correspondante
a deux équilibres, a savoir 11 (v) = 0 et 12(v) = —v. La matrice jacobienne
du systéme en 11 (v) posséde v comme seule valeur propre, et celle en ¥9(v)
posséde —v comme seule valeur propre. Alors trois cas se présentent selon la
valeur du parameétre v.
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Fic. 2.1.1 — Diagramme de la bifurcation transcritique.

1. Si v > 0 alors ¥;(v) est instable et 12(v) asymptotiquement stable.

2. Si v = 0 alors 91(v) = 1¥2(v) est I'unique équilibre, il est stable et
I'équation devient & = x2.

3. Siw < 0 alors 9 (v) est asymptotiquement stable et 19 (v) est instable.

En résumé, lorsque le paramétre v traverse la valeur 0 dans le sens crois-
sant il y a un échange de stabilité entre les deux équilibres. Cette bifurcation
est appelée bifurcation transcritiqgue. Son diagramme de bifurcation est re-
présenté dans la figure 2.1.1.

Nous utiliserons la bifurcation transcritique au chapitre 4 pour étudier
les échanges de stabilité, dans certains modéles épidémiologiques, entre les
équilibres sans maladie et les équilibres endémiques. Nous donnons main-
tenant la définition formelle de cette bifurcation ainsi que le théoréme de
Sotomayor [52].

Définition 2.1.3. Soit f(v,x) : ¥V X U — R™ une famille différentiable de
champs de vecteurs, o ¥ C R et %4 C R" sont des ouverts. On dit que
f(v,z) subit une bifurcation transcritique en (v*,x*) € ¥ X U s’ existe
e > 0, un voisinage W de x* et des applications différentiables 11,19 :
Jv* —e,v* +e[— R™ el A\, g :Jv* —e,v* +e[— R qui vérifient les propriétés
suivantes.
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1. La seule valeur propre de O, f(v*,x*) avec partie réelle nulle est O et
elle est simple.

2. Pourv €Jv*—e,v*+e, ¥1(v) el pa(v) sont les seuls équilibres de f(v,x)
dans W , de plus on a 1;(v*) = x* et P1(v) # Ya(v) pour v # v*.

3. Xi(v) est une valeur propre de Oy f (v, 1;(v)), avec Aj(v*) = 0, et A1 (v)A2(v) <
0 pour v # v*.

Le théoréme suivant donne les conditions génériques pour qu'une bifur-
cation transcritique se manifeste, voir [52].

Théoréme 2.1.2. Soit f(v,x) : ¥ X % — R™ une famille de classe 6>
de champs de vecteurs, ot ¥ C R et %4 C R" sont des ouverts, et soit
(v, 2%) € V' XU tel que x* soil un équilibre de f(v*,x). Supposons que 0 est
la seule valeur propre de 0, f (v*, x*) avec partie réele nulle et elle est simple,
et soit Vg (resp. V) un vecteur propre de Oy f(v*,x*) (resp. 10, f(v*,z*))
associé a 0. Si les conditions

1. W0, f (v*, %) = 0,

2. W,.02, f(v*,2%).Vy # 0,

3. t‘/;]'aga:f(v*vm*)‘(vcb Vd) 7& 0
sont vérifiées alors la famille de champs de vecteurs f(v,x) subit une bifur-
cation transcritique en (v*,x*).

Bifurcation de Hopf
Définition 2.1.4. Un cycle limite est une trajectoire fermée isolée.

Considérons un systéme autonome d’équations différentielles ordinaires

&= f(v,z)
dépendant d’un paramétre v € R, ot f est différentiable.

1. Supposons que pour tout |v| suffisamment petit le systéme correpon-
dant a un équilibre z*(v).

2. La matrice jacobienne A(v) = 9,f(v,x*(v)) a une paire de valeurs
propres A1(v), Az2(v) complexes conjuguées, avec Ay = a(v) + b(v)i et
a(v) change de signe lorsque v passe par 0, qui deviennent imaginaires
pures quand v = 0, ¢’est-a-dire a(0) = 0, et b(0) > 0.

Alors quand v passe par 0 I’équilibre change de stabilité et le systéme & =
f(0,z) a un cycle limite. Cette bifurcation est appelée bifurcation de Hopf.

Soit x(Z) le polynome caractéristique de A(v) et définissons les poly-
nomes x1 et x2 par x(Z) = x1(Z2?) + Zx2(Z?%). Alors x a deux racines
imaginaires pures si et seulement si les polynémes y; et x2 ont une racine
commune strictement négative. Ceci donne un critére utile pour détecter une
bifurcation de Hopf.
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2.2 Bases de Groebner

Lorsqu’on veut étudier algorithmiquement la nature des équilibres d’un
systéme différentiel £ = f(z) de dimension n la premiére question qu’on
rencontre est de trouver ces équilibres, ce qui revient & résoudre le systéme
d’équations f(x) = 0. La question est loin d’étre évidente, et elle 'est encore
moins lorsqu’il s’agit d’une famille de champs de vecteurs au lieu d’un seul.

Dans beaucoup de modeéles épidémiologiques les champs de vecteurs dé-
pendent polynomialement des variables d’états et des paramétres. Il est donc
naturel de penser & utiliser I'arsenal algorithmique développé en algébre com-
mutative effective, e.g. [1, 5, 20|, et en algebre réelle, e.g., [4], pour résoudre
les systémes polynomiaux.

Dans cette section nous rappelons le concept de base de Groebner, un
concept central en algeébre commutative effective. On peut voir les bases de
Groebner comme étant une généralisation au cas non linéaire de la méthode
d’élimination habituellement utilisée pour résoudre les systémes linéaires.
Par exemple, étant donnés des polynémes p1,...,ps € Q[X1,...,X,] tels
que le systéme

pr(X) = = py(X) =0

a un nombre fini de solutions dans C, le calcul d’une base de Groebner
fournit un systéme équivalent qui contient une équation en la variable X
toute seule, des équations en X7, Xo et ainsi de suite. Ceci nous permet donc
de réduire le probléme & résoudre en cascade des systémes polynomiaux a
une seule variable.

2.2.1 Notation

Dans toute la suite de cette section nous désignons par K un corps com-
mutatif quelconque. L’algébre des polynémes en les indéterminées X1, ..., X,
a coefficients dans K est notée A, = K[X7,..., X,]. Un monome de A,, est
de la forme m = X" ... X", Tout polynéme p de A,, s'écrit de maniére
unique comme combinaison linéaire finie, & coefficients dans K, de monomes.

On a donc .
p=D_paX" =) cmj,
7=1
ou @ = (aig,...,on) et X = X" ... X3 Le scalaire p, (resp. ¢j) est

appelé le coefficient du monome X< (resp. m;). Le degré du monome X est
|a| = a1 +. . .4+ay,. Les termes non nuls de ['une ou l'autre des représentations
de p comme somme sont appelés les termes de p.

En fait, 'ensemble des monémes de A, muni de la multiplication est
un monoide commutatif isomorphe a (N, +). Il est librement engendré par
X1,...,X,, et on le note M,,.

24



Définition 2.2.1. Un orde monomial sur M, est un ordre total X qui vérifie
les properiétés suivantes.

i) Si my,mg,m’ € M, et my < mgy alors m'my < m'ma.

i1) = est un bon ordre, c¢’est-a-dire que tout ensemble non vide de mo-
némes a un plus petit élément.

Soit < un ordre monomial sur M,,. Alors, toute suite de M, strictement
décroissante pour < termine. En particulier, on a la relation 1 < X; pour tout
1 car sinon on aurait X; < 1 pour un certain ¢, et par récurrence Xf“ = Xik
pour tout k > 0, ce qui formerait une suite infinie strictement décroissante.
En conséquence, 1 est le plus petit élément de M, pour tout ordre monomial.

Exemple 2.2.1. Voici trois ezemples classiques d’ordre monomial et un
exemple d’un ordre qui ne l’est pas.

1. Ordre lexicographique, ou ordre du dictionnaire. 1l est donné par X* <,
X7 si et seulement si o, < By, pour k = min{i | a; # B;}, ou autrement
dit, si la premiére valeur non nulle de la suite oy — B1, a0 — Bo. .. est
strictement négative.

2. Ordre lexicographique gradué (ordre du degré total raffiné par <ie;). 1l
est donmé par X <gree X si et seulement si |a < |B| ou (|a| = |8
et X <jee X9).

3. Ordre lexicographique renversé (n’est pas un ordre monomial). Il est
donné par X <,epies X° si et seulement si ag, > By, pour k = max{7 |
a; # (i}, ou autrement dit, si la derniére valeur non nulle de la suite
a1 — B, a9 — Ba. .. est strictement positive.

4. Ordre lezicographique renversé gradué (ordre du degré total raffiné par
=reviex)- 1l est donné par X <greviex XPB si et seulement si |af < |3
ou (la| = 8] et X <peprer XP).

Lorsqu’on choisit un ordre monomial < sur M, il devient possible, comme
pour les polynomes & une variable, de définir le monéme dominant et le
coefficient dominant de tout polyndéme de A,,. Plus précisement, étant donné
un polynoéme p = > p, X% de A,, le monéme de téte ou monéme dominant
de p, noté mit(p), est le plus grand des X par rapport a < tels que p, # 0.
Le coefficient de p attaché au monome mt(p) est appelé le coefficient de téte
ou coefficient dominant de p. Il est noté ct(p). Le terme de téte ou terme
dominant de p, noté tt(p), est tout simplement ct(p)mt(p). La compatibilité
de =< avec le produit montre directement que mt(pq) = mt(p)mt(q). Il en

résulte que ct(pq) = ct(p)ct(q) et tt(pq) = tt(p)tt(q).

2.2.2 Réduction et division

La division euclidienne d’un polynéme f en une seule indéterminée X par
un polynéme g non nul en la méme indéterminée exprime f sous la forme
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qg + v pour des polynoémes g et r tels que le degré de r soit strictement
inférieur a celui de g. Le reste r est I'unique représentant de la classe de f
modulo I'idéal gA; ayant cette propriété de degré. Dans le cas d'un anneau
de polynémes en plusieurs indéterminées, dans lequel les idéaux ne sont plus
nécessairement principaux, il est donc naturel d’autoriser une division par
toute une famille de diviseurs g1, ..., gs. L’objectif étant d’exprimer f sous
la forme q191+- - - +¢sgs+7, ol r a une certaine propriété d’unicité analogue
a celle qu’on a dans le cas d’une indéterminée.

On fixe un ordre monomial < sur Ml,,. Un polynéme f non nul de A,, est
dit réductible par un polynéme g non nul de A,, si mt(g) divise mt(f). Un
polynéme f non nul de A,, est dit réductible par une famille {g;};c {1,..s) de
polynémes non nuls de A, si f est réductible par I’'un des g;. Dans le cas d’une
seule indéterminée, f est réductible par g si et seulement si deg(f) > deg(g).
En plusieurs indéterminées, remarquons que la notion de divisibilité d’un
mondme m par un monodme m’ n’est pas équivalente & la relation d’ordre
m' < m.

Lorsqu’un polynéme f de A, est réductible par un polynéme non nul
g de A, la réduction de f par g consiste en le polynéme f; = f — tg ou
t = tt(g)"'tt(f). Réduire un polynome f non nul de A, par une famille
{gi}ie{l,..‘,s} de polynémes non nuls de A, c’est réduire f par un des g;
convenable. Notons dés & présent que rien n’impose le choix de ¢ dans les cas
d’ambiguité ot plusieurs g; permettent la réduction. De méme, Diviser un
polynéme f non nul de A, par un polynéme g non nul de A,,, respectivement
par une famille {g;};c(1,.. s} de polynomes non nuls de A, c’est le réduire
autant de fois que nécessaire jusqu’a aboutir & un polynoéme irréductible par
g, respectivement par la famille {gi}ie{17.__7s}. Comme on P’a fait observer,
divisibilité et ordre ne sont pas des notions équivalentes. Il se peut méme
qu'un polynéme f ne soit pas réductible par un polynéme g mais qu’un
terme de f, autre que le terme de téte, soit lui réductible par g. L’algorithme
suivant propose une division qui renvoie un reste dont tous les termes sont
irréductibles.
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Algorithm 1 Division en plusieurs indéterminées.

Entrée: Un polynoéme f et des polynémes non nuls gg, ..., gs.
Sortie: Des polynémes r,qq,...,qs telsque f = q1g1+- - -+¢sgs+7 et aucun
monéme de 7 ne soit réductible par {g; }icq1,...,s}-

r« 0; pour ¢ de 1 a s, faire ¢; « 0.
while f # 0 do
if mt(g;) divise mt(f) pour un certain ¢, choisir un tel ¢ then
Gi — qi + tt(gi) "t (f) et f— f—tt(gi) "t (f)gi-
else
Fe e t(f) et f o f—t(f).
end if
end while
return 7,q1,...,(qs-

© 00 ~J O Ut = W N =

2.2.3 Définition des bases de Groebner

Considérons une famille finie g1, . .., gs dans A,, et notons Z I’idéal qu’elle
engendre. Etant donné f € Z, la division de f par gi,...,gs suivant 'algo-
rithme 1 produit en général un reste » non nul. En plus, vu que le choix
du diviseur & chaque réduction n’est pas unique le reste r peut changer en
fonction des choix des diviseurs. Il est donc naturel de chercher un systéme
générateur de Z qui réduit a 0 tout polynéme f € Z, et ce indépendement
du choix du diviseur a chaque étape de la division. Un systéme générateur
de 7 ayant cette propriété est appelé une base de Groebner de 7.

Définition 2.2.2. Soient M un monoide commutatif et S une partie de M.
On dit que S est une partie stable de M si pour tout m € M et tout s € S on
amseES.

De facon analogue aux idéaux donnés par des générateurs, étant donnée
une famille {s;};c; d’éléments de M, 'ensemble

S:{msieMlmEM,iEI}:UMsi
iel

est une partie stable du monoide M, appelée la partie stable de M engendrée
les s;.

Exemple 2.2.2. Dans le cas du monoide My, engendré par X,Y , on obtient
une représentation en escalier des parties stables de la facon suivante. Chaque
monéme m = XY est représenté par le point de N? de coordonnées entiéres
(a,b). Pour un mondme fizé s = XY la partie stable sMy engendrée par
s est ainsi représentée par les points entiers (a,b) tels que a > ag et b > by,
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c’est-a-dire par un quadrant issu de (ag,bo). Une partie stable générale étant
une union de parties stables de la forme sM, elle est représentée par une
union de quadrants de N2, dont les coins sont disposés le long d’une forme
en escalier.

Considérons maintenant un idéal Z de A,,. Il est alors clair que mt(Z) =
{mt(p) | p € Z )\ {0}} est une partie stable de M,,. D’autre part, étant
donné un systéme générateur gy, ..., gs de Z la partie stable engendrée par
les mondmes de téte des g; est contenue dans mt(Z). Mais 1’égalité n’est
pas vérifiée pour tout systéme générateur. Elle est en fait une propriété
caractéristique des bases de Groebner.

Théoréme 2.2.1 (Théoréme et Définition). Soit T un idéal de A, et = un
ordre monomial sur M,,. Un sous-ensemble fini G de T\ {0} est une base de
Groebner de T pour l'ordre = si l'une des propriétés équivalentes suivantes
est vérifiée.

La partie stable de M, engendrée par mt(G) est égale & mt(T).

Les ensembles mt(G) et mt(Z) engendrent le méme idéal.

Tout polynéme f non nul de T est réductible par G.

RS

Pour tout f € A, il existe un unique r dans A,, dont aucun mondme
ne soit divisible par un monéme de mt(QG) et tel que f — r soit dans
lidéal T.

5. Pour tout f € I, le reste de la division de f par G est nul.

Démonstration. “1. = 2.". 1l suffit de montrer que tout élément de mt(Z) est
dans l'idéal engendré par mt(G). Mais d’aprés 1. tout monéme m € mt(Z)
est de la forme m = mimag, ot my € M, et mg € mt(G).

“2.= 3.". Soit f € T et posons m = mit(f). D’aprés 2. on peut écrire m
sous la forme m = ), hymt(g;), ou les g; sont dans G. Le fait que m et les
mt(g;) sont des mondmes implique qu’on peut supposer que les h; sont aussi
des monomes. Il en résulte alors que 'un des mt(g;) divise m.

“8 = 4.". Soit f € Z, et notons que par I'algorithme 1 on peut écrire
f=g+r, ot g€ et tous les mondémes de r sont irréductibles par G. Si
f = g1 + 71 est une autre écriture ayant les mémes propriétés que I’écriture
f =g+ ralorsr—ry €7 et tous ses mondémes sont irréductibles par G.
Tenant compte de la propriété 3. il nous reste r = r; comme seule possibilité.

“4. = 5.". Si f € T l'algorithme 1 de division nous fournit f = g + r.
D’autre part, on peut écrire f = f+0 et donc I'unicité de cette écriture nous
donne r = 0.

“5.= 1.". Soit f € Z non nul et possons m = mt(f). Si l'algorithme 1
produit 0 comme reste alors f est en particulier réductible par G. Il existe
donc g € G tel que mit(g) divise m. O
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Il nous faut a présent montrer que tout idéal de A,, posséde une base de
Groebner, et ce pour tout ordre monomial sur M,,. La contrainte limitante
est la finitude imposée par la définition. Sans elle il suffirait de prendre Z \
{0} comme systéme de générateurs de Z. L’existence des bases de Groebner
repose en fait sur l'existence d’un systéme générateur fini pour toute partie
stable de M,,.

Théoréme 2.2.2 (Théoréme de la base de Hilbert). L’anneau des polynémes
A, est netherien. En particulier, de tout systéme générateur d’un idéal on
peut extraire un systéme générateur fini.

Comme conséquence directe du théoréme de la base de Hilbert, on a
I’existence des bases de Groebner.

Corollaire 2.2.1. Pour tout ordre monomial < sur M,,, tout idéal non nul
I de A, admet une base de Groebner.

2.2.4 Algorithme de Buchberger

Définition 2.2.3 (S-polynodmes). Soient < un ordre monomial sur M, et
p1, p2 deux polynomes non nuls de A,,. Posons mi; = mt(p1), me = mt(p2)
et m = ppem(my,ma) = nymy = nama. On appelle S-polynéme de py et
po toute combinaison linéaire de la forme lyp1 + lopa, ot 11 et lo sont des
polynomes tels que mt(l;) = n; et tt(ly)tt(p1) + tt(l2)tt(p2) = 0.

En pratique, on se restreint & des termes et on pose

Spoly(p1,p2) = lip1 + lap2 pour li = ct(p2)ni, lo = —ct(p1)no.

Comme les S-polynémes sont des éléments de I'idéal considéré, ils se réduisent
nécessairement a zéro par toute base de Groebner de I’idéal. A I'inverse, étant
donné un systéme générateur P = pq, ..., ps d'un idéal dont les S-polynémes
des générateurs pris deux & deux ne se réduisent pas tous & zéro par P, alors
aprés adjonction & P des restes non nuls des divisions correspondantes on
aboutit & un nouveau systéme générateur du méme idéal qui par construction
réduit a zéro les S-polynomes initiaux. L’algorithme de Buchberger montre
qu’on aboutit & une base de Groebner en répétant cette opération un nombre
fini de fois. Le théoréme suivant donne une charactérisation des bases de
Groebner par les S-polynomes.

Théoréme 2.2.3. Soit P = p1,...,ps un systéme générateur d’un idéal T
de A,,. Alors P est une base de Groebner de T si et seulement si tous les
S-polyndémes de P se réduisent & zéro par P.

Démonstration. Voir 20| page 85. O
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Algorithm 2 Algorithme de Buchberger.

Entrée: Un ensemble fini P de polynémes p; et un ordre monomial <.
Sortie: Une base de Groebner réduite G pour I'idéal engendré par P.

1: Initialiser G & P et S & l’ensemble des paires d’éléments de G.

2: while S # () do

3:  Choisir une paire p = {g1, 92} et la retirer de S.

4:  Calculer Spoly(g1,g2) et le réduire par G pour obtenir un reste r.

5. if r # 0 then

6: Adjoindre a S toutes les paires {g,r} pour g € G.

& Retirer de G les polyndémes dont le monéme de téte est divisible par
celui de r et y adjoindre 7.

8: end if

9: end while
10: return G.

Notons qu’a chaque étape de la boucle l'idéal engendré par G est le
méme. D’autre part, si 'algorithme termine cela veut dire qu’on a obtenu un
systéme générateur G qui réduit & zéro tous ses S-polynomes. Par le théoréme
2.2.3 G est une base de Groebner de Iidéal qu’elle engendre. Pour montrer la
terminaison de 'algorithme il suffit de constater que la partie stable mt(G),
et donc l'idéal de A,, qu’elle engendre, croit strictement au fur et & mesure
de 'exécution de la boucle. La terminaison est donc assurée par le théoréme
de la base de Hilbert.

2.2.5 Systémes polynomiaux avec un nombre fini de solu-
tions

Considérons un systéme polynomial
pl(Xla'--aXn):"':ps(Xla---aXn):()? (221)

ou les p; sont dans A,, = K[X1,...,X,]. Une question fondamentale est de
savoir si un tel systéme a un nombre fini de solutions dont les coordonnées
sont dans la cloture algébrique K du corps K. Notons d’abord que I’ensemble
des solutions ne change pas si on ajoute & ce systéme toutes les équations
données par des polyndémes dans I'idéal 7 engendré pq, ..., ps. On peut donc
parler des solutions, appelés aussi les zéros, d’un idéal. Pour un idéal 7 de
A, Pensemble 2 (T) des zéros de T dans K est appelé lensemble algébrique
défini par 7.

Considérons maintenant un ordre monomial < sur M,, et un idéal Z de
A,. Sion pose A(Z) = M, \ mt(Z), alors les éléments de A(Z) sont tout
simplement les mono6mes qu’on ne peut pas réduire par une base de Groebner
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de Z pour l'ordre <. Il en résulte donc que tout élément f € A, irréductible
par une base de Groebner de Z est combinaison linéaire & coefficients dans
K des mondmes dans A(Z). D’autre part, le théoréme 2.2.1 nous dit que
tout polynéme f € A, est congru modulo Z & un polyndéme dont tous les
monodmes sont irréductibles. Ceci signifie donc que A(Z) est une base du
K-espace vectoriel A,,/T.

Théoréme 2.2.4 (Nullstellensatz de Hilbert). Soient Z un idéal de A, et
p € Ay, un polynéme qui s’annulle sur Z (). Alors il existe un entier positif
m tel que p™ € I.

Nous pouvons maintenant montrer comment on peut décider & l’aide
d’une base de Groebner de la finitude du nombre de zéros d’un idéal de A,,.

Corollaire 2.2.2. Soient T un idéal de A, et G une base de Groebner de
T pour un ordre monomial < sur M,,. Alors Z(I) est fini si et seulement
st pour tout i = 1,...,n il existe d; > 0 tel que G contient un polyndéme de
mondme dominant Xidi.

Démonstration. Supposons que Z(Z) est fini et soit i = 1,...,n. Il existe
alors un polynéme non nul P;(X;) qui s’annulle sur 2°(Z). Par le théoréme
2.2.4 une puissance P/ est dans I'idéal Z. 11 est clair que mt(P/™) = X",
ou n; > 0. Le fait que G est une base de Groebner de Z entraine alors
existence d'un g € G tel que mt(g) divise mt(P,"*). Il en résulte donc que
mt(g) = X%, ou d; > 0.

Réciproquement, si pour tout ¢ = 1,...,n il existe g; € G tel que
mt(g;) = Xfi avec d; > 0 alors les mon6émes irréductibles par G sont dans
{X% | a; < d;}. Comme cet ensemble est fini il en est de méme pour A(Z),
ce qui prouve que A, /T est de dimension finie. Pour tout ¢ = 1,...,n posons
Z, = T K[X;]. le fait que K[X;]/Z; s’identifie & un sous-espace vectoriel de
A, /T entraine alors que K[X;]/Z; est de dimension finie. Donc Z; contient un
polynéme non nul P;(X;). Il est clair que Z(Z) est contenu dans l'ensemble
des zéros du systéme

Pl(X1> == Pn(Xn) = 07

et que ce systéme a un nombre fini de solutions. Il en résulte donc que Z(7)
est fini. O

En fait, lorsque le corps K est infini et 27(7) est fini, il arrive trés souvent
que la base de Groebner de Z pour 'ordre lexicographique X; < Xo < -+ <
X, soit de la forme g1(X1), X2 — ha(X1),..., X5 — hn(X1), avec deg(h;) <
deg(g1). Ceci tient au fait qu’en choisissant au hazard un nombre fini de
points dans K", avec K infini, on est presque str que les Xj-coordonnées de
ces points sont deux & deux distinctes.
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2.3 Domaine de stabilité

En théorie du contréle on a souvent affaire a des systémes d’équations
différentielles linéaires dont les coefficients dépendent de parameétres. Eant
donné un tel systéme

Y'(t) = AY (t) (2.3.1)

avec A = (a;j(N))1<ij<n, Y €R" et X € R il est important de déterminer
pour quelles valeurs des paramétres toutes les racines complexes du polynéme
caractéristique de A

P =det(X1I, — A) (2.3.2)
sont & partie réelle strictement négative. En effet, si xq,...,x, sont les
racines complexes de P avec les multiplicités respectives uq, ..., i, les fonc-
tions
ettt g2t el o pmaTlemit o gpur—lownt

)

forment une base des composantes des solutions du systéme (2.3.1), et quand
tous les x; ont leur partie réelle strictement négative, toutes les solutions du
systéme (2.3.1) tendent vers 0 lorsque ¢ tend vers 400, et ce pour toute va-
leur initiale possible. C’est la raison pour laquelle I’ensemble des polynomes
de degré n dont toutes les racines complexes ont une partie réelle strictement
négative est appelé domaine de stabilité de degré n. Si le polyndéme caracté-
ristique d’une matrice réelle A d’ordre n appartient au domaine de stabilité
de degré n alors A est dite stable.

Dans cette section nous exposons les critéres de Liénard-Chipart et de
Routh-Hurwitz qui donnent des conditions, semi-algébriques sur les coeffi-
cients d’un polynome P, équivalentes au fait que P appartienne au domaine
de stabilité. L’ouvrage [4] est notre référence de base.

2.3.1 Sous-résultants

Soit D un anneau commutatif unitaire. Considérons P,Q € D[X] deux
polynémes non nuls de degrés respectifs p > ¢, et écrivons

P =a,X?+ aplep_l + -+ ag,
Q =0, X7+ b, 1 X9 -+ by

Définition 2.3.1. Etant donné 0 < j < q, la j°™¢ matrice de Sylvester-
Habicht de P et Q, notée SyHa;(P,Q), est la matrice (p 4+ q —2j) x (p+
q—7) ayant pour lignes X9 371P, ... P,Q,..., XP~I71Q écrits dans la base
Xpte—i—1 X 1.
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On a donc

[ ap ag 0 0 7
0 0
: P ¢ 1
SyHa;(P,Q) = | : 0 by oo oo .. Do
: 0
0 . R :
[ by oo oo o g O .. O

Définition 2.3.2. Le 7™ coefficient sous-résultant de P et Q est défini
comme étant le déterminant de la matrice carrée SyHa; j(P,Q) obtenue en

prenant les p + q — 2j premicéres colonnes de SyHa;(P, Q). Il est noté par
sRes;(P, Q).

Dans la suite, nous noterons par sRes(P, Q) la suite des coefficients sous-
résultants sRes;(P,Q), j =gq,...,0.

2.3.2 Indice de Cauchy

Soient P et @) deux polyndmes a coefficients réels, et  une racine réelle
de P. La fonction /P saute de —oco & +00 en z si la multiplicité p de z
comme racine de P est supérieure & la multiplicité v de x comme racine de
Q, p—v est impair et le signe de @)/ P a droite de x est strictement positif. De
maniére similaire, la fonction /P saute de +00 & —oo en x si la multiplicité
p de x comme racine de P est supérieure a la multiplicité v de = comme
racine de @), p— v est impair et le signe de Q/P a droite de x est strictement
négatif.

Définition 2.3.3. Etant donnés a < b dans R U {—oco,+oo} et P et Q
dans R[X], lindice de Cauchy de Q/P sur (a,b), noté Ind(Q/P;a,b), est
la différence entre le nombre de sauts de la fonction Q/P de —oo & +oo et
le nombre de sauts de la fonction Q/P de +00 & —oo sur lintervalle ouvert
(a,b). L’indice de Cauchy de Q/P sur R est appelé simplement l'indice de
Cauchy et il est noté Ind(Q/P) au lieu de Ind(Q/P; —oc0, +00).

Soit §' = sp, ..., s0 une liste finie d’éléments dans R telle que s, # 0. Soit
g <ptelquesg;=---=s,1 =0et s, #0, et posons S’ = s4,...,50 (sil
n’existe pas de tel ¢, S” est la liste vide). Nous définissons inductivement

0 siS =10
PmV(S) =< PmV(S") +ep_gsign(spsy)  sip— qest impair
PmV(5) si p — q est pair

ol £p_q = (1)) p—a=1)/2,
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Lorsque tous les éléments de .S sont non nuls PmV (S) est tout simplement la
différence entre le nombre de permanences de signe et le nombre de variations
de signe dans la liste s, ..., so.

Nous avons le résultat suivant qui permet de calculer 'indice de Cauchy
a ’aide des sous-résultants, voir [4, théoréme 4.31].

Théoréme 2.3.1.

PmV (sRes(P,Q)) = Ind(Q/P).

2.3.3 Indice de Cauchy et domaine de stabilité

Soit P(X) = apXP+a,—1 XP~ 1+ -+ap un polynéme de degré p de R[X],
et considérons les polynomes F(X) et G(X) définis par P(X) = F(X?) +
XG(X?). Lorsque p est pair, disons p = 2m, on a

F(X) = agmX™ + agmoX™ 1+,
G(X) = a2m—1Xm_1 + CL2m—3)(m_2 + -
Lorsque p est impair, disons p=2m + 1, on a
F(X) = agmX™ + agm_oX™ 1 4.
G(X) = azm1X™ + agm1 X" 4+
Nous avons alors le résultat suivant, voir [4, théoréme 9.29].

Théoréme 2.3.2. Soit n(P) la différence entre le nombre de racines de P
avec partie réelle strictement positive et le nombre de racines de P avec partie
réelle strictement négative. Alors on a

(P) = —Ind(G/F) + Ind(XG/F) si p est pair
e = —Ind(F/XQG)+ Ind(F/G)  sip estimpair

Comme conséquence des théorémes 2.3.1 et 2.3.2 nous avons la formula-
tion suivante du critére de Liénard-Chipart [45], voir [4, théoréme 9.30].

Théoréme 2.3.3 (Liénard-Chipart). Un polynome P(X) de degré p et de
coefficient dominant positif est stable si et seulement si tous ses coefficients
sont strictement possitifs et

sResy(F,G) > 0,...,sReso(F,G) >0 si p = 2m est pair
sRespm+1(XG,F) >0,...,sReso(XG,F) >0 sip=2m+1estimpair
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Démonstration. Si P est stable alors il est le produit de a, > 0 et de poly-
nomes de la forme X + u et 22 + vX + w, avec u,v,w > 0. Il s’ensuit donc
que tous ses coeflicients sont strictement positifs. En particulier, aucun des
polynémes F' et G n’a de racine positive et F(0)G(0) = apa; > 0.

Si p = 2m est pair on a par le théoreme 2.3.2 n(P) = —Ind(G/F) +
Ind(XG/F), et tenant compte du fait que Ind(G/F) = —Ind(XG/F) on
obtient n(P) = —2Ind(G/F). D’autre part, le fait que toutes la racines de
P soient de partie réelle strictement négative nous donne n(P) = —p =
—2m, et donc Ind(G/F) = m. Par le théoréme 2.3.1 on a Ind(G/F) =
PmV (SRes(F,G)) = m, ce qui signifie que sRes;(F,G) > 0 pour tout
1. Le cas impair se traite de la méme maniére tenant compte du fait que

Ind(F/XG) = —Ind(F/G) + 1.

Réciproquement, pour le cas pair p = 2m, si sRes;(F,G) > 0 pour
tout ¢ alors par le théoréme 2.3.1 on a PmV (sRes(F,G)) = m et donc
Ind(G/F) = m et n(P) = —2m par le théoréme 2.3.2. Ceci entraine donc
que toutes les racines de P sont de partie réelle strictement négative. Le cas
impair se traite de la méme maniére. O

Par exemple, un polynéme de degré 2 est stable si et seulement si ses
coefficients sont tous de méme signe. De méme, une application directe du
théoréme 2.3.3 montre qu’un polyndéme de degré 3 de coefficient dominant
strictement positif est stable si et seulement si ses coefficients sont stricte-
ment positifs et ajas — agaz > 0.

2.3.4 Critére de Routh-Hurwitz

Considérons P(X) = apXP + ap—1 XP~1 + -+ + ap. La matrice carrée
d’ordre p
—CLp_l ap—-3 0Aap—5 i
ap ap_g ap_4
H = 0 ap-1 ap-3 ap-s
0 ap  Ap—2 Gp—4

est appelée la matrice de Hurwitz du polynéme P(X). Le i®™® mineur prin-
cipal de la matrice H est appelé le i¥™ déterminant de Hurwitz de H et il
est noté A;.

Le critére de Routh-Hurwitz se formule de la maniére suivante, voir [38,
26].

Théoréme 2.3.4 (Routh-Hurwitz). Soit P un polynéme de degré p et de
coefficient dominant positif, et soit H sa maitrice de Hurwitz. Alors P est
stable si et seulement si

Ap >0, A, > 0.
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Dans le cas d’un polynome de degré 2 le critére de Routh-Hurwitz donne
a1 > 0, ayjag > 0. Dans le cas d’'un polynéme de degré 3 le méme critére
donne ay > 0, ajay — agag > 0, ag(ajaz — agag) > 0. Ces conditions sont
équivalentes a celles fournies pas le critére de Liénard-Chipart.

2.4 Matrices positives et stabilité

Dans cette section nous exposons quelques résultats classiques sur les
matrices positives. Les théorémes 2.4.4, 2.4.6 et 2.4.7 sont les résultats dont
nous aurons besoin dans le chapitre 3 pour étudier la stabilité de ’équilibre
sans maladie dans les modéles épidémiologiques. Les autres résultats que
nous énoncons dans cette section nous servent essentiellement pour montrer
ces théorémes.

2.4.1 Notation

Dans la suite nous désignons par K le corps des réels ou des complexes. Si
n et m sont des entiers naturels non nuls, on désigne par M, ,,(K) I'espace
vectoriel des matrices n x m & coefficients dans K. Lorsque n = m, on
note M,,(K) pour M, ,(K). Un vecteur de K" est identifi¢ & un élément de
Mml(K). Pour A\: (aij)lgingn dans Mn(K) et x = (l’i)lgign dans K”,
on note (Ax); la i®"° composante du vecteur Az. La matrice (|a;;|)i<ij<n
est notée par |Al. Etant donnés 1 < p < ¢ < n, la sous-matrice principale

(@ij)p<ij<q de A est notée par A, ,.

Pour toute norme x — ||z|| sur K", 'application

A [|A]l = fnax [ Az|

définit une norme sur M, (K). Ainsi, la norme matricielle induite par ||.||oo
est définie par

n

VA MuK), Al = max 3 el
]:

De méme, la norme matricielle induite par ||.||; est définie par

n

VAE M), Al = max Y fay] = [ Al
T =1

Définition 2.4.1. Soit A une malrice carrée d’ordre n a coefficients com-
plexes, le rayon spectral de A est le réel positif

(A) = max |A|
AESp(A)

ot Sp(A) désigne 'ensemble des valeurs propres complexes de A.
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Pour toute norme matricielle induite par une norme vectorielle on a

p(A) < [|A]l
De méme, pour toute norme ||.|| sur 'espace des matrices carrées complexes
on a )
p(A) = lim || A¥|*. (2.4.1)
k——+o0

Enfin, rappelons que l'application p : M, (C) — R est continue.

2.4.2 Matrices positives

Définition 2.4.2. Une matrice carrée A dans My, (R) est dite positive (resp.
strictement positive), et on note A >0 (resp. A > 0), si tous ses coefficients
sont positifs (resp. strictement positifs).

Si A et B sont deux matrices dans M, (R) la notation A > B (resp.
A > B) signifie que A— B > 0 (resp. A— B > 0).
Lemme 2.4.1. 57 z1,- -+, z, sont des nombres complexes tels que

n

D

k=1

n
=3 Jal, (2.4.2)
k=1

alors il existe un réel 0 tel que z, = |z|e® pour tout k.

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer qu’aucun des z;
n’est nul. Ecrivons 2 = ppe*, avec pp = |zx| > 0 et 0y €] — 7, 7]. On a alors

3k 2kl® = Do l2kl® 4 237 4 pjor cos(6; — B),
2
Ok l2e))® = 20p J2l® +2 > i<k PPk

et I'égalité (2.4.2) équivaut a
> pip(1 — cos(8; — 6x)) = 0.
i<k

Tous les termes de cette somme étant positifs ou nuls avec p;pr > 0, on en
déduit que cos(f; — 6i) = 1 pour j # k, avec =27 < §; — ), < 27, ce qui
équivaut & §; = 6;. En notant 6 cette valeur commune on obtient z; = | 2 €
pour tout entier k compris entre 1 et n. ]

Dans la proposition suivante nous avons rassemblé quelques faits simples
concernant les matrices positives. Le seul point non trivial est le fait 9. qui
est une conséquence du lemme 2.4.1.

Proposition 2.4.1. Nous avons les propriétés suivantes.
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1. Pour toute matrice A dans M, .,(K), la matrice |A| est positive et
|A| = 0 si et seulement si A= 0.

2. Pour toute matrice A dans M,, ., (K) et tout scalaire X\, on a |NA| =
AIIA].

3. Pour toutes matrices A et B dans My, ,(K), on a |[A+ B| < |A|+|B|.

4. Pour toutes matrices A dans My n(K) et B dans My, »(K), on a l'in-
égalité |AB| < |A||B|.

5. 8t A e My m(R) est positive et B € M, »(R) est strictement positive,
alors AB = 0 entraine A = 0.

6. Si A€ My.m(R) est strictement positive et © € R™ est positif non nul,
alors Ax est strictement positif.

7. Si A, B dans My m(R) et A, B' dans M, »(R) sont telles que 0 <
A< Bet0< A <B, alors 0 < AA' < BB'.

8. Si A, B dans M, (R) sont telles que |A| < B, alors |A¥| < |A|F < BF
pour tout entier naturel k.

9. 81 A € Mpm(R) est strictement positive et B € My, »(C) sont telles

que |AB| = A|B|, alors il existe des réels 0y,--- ,0, tels que B = |B|D,

0w D est la matrice diagonale de coefficients diagonauz €1, - - .

10. Si A € My, (K) est telle qu’il existe un vecteur x strictement positif
dans R™ tel que Ax = |Alz, alors A = |A|.

Théoréme 2.4.1. Si A, B dans M, (C) sont telles que |B| < A, alors
p(B) < p(|B]) < p(A).

Démonstration. Par la proposition 2.4.1 8. on a |B¥| < |B|¥ < A* pour tout
k > 1. Par conséquent,

1B*lloo < I1B*[loe < A% loc,

et donc ) ) )
Vk > 1,||B¥|% < [[|BI*|l& < [|4¥)|4&

tenant compte de la croissance de la fonction t — th sur R, . Il suffit alors
de faire tendre k vers +oo en utilisant ’égalité (2.4.1). O

Nous donnons ci-dessous trois conséquences directes du théoréme 2.4.1.
Corollaire 2.4.1. Si A, B € M, (R) sont telles que 0 < A < B, alors
p(4) < p(B).

Corollaire 2.4.2. Si A € M, (R) est positive, alors pour toute sous-matrice
principale A, g = (aij)p<ij<q de A on a p(Apq) < p(A). En particulier,

i < p(A).
1202, i = pA)
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Corollaire 2.4.3. Si A, B € M, (R) sont telles que 0 < A < B alors

p(A) < p(B).

Démonstration. Si p(A) = 0 alors p(B) > maxj<j<, b > 0 du fait que B
est strictement positive. D’autre part, pour tout 4,5 on a 0 < ” <1, et on

peut alors trouver un réel A > 0 tel que bi < A < 1, soit am < bi;. On a
donc 0 < YA < Bet p(3A) < p(B). Pour p(A) > 0 cela donne

p(4) < 2p(A) = p GA) < o(B),

et donc p(A) < p(B). O

Théoréme 2.4.2. Soit A € M,(R) une matrice positive telle que la somme
des termes de chaque ligne (resp. colonne) est constante égale o a. Alors a
est une valeur propre de A et on a

p(A) = a= Al (resp. p(A) =a=|Al).

Démonstration. Les égalités 2?21 ai; = o pour tout ¢ reviennent a dire que
{(1,---,1) € R™ est un vecteur propre de la matrice A associé a la valeur
propre «. La matrice A et le réel o étant positifs, on a alors

n
@ < p(A) < Al = o 3y =
J:

soit a = p(A) = ||A|lco- En remplagant A par sa transposée et en utilisant
le fait qu’une matrice et sa transposée ont les mémes valeurs propres, on
obtient le deuxiéme résultat tenant compte du fait que ||'Aljoo = [|4]1. O

Corollaire 2.4.4. Pour toute matrice positive A dans M, (R) on a
P < ) < ma
mZ & mZ

min Zaij < p(A) < max .
=1

1<j<n 1<j<n “
i= 1=1
)3 . _ n .
Démonstration. Posons o =3 7 aij et
a = min o, 0 = max «;.
1<i<n 1<i<n

On montre tout d’abord qu’on peut construire une matrice B = (b;;)1<i j<n
dans M, (R) telle que 0 < B < A et Z?:l bjj = « pour tout i. Le cas
«a = 0 étant trivial, nous supposons dans la suite que « > 0. Alors tous les
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a; sont strictement positifs et en posant b;; = gaij on a 0 < b;; < a;; pour

tous 4, j. Donc la matrice B = (b;;)1<i j<n vérifie 0 < A < B et pour tout 4

> i1 bij = 575 aij = a. Par le théoréme 2.4.2 et le corollaire 2.4.1 on a
o= p(B) < plA) < Al = 5.

Le deuxiéme encadrement s’obtient en remplacant A par ‘A. O

Corollaire 2.4.5. Si A = (a;j) est une matrice carrée réelle positive d’ordre
n telle que Z;Zl aij > 0 (resp. >.i i aij > 0) pour tout i (resp. j), alors
p(A) > 0. En particulier, une matrice strictement positive a son rayon spec-
tral strictement positif.

Tenant compte du fait que seules les matrices nilpotentes ont un rayon
spectral nul on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 2.4.6. Si A est une matrice dans My(R) telle que A* soit stric-
tement positive pour un entier k > 1, alors p(A) > 0.

Le théoréme suivant donne un autre encadrement pour le rayon spectral
d’une matrice positive.

Théoréme 2.4.3. Pour toute matrice A positive dans M, (R) et tout vecteur
x strictement positif dans R™ on a

Ax); Ax
min (Az), < p(A) < max (Az),
1<i<n x5 1<i<n x5
Démonstration. On pose
Ax); A
r(A,z) = min ( :c)17 s(A,z) = max (Az),
1<i<n @ 1<i<n  x;
On condidére D, la matrice diagonale de coefficients diagonaux x1,- - ,x,

et on utilise le corollaire 2.4.4 avec la matrice positive D! AD,. En effet, la
multiplication a droite par D, a pour effet de multiplier chaque colonne j
de la matrice A par z; et la multiplication a gauche par D! a pour effet de
diviser chaque ligne ¢ de la matrice A par x; de sorte que

On obtient donc

r(A,xz) = min ﬁaij < p(D;'AD,) = p(A) < max ﬂaij = s(A, x).
1<i<n — xT; 7
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Corollaire 2.4.7. Soit A une matrice positive dans M, (R). Sl existe un
vecteur x strictement positif et deux constantes réelles positives «, (8 telles
que ax < Ax < Bz (resp. ax < Ax < fz), alors a < p(A) < [ (resp.
a < p(A) <pB).

Démonstration. L'inégalité axr < Axr < fz équivaut a ax; < (Az); < Py
pour tout ¢, ce qui entraine

Az Azx);
a < min ( )’gp(A)g max( >Z§ﬂ.
1<i<n I 1<i<n I
On procéde de la méme maniére pour les inégalités strictes. O

2.4.3 Théoréme de Perron-Frobenius pour les matrices stric-
tement positives

Nous montrons dans cette sous-section le théoréme de Perron-Frobenius
pour les matrices strictement positives.

Lemme 2.4.2. Soient A une matrice carrée réelle d’ordre n strictemment
positive et x est un vecteur propre de A associé ¢ une valeur propre X telle que
Al = p(A). Alors p(A) est une valeur propre de A avec |x| comme vecteur
propre associé. En plus, |x| est strictement positif et il existe un réel 6 tel
que x = €|x|.

Démonstration. On a p(A) > 0 du fait que A > 0. D’autre part, du fait que
Az = Az et |\| = p(A) on déduit que

p(A)z] = |Az| = |Az| < [Al|z] = Alx], (2.4.3)

ce qui entraine que le vecteur y = A|x| — p(A)|z| est positif. Si ce vecteur

est non nul alors Ay > 0 d’apreés la proposition 2.4.1 6. En posant z = A|z|,
ce méme argument entraine que z > 0, et on a alors p(A)z < Az. Cela
donne p(A) < p(A) par le corollaire 2.4.7, ce qui est impossible. On a donc
y =0, c’est-a-dire A|z| = p(A)|z|, ce qui signifie que p(A) est valeur propre
de A avec |z| comme vecteur propre associé. En plus, I'égalité |z| = ﬁAm
donne |z| > 0.

Enfin, de l'égalité (2.4.3) on déduit que A|z| = |Az| et donc qu'il existe
un réel 6 tel que = = €?|z| (point 9. de la proposition 2.4.1 avec B = z). [

Théoréme 2.4.4. Soit A une matrice carrée réelle d’ordre n strictement
positive. Alors p(A) est Uunique valeur propre de A de module mazimum.
En plus, p(A) est simple et posséde un vecteur strictement positif.

Démonstration. Soit A une valeur propre de A telle que |\| = p(A). D’apres
le lemme 2.4.2 tout vecteur propre x associé \ est de la forme z = e|z|,
avec |z| > 0, et on a Alz| = p(A4)|z|. On a donc

A =Ax=A (ewm) = e Alz| = ep(A)|z| = p(A)x.
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On en déduit que Az = p(A)zx, et A = p(A) du fait que x # 0. Donc p(A)
est 'unique valeur propre de A de module maximal.

Il reste & prouver que p(A) est simple. Considérons B = A — p(A)I,
et montrons que le coefficient de degré 1 du polynéme caractéristique de B
est non nul. D’une part, ce coefficient est I'opposé de la somme des mineurs
principaux diagonaux d’ordre n — 1. D’autre part, soit B; (resp. A;) la sous-
matrice de B (resp. A) obtenue en éliminant la ligne et la colonne i et soit
resp. A; la matrice obtenue de A en remplacant la ligne et la colonne i par
la ligne et la colonne nulle. Alors on a B; = A; — p(A)I,,—1. En plus, 4; et
A; ont le méme rayon spectral et 0 < A; < A du fait que A est strictement
positive. D’aprés le corollaire 2.4.3 on a p(A;) = p(A4;) < p(A). 1l en résulte
alors que les valeurs propres de B; sont toutes & partie réelle strictement
négative, et donc det(B;) a le méme signe que (—1)"~1. 1l en résulte que
tous les mineurs prinpaux diagonaux d’ordre n — 1 sont non nuls et ont le
méme signe. Leur somme est donc non nulle. O

Corollaire 2.4.8. Soit A € M,,(R) une matrice strictement positive. Alors
il existe un unique vecteur propre associé & la valeur propre p(A) dans le
compact F ={zx ¢ R" |z >0, ||z|; = 1}.

Le vecteur x € F'N E,4) est appelé le vecteur de Perron de la matrice
strictement positive A.

Corollaire 2.4.9. Soit A est une matrice carrée réelle positive d’ordre n.
Alors p(A) est une valeur propre de A et elle a un vecteur propre positif.

Démonstration. Posons A = (a;;) et pour tout entier positif k

1
A, = (aij n )
k) i<ij<n

Soit zp le vecteur de Perron de la matrice strictement positive Ag. On a
limg_, 1o Ax = A, tenant compte de la continuité du rayon spectral on déduit
que limg_, 4o p(Ar) = p(A). D’autre part, la suite (zx)g>1 étant dans le
compact F'={x € R" | z > 0,||z|1 = 1}, on peut en extraire une sous-suite
(T, (k))k>1 convergente vers un vecteur z > 0. On a alors

Av= I Aypem = Hm p(Agw)zem = p(A)z.

Enfin, on a = # 0 car ||z||; = 1 et donc = est un vecteur propre de A associé
a la valeur propre p(A). O

Corollaire 2.4.10. Soit A une matrice carrée réelle positive d’ordre n. Alors

p(In + A) = 1+ p(A).
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Démonstration. Pour toute matrice carrée réelle d’ordre n on a
Sp(I,+A)={1+X| A€ Sp(A)}

et donc p(I, + A) < 14 p(A). Si de plus A est positive, alors p(A) est
une valeur propre de A. Donc 1 + p(A) est une valeur propre de I,, + A et
1+ p(A) < plI + A). 0

Corollaire 2.4.11. Si A est une matrice carrée réelle positive d’ordre n et
s’il existe un entier positif r tel que A" soit strictement positive, alors p(A)
est une valeur propre simple de A.

Démonstration. On sait déja par le corollaire 2.4.9 que p(A) est une valeur
propre de A. Notons p sa multiplicité algébrique. Comme A est trigonalisable
sur C il existe une matrice inversible P telle que T = P~' AP soit triangulaire
supérieure de diagonale

(IO<A)7 e ,p(A),)\p+1, te 7)\n)

avec |\;| < p(A). Sir est tel que A" soit strictement positive alors la matrice
T" = P7YA" P est triangulaire supérieure de diagonale

(p(A)T’ 7/)(*’4)7,7 ;-{-17"' aAZ)v

et p(A)" = p(A") est valeur propre de A" de multiplicité supérieure ou égale
a p. Mais A" étant strictement positive cette multiplicité vaut 1 d’aprés le
théoreme 2.4.4). O

2.4.4 Théoréme de Perron-Frobenius pour les matrices po-
sitives irréductibles

Nous montrons dans cette sous-section le théoréme de Perron-Frobenius
pour les matrices positives irréductibles.

Définition 2.4.3. Une matrice carrée d’ordre n est dite réductible s’il existe
une matrice de permutation P, telle que

PlAP, = [ B0 ]

C D

ot B est une matrice carrée d’ordre p avec 1 <p <n — 1. Une matrice non
réductible est dite irréductible

Exemple 2.4.1. Une matrice carrée ayant tous ses coefficients non nuls
est irréductible. Plus généralement, si A est une matrice carrée et s’il existe
un entier positif p tel que AP ait tous ses coefficients non nuls, alors A est
wrréductible.
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Lemme 2.4.3. Soient A € M,(R) une matrice positive irréductible et y €
R™ un vecteur positif non nul. St y est strictement positif alors il en est
de méme pour le vecteur z = (I, + A)y. Sinon, le nombre de composantes
nulles de z est strictement inférieur & celui de y. Dans tous les cas, le vecteur
(I, + A"y est strictement positif.

Démonstration. Les composantes du vecteur z = (I, + A)y sont données par
zi = )iy GiYj + Yi (1 < i < n). Comme la matrice A et le vecteur
y sont supposés positifs on a z > y > 0. En particulier, z est strictement
positif si y Dest.

Supposons que y a au moins une composante nulle, et notons que y < z
implique que le nombre de composantes nulles de z est inférieur ou égal a
celui de y. Suposons que z et y ont le méme nombre de composantes nulles,
et notons J, I’ensemble des indices i tels que y; = 0. D’une part, pour tout
1 € Jy on adonc z; = ngéJy a;jy; = 0 et y; > 0 pour j ¢ J,. Tenant compte
du fait que les coefficients a;; sont positifs ou nuls on déduit que a;; = 0
pour i € Jy et j ¢ J,. D’autre part, J, est de cardinal compris entre 1 et
n—1 car y a au moins une composante nulle et y # 0. Ceci prouve donc que
A est réductible. En conclusion le nombre de composantes nulles de z est
strictement inférieur & celui de y, si la matrice positive A est irréductible.

Si le vecteur y est positif non nul, il a au moins une coordonnée stricte-
ment positive et ce qui précéde nous dit que le vecteur (I, + A)y a au moins
deux coordonnées strictement positives. Par récurrence on déduit alors que
le vecteur (I, + A)" 1y est strictement positif. O

Théoréme 2.4.5. Soit A € M,(R) une matrice positive. Alors A est irré-
ductible si et seulement si la matrice (I, + A)"~1 est strictement positive.

Démonstration. Supposons que A est irréductible. Par le lemme 2.4.3 on a
(I, + A)"'z > 0 pour tout vecteur positif non nul 2. En appliquant cette
propriété aux vecteurs (e;)1<j<n de la base canonique de R™ on déduit que
(I, + A)"~! est strictement positive.

Réciproquement, si la matrice (I,, + A)"~! est strictement positive, alors
elle est irréductible et il en est donc de méme pour I, + A ainsi que A (voir
Pexemple 2.4.1). O

Nous avons donc ce qu’il faut pour énoncer et prouver le théoréme de
Perron-Frobenius pour les matrices positives irreductibles, voir e.g. [37, théo-
réme 8.4.4].

Théoréme 2.4.6 (Perron-Frobenius). Soit A € M,,(R) une matrice positive
et irréductible. Alors p(A) > 0 est une valeur propre simple de A et le sous-
espace propre associé est de dimension 1 engendré par un vecteur strictement

positif.
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Démonstration. Comme A est irréductible elle n’a aucune ligne nulle. Puis-
qu’en plus A est positive on a Zj a;; > 0 pour tout ¢, ce qui donne p(A4) >0
par le corollaire 2.4.5.

Tenant compte du corollaire 2.4.10, il suffit de montrer que 1 + p(A)
est une valeur propre simple de I, + A. Du théoréme 2.4.5 on déduit que
(I,+A)"~ ! est strictement positive. Ensuite, le corollaire 2.4.11 nous montre
que 1+ p(A) est une valeur propre simple de I, + A.

Le sous-espace propre associé & p(A) est donc de dimension 1 et on sait
par le corollaire 2.4.9 qu’il peut étre engendré par un vecteur positif z. De
Axr = p(A)z on déduit que (I, + A)" 'z = (1 + p(A))" 'z. D’apreés la
proposition 2.4.1 6. et le fait que (I, + A)" ' > 0on a (I, + A)" x>0, ce
qui finalement donne z > 0. O

2.4.5 Z-matrices et stabilité

Une matrice A € M,,(R) est appelée une Z-matrice si tous ses coefficients
non diagonaux sont négatifs. Une Z-matrice dont toutes les valeurs propres
sont de partie réelle strictement positive est appelée une M-matrice.

Lemme 2.4.4. Une matrice A € M, (R) est une M-matrice si et seulement
si elle peut s’écrire sous la forme A = sl,, — B, ot B est une matrice positive
et s > p(B).

Démonstration. Supposons que A = (a;j) est une M-matrice. Pour tout
§ > max; ay; la matrice B = sl,, — A est positive, et par le corollaire 2.4.9
p(B) est une valeur propre de B. Comme les valeurs propres de B sont de la
forme s— A, ou A est une valeur propre de A, il existe une valeur propre réelle
A de A telle que p(B) = s — A. Le fait que A est une M-matrice entraine que
A > 0 et donc p(B) < s.

Réciproquement, si A = sI,, — B ou B est positive et p(B) < s alors A
est en particulier une Z-matrice. En plus, pour toute valeur propre A de B
onas > |Al > R(A). Donc s —R(A) > 0, ce qui signifie que toutes les valeurs
porpres de A sont de partie réelle strictement positive. O

Théoréme 2.4.7. Soit A = (a;;) € Myp(R) une Z-matrice. Alors les pro-
priétés sutvantes sont équivalentes.

1. A7 est positive.

2. A est une M-matrice.

3. Les mineurs principouz dominants de A sont strictement positifs.
Démonstration. “1. = 2.". Soit A une Z-matrice et écrivons A sous la forme

A = sl,, — B ou B est une matrice positive et s un réel positif. Comme
B est positive non nulle il existe, d’aprés le théoréme de Perron-Frobenius,
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un vecteur u positif non nul tel que Bu = p(B)u, ce qui donne (sl —
B)u = (s — p(B))u. On a p(B) # s, car A est non singuliére, et par suite
(s, — B)"tu = ﬁ(B)u. Comme A~ = (sI,, — B)~! est positive et u est
positif non nul le vecteur (sI,, — B) ~!u est positif non nul et donc % > 0.

Ceci montre que p(B) < s et donc A = sl,, — B est une M-matrice d’apreés
le lemme 2.4.4.

“2. = 3". Si A est une M-matrice alors on peut écrire A = sl,, — B ,
ol B est une matrice positive et p(B) < s. Toute sous-matrice principale
dominante A, p < n, de A est de la forme A, = sI, — B, olt B, est la sous-
matrice principale dominante correspondante de B. On a p(B,) < p(B) < s
et donc A, est une M-matrice par le lemme 2.4.4. En particulier, det(A4,) > 0
et tous les mineurs principaux dominants de A, qui sont les déterminants des
Ap, sont strictement positifs.

“8. = 1.". Si tous les mineurs principaux dominants de A sont stricte-
ment positifs alors det(A4) > 0 et det(A,_1) > 0. D’ot1 'existence de A~! et
A;il. Nous montrons par récurrence sur n que A~! est positive.

Pour n = 2 le résultat est évident. Supposons donc que A;El est positive
et écrivons A sous la forme

ot D est la n®™€ colonne de A privée de a,, et C la n® ligne de A privée
de any,. Le fait que A est une Z-matrice entraine alors que D et C sont
négatives.

En utilisant le complément de Schur

Al —-ALD
p=| M

on obtient

AL:|: Infl 0 Infl 0 :|

-1 _
CAY, } (AL = [ a”lcAl, ot
avec o = det(AL) = app, — CA; 1 D > 0. On a alors

Al = L(AL) ' = [ AL +a ' AL DCAL, oI AL D }

—1 —1 -1
—a CA, «o

qui est positive car C < 0,D <0 et A;il > 0. O
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Chapitre 3

Etude de la stabilité de
I’équilibre sans maladie dans
les modéles épidémiologiques

Les systémes dynamiques dépendant de paramétres sont communément
utilisés pour modéliser 1’évolution des maladies infectieuses. Couramment
les modéles obtenus ont un équilibre sans maladie et une des questions fon-
damentales est de trouver les conditions nécessaires et suffisantes sur les
parameétres pour que ’équilibre sans maladie soit asymptotiquement stable.

Couramment un modéle épidémiologique posséde une quantité seuil, ap-
pelée le taux de reproduction de base et noté Ry, telle que ’équilibre sans ma-
ladie est asymptotiquement stable quand Ry < 1 et instable quand Ry > 1,
voir par exemple [32]. Biologiquement parlant, Ry est le nombre moyen d’in-
fectés quand un individu infectieux typique est introduit dans une population
complétement susceptible. Dans |21, 56] le nombre de reproduction de base
est identifié comme étant le rayon spectral d’'une matrice obtenue & partir
du modéle. Mais il n’est pas tout a fait facile de calculer le rayon spectral
d’une matrice carrée dont les coefficients dépendent de paramétres.

Beaucoup de systémes d’équations différentielles ordinaires résultant de
la modélisation épidémiologique dépendent polynomialement des paramétres
et des variables d’état. Nous introduisons ici une méthode alternative pour
trouver des conditions sur les parameétres pour que I'équilibre sans maladie
soit stable. On peut en effet utiliser les critéres de Routh-Hurwitz ou de
Liénard-Chipart pour exprimer le probléme comme une formule du premier
ordre dans le langage des corps ordonnés, et ensuite le résoudre en utilisant
des algorithmes développés en algebre réelle, voir par exemple [4, 36, 1, 24,
14, 19]. Cette approche a I’avantage d’étre complétement algorithmique, mais
& cause du cout trés important de la simplification des formules de premier
ordre cette approche a une portée plutdt limitée. Il arrive aussi que cette
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méthode produit une condition complexe pour un modéle donné alors que
des calculs & la main réussissent & produire une condition équivalente trés
simple, voir par exemple [14].

Nous optons ici pour une sorte de compromis. Nous étudions des sys-
témes d’équations différentielles ordinaires qui satisfont des propriétés struc-
turelles communément partagées par les modeéles épidémiologiques (voir les
hypothéses (H;) — (Hs3) dans la section 3.3). Nous montrons que sous des
hypothéses naturelles vérifiées par les modéles épidémiologiques, telles que
I'invariance positive du cone positif et 'invariance du sous-espace sans ma-
ladie, le probléme de trouver algorithmiquement des conditions de stabilité
de I'équilibre sans maladie, devient simple pour une assez grande classe de
modéles.

Ce chapitre est structuré comme suit. Dans la section 3.1 nous montrons
comment déterminer les équilibres persistants d’une famille polynomilale de
champs de vecteurs. Nous expliquons ensuite dans la section 3.2 pourquoi il
arrive souvent que le polynoéme caractéristique a I’équilibre sans maladie d’un
modéle épidémiologique se factorise. La section 3.3 est consacrée & 1’étude
de la structure de la matrice jacobienne a I’équilibre sans maladie. De cette
structure nous tirons des conditions nécessaires et suffisantes pour la stabilité
de cet équilibre. Une classe de modéles épidémiologiques est étudiée dans la
section 3.5. Pour cette classe nous montrons que la condition de stabilité de
I’équilibre sans maladie est particuliérement facile & obtenir. Un critére de
stabilité globale de I’équilibre sans maladie est donné dans la section 3.4. Les
résultats de ce chapitre sont publiés dans [23].

3.1 Détermination des équilibres

Dans cette section, aussi bien que dans la section 3.2, nous désignons pas
K un corps commutatif de caractéristique nulle et par K sa cloture algébrique.

Soit f(v,x) = (fi(v,x),..., fn(v,x)) une famille polynomiale de champs
de vecteurs sur K, i.e. fi(v,z) € K[v,z] ot v = vq,...,v et x = x1,...,Tp.
Pour déterminer les équilibres de f(v,x) nous devons résoudre le systéme
fi=0,---, fn, =0 an équations en n + k variables. Pour les systémes que
nous allons traiter, dans les chapitres 4 et 5, le nombre de variables n + k
dépasse en général 10 ce qui rend le calcul de leur base de Groebner, par
rapport a l'ordre lexicographique, trés difficile. Mais en fait il est possible
de contourner cet obstacle par la simple constatation que seuls les équilibres
persistants nous intéressent puisque les systémes que nous considérons pro-
viennent de modéles épidémiologiques. Pour expliquer ceci prenons le cas
K = R et considérons vg € R et z(vg) € R un équilibre du champ de vec-
teurs f(vg, ). Sion n’arrive pas a “suivre continiment" cet équilibre lorsque
v varie dans un voisinage assez petit de vy alors z(vg) n’est pas pertinent du
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point de vue épidémiologique puisqu’en général les valeurs des paramétres v
sont mesurés et donc ne sont connues qu’a une marge d’erreur pres.

En termes algébriques, si Z(f) est I'idéal de K[v, ] engendré par les f; et
Q1,...,Q; sont les composantes primaires de Z(f) qui vérifient Q; (N Kv] =
(0), alors les équilibres persistants de f sont exactement les zéros des Q;.
En d’autres termes, pour trouver les équilibres on peut regarder le systéme
fi == fn =0 comme étant un systéme en les variables x & coeffients
dans le corps K(v), ce qui permet de réduire le nombre de variables et rend
plus tractable le calcul d’une base de Groebner. De maniére plus formelle,
nous avons la proposition suivante.

Proposition 3.1.1. Soit 7 un idéal de K[v, x| et soient Qy, ..., Q; les com-
posantes primaires de I qui vérifient Q; (K[v] = (0). Si Iy est l'idéal de
K(v)[z] engendré par T alors on a I; [\ K[v,z] = [, Qi- En conséquence,
st G C K[v][z] est une base de Groebner de Iy par rapport a un ordre mo-
nomial < sur les variables x et a(v) est le plus grand multiple commun des
coefficients de téte des éléments de G alors on a (), Q; = Z(G) : a™.

En d’autres termes, cette proposition nous dit que lorsqu’on voit le sys-
téme dans K(v)[z] on perd dans le pire des cas les équilibres des champs
de vecteur f((,x), ou ¢ est un zéro de a(v). Mais dans les systémes que
nous allons rencontrer nous sommes concerné uniquement par une région de
I'espace des paramétres, & savoir le cone strictement positif R¥ +. En plus,
sur cette région le polyndéme a(v) ne s’annulle pas et donc on ne perd aucun
équilibre persistant. Voici un exemple qui illustre ce point.

Exemple 3.1.1. Considérons le modéle classique SEIRS [34] donné par le
systeme différentiel

S pw+~R— pS — BIS
E = pIS—(n+o)E
I = oE—-(v+pl

R = vi—(u+7v)R

o S, E,I et R sont respectivement les fractions des susceptibles, exposés,
infectieuzr et les immunisés et S+ E + 1+ R =1, voir la section 4.2 pour
plus de détails. Le calcul de la base de Groebner G du systéme pour l'ordre
lezicographique S < E < I < R fournit 4 polynomes, et le plus grand multiple
commun de leur coefficients dominants est

q=0oB(W’ +pv+op+ov+uy+yv+oy)

comme nous le verrons dans la section 4.2. Comme les paramétres du systéme
sont supposés strictement positifs le polyndéme q ne s’annule jamais et donc
les équilibres que nous cherchons sont les solutions du systéme polynomial
donné par G.
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3.2 Factorisation du polynéme caractéristique a I’équi-
libre sans maladie

Etant donné un modéle épidémiologique qui a un équilibre sans maladie,
une maniére d’étudier la stabilité de cet équilibre est d’utiliser des outils clas-
siques tels que le critére de Routh-Hurwitz. Si n est la dimension de I'espace
d’état du modéle alors le critére de Routh-Hurwitz donne une conjonction
de n conditions. Puisque beaucoup de modéles épidémiologiques exibent le
phenoméne de seuil, on s’attend en général & ce que ces conditions présentent
une certaine redondance, et donc une simplification s’impose.

Dans [14] la factorisation du polynome caractéristique a 1’équilibre sans
maladie est utilisée pour simplifier les conditions de Routh-Hurwitz et cela
réussit pour plusieurs modéles. Nous montrons dans la suite que la factori-
sation du polynéme caractéristique a I’équilibre sans maladie n’est pas une
question de chance mais est réellement inhérente a la nature des modéles
épidémiologiques. Pour expliquer cela considérons ’exemple de ’espace sans
maladie c’est-a-dire le sous-ensemble de ’espace d’état obtenu en annulant
les variables d’état qui représentent les individus infectés. Si des hypothése
sont faites sur les modéles, telles que ’absence de migration de nouveaux in-
dividus infectieux, alors on s’attend a ce que la population reste sans maladie
si elle 'est initialement. Cela veut dire que le sous-espace sans maladie est
invariant par la famille de champs de vecteurs représentant le modeéle. L’es-
pace tangent au sous-espace sans maladie & ’équilibre sans maladie est alors
invariant par la matrice jacobienne du champ en ce point, et cela produit la
factorisation du polynéme caractéristique. Plus généralement nous avons le
théoréme suivant.

Théoréme 3.2.1. Soit f(x) un champ de vecteurs polynomial sur le corps
K de caractéristique 0 avec les propriétés sutvantes.

i) Il existe une variété algébrique invariante W C K" de f(x) définie par
des polynémes a coefficients dans K.

i) La variété invariante W contient un équilibre x* € K™ de f(x) et est
non singuliére de dimension d en x*.
Alors le polynome caractéristique x(z*,z) de O, f(x*) appartient ¢ K[z] et
la trace sur K" de l'espace tangent ¢ W en x* est un espace invariant de
0. f(x*) de dimension d. En particulier, x(xz*,z) a un facteur de degré d
dans K|z].

Démonstration. Le fait que 2* € K" et f(x) a ses coefficients dans K im-
pliquent que ceux de la matrice 9, f(x*) sont dans K, et x(z*, z) € K[z].

Soit g = g1, ..., gm une liste des polynémes dans K|z] telle que # soit
définie par le systéme g1 = -+ - = g, = 0. Quit & calculer le radical de I'idéal
Z(g) de K|z], nous pouvons supposer sans perte de généralité que Z(g) est
radical. L’espace tangent a # en x* est alors le noyau dans K de Org(z™)
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et il est de dimension d tenant compte du fait que # est non singuliére de
dimension d en z*. Ainsi la matrice 0,g(z*) est de rang n — d et puisque ses
coefficients sont dans K son noyau dans K™ est bien de dimension d. Puisque
W est invariant par f et Z(g) est radical nous avons Lrg; € Z(g) pour
Jj = 1...m et donc Lg; est une combinaison linéaire a coefficients dans
K[z] des g;. L’écriture de cette identité algébrique sous forme matricielle
donne 0;g(z).f(x) = A(x).g(z), ou A(x) est une matrice carrée d’ordre m a
coefficients dans K[z]. En calculant les différentielles suivant x pour les deux
membres de cette égalité on obtient

02.9(x).C., f(2)) + 02g(x).0pf (z) = 0, A(x).(., g(z)) + A(x).0,9(x).
Le fait que f(z*) = g(2*) = 0 donne alors
8xg($*)axf(x*) = A(‘T*)&E‘g(l‘*)

Cela montre clairement que le noyau de 9,¢(z*) dans K™ est un sous espace
invariant de 9, f(z*). Ce sous espace invariant qui est de dimension d, donne
alors un facteur de degré d dans K[z] de x(z*, 2). O

Exemple 3.2.1. Considérons le modéle SEIRS de Uexemple 3.1.1. L’équi-
libre sans maladie du modeéle est (1,0,0,0). Pour simplifier nous écrivons le
systéme comme & = f(v,x) et nous notons que les composantes de f(v,x)
sont dans Q[v,x]. Ainsi f(v,z) peut étre regardé comme un champ de vec-
teurs sur K = Q(v). On vérifie facilement que les variétés algébriques don-
nées respectivement par S+ E+1+R—1=0, E=1=0etE=1=R=0
sont invariantes par f puisque les idéaur T(S+ FE+ 1+ R—1), Z(E,I) et
I(E,1,R) sont invariant par la dérivation L¢. De plus elles sont non sin-
gulieres au point (1,0,0,0). Par Uapplication du théoréeme 3.2.1 a chacune
de ces variétés, nous déduisons que le polyndme caractéristique a [’équilibre
sans maladie est le produit de deux facteurs de degré 1 et un facteur de degré
2. Une factorization du polyndme caractéristique montre qu’effectivement on
a

X=0E+u)iE+p+7)E+Cutv+o)z+ov+op+pw+p® —of).

3.3 Structure de la matrice jacobienne & I’équilibre
sans maladie.

Dans cette section nous étudions la structure de la matrice jacobienne
de I’équilibre sans maladie sous des conditions naturelles sur le modéle épi-
démiologique considéré. Nous établissons alors notre critére pour la stabilité
asymptotique de 1’équilibre sans maladie. Les variables d’état dans un mo-
déle épidémiologique représentent des fractions de la population, et doivent
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donc rester positives. Il est donc naturel de supposer que toutes les familles
de champs de vecteurs que nous considérons satisfont la condition suivante

(Hy) Le cone positif R"} est positivement invariant par la famille f(v, z).

Dans les systémes que nous considérons seul le cone positif Ri de 'espace
des parameétres R¥ nous intéresse. D’un autre coté, on peut écrire de maniére
unique chaque f;(v,z) sous la forme f;(v,z) = fi1(v,x) + z;ifi2(v,x), ou
fia1(v,x) ne dépend pas de x;. La condition (Hp) est alors équivalente &

Vi,Vu > 0,Yz >0 fii(v,z) > 0. (3.3.1)

Dans les modéles que nous considérons nous supposons que le sous-espace
sans maladie est invariant. Donc nous pouvons supposer sans perte de géné-
ralité que les familles de champs de vecteurs satisfont la condition suivante.

(H2) Le sous-espace ¥ de R™ défini par 1 = ... =24 =000 d < n est
invatiant par la famille f(v,x).

Ecrivons z = Y, 2 avec Yy = T1,...,%q et 2 = Tgy1,...,Ty. Alors la
condition (Hsg) est équivalente au systéme

Vi=1,...,d fi(v,0,2z)=0. (3.3.2)

Lemme 3.3.1. Soit f un champ de vecteurs sur R, et supposons que 0
est un équilibre de f et que R} est positivement invariant par f. Alors R’}
est positivement invariant par le champ de vecteurs linéaire 0, f(0).x. En
particulier, —0, f(0) est une Z-matrice.

Démonstration. Rappelons que R’} est positivement invariant par le champ
de vecteurs f si et seulement si pour tout x € R’} et tout ¢ tel que x; = 0 nous
avons f;(z) > 0. Comme conséquence, R est positivement invariant par un
champ de vecteurs linéaire A.z, ou A est une n X n matrice, si et seulement
si tous les coefficients non diagonaux de A sont positifs. Puisque f(0) = 0
nous pouvons écrire f;(z) sous la forme f;(z) = ) p; j(x)z;. Cela donne en
particulier d;; f;(0) = p;,j(0). Maintenant soit ey, ..., e, la base canonique
de R™ et soit = se; ou s > 0. Nous avons p; j(x)s = fi(x) > 0 pour tout
i # j tenant compte du fait que R’} est positivement invariant par f. Cela
donne p; j(se;) > 0 pour tout s > 0 par suite p; ;(0) = 9z, fi(0) > 0. O

Théoréme 3.3.1. Soit f(v,x) une famille de champ de vecteurs qui satis-
fait les conditions (Hy) — (Ha). Posons x = y,z, avec y = x1,...,xq el
2= Tgpl,...,Tn, et soit Y U — R une application différentiable, o
Uu c Rﬁ est un ouwvert. Soit g(v,y) = (fi(v,y,¥(v)),..., fa(v,y,¥(v))) et
h(v, z) = (far1(v,0,2), ..., fu(v,0,2). Alors on a les propriétés suivantes.

1. La matrice jacobienne 0y f(,0,v(v)) de f en (0,¢(v)) est de la forme

Oyg(v,0) 0
B azh(vaw(v))
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et les coefficients non diagonauz de 0yg(v,0) sont positifs.

2. Le point (0,1(v)) est un équilibre hyperbolique localement asymptoti-
quement stable de f(v,x) si et seulement si (v) lest pour le champ
de vecteurs h(v, z) et —0yg(v,0) est une M-matrice.

Démonstration. 1. Un simple calcul montre que 9y, f(v,0,¢(v)) = 0y,9(v,0)
et 0, f(v,0,9(v)) = 0;,h(v,9(v)). Ainsi on peut écrire 9, f(v, 0, (v)) sous

la forme

0yg(v,0) C
B 9:h(v, ¥ (v))

Par ’hypotheése (Hs) on peut écrire chaque fi(v,x,y), i = 1,...,d sous la

forme fi(v,y,2) = Zzzl v(v, Y, 2)yk. Cela donne 9., fi(v, 0, (v)) = 0 et par
suite C' = 0.

D’autre part, par 'hypothése (Hy) on a f;(v,y, z) > 0 pour z > 0 et pour
tout y > 0 tel que y; = 0. En particulier, pour tout z =¥ (v) et i =1,...,d
on obtient f;(v,y,¥(v)) = gi(v,y) > 0 pour tout y > 0 tel que y; = 0.
Cela montre que ]Ri est positivement invariant par la famille de champs de
vecteurs g(v,y), et puisque 0 est un équilibre de g(v,y) il résulte du lemme
3.3.1 que les coefficients non diagonaux de 9,g(v,0) sont positifs.

2. Le point (0, (u)) est un équilibre de f(v,y, 2) si et seulement si ¢ (v)
Pest pour h(v, z). De plus, la structure triangulaire de la matrice 0, f (v, 0, (v))
implique que son polynéme caractéristique est le produit des polynémes ca-
ractéristiques de 0yg(v,0) et 0.h(v,1(v)). Cela montre que (0, (v)) est hy-
perbolique et stable si et seulement si ¢)(v) l'est pour h(v,z) et dyg(v,0)
est stable, c’est a dire —0,g(v,0) est une M-matrice tenant compte du fait
qu’elle est une Z-matrice. ]

Dans la suite nous utiliserons les notations introduites dans le théoréme
3.3.1. Nous supposerons aussi que nous disposons de 1’équilibre sans maladie
(0,7 (v)) tel que ¥ (v) est localement asymptotiquement stable pour la famille
de champ de vecteurs h(v, z). Plus précisement, nous supposons la condition
suivante sur la famille de champs de vecteurs considerée f(v,z).

(H3) Tl existe une application différentiable v : U — R telle que
¥ (v) soit un équilibre hyperbolique localement asymptotiquement stable de
h(v, z).

Quand f(v,x) provient d’un modéle épidémiologique le champ de vec-
teurs h(v, z) qui n’est rien d’autre que la restriction de f(v, z) au sous-espace
sans maladie, gouverne le comportement de la population en I'absence de la
maladie. Ainsi I'hypothése (H3) veut dire qu’en I’absence de la maladie la
population a une situation d’équilibre stable.

Pour une famille de champs de vecteurs satisfaisant les conditions (Hj) —
(H3) nous avouns le corollaire suivant du théoréme 3.3.1.
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Corollaire 3.3.1. Soit f(v, z) une famille de champs de vecteurs qui satisfait
les conditions (Hy) — (Hs). Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

1. L’équilibre (0,7 (v)) de f(v,x) est hyperbolique et localement asympto-
tiqguement stable.

2. Tous les mineurs principaur dominants m; d’ordre ¢; de 0yg(v,0) vé-
rifient (—1)%m; > 0.

Démonstration. A partir du théoréme 3.3.1 et I’hypothése (H3) nous dédui-
sons que (0,1 (u)) est hyperbolique et localement asymptotiquement stable
si et seulement si 0yg(u,0) est stable. Puisqu’en plus —dyg(u,0) est une Z-
matrice, le fait que I. est équivalent & 2. est une conséquence directe du
théoréme 2.4.7. O

3.4 Un critére de stabilité globale de I’équilibre sans
maladie.

Dans cette section nous donnons un critére de stabilité globale de ’équi-
libre sans maladie pour modéles épidémiologiques satisfaisant les conditions

(Hy) — (H3).

Théoréme 3.4.1. Soit f(v, x) une famille de champs de vecteurs satisfaisant
les conditions (Hy) — (H3) ainsi que les propriétés suivantes.

1. L’équilibre ¥ (v) de h(v,z) est hyperbolique et globalement asymptoti-
quement stable.

2. La matrice —0yg(v,0) est une M-matrice irréductible.

3. 1l existe un sous-ensemble % C R} compact et positivement inva-

riant par f contenant (0,7 (v)) tel que (fi(v,y,2),..., fa(v,y,2)t <
0yg(v,0).y pour tout (y,z) € % .

Alors Uéquilibre (0,v(v)) de f(v,x) est hyperbolique et globalement asymp-
totiguement stable dans % .

Démonstration. Puisque —0,g(v,0) est une M-matrice nous pouvons l’écrire
sous la forme —dyg(v,0) = sIy — B, ou B est positive et p(B) < s. Le fait
que 9yg(u,0) est irréductible implique qu’il en est de méme pour la matrice
B. Par le théoréme de Perron-Frobenius, voir théoréme 2.4.6, il existe un
vecteur w tel que w'B = p(B)w' et w; > 0 pour tout i = 1,...,d.

Maintenant soit ¢(v,y, z) = w'.y, ott (y, 2) parcourt % . Alors £(v,y,z) >
0 et {(v,y,z) = 0 si et seulement si y = 0 du fait que w; > 0 pour
tout 4. D’autre part, nous avons Ll(v,y,2) = (fi(v,y, 2),..., fa(v,y,2))w
et puisque w > 0 et (f1(v,y,2),..., fa(v,y,2))" < dyg(v,0).y, nous avons
Ll(v,y,z) < w'.dyg(v,0).y. En plus, un simple calcul donne w'.d,g(v, 0).y =
(p(B)—s)w'.y, et par suite w'dyg(v,0).y < 0siy # 0. Celadonne Ll(v,y, z) =
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O0siy=0et Ll(v,y,2) <O0siy#0. En particulier, £(v,y, 2) est une fonc-
tion de Lyapunov pour f dans % et le sous-ensemble de % ot L¢ s’annule
n’est rien d’autre que % (¥, ot ¥ est le sous-espace sans maladie corres-
pondant & f(v,x). Par le théoréme 2.1.1, nous avons w4 (y,z) C Z (¥ . De
plus, w4 (y, z) est fermé et positivement invariant par f(v,y, z). Le fait que
¥ est invariant par f(v,y,z) implique que le flux engendré par h(v, z) n’est
rien d’autre que ¢(t,v,0, z), o ¢(t,v,y, z) est le flux engendré par f(v,y, z).
Comme conséquence, 'image # de wy (y, z) par la projection (y, z) — z est
fermée et positivement invariant pour h(v, z). Puisque ¢ (v) est globalement
asymptotiquement stable, tout ensemble fermé positivement invariant par
h(v, z) contient 1(v). En particulier, # contient ¥ (v) et ainsi il existe une
suite ¢, tendant vers +oo telle que ¢(tn,v,y, z) converge vers (0, (v)). Cela
veut dire qu’il existe une valeur 7 de t telle que ¢(¢,v,y, z) est suffisamment
proche de (0, (v)). Puisque par le théoréme 3.3.1 I’équilibre (0, (v)) est lo-
calement asymptotiquement stable et ¢ (¢, v, y, z) vient une fois au moins, suf-
fisamment prés de (0, (v)), il converge vers (0, (v)) quand ¢t vers +oo. O

3.5 Une classe de modéles épidémiologiques

Dans cette section nous étudions une classe particuliére mais suffisam-
ment large de modéles épidémiologiques. Plus précisement, nous considérons
les familles de champs de vecteurs qui satisfont la condition suivante.

(Hy) Soit f(v,x) une famille de champs de vecteurs satisfaisant les condi-
tions (H;)— (H2). Nous supposons que dyg(v,0) a une structure triangulaire
par blocs. De plus pour chaque bloc diagonal A de dimension ¢ > 2 de
0yg(v,0), les ¢ — 1 premiers mineurs principaux dominants m; de A vérifient
(—1)imi > 0.

Contrairement aux conditions (H;)— (Hs) qui ont une interprétation épi-
démiologique claire, nous n’avons aucune telle interprétation pour la condi-
tion (Hy). La raison principale pour laquelle nous introduisons cette cndition
est que dans beaucoup de modéles que nous avons traités la matrice dyg(v, 0)
exhibe la structure décrite dans (Hy).

Pour les familles de champs de vecteurs satisfaisant les conditions (Hj) —
(H4) nous avons le résultat de stabilité suivant

Théoréme 3.5.1. Soit f(v, x) une famille de champs de vecteurs satisfaisant
les conditions (H1)—(Hy). Soit Ay, ..., Ay les blocs diagonauz de Oyg(v,0) et
soit ¢; la dimension de A;. Alors Uéquilibre sans maladie (0, (v)) de f(v,x)
est hyperbolique et localement asymptotiquement stable si et seulement si

T

A\(=1)% det A; > 0. (3.5.1)

1
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Démonstration. Du théoréme 3.3.1 et ’hypothése (H3) nous déduisons que
(0,7(v)) est hyperbolique et localement asymptotiquement stable si et seule-
ment si Jyg(v,0) est une matrice stable. Le fait que dyg(v,0) a une structure
triangulaire de blocs implique que ’ensemble de ses valeurs propres est la
réunion des ensembles des valeurs propres des blocs diagonaux A;. Ainsi
toutes les valeurs propres de dyg(v,0) sont & partie réelle strictement néga-
tive si et seulement si c’est le cas pour chaque A;. Maintenant en appliquant
le théoréme 2.4.7 aux matrices A; et en tenant compte de ’hypothése (Hy)
nous obtenons la condition affirmée 3.5.1. [

Comme conséquence directe nous obtenons le corollaire suivant.

Corollaire 3.5.1. Soit f(v,x) une famille de champs de vecteurs satisfai-
sant les conditions (H1) — (Hs) et supposons que le sous-espace sans maladie
associé o f(v,x) est de codimension 2. Alors léquilibre (0,1 (v)) est locale-
ment asymptotiquement stable si et seulement si les coefficients diagonauz
de 0yg(v,0) sont strictement négatifs et det ,g(u,0) > 0.

Exemple 3.5.1. Considérons le modele SETRS donné dans I'exemple 3.1.1
et écrivons le sous la forme & = f(v,z) avec x = (E, I, S, R). Suivant notre
notation nous avons y = (E,I), z = (S, R) et ¢(v) = (1,0). Ainsi g(v,y) =
(BI—(p+0)E,0E = (u+v)I), h(v,2) = (n+vR — pS,—(k+7)R) et

Oyg(v,0) = _(M; g —(Mﬁ—i- v)

On vérifie facilement que le modéle SEIRS satisfait les conditions (H;) —
(Hy), et ainsi I’équilibre sans maladie est hyperbolique et localement asymp-
totiquement stable si et seulement si

det(0yg(v,0)) = (p+o)(n+v)—0cB > 0.

D’autre part le changement linéaire de coordonnées S = S + 1 transforme le
champ de vecteurs h(v, z) en un champ de vecteurs linéaire dont les valeurs
propres sont —p et —(u + ). En particulier, I’équilibre (1,0) de h(v, z) est
hyperbolique et globalement asymptotiquement stable. Maintenant considé-
rons % = {(E,I,S,R) > 0| E4+ 1+ S+ R = 1}. Alors Z est compact
et positivement invariant par f. On a (31S — (u+ 0)E,0cE — (u+v)I)! <
(BI — (u+ 0)E,cE — (u+ v)I)t car S < 1. Donc le modéle SEIRS sa-
tisfait la condition §. du théoréme 3.4.1 sur % . Cela montre que 1’équilibre
sans maladie du modéle est globalement asymptotigement stable dans % si
B <0.
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Chapitre 4

Analyse de quelques modéles
épidémiologiques

Dans beaucoup de modéles épidémiologiques I’équilibre sans maladie est
stable lorsqu’une quantité seuil, en I’occurrence le taux de reproduction de
base, est inférieure & 1. Lorsque cette méme quantité dépasse 1 I'équilibre
sans maladie perd sa stabilité au profit d’un équilibre endémique. L’échange
de stabilité se fait & travers une bifurcation transcritique. Dans la section
4.1 nous développons quelques outils qui nous permettent de gérer de ma-
niére semi-automatique ce phénoméme bien connu. Nous analysons ensuite
quelques modeles épidémiologiques, chacun dans une section a part, en uti-
lisant ces outils ainsi que ceux développés au chapitre 3.

4.1 Echange de stabilité des équilibres

Etant donnés un espace métrique (E,d) et un entier n > 1, on fait agir
le groupe symétrique Sy, sur E" par 0.(z1,...,%n) = (To-1(1)5- -+ To—1(n))-
L’espace quotient E™ // S, a alors une structure naturelle d’espace métrique
ou la distance est donnée par dg, (z,y) = min, d(z,0.y). Les éléments de
E™ /S, seront appelés les multi-ensembles a n éléments de E. Lorsque E = C
et z € C" S, on note R(x) € R" /S, le multi-ensemble & n éléments de R
qui consiste en les parties réelles des éléments x. Il est clair que I'application
xeC" S, — R(x) € R" J S, est continue. Notons aussi que 'application
qui consiste & prendre le minimum (resp. le maximum) d’un multi-ensemble
a n éléments de R™ // S, est continue.

Lemme 4.1.1. Soient ¥ C R¥ et ag,...,an—1 : ¥ — R des applications
continues. Pour tout v € ¥ soit A(v) le multi-ensemble des racines complexes
du polynéme 2" + ap_12""1(v) + -+ + ag(v). Alors Uapplication v € ¥V s
Av) € C" ) S, est continue. En particulier, les applications v € ¥
minR(A(v)) €R et v € ¥ — maxR(A(v)) € R sont continues.
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Le théoréme suivant constitue 'outil principal que nous utilisons pour
étudier I’échange de stabilité entre 1’équilibre sans maladie et les équilibres
endémiques dans les modéles épidémiologiques.

Théoréme 4.1.1. Soient f(v,x) : ¥ X % — R" une famille différentiable
de champs de vecteurs et 724 un sous-ensemble positivement invariant par
la famille f. Supposons qu’il existe des applications différentiables 11, :
VYV — U etb: ¥V — R qui satisfont les propriétés suivantes.

1. Pour tout v € ¥, 11(v) et a(v) sont des équilibres du champ de vec-
teurs f(v,x).

2. Pour tout v € V¥, Uéquilibre 11 (v) est asymptotiquement stable si
b(v) < 0 et instable si b(v) > 0.

3. Pour tout v € ¥ et i = 1,2 lels que ¢;(v) est non hyperbolique on a
b(v) = 0 ou vi(v) ¢ 4.

4. 1l existe une courbe différentiable ((s) :]0,1[— ¥ et s* €]0,1] tels que
b(¢(s)) < 0 dans |0,s*[ et b(£(s)) > 0 dans |s*,1[. En plus, la famille
de champs de vecteurs f(£(s),x) subit une bifurcation transcritique en
(5%, 91(€(s7))) = (5%, 2 ((s)))-

5. Les ouverts 1 ={u e ¥ | bv) <0} et Ya={uec ¥ |blv) >0} de ¥V

sont connexes.

Alors pour tout v € ¥, l’équilibre 19(v) est asymptotiquement stable si b(v) >
0 est instable si b(v) < 0.

Démonstration. L’étape essentielle dans la preuve consiste & prouver 1’exis-
tence de v € #5 tel que ¥2(v) est asymptotiquement stable. Le fait que la
stabilité ne change pas sur %5 est alors une conséquence de la connexité de 75
et de la continuité du multi-ensemble des valeurs propres de 0, f (v, 2(v)).

Posons z* = 11((s*)) = 19(¢(s*)). D’aprés 'hypotheése 4. la famille
a un parameétre f(¢(s),z) subit une bifurcation transcritique en (s*,z*). Il
existe donc € > 0, un voisinage # de z* et des applications différentiables
pi :]s* —e, 5" +e[— R" et \; 1 :]s* —e, s* +¢[— R qui satisfont les propriétés
de la définition 2.1.3. Le fait que les ¢;(¢(s)) sont continues et ¢;(¢(s*)) = x*
entraine, quit & rendre ¢ plus petit, que ¥;(£(s)) € # pour tout s €]s* —
g,s* 4+ ¢[. Tenant compte de la propriété 2. de la définition 2.1.3 on peut
alors supposer sans perte de généralité que p;(s) = 1;({(s)).

Soit x;(v, z) le polynéme caractéristique de 0, f (v, 1;(v)). Alors les coeffi-
cients de x;(v, z) par rapport & z sont différentiables puisque c’est la cas de f
ainsi que les ;. D’autre part, puisque £ est supposée différentiable il en est de
meéme pour les coefficients du polynome x;(£(s), z). On a x;(4(s), Ai,1(s)) =0,
et donc on peut écrire x;(4(s), z) = (z — Ai,1(s))x7 (s, 2), ot X7 (s, 2) est uni-
taire de degré n — 1 en z. Un simple calcul montre alors que les coefficients
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de x/(s,z) s’expriment de facon polynomiale en fonction de \A;; et de ceux
de x;(€(s), z). 1l en résulte que ces coefficients sont différentiables.

Soit \;(s) € C*~1 /S, le multi-ensemble a (n — 1) éléments qui consiste
en les racines complexes de x7 (s, z). D’apres le lemme 4.1.1 les applications
m; © s €]0,1[— max(R(A\;(s))) € R sont continues. En plus, dans ]0, s*|
on a b({(s)) < 0 d’aprés 'hypothese 4., et donc 11(4(s)) est asymptoti-
quement stable tenant compte de ’hypothése 2. On a donc (A1) < 0 et
m1(s) < 0 dans ]0, s*[. D’aprés I’hypothese 4. la famille de champs de vec-
teurs f(¢(s),x) subit une bifurcation transcritique en (s*, z*). En particulier,
0 = X;1(s) est racine simple du polynéme x;(¢(s*, z) et elle est 'unique ra-
cine de partie réelle nulle. Ceci entraine que m;(s*) # 0, et puisque m; est
continue et mi(s) < 0 dans ]0,s*[ on a mi(s*) < 0. D’autre part, on a
P1(0(s*)) = 2(€(s*)) = x* et donc ma(s*) = my(s*) < 0. La continuité
des m; entraine que m;(s) < 0 pour s > s* et [s — s*| < 4, ou § > 0 est
suffisamment petit. Pour s €]s*, s* + d] I’équilibre 1 (¢(s)) est hyperbolique
par hypothése 3. et instable tenant compte des hypothése 2. et 4. Il en ré-
sulte que le polynome x1(€(s), z) = (2 — A1,1)x7 (s, 2) & au moins une racine
de partie réelle strictement positive. Le fait que my(s) < 0 entraine que les
racines de x7i(s,z) sont de partie réelle strictement négative et par consé-
quent Aq1(s) > 0. Puisque Aq1(s)A2,1(s) < 0 on a Ag1(s) < 0. Puisqu’en
plus ma(s) < 0, I'équilibre 15 (¢(s)) est asymptotiquement stable.

Soit wi(v) le multi-ensemble & n éléments des racines complexes du po-
lynéme x;(v, z). Alors 'application n; : u € %5 — max(R(ui(v))) € R est
continue. En plus, par ’hypothése 3., tout équilibre a(v), avec v € %5,
est hyperbolique et donc ny(v) # 0. D’autre part, pour s €|s*, s* + d[ on a
0(s) € V5 et ho(£(s)) est asymptotiquement stable, ce qui donne ny(€(s)) < 0.
Le fait que % est supposé connexe montre alors que nz(v) < 0 sur #3. On
a donc montré que sur ¥ Iéquilibre ¢9(v) est asymptotiquement stable.
En utilisant la méme technique on montre aussi que 12(v) est instable sur

. O

Le résultat simple suivant montre comment on peut vérifier ’hypothése
5. du théoréme 4.1.1.

Proposition 4.1.1. Soient € C R* un connese et a1 (v),az(v) : € — R des
applications continues telles que a;(v) > 0 pour tout v € € et soit b(v,s) =
ai(v)s — az(v). Alors les ensembles €1 = {(v,s) € € x R4 | b(v,s) > 0} et
G2 ={(v,s) € € xR, | b(v,s) <0} sont connezes.

Démonstration. 1 homéomorphisme (v,s) € € xR — (v,s—a1(v) taz(v)) €
¢ x R envoie 61 sur ¢ x R, et donc 41 est connexe. D’autre part, si
a = ay'a; alors ’homéomorphisme (v,5) € € x R +— (v,a(v)s) € € x R
envoie %a sur € x [0,1[. Ceci prouve que % est connexe. O
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Fic. 4.2.1 — Diagramme de transfert du modeéle SEIRS

4.2 Un modéle de type SEIRS

Le modeéle que nous étudions dans cette section est de type SEIRS. Son
diagramme de transfert est donné par la figure 4.2.1. En termes analytiques,
il est donné par le systéme différentiel

S=p+yR—pS—pIS
E=pIS—(n+0)E
I=0FE—(v+up)l

R=vI—(u+7)R

(4.2.1)

: groupe des susceptibles
: groupe des exposés

: groupe des infectieux

: groupe des immunisés

: paramétre de transmission

: taux de natalité = taux de mortalité

: taux de passage d’exposés aux infectieux
: taux de perte d’immunité

: taux de perte d’infectiosité

RLLAT @ 9~mW®m

Pour simplifier notons par f(v,z) la famille de champs de vecteurs asso-
ciée a ce modele, avec v = (B, u,0,7v,v) et © = (E,I,S,R), et remarquons
que les composantes de f sont dans Q[u, z]. Comme le taux de natalité est
supposé égal au taux de mortalité, la taille de la population S+ E+ I+ R est
constante et en normalisant on peut supposer que S+ E+I1+ R = 1. Il est fa-
cile de vérifier que S+F+I+R = 0, et donc 'hypersurface S+ E4+I+R =1
est invariante par la famille f(v,z).

Il est facile de vérifier par le critére (3.3.1) que le cone positif Ri est
positivement invariant par la famille f(v,x). Il en résulte que le compact
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Q={E,I,SSR >0, S+ FE+ I+ R = 1} est positivement invariant par
f(v,z). Dans tout la suite nous étudierons la dynamique de f(v,z) dans le
compact 2.

Le sous-espace sans maladie du modéle est donné par E = I = 0, et il est
facile de vérifier par le critére (3.3.2) qu’il est invariant par la famille f(v, x).
4.2.1 Détermination des équilibres

Les équilibres du modéle sont donnés par le systéme polynomial

p+yR—puS—pBIS =0

BIS — (n+o0)E =0
oFE — (v+p)l =0 (42:2)
vl — (n+v)R =0

Comme expliqué dans la section 3.1, nous commencons par regarder ce
systéme dans Q(0, u, 0,7, v)[S, E, I, R]. Le calcul d'une base de Groebner du
systéme pour 'ordre lexicographique S < F < I < R donne le gystéme

Ks=(S—1)(¢0B8S—p?—pv—op—ov)
Kp=@+pv+optov+puy+yv+oy)E
+ (2 +pv+py+v)(S—1)
Ki=+pv+optov+puy+yv+oy)l
+(op+ov)(S-1)
Krp=(+pv+op+ov+puy+yv+oy)R+ov(S—1)

Le plus petit multiple commun des coefficients de téte des polynémes K; est
q=0B(u>+uv+opu+ov+puy+yv+oy). Puisque les paramétres sont
supposés strictement positifs il en est de méme pour ¢ et en particulier il ne
s’annulle jamais. Il en résulte donc d’aprés la proposition 3.1.1 que les deux
systémes ont les mémes solutions.

Le systéme donné par la base de Groebner est particuliérement facile
a résoudre. Il a en effet deux solutions, & savoir 1’équilibre sans maladie
xzs = (0,0,1,0) et un autre équilibre x, = (e, i¢, Se, Te) donné par

e, — (ptv)(pt7)B

€ (WPtpvtoptovtuytyvt+oy)op’
i = (utv)B

€7 (p+pvtoptovtuytyvtony)p’
s, — Wwiv)(uto)

e — o3 s
r vB

e = WP Hpvtoptovtuytyrtor)p’

oll B est donné par
B=ofB—(u+v)(p+o). (4.2.3)

D’aprés 'expression des coordonnées de x., il est clair que cet équilibre
est dans le compact €2, c’est & dire épidémiologiquement significatif, si et
seulement si B > 0. En d’autres termes, le modéle a un équilibre endémique
si et seulement si B > 0, et lorque B = 0 les deux équilibres coincident.
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4.2.2 Stabilité de I’équilibre sans maladie

En utilisant les notations de la section 3.3 on a x = y,z, y = (E,I),
z = (S, R), ¥(v) = (1,0), g(v,y) = (B = (n+ 0)E,0E — (n+ v)I) et
h(v,z) = (u+~vR — pS,—(1+~v)R). On a alors

Oyg(v,0) = _<Iu0+ g (MﬁJr V)

On a déja verifié les hypothéses (Hjp) et (Hg). En plus, le changement li-
néaire de coordonnées S = S + 1 transforme la famille de champs de vec-
teurs h(v, z) en une famille de champs de vecteurs linéaires dont les valeurs
propres sont —p et —(u + 7). En particulier, 'équilibre (1,0) de h(u, z)
est hyperbolique et globalement asymptotiquement stable, et donc le mo-
dele vérifie 'hypothése (Hs). D’autre part, il est clair que le modeéle véri-
fie 'hypothése (Hy). En utilisant le théoréme 3.5.1 I’équilibre sans maladie
est hyperbolique et localement asymptotiquement stable si et seulement si
det 9yg(v,0) = (u+o)(p+v) —of >0, c’est-a-dire B < 0.

Ona (BIS—(n+o)E,cE—(n+v)I) < (Bl —(u+0)E,cE— (u+v)I)
car S < 1. Donc le modéle SETRS satisfait la condition 3. du théoréme 3.4.1
sur 2. Cela montre que ’équilibre sans maladie du modéle est hyperbolique
et globalement asymptotigement stable dans 2 si B < 0.

Lorsque B = 0 I’équilibre sans maladie x5 n’est pas hyperbolique, mais le
systéme posséde une fonction de Lyapunov dans Q, a savoir o E + (u + o)1,
qui assure la stabilité globale de x; dans 2.

4.2.3 Bifurcation et stabilité de I’équilibre endémique

Pour étudier les bifurcations locales de la famille f(v,z) nous fixons tous
les paramétres & l'exception de ( et nous cherchons les valeurs de @ pour
lesquelles 'un des équilibres x5 ou z. est non hyperbolique.

Commengons d’abord par I’équilibre sans maladie x,. Le polynome ca-
ractéristique de 0, f (v, xs) s’écrit sous-forme factorisée

X, 2) = (Z+p)(Z+upu+7) (2% +2u+o+v)Z - B).

Comme p, p+,2p+0 +v > 0 la seule possibilitée pour df (v, zs) d’avoir des
valeurs propres de partie réelle nulle est que B = 0. Cela arrive exactement
en la valeur Gy = w du parametre 3, et dans ce cas 0f (v, x5) posséde
0 comme unique valeur propre de partie réelle nulle et x5 = z.. Cette valeur

propre est simple et a pour vecteurs propres a droire et a gauche
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m 0
pv ety
Vd — (o3 , ‘/'g — ﬁ()
1 1
L pu+y 4 L 0 a

Nous vérifions les calculs qui suivent les hypothéses du théoréme 2.1.2
pour (5p,xs). On a

0
Opf(Bo, xs) = 2 et donc 'V,05f (6o, zs) = 0,
L 0 m
[0 0 -1 0]
00 1 0 . ht v
0,03 f(Bo, xs) = 00 o0 o et donc ‘V,0,05f (Bo, xs) Vg = T £0,
[0 0 0
[0 0 —G 0]
D2 f1(Bo, xs) = =02 fofo, xs) = 0 0 00
B 0 0 0
0 0 0 0]
et 02 f3(Bo, xs) = 02 f1(Bo, zs) = 0
ce qui donne
Vy03 f (B0, xs) (Va, Va) = _Q&)ZHV) #0.

Les hypothéses du théoréme 2.1.2 sont donc vérifiées. En plus, a part
la valeur propre nulle toutes les autres valeurs propres sont négatives. Il en
résulte que la famille f(v,z) subit une bifurcation transcritique en (fy, zs)
avec changement de stabilité de xs. Comme x4 est stable pour 8 < g, c’est-
a-dire B < 0, il est instable pour 3 > [y, c¢’est-a-dire B > 0.

Nous traitons maintenant le cas de 1’équilibre endémique x.. Rappelons
d’abord que cet équilibre se trouve dans la région (2 si et seulement si B > 0.
Comme nous sommes interessés uniquement par le comportement de f(v, x)
dans €2 on peut supposer que B > 0.
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Le polynome caractéristique x(v,z,Z) de 0, f(v,x) s’écrit sous-forme
factorisée

x(,2,2) = (Z + p)(Z3 + co(v,2) 2% + c1(v,2) Z + co(v, ).
En subtituant s, & S et i, & I dans ¢y on obtient I’expression
. 2
ief3 (M +/“/+MU+UV+7M+7V+70)

qui est strictement positive du fait que i, > 0. Il en résulte donc que la famille
Oy f(v,ze) n’a pas de valeur propre nulle lorque B > 0. D’autre part, si on
écrit Z3 + ca(v,2) 22 + c1(v,2) Z + co(v, x) sous la forme x1(Z22) + Zx2(Z?)
alors le résultant de x1(Z) et x2(Z) par rapport & Z est r(v,z) = c1c2 — ¢o.
En substituant s. & S dans 7(v,x) on obtient l'expression

B+ B2+ 232ul? + o>+ 78 p*l +BovI+28y0l

4BV I +6B8yul+Bo*I+58uvI+58ucl+pBr2I+28yvi
+po?+20c+2pov+1iu+6pP +6puoy+ 5l + 5t +yo? + vy
22+ v+ 6pvy+ 200y 4+ 8Py

qui est clairement strictement positive lorsque I > 0. Comme i, > 0 cette
expression évaluée en i, reste strictement positive, et donc non nulle. Il en
résulte alors que 0, f (v, x.) ne peut pas avoir de valeur propre & partie réelle
nulle.

En somme, nous avons montré que si la famille f(v,z) subit une bi-
furcation en 'un des ses deux équilibres alors B(v) = 0, c’est-a-dire que
Ihypothese 3. du théoréme 4.1.1 est vérifiée pour f(v,x). Il en résulte que
T est asymptotiquement stable pour B > 0.

Proposition 4.2.1. Soit B =003 — (u+ o)(p + v). Alors selon le signe de
B on a l'un des cas suivants.

1. St B < 0 alors équilibre sans maladie x5 est globalement asymptoti-
quement stable dans €.

2. 8t B > 0 alors x4 est instable et x, est localement asymptotiquement
stable.

3. Si B =0 alors il y a échange de stablité entre x5 et x. via une bifur-
cation transcritique.

La figure 4.2.2 représente le diagramme de bifurcation du modéle pour
des valeurs particuliéres de p, v, 0 et 7.

4.3 Un modéle de type SEIT

Le modele SEIT [56] est un simple modéle de traitement pour la tuber-
culose. La population est divisée en 4 compartiments, & savoir les susceptibles
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1.5

-0 &=
EBirfurcation transcritique: mu=0,02 gamma=0,07 =07
sigma=002 [ =rouge S=hlenn E=wvert E=noir

Fia. 4.2.2 — Bifurcation transcritique

(5), les exposés (E), les infectieux (1) et les traités (7"). Tous les nouveaux
nés sont supposés étre susceptibles. Les susceptibles et les traités deviennent
exposés aux taux 011 et B2l respectivement, avec B2 < 1. Les exposés pro-
gressent au stade des infectieux au taux v. Le taux de traitement pour les
exposés est ry. Pour les infectieux le taux de traitement est ro, mais le traite-
ment réussit seulement pour une fraction q. Les infectieux dont le traitement
n’a pas réussi retournent dans le compartiment des exposés. Le diagramme
de transfert du modele est donné par la figure 4.3.1.

Le modéle est représenté par le systéme d’équations différentielles ordi-
naires suivant.

S=d—dS— IS

E =318+ BoIT — (d+v+1)E + (1 — q)rol
I =vE —(d+r)

T =rE + qrol — BoIT — dT

(4.3.1)

avec
S : groupe des susceptibles.

E : groupe des exposés.

I : groupe des infectieux.

T : groupe des personnes sous traitement.
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Fic. 4.3.1 — Diagramme de transfert du modeéle SEIT.

(1 : paramétre de transmission pour les susceptibles.

(B2 : paramétre de transmission pour ceux qui sont sous traitement 3y > fs.
d : taux de natalité = taux de mortalité.

v : taux de passage d’exposés aux infectieux.

r1 : taux de traitement pour les exposés.

ro : taux de traitement pour les infectieux.

q : fraction d’infectieux traités avec succes.

Pour simplifier notons par f(v,z) la famille de champs de vecteurs as-
sociée & ce modele, avec v = (0, 02,d,v,11,72,q) et x = (E,1,5,T), et
remarquons que les composantes de f sont dans Q[u,x]. Comme le taux
de natalité est supposé égal au taux de mortalité, la taille de la popula-
tion S + E + I + T est constante et en normalisant on peut supposer que
S+ E+I+T=1.1 est facile de vérifier que S+ E + 1+ T = 0, et donc
Phypersurface S+ E + I +T = 1 est invariante par la famille f(v,x).

Il est facile de vérifier par le critére (3.3.1) que le cone positif R% est
positivement invariant par la famille f(v,x). Il en résulte que le compact
Q={E,1,5T >0, S+ E+1+T = 1} est positivement invariant par
f(v,x). Dans tout la suite nous étudierons la dynamique de f(v,x) dans le
compact €.

Le sous-espace sans maladie du modeéle est donné par E =1 = 0, et il est
facile de vérifier par le critére (3.3.2) qu'il est invariant par la famille f(v, x).
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4.3.1 Détermination des équilibres

Les équilibres du modéle sont donnés par le systéme polynomial

d—dS—p1IS =0
ﬁlfs—i—ﬁgIT—(d+V+7“1)E+(1—q)7’2[ =0 (432)
vE — (d+r2)l =0 s
mE + qrol — GolT — dT =0

Comme expliqué dans la section 3.1, nous commengons par regarder
ce systeme dans Q(01, B2,d,v,11,72,q9)[S, E,I,T]. Le calcul d’une base de
Groebner du systéme pour l'ordre lexicographique S < E < I < T donne le
systéme

Ksg=(5-1) (ﬂ12521/ — ﬁ152l/,62 + BorodS — 5,31(12 + ﬂdeS + v B2dS
+0162v S — Spidry — b dS — SBirid — Spirire — SPiv qre

—Bod? — v Bad — fBarad),

KE = ﬁlﬂQV (d + 79+ V) E+ (d + 7’2) (S — 1) (ﬁ12VS + ﬂ2(d2 + T’Qd
+vd)+ (v — fov S —rid — vd — d* — dro — rire — v qra)),

K[ = ﬂlﬂg (d+7°2 +I/)I+ (S— 1) (ﬂ12VS+52(d2+7’2d+1/d)
+61(Bov — Bov S —rid —vd — d* — dry — rir2 — v qr2)),

Kr = B16ovT + (1= 9) (B2(vd +rod + d?) + B1(Biv S — Bov S
—dry —d?> —vd —vqre — rid — r179)).

Le plus petit multiple commun des coeffients de téte des polyndémes K; est
m = vf1f2(f1 — B2)(d + v + ro). Puisque les paramétres sont supposés
strictement positifs et G2 < 1, il en est de méme pour m et en particulier
il ne s’annulle jamais. Il en résulte donc d’aprés la proposition 3.1.1 que les
deux systémes ont les mémes solutions.

Le systéme donné par la base de Groebner est particuliérement facile a
résoudre. On a Kg =0<= S =1ou P, =0 avec

P1 = 6252 + 615 + Co

ol cg = vfB1(f1 — P),

c1 = —pvgra + Parad — firid — Bired — Birire + B1fov + vPad — vBid —
Brd? + Bad? et cg = —fPa(d? + vd + rad). On a coca < 0 et donc 1’équation
P = 0 a une racine strictement positive et une racine strictement négative.
Comme co > 0 la racine strictement positive est comprise entre 0 et 1 si et
seulement si P;(1) > 0, soit B > 0 avec

B = —vqre —vd—rod — rire — rid — d>. (4.3.3)

Le systéme a donc une seule solution, & savoir ’équilibre sans maladie x5 =
(0,0,1,0), lorsque B < 0 et une autre solution z. = (e, ¢, Se, te), avec
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se > 0, lorsque B > 0. Les composantes de x, sont données par

(d+r2)(—v Batrira+Pov se—sefrv+dv+d?+v qrotdratdr: )

€e = — v B2 (d+r2+v) ’
i = _ —vBa+rira+Bav se—sefiv+dv+d3+v grat+dra+dry
€ B2(d+ra2+v) ’
—c1+ C%—4C2CO
Se =5,
t, = d2+dro+dri+dv+rire—seSiv+v qra

v B2

Il est facile de vérifier que I’équilibre x. est dans le compact €, c’est &
dire épidémiologiquement significatif, si et seulement si B > 0. En d’autres
termes, le modéle a un équilibre endémique si et seulement si B > 0, et
lorque B = 0 les deux équilibres coincident.

4.3.2 Stabilité de I’équilibre sans maladie

En utilisant les notations de la section 3.3 on a « = y,z, y = (E,I),
2= (5,T),¢(v) = (1,0), g(v,y) = (=(d+v+r)E+ (B + (1 —q)r2),vE -
(d+mr2)I) et h(v,z) = (d —dS,—dT). On a alors

_(d+V+’I“1) ,81—}-(1—(])7“2

8yg(v,0) - 14 —(d+7“2)

On a déja veérifié les hypotheses (Hi) et (Hz). En plus, le changement de co-
ordonnées z — z + 1 transforme la famille de champs de vecteurs h(v, 2)
en une famille de champs de vecteurs linéaires —dls.z oil Iy est la ma-
trice identité de dimension 2. En particulier, I’équilibre (1,0) de h(v,z)
est hyperbolique et globalement asymptotiquement stable, et donc le mo-
dele vérifie hypotheése (Hs). D’autre part, il est clair que le modéle véri-
fie ’hypothése (Hy4). En utilisant le théoréme 3.5.1 I’équilibre sans maladie
est hyperbolique et localement asymptotiquement stable si et seulement si
det 9yg(v,0) = Biv —vqrog —vd —rod — rirg — rd — d? < 0, c’est-a-dire
B < 0.

On a (B1IS + BoIT — (d+v+r)E+ (1 — q)rol,vE — (d + 1r2)I) <
(—(d+v+r)E+(Bi+(1—q)ro)l,vE—(d+mr3)l)car S<1lcar S+T <1
et o < (1. Donc le modéle SEIT satisfait la condition 3. du théoréme 3.4.1
sur 2. Cela montre que ’équilibre sans maladie du modéle est hyperbolique
et globalement asymptotigement stable dans 2 si B < 0.

Lorsque B = 0 I’équilibre sans maladie x4 n’est pas hyperbolique, mais le
systéme posséde une fonction de Lyapunov dans €, a savoir vE+(d+v+r1)1,
qui assure la stabilité globale de x5 dans 2.

4.3.3 Bifurcation et stabilité de ’équilibre endémique

Pour étudier les bifurcations locales de la famille f(v,z) nous fixons tous
les paramétres a 'exception de 31 et nous cherchons les valeurs de 31 pour
lesquelles 'un des équilibres zs ou z. est non hyperbolique.
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Commengons d’abord par I’équilibre sans maladie x,. Le polynéme ca-
ractéristique de 9, f (v, xs) s'écrit sous-forme factorisée

X, 2,2), = (Z+d)*(Z* + (r; +2d+v +12)Z — B).

Comme d, r; +2d+v+ 12 > 0la seule possibilité pour 9, f (v, zs) d’avoir des

valeurs propres de partie réelle nulle est que B = 0. Cela arrive exactement
rid+rirotvd+d?+vgrotrad
v

en la valeur Gy = du parameétre 31, et dans ce cas
Oy f(v,xs) posséde 0 comme unique valeur propre de partie réelle nulle et
xs = .. Cette valeur propre est simple et a pour vecteurs propres a droire
et & gauche

- @ - - -
d 0
d+ro v
d+v+r
Vg= v et Vy, = !
1 1
r1(d+ra)4vgra 0
o vd B L _

Nous vérifions dans les calculs qui suivent les hypothéses du thoréme 2.1.2
pour (0o, xs).

0
9, f (s, Bo) = 2 et donc V,[ 95, f (s, Bo) = 0,
_O_
[0 0 -1 0]
00 1 0
9:03, f (5, Bo) = 00 0 o
(00 0 0]
et donc VgTﬁag@glf(:l:S, Bo)Vy = 1/+++7“1 #0,
[0 0 —B 0] [0 0 By 0]
2 f1(xs, Bo) = cuo , 03 fa(ws, Bo) = vuu e :
—Bo 0 0 0 Bo 0 0 fa
| 0 0 0 0] | 0 0 B2 0 |
00 0 0 ]
02 falzs, Bo) = voe il , 07 fs(zs, B0) =0
00 0 —B
(00 —fB 0
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ce qui donne

&
d

vf%fu&%xubw>:2(

ri(d + rq) + vgr v
+ 2 i 2) Q2>

vd d+v+nr

Les hypothéses du théoréme 2.1.2 sont donc vérifiées. En plus, a part
la valeur propre nulle toutes les autres valeurs propres sont négatives. Il en
résulte que la famille f(v,x) subit une bifurcation transcritique en (fy, zs)
avec changement de stabilité de x;. Comme x5 est stable pour 81 < [,
c’est-a-dire B < 0, il est instable pour 81 > @y, c’est-a-dire B > 0.

Nous traitons maintenant la cas de 1’équilibre endémique x.. Rappelons
d’abord que cet équilibre se trouve dans la région €2 si et seulement si B > 0.
Comme nous sommes interessés uniquement par le comportement de f(v, x)
dans €2 on peut supposer que B > 0.

Le polynéme caractéristique x(v,x,Z) de 0, f(v,x) s’écrit sous-forme
factorisée

(.2, 2) = (Z + d)(Z% + ca(v,2) 2% + c1(v,2) Z + co(v, ).
En subtituant s, & S et i, & I dans ¢y on obtient I’expression

ie (B182(d + 12 + v)ie + (61 — B2) 1V Se + Pod(r2 + d +v)) ,

qui est strictement positive du fait que i > 0 et s, > 0. Il en résulte
donc que la famille 0, f (v, z.) n’a pas de valeur propre nulle lorsque B > 0.
D’autre part, si on écrit Z3 + co(v,2)Z2 + ¢1(v, 2)Z + co(v, ) sous la forme
X1(Z%) + Zx2(Z?) alors le résultant de x1(Z) et x2(Z) par rapport & Z est
r(v,x) = c1ca — ¢p. En substituant s, & S et t, & T dans r(v,x) on obtient
I’expression

(81282 + B22B1) I + (2 B1Bov + 6 81 Bod + 2 Bo 171 + 2 B1 Bar2
6212 + 3%V + 2 B2%d + 2 B1%d + Bi’ra + BiPr1 + B v) I

+(5 Brdry + 7 B1d® + Brvre(2 — q) + Pav qra 4 riv B2 + 2 Sy
+pB1rire + 527“22 +50vd+ 5 pBirid+ 51V2 + 2791 B9 + 8ﬂzd2
+1% B2 + 6 Borad + 1112 + 4 11dB2 + 271 B2 + 6 Bad

+(B1 — Bo)v Bote + B112®)] + 2r1vd + 5r1d? + 6 d> + 712d + ro%d
+2717r9d + 51rod? + 5vd® 4+ V2d + 2v rad,

qui est clairement strictement positive lorsque I > 0. Comme i, > 0 cette
expression évaluée en i, reste strictement positive, et donc non nulle. Il en
résulte alors que 0, f (v, x.) ne peut pas avoir de valeur propre a partie réelle
nulle.

En somme, nous avons montré que si la famille f(v, z) subit une bifurca-
tion en 'un de ses deux équilibres alors B(v) = 0, c’est-a-dire que I’hypotheése
3. du théoreéme 4.1.1 est vérifiée pour f(v,x). Il en résulte que x, est asymp-
totiquement stable pour B > 0.
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Proposition 4.3.1. Soit B = fiv—v qro —vd—rad —r179 —11d —d2. Alors
selon le signe de B on a l'un des cas suivants.

1. 81 B < 0 alors Uéquilibre sans maladie x5 est globalement asymptoti-
quement stable dans €.

2. 5t B > 0 alors x4 est instable et x. est localement asymptotiquement
stable.

3. 8i B =0 alors il y a échange de stablité entre x5 et x. via une bifur-
cation transcritique.
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Chapitre 5

Un modéle de maladie
bactérienne a deux souches
avec traitement antibiotique

Nous présentons dans ce chapitre un modéle pour étudier la propaga-
tion d’'une maladie bactérienne & deux souches dans une population sous
traitement antibiotique. On suppose donc que le vecteur de la maladie est
une bactérie qui peut se présenter sous la forme de deux souches Bj, Bo.
La souche B; est sensible au traitement antibiotique alors que la souche Bs
y est résistante mais moins transmissible. On suppose aussi qu'un individu
ne peut pas étre colonisé par les deux bactéries en méme temps. Les indi-
vidus colonisés par Bj ne sont pas traités, et les individus sous traitement
antibiotique peuvent étre colonisés par Bo mais pas par Bj.

La population est divisée en cinq classes. Ceux qui ne portent ni By ni By
et qui ne sont pas sous traitement antibiotique sont dans la classe S. Ceux
qui portent seulement Bj sont dans la classe I1. Ceux qui ne portent ni By
ni By et qui sont sous traitement antibiotique sont dans la classe T'. Ceux
qui portent By et qui sont sous traitement antibiotique sont dans la classe
T et ceux qui portent Bs et qui ne sont pas sous traitement antibiotique
sont dans la classe I>. Le diagramme de transfert du modéle est donné par
la figure 5.0.1.

Le modéle est représenté par le systéme d’équations différentielles ordi-
naires suivant.

S=p—aS—pSh+yh +0T — uS — 5251y — BoSTs + 1
Lh=p10S-—vh —alh—plh

T=aS—6T BTl —BeTTo+vTo+ali —uT (5.0.1)
TQ:ﬁgTIQ—FBQTTQ—’yTQ—i-OéIQ—(STQ—IU,TQ
L=B:8Sh+B28Ts — vy —alh+ 3Ty — pls
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u B,1,S
s ! I
b / Y : ul,
s 3 == B, SU_+T) -
v,
/>Z\\~ " y
as Z 2
5T al, -~ ~
»
%
/// 3T, al,
h 4
B.T(+T)
T T,
YT,
pT b,

FiG. 5.0.1 — Diagramme de transfert de SI1TT>15.

ou

« : taux de traitement antibiotique,

0 : taux de fin de traitement antibiotique,

(1 : taux de transmission pour la bactérie susceptible,
(B9 : taux de transmission pour la bactérie résistante,
v : taux de guérison,

1 taux de natalité=taux de mortalité.

5.1 Les équilibres du modéle

On calcule une base de Groebner du systéme

p—aS — 1S +vI + 0T — puS — B2SIs — B2STo +vI2 =0
ﬁ] IlS—fyfl—afl—ull
O[S—éT—,@QTIQ—ﬂgTTQ‘i"YTQ"_OéIl—/LT
BaTlo+ BoTTy —~To+aly— 6Ty — puTs

Ba SIo+ B2 STy —vIs —als+6T5 — uls =0
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par rapport a l'ordre lexicographique S < I} < T < 15 < I>. On obtient
alors un systéme de la forme

1 :a153+b152+615+d1

g2 = a2SI + b1y

gs :a3[12+b3[1+6352+d35+63
g1 = asT +byly + c4S% +dyS + ey
gs :a5T2+b511+C552+d5S+€5
g6 = aela + beli + c6S,

(5.1.1)

O+p
atpu+d?
a Bz ptd ay+daptBs § y40 pP 4+ 8246 v pty 62 +p?Bo+082 8 ity Be
B2 (a+p+d)(a+B2+96) :
Pour S = sg, on obtient un seul équilibre, noté Ejy, dont les coordonnées

sont

ol g1 est un polynéme de degré 3 en S de racines sg =

et so =

atp+
s1="55

0+
S0 = oc—&-,uié
110 =20
to=—2
a+p+6
too =0
190 = 0

C’est ’équilibre sans maladie du modéle, et il existe pour toutes valeurs des
parametres.

Pour S = s, on obtient un seul équilibre, noté Fa, dont les composantes
sont

_ aBsptéay+daptBe § y40 P+ 8246y pty 62442 Bo+Bs 6 uty B2 p

52 Bz (atpu+6) (at2+9)
112 =10
¢ (avtopty d+pd+y Be+uP+y p)a

2 ey

B2 (a+p+6)(a+B2+9)
oo — Va(a+Be+0+u)a
22 = By (atp+o)(atPBz+3)
. Va(SartBe ptBe 6467+ 0)
122 = T3, (atpu+d) (@t Bz 1+9)

ou Vo = B3 — . —~. Cet équilibre correspond & ’absence de la souche B, et
il existe si et seulement si Vo > 0.

Pour S = s1, on obtient deux équilibres E1, F3. Les coordonnées de Ey
sont

ut
s1=""5
=
11 = 5 (a+p+o)
t= 2
1 = aFpu+s

ot Vi=(0+pu)Bi—a?—da—yu—y6—pd—ay—2apu—pu. Cet équilibre
correspond & I’absence de la souche Bs. Il existe si et seulement si V7 > 0.
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Les coordonnées de E3 sont

g — — Vs
13 = B2 (B1 —B2)(a+p+0) (atp+)
to — _PeatBeptyBe—pbi—P1y

3 B1 B2

ts = GrroE
ion = —B10+B2 a4y Ba+B2 w)Va
23 = B2 (B1—B2)(atu+7)B1 (a+pu+d)

ou

Vs= —(yBop+PBap?+0p*+78°+aufy+day+dap+fedy
1B S+ 182+ 5y )R+ Be (a+ 6+ B2) (1+a+8)(a+v+ p)

et
Vi=(—ap—ay—pd—yd+pBsa—yu—p*)Bi+PB2 (n+a+0)(a+y+p)

Cet équilibre correspond & la coexistence des deux souches By et Bs. 1l
existe si et seulement si V; > 0 et V3 <O0.

5.2 Stabilité des équilibres

Nous étudions dans cette section la stabilité locale hyperbolique des
quatre équilibres du modéle. Pour ceci nous utilisons la méthode classique
de linéarisation. Autrement dit, nous calculons le polynéme caractéristique
du jacobien du systéme en chaque équilibre et nous analysons ses racines.

5.2.1 Stabilité de I’équilibre E|

Pour 'équilibre sans maladie Ey on obtient le polynéme caractéristique
sous forme factorisée

i
=(Z Z+9 Z ) (Z — Z - —].
Xo=(Z+p)(Z+6+p+a)(Z+p+y+a+d)( V2)< 5+u+a)

Ainsi ’équilibre Ej est hyperbolique et localement asymptotiquement stable
si et seulement si V3 < 0 et V5 <O.

5.2.2 Stabilité de I’équilibre F;

Pour I’équilibre E; on obtient le polynéme caractéristique sous forme
factorisée

Vi Vy
=(Z Z 0 (Z N Z2+— L ——=——].
A= (2w @+ ptasd) @ ertutate) (24 Y (2o g )

Ainsi ’équilibre E; est hyperbolique et localement asymptotiquement stable
si et seulement si V3 > 0et V4 < 0.
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beta2
betal=heta2

ol

0 ol betal

FiG. 5.2.1 — Domaine d’existence de I’équilibre Ey dans le domaine 0 < Gy <

IS

betal=batal
beta2

ol

El
V1

o ol betal

Fia. 5.2.2 — Domaine d’existence de ’équilibre E; dans le domaine 0 < [y <

IS
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beta2

betal=betal

E2

o2 |

w2

ol betal

Fia. 5.2.3 — Domaine d’existence de ’équilibre Es dans le domaine 0 < (o <

b1

5.2.3 Stabilité de 1’équilibre E;

Pour 'équilibre Eo on obtient le polynéme caractéristique sous forme
factorisée

o= (24 ) (2404 o) (Zark ) (74 V8) (24 g o).

Ainsi ’équilibre Es est hyperbolique et localement asymptotiquement stable
si et seulement si Vo > 0 et V3 > 0.

5.2.4 Stabilité de I’équilibre FE;

Pour I’équilibre endémique E3 le polynoéme caractéristique ne se factorise
pas. Nous utilisons alors une autre technique. Pour commencer, le polynéme
caractéristique non spécialisé se factorise sous la forme

X=Z+u(Z+p+a+0)Q,

avec Q = Z3 + 2% + 1Z + qo un polynéme de degré 3. Pour étudier la
stabilité de E3 nous appliquons le théoréme de Liénard-Chipart au polynéme
(. Quand nous faisons une substitution partielle en remplacant S et T par

7



s3 et t3 nous obtenons les coefficients

= 20T+260L+~v+u+01L+90+«,
q = (5212+52T2+’}/+Oé+(5+,u)(BQIQ+[32TQ+,B111)€75
g = 11/ (61— B2) (a+ p+7) (Tz + I2)

qui sont tous les trois strictement positifs si et seulement si i13, 723, t2g > 0.
Le seul sous-résultant que nous avons a calculer est sr = q1q2 — qo. Apres
I’avoir calculé et en remplacant S et T par s3 et t3 nous avons

st =302 L%+ B2 12y + B1° 1120 + B> [ 2+ B Tob% + B2 [6% + By 1162
+a?B1 I + 12 [12a+2 B2° T3 +3 3o 1o i+ 3 Bo 2y +3 a 327 [, +3 o B2 T
+3B82° Ty + 361 1B Iy + 3 81 I B2 Topi + 3 B I B Lop + 3 By 11 B2 Tory
+280 Iy 6+ B2 1262 Lo + B1° 112 Bo To + 11 B2* Iocv + I1 Bo* Loy + 11 3% Iy
+ L322 Toa + L1 3o*Top + 1 B2°Toy + 2 B i 6 + 2 By Lijuy + 6 B2°Tolop
+ 2621270+ 262 Toyp+2 B2 Toay + 2B Toapu + 2 Bo Top 6 + 2 B Loy
—I—262]205’74—252[20[,&4—262]2#(5—l—20551[1/1+20451[1’7+6O(ﬁ22T212
+2afl00 +2a P15+ 2061 1107y + 6522T2.727 + 3522T22ﬁ1 L+ OéQﬁQ I
+ B T p 42 B2° I + By iy + o Tops® + B2 Tory? + B Iy + Bo Iopi® + 02 B2 T
+3aB LB To+3a B [1Br 1o + 6 32°Tolad + 3 B* 21 [y + 25 a By I
+3 322 T26+6 Bo> 1o Io+6 Bo ToIo*+3 Bo2[5%5+6 32> T 31 I1 Io+4 B2 To 31 116
qui est visiblement strictemnt positif si et seulement si i13, 423, t23 > 0. Donc
42, q1, Qo €t sr sont tous strictement positifs. L’équilibre F3 est donc hyper-
bolique et localement asymptotiquement stable si et seulement si V4 > 0 et
V3 < 0.

5.3 Bifurcations des points d’équilibres

Soient 01,02, 03,04 les racines de Vi(81), Va(52), V3(51), Va(B1) respecti-
vement.
5.3.1 Echange de stabilité entre E£, et F;

Si Vh <0, Ey est stable si Vo < 0 et E7 n’existe pas.
Si Vi =0 Ey et Ey coincident et le polyndéme caractéristique correspondant
a une seule valeur propre nulle et les autres sont négatives :

Po(o))=Pi(o1)=Z(Z+p+v+0+a)(Z—Va)(Z+a+0+u)(Z+p).

Si Vi > 0 Ej est instable et Fq apparait stable si V4 < 0. Ainsi Ey a perdu la
stabilité au profit de E1 quand V; a passé par 0. D’otl on a une bifurcation
transcritique quand V; = 0 c’est-a-dire quand 31 = o;.
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FiG. 5.2.4 — Domaine d’existence de I’équilibre E3 dans le domaine 0 < (3o <

b1

5.3.2 Echange de stabilité entre E, et E,

Si Vo <0, Ey est stable si V; < 0 et Ey n’existe pas.
Si Vo =0 Ey et Ey coincident et le polyndéme caractéristique correspondant
a une seule valeur propre nulle et les autres sont négatives :

§
Polon) = Palox) = 2 (24 (24 a+ 5+ ) (2 + b4 540) (2 ).

Si Vo > 0 Ej est instable et Fs apparait stable si V3 > 0. Ainsi Ey a perdu la
stabilité au profit de Ey quand V5 a passé par 0. D’ot on a une bifurcation
transcritique quand V5 = 0 c’est-a-dire quand fs = 09.

5.3.3 Echange de stabilité entre E; et Ej3

Si V4 <0, Eq est stable si Vi > 0 et E3 n’existe pas.
SiVy =0 E;j et E3 coincident et le polyndme caractéristique correspondant
a une seule valeur propre nulle et les autres sont négatives :

Pi(os) =P3(oa) =Z(Z+p)(Z+p+a+8)(Z+y+p+a+d)(Z+V))

avec

v @tatm’(atyt+p(n—F+7)
ap+y0 + yp+ pd — faa + ary + p?
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qui est strictement positif quand V3 < 0 et V4 > 0.

Si V4 > 0 E est instable et F3 apparait stable si V3 < 0. Ainsi F7 a perdu la
stabilité au profit de E3 quand Vy a passé par 0. D’ott on a une bifurcation
transcritique quand V; = 0 c’est-a-dire quand (31 = o04.

5.3.4 Echange de stabilité entre F; et Ej3

Si V3 < 0, E3 est stable si V4 > 0 et E5 est instable.
Si V3 =0 E3 et Ey coincident et le polyndme caractéristique correspondant
a une seule valeur propre nulle et les autres sont négatives :

Py(o3) = P3(03) =Z(Z+p) (Z+Be+a+6)(Z+d+a+p) (Z+Vz)

Si V3 > 0 Es5 est instable et 5 apparait stable si Vo > 0. Ainsi E3 a perdu la
stabilité au profit de Ey quand V3 a passé par 0. D’otl on a une bifurcation
transcritique quand V3 = 0 c’est-a-dire quand 31 = os.

5 Echange de Stabilité entre Ej et F3 et entre E; et F»

Les échanges de stabilité entre Fy et Es et entre E7 et Ey ne réalisent
que si Vi = Vo = 0 suivant que (81, B2) passe du domaine de stabilité de Fy
(resp. Eq) & celui de E3 (resp. Es) en passant par (01,02) voir la figure 5.4.1.

5.4 Représentation des domaines de stabilité des
équilibres dans le plan (5, 52)

Pour avoir une représentation uniforme pour tous les paramétres, véri-
fions si les représentions de V3 = 0 et V4 = 0 gardent les mémes positons
dans Ri_ pour toutes valeurs des paramétres données.

On a Vs = pa/33 + p132 + po avec

po=—0B1(6+a+np)(p+t7),

p1 = =518 — VP + 8% + yop + 2y0a + yua + ya? — i — By’

— Brua + 6%+ 0%a + 6p? + 3dpua + 2060% + pPa+ 2ua® + o et
pr=0+a+upu (y+aoa+p

Soit d le discriminant de V3 suivant (s, d est positif et V3 a deux racines de

signes contraires car pgp2 < 0. Nous sommes intéressés par la racine positive
Sy = —p1+Vd

2p
Soit Sy la racine de Vi(52).
OnaS — 95 = —2%2 — So + %, comme V3(01,092) = Vi(01,02) = 0 alors
— Sy < 0.

2p
AinsQi le signe de S7 — S5 est celui de

d _(171+S>2: fra(d+b+p+ao)(p+y)W
(2p2)* \2p2 (a2 + Bra+ 70 + v+ ya + 2ua + pu + p? + da)?’
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Fia. 5.4.1 — Domaines de stabilité des équilibres dans le domaine 0 < (o < 33

et on a

si V1 <0 alors S1 < Ss

Si Vi > 0 alors S; > 9s.

Donc quelque soient les valeurs des paramétres les représentations de Sy et
So gardent les mémes positions dans Ri.

Finalement Pour résumer, on a le théoréme suivant.

Théoréme 5.4.1. Dans le domaine 0 < (B < (1, le modéle représenté par
le systéme 5.0.1 a un équilibre sans maladie Eg qui existe & tout moment et
est localement asymptotiquement stable st V1 < 0 et Vo <0

et trois équilibres endémiques :

Ey qui existe si V1 > 0 et est localement asymptotiquement stable st Vi > 0
et Vy <0

Es qui existe si Vo > 0 et est localement asymptotiquement stable si Vo > 0
et V3 >0, et

FEs qui existe et est localement asymptotiquement stable st V3 <0 et Vy > 0.
En tout point qui n’est pas sur les frontiere des domaines de stabilité il existe
un et un seul équilibre localement asymptotiquement stable voir figure 5.4.1.

81



Bibliographie

1]

2]

3]

4]

[5]

6]

7]

8]

9]

W. W. Adams and P. Loustaunau. An introduction to Grébner bases,
volume 3 of Graduate Studies in Mathematics. American Mathematical
Society, Providence, RI, 1994. 24, 47

J. Arino, R. Jordan, and P. van den Driessche. Quarantine in a
multi-species epidemic model with spatial dynamics. Math. Biosci.,
206(1) :46-60, 2007. 4

J. Arino, C. C. McCluskey, and P. van den Driessche. Global results for

an epidemic model with vaccination that exhibits backward bifurcation.
SIAM J. Appl. Math., 64(1) :260-276 (electronic), 2003. 4, 9

S. Basu, R. Pollack, and M.-F. Roy. Algorithms in real algebraic
geometry, volume 10 of Algorithms and Computation in Mathematics.
Springer-Verlag, Berlin, second edition, 2006. 4, 24, 32, 34, 47

T. Becker and V. Weispfenning. Grébner bases, volume 141 of Graduate
Texts in Mathematics. Springer-Verlag, New York, 1993. A compu-
tational approach to commutative algebra, In cooperation with Heinz
Kredel. 4, 24

F. Berezovsky, G. Karev, B. Song, and C. Castillo-Chavez. A simple epi-
demic model with surprising dynamics. Math. Biosci. Eng., 2(1) :133~
152, 2005. 9

J. Bochnak, M. Coste, and M.-F. Roy. Real algebraic geometry, vo-
lume 36 of Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete (3) [Re-
sults in Mathematics and Related Areas (3)]. Springer-Verlag, Berlin,
1998. Translated from the 1987 French original, Revised by the authors.
4

F. Boulier. Differential elimination and biological modelling. In Groeb-
ner bases in symbolic analysis, volume 2 of Radon Ser. Comput. Appl.
Math., pages 109-137. Walter de Gruyter, Berlin, 2007. 4

F. Boulier, M. Lefranc, F. Lemaire, and P.-E. Morant. Applying a rigo-
rous quasi-steady state approximation method for proving the absence of
oscillations in models of genetic circuits. In Katsuhisa Horimoto, Georg
Regensburger, Markus Rosenkranz, and Hiroshi Yoshida, editors, Alge-
braic Biology - Third International Conference (AB 2008), volume 5147

82



[10]

[11]
[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

of Lecture Notes in Computer Science, pages 56-69. Springer-Verlag,
2008. 4

F. Boulier and F. Lemaire. Differential algebra and system modeling in
cellular biology. In Katsuhisa Horimoto, Georg Regensburger, Markus
Rosenkranz, and Hiroshi Yoshida, editors, Algebraic Biology - Third
International Conference (AB 2008), volume 5147 of Lecture Notes in
Computer Science, pages 22-39. Springer-Verlag, 2008. 4

F. Brauer and P. van den Driessche. Models for transmission of disease
with immigration of infectives. Math. Biosci., 171(2) :143-154, 2001. 4

C. W. Brown. Simple CAD construction and its applications. Journal
of Symbolic Computation, 31(5) :521-547, May 2001. 4

C. W. Brown. QEPCAD B : a program for computing with semi-
algebraic sets using CADs. ACM SIGSAM Bulletin, 37(4) :97-108, 2003.
4

C. W. Brown, M. El Kahoui, D. Novotni, and A. Weber. Algorithmic
methods for investigating equilibria in epidemic modeling. J. Symbolic
Comput., 41(11) :1157-1173, 2006. 4, 47, 48, 50

C.W. Brown. Simplification of truth-invariant cylindrical algebraic de-
composition. pages 295-301. 4

R. Casagrandi, L. Bolzoni, S. A. Levin, and V. Andreasen. The SIRC
model and influenza A. Math. Biosci., 200(2) :152-169, 2006. 4

S. N. Chow and J. K. Hale. Methods of bifurcation theory, volume
251 of Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften [Fundamental

Principles of Mathematical Science/. Springer-Verlag, New York, 1982.
18,19

G. E Collins. Quantifier elimination for real closed fields by cylindrical
algebraic decomposition. In Second GI Conference on Automata Theory
and Formal Languages, volume 33 of Lecture Notes in Computer Science,
pages 134-183. Springer-Verlag, 1975. 4

G. E Collins and H. Hong. Partial cylindrical algebraic decomposition
for quantifier elimination. Journal of Symbolic Computation, 12(3) :299—
328, 1991. 4

D. Cox, J. Little, and D. O’Shea. Ideals, varieties, and algorithms. Un-
dergraduate Texts in Mathematics. Springer, New York, third edition,
2007. An introduction to computational algebraic geometry and com-
mutative algebra. 4, 24, 29

O. Diekmann and J. A. P. Heesterbeek. Mathematical epidemiology of
infectious diseases. Wiley Series in Mathematical and Computational
Biology. John Wiley & Sons Ltd., Chichester, 2000. Model building,
analysis and interpretation. 4, 9, 47

83



[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

28]

[29]

[30]
[31]
[32]

[33]

[34]
[35]

[36]

O. Diekmann, J. A. P. Heesterbeek, and J. A. J. Metz. On the defini-
tion and the computation of the basic reproduction ratio Ry in models
for infectious diseases in heterogeneous populations. J. Math. Biol.,
28(4) :365-382, 1990. 9

M. El Kahoui and A. Otto. Stability of disease free equilibria in epi-
demiological models. Mathematics in Computer Science, Birkhduser,
2(3) :517-533, 2009. 6, 48

M. El Kahoui and A. Weber. Deciding Hopf bifurcations by quantifier

elimination in a software-component architecture. J. Symbolic Comput.,
30(2) :161-179, 2000. 4, 47

M. Fan, Li M. Y., and K. Wang. Global stability of an SEIS epidemic
model with recruitment and a varying total population size. Math.
Biosci., 170(2) :199-208, 2001. 9

F. R. Gantmacher. The theory of matrices. Vol. 1. AMS Chelsea Pu-
blishing, Providence, RI, 1998. Translated from the Russian by K. A.
Hirsch, Reprint of the 1959 translation. 35

J. Guckenheimer and P. Holmes. Nonlinear oscillations, dynamical sys-
tems, and bifurcations of vector fields, volume 42 of Applied Mathema-
tical Sciences. Springer-Verlag, New York, 1983. 18

K. P. Hadeler and P. van den Driessche. Backward bifurcation in epi-
demic control. Math. Biosci., 146(1) :15-35, 1997. 4

H. Hethcote, M. Zhien, and L. Shengbing. Effects of quarantine in six
endemic models for infectious diseases. Math. Biosci., 180 :141-160,
2002. John A. Jacquez memorial volume. 4

H. W. Hethcote. Qualitative analyses of communicable disease models.
Math. Biosci., 28(3/4) :335-356, 1976. 8

H. W. Hethcote. A thousand and one epidemic models. Lecture Notes
i Biomathematics, 100 :504-515, 1994. 8

H. W. Hethcote. The mathematics of infectious diseases. SIAM Rew.,
42(4) :599-653 (electronic), 2000. 4, 8, 9, 11, 47

H. W. Hethcote and S. A. Levin. Periodicity in epidemiological models.
In Applied mathematical ecology (Trieste, 1986), volume 18 of Bioma-
thematics, pages 193-211. Springer, Berlin, 1989. 8

H. W. Hethcote and P. van den Driessche. Some epidemiological models
with nonlinear incidence. J. Math. Biol., 29(3) :271-287, 1991. 8, 9, 49

H. Hong. Improvements in CAD-Based Quantifier Elimination. PhD
thesis, Ohio State University, Columbus, Ohio, USA, 1990. 4

H. Hong, R. Liska, and S. Steinberg. Testing stability by quantifier
elimination. J. Symbolic Comput., 24(2) :161-187, 1997. Applications
of quantifier elimination (Albuquerque, NM, 1995). 4, 47

84



[37] R. A. Horn and C. R. Johnson. Matriz analysis. Cambridge University
Press, Cambridge, 1985. 44

[38] A. Hurwitz. Uber die Bedingungen, unter welchen eine Gleichung nur
Wurzeln mit negativen reellen Theilen besitzt. In Stability theory (As-
cona, 1995), volume 121 of Internat. Ser. Numer. Math., pages 239-249.
Birkh#user, Basel, 1996. Reprinted from Math. Ann. 46 (1895), 273-284
[JFM 26.0119.03]. 35

[39] M. J. Keeling and P. Rohani. Modeling infectious diseases in humans
and animals. Princeton University Press, Princeton, NJ, 2008. 4

[40] E. R. Kolchin. Differential algebra and algebraic groups. Academic
Press, New York, 1973. Pure and Applied Mathematics, Vol. 54. 4

[41] M. Y. Li, J. R. Graef, L. Wang, and J. Karsai. Global dynamics
of a SEIR model with varying total population size. Math. Biosci.,
160(2) :191-213, 1999. 4

[42] M. Y. Li and J. S. Muldowney. Global stability for the SEIR model in
epidemiology. Math. Biosci., 125(2) :155-164, 1995. 9

[43] M. Y. Li, J. S. Muldowney, and P. van den Driessche. Global stability of
SEIRS models in epidemiology. Canad. Appl. Math. Quart., 7(4) :409—
425, 1999. 9

[44] M. Y. Li, H. L. Smith, and L. Wang. Global dynamics an SEIR epidemic
model with vertical transmission. STAM J. Appl. Math., 62(1) :58-69
(electronic), 2001. 9

[45] A. Liénard and H. Chipart. Sur le signe de la partie réelle des racines
d’une équation algébrique. J. Math. Pures Appl., 10 :291-346, 1914. 34

[46] X.D Lin, H. W. Hethcote, and P. van den Driessche. An epidemiological
model for HIV/AIDS with proportional recruitment. Math. Biosci.,
118(2) :181-195, 1993. 4

[47] W. M. Liu, H. W. Hethcote, and S. A. Levin. Dynamical behavior of
epidemiological models with nonlinear incidence rates. J. Math. Biol.,
25(4) :359-380, 1987. 8, 9

[48] W. M. Liu, S. A. Levin, and Y. Iwasa. Influence of nonlinear incidence

rates upon the behavior of SIRS epidemiological models. J. Math. Biol.,
23(2) :187-204, 1986. 8

[49] W. Niu and Wang D. Algebraic approaches to stability analysis in
biological systems. Mathematics in Computer Science, 1(3) :507-539,
2008. 4, 47

[50] W. Niu and D. Wang. Algebraic analysis of bifurcation and limit cycles
for biological systems. In Katsuhisa Horimoto, Georg Regensburger,
Markus Rosenkranz, and Hiroshi Yoshida, editors, Algebraic Biology
- Third International Conference (AB 2008), volume 5147 of Lecture
Notes in Computer Science, pages 156-171. Springer-Verlag, 2008. 4

85



[51]

[52]

[53]

[54]

[53]

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

[61]

J. F. Ritt. Differential Algebra. American Mathematical Society Collo-
quium Publications, Vol. XXXIII. American Mathematical Society, New
York, N. Y., 1950. 4

J. Sotomayor. Generic bifurcations of dynamical systems. In Dynamical
systems (Proc. Sympos., Univ. Bahia, Salvador, 1971), pages 561-582.
Academic Press, New York, 1973. 22, 23

T. Sturm and A. Weber. Investigating generic methods to solve hopf bi-
furcation problems in algebraic biology. In Katsuhisa Horimoto, Georg
Regensburger, Markus Rosenkranz, and Hiroshi Yoshida, editors, Alge-
braic Biology - Third International Conference (AB 2008), volume 5147
of Lecture Notes in Computer Science, pages 216-229. Springer-Verlag,
2008. 4

T. Sturm, A. Weber, E. O. Abdel-Rahman, and M. El Kahoui. In-
vestigating algebraic and logical algorithms to solve hopf bifurcation
problems in algebraic biology. Mathematics in Computer Science, 2(3),
2009. 4

A. Tarski. A Decision Method for Elementary Algebra and Geometry.
Univ. of California Press, Berkley, second edition, 1951. 4

P. van den Driessche and J. Watmough. Reproduction numbers and
sub-threshold endemic equilibria for compartmental models of disease
transmission. Math. Biosci., 180 :29-48, 2002. John A. Jacquez memo-
rial volume. 9, 47, 64

P. van den Driessche and J. Watmough. Epidemic solutions and endemic
catastrophies. In Dynamical systems and their applications in biology
(Cape Breton Island, NS, 2001), volume 36 of Fields Inst. Commun.,
pages 247-257. Amer. Math. Soc., Providence, RI, 2003. 9

D. Wang. Elimination practice. Imperial College Press, London, 2004.
Software tools and applications, With 1 CD-ROM (UNIX/LINUX, Win-
dows). 4

D. Wang and B. Xia. Stability analysis of biological systems with real
solution classification. In ISSAC’05, pages 354-361 (electronic). ACM,
New York, 2005. 4

L. Wang and M. Y. Li. Global dynamics of SEIR models with vertical
transmission and saturation incidence. In Dynamic systems and appli-
cations, Vol. 8 (Atlanta, GA, 1999), pages 603-610. Dynamic, Atlanta,
GA, 2001. 9

V. Weispfenning. Quantifier elimination for real algebra—the cubic
case. Proceedings of the 1994 International Symposium on Symbolic
and Algebraic Computation (ISSAC ’94), Association for Computing
Machinery, Ozford, 1994. 4

86



[62] V. Weispfenning. Quantifier elimination for real algebra—the quadratic
case and beyond. Applicable Algebra in Engineering Communication
and Computing, 8(2) :85-101, February 1997. 4

[63] S. Wiggins. Introduction to applied nonlinear dynamical systems and
chaos, volume 2 of Texts in Applied Mathematics. Springer-Verlag, New
York, second edition, 2003. 18, 20

87



	Introduction
	Modélisation épidémiologique
	Le pourquoi et le comment
	Taux de reproduction de base
	Trois modèles de base
	Le modèle endémique de base SIS
	Le modèle épidémique de base SIR
	Le modèle endémique de base SIR


	Notions préliminaires
	Systèmes dynamiques
	Stabilité des équilibres
	Invariance et stabilité globale
	Bifurcation transcritique et bifurcation de Hopf

	Bases de Groebner
	Notation
	Réduction et division
	Définition des bases de Groebner
	Algorithme de Buchberger
	Systèmes polynomiaux avec un nombre fini de solutions

	Domaine de stabilité
	Sous-résultants
	Indice de Cauchy
	Indice de Cauchy et domaine de stabilité
	Critère de Routh-Hurwitz

	Matrices positives et stabilité
	Notation
	Matrices positives
	Perron-Frobenius pour une matrice strictement positive
	Perron-Frobenius pour une matrice positive irréductible
	Z-matrices et stabilité


	Étude de la stabilité de l'équilibre sans maladie dans les modèles épidémiologiques
	Détermination des équilibres
	Factorisation du polynôme caractéristique à l'équilibre sans maladie
	Structure de la matrice jacobienne à l'équilibre sans maladie.
	Un critère de stabilité globale de l'équilibre sans maladie.
	Une classe de modèles épidémiologiques

	Analyse de quelques modèles épidémiologiques
	Échange de stabilité des équilibres
	Un modèle de type SEIRS
	Détermination des équilibres
	Stabilité de l'équilibre sans maladie
	Bifurcation et stabilité de l'équilibre endémique

	Un modèle de type SEIT
	Détermination des équilibres
	Stabilité de l'équilibre sans maladie
	Bifurcation et stabilité de l'équilibre endémique


	Un modèle de maladie bactérienne à deux souches avec traitement antibiotique
	Les équilibres du modèle
	Stabilité des équilibres
	Stabilité de l'équilibre E0
	Stabilité de l'équilibre E1
	Stabilité de l'équilibre E2
	Stabilité de l'équilibre E3

	Bifurcations des points d'équilibres
	Echange de stabilité entre E0 et E1
	Echange de stabilité entre E0 et E2
	Echange de stabilité entre E1 et E3
	Echange de stabilité entre E2 et E3

	Représentation des domaines de stabilité des équilibres dans le plan (1, 2)

	Bibliographie

