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CHAPITRE 3. SOUS-ESPACES DE RN ET LEUR DIMENSION

1. Image et noyau d’une application linéaire

BUT. — Utiliser les concepts d’image et de
noyau d’une application linéaire (ou d’une
matrice). Exprimer l’image et le noyau d’une
matrice comme espace engendré par cer-
tains vecteurs. Utiliser le noyau et l’image
pour déterminer quand une matrice est in-
versible.

Pour chaque matrice A des exercices
1 à 13, trouvez des vecteurs qui engendrent
le noyau de A. Utilisez du papier et un
crayon.

1. A =
[

1 2
3 4

]
2. A =

[
2 3
6 9

]
3. A =

[
0 0
0 0

]
4. A = [

1 2 3
]

5. A =
1 1 1

1 2 3
1 3 5



6. A =
1 1 1

1 1 1
1 1 1



7. A =
1 2 3

1 3 2
3 2 1



8. A =
[

1 1 1
1 2 3

]

9. A =
1 1

1 2
1 3



10. A =
1 2 3 4

0 1 2 3
0 0 0 1



11. A =


1 0 2 4
0 1 −3 −1
3 4 −6 8
0 −1 3 4



12. A =


1 −1 −1 1 1
−1 1 0 −2 2
1 −1 −2 0 3
2 −2 −1 3 4



13. A =


1 2 0 0 3 0
0 0 1 0 2 0
0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


Pour chaque matrice A des exercices 14 à
16, trouvez des vecteurs qui engendrent l’ima-
ge de A. Donnez aussi peu de vecteurs que
possible. Utilisez du papier et un crayon.

14. A =


1 1
1 2
1 3
1 4

 15. A =
[

1 1 1 1
1 2 3 4

]

16. A =
1 2 3

1 2 3
1 2 3



Pour chaque matrice A des exercices 17 à
22, décrivez l’image de la transformation
T (~x) = A~x géométriquement (en tant que
droite, plan, etc. dans R2 ou R3).

17. A =
[

1 2
3 4

]

18. A =
[

1 4
3 12

]

19. A =
[

1 2 3 4
−2 −4 −6 −8

]

20. A =
1 1 1

1 1 1
1 1 1



21. A =
4 7 3

1 9 2
5 6 8



22. A =
2 1 3

3 4 2
6 5 7



Décrivez géométriquement les images et les
noyaux des applications linéaires des exer-
cices 23 à 25.

23. La symétrie par rapport à la droite
d’équation y = x/3 dans R2.

24. La projection orthogonale sur le plan
d’équation x +2y +3z = 0 dans R3.

25. La rotation d’angle π/4 dans le sens
direct (sens inverse des aiguilles d’une
montre).

26. Quel est l’image d’une fonction f deR
dans R donnée par

f (t ) = t 3 +at 2 +bt + c,

où a, b, c sont des constantes arbitraires ?

27. Donnez un exemple de fonction non
inversible de R dans R avec im( f ) =R.

28. Donnez un exemple de paramétrisa-
tion de l’ellipse

x2 + y2

4
= 1

dans R2.
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29. Donnez un exemple de fonction dont
l’image est la sphère unité

x2 + y2 + z2 = 1

dans R3.

30. Donnez un exemple de matrice A dont

l’image est engendrée par le vecteur

[
1
5

]
.

31. Donnez un exemple de matrice A dont
l’image est le plan orthogonal au vecteur1

3
2

 dans R3.

32. Donnez un exemple d’application li-

néaire dont l’image est engendrée par

7
6
5


dans R3.

33. Donnez un exemple de transforma-
tion linéaire dont le noyau est le plan d’équa-
tion x +2y +3z = 0 dans R3.

34. Donnez un exemple de transforma-
tion linéaire dont le noyau est la droite

engendrée par

−1
1
2

 dans R3.

35. Considérons un vecteur non nul~v de
R3. En argumentant géométriquement, dé-
crivez l’image et le noyau de l’application
linéaire T de R3 dans R donnée par

T (~x) =~v ·~x.

36. Considérons un vecteur non nul~v de
R3. En argumentant géométriquement, dé-
crivez l’image et le noyau de la transfor-
mation linéaire T de R3 dans R3 donné
par

T (~x) =~v ∧~x.

37. Soit A la matrice0 1 0
0 0 1
0 0 0

 .

Décrivez l’image et le noyau des matrices
A, A2 et A3 géométriquement.

38. Considérons une matrice carrée A.
a. Quelle relation y a-t-il entre ker(A)

et ker(A2) ? Sont-ils nécessairement égaux ?

L’un est-il nécessairement inclus dans l’aut-
re ? Plus généralement, que pouvez-vous
dire de ker(A), ker(A2), ker(A3), ker(A4),. . . ?

b. Que pouvez-vous dire de im(A), im(A2),
im(A3),. . . ? Indice : on peut s’aider de l’exer-
cice 37.

39. Considérons une matrice n ×p, A, et
une matrice p ×m, B .

a. Quelle relation y a-t-il entre ker(AB)
et ker(B) ? Sont-ils égaux ? L’un est-il né-
cessairement inclus dans l’autre ?

b. Quelle relation y a-t-il entre im(AB)
et im(A) ?

40. Considérons une matrice n ×p, A, et
une matrice p ×m, B . Si ker(A) = im(B),
que peut-on dire sur le produit AB ?

41. Considérons la matrice A =
[

0,36 0,48
0,48 0,64

]
.

a. Décrivez ker(A) et im(A) géométri-
quement.

b. Déterminez A2. Si~v est dans l’image
de A, que pouvez vous dire de A~v ?

c. Décrivez géométriquement l’appli-
cation linéaire donnée par T (~x) = A~x.

42. Ecrivez l’image de la matrice

A =


1 1 1 6
1 2 3 4
1 3 5 2
1 4 7 0


comme le noyau d’une matrice B .

Indication : l’image de A consiste en
tous les vecteurs ~y de R4 tel que le sys-
tème A~x =~y soit consistant. Ecrivez le sys-
tème de manière plus explicite :

x1 + x2 + x3 + 6x4 = y1

x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = y2

x1 + 3x2 + 5x3 + 2x4 = y3

x1 + 4x2 + 7x3 = y4

.

Puis mettez le sous forme échelonnée ré-
duite :

x1 − x3 + 8x4 = 4y3 − 3y4

x2 + 2x3 − 2x4 = − y3 + y4

0 = y1 − 3y3 + 2y4

0 = y2 − 2y3 + y4

.

Pour quels vecteurs~y ce système est-il con-
sistant ? La réponse vous permettra d’ex-
primer im(A) comme le noyau d’une ma-
trice 2×4.
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43. En utillisant l’exercice 42, expliquez
comment vous pouvez écrire l’image de
n’importe quelle matrice A comme le noyau
d’une autre matrice B .

44. Considérons une matrice A et posons
B = frel(A).

a. Le noyau ker(A) est-il nécessaire-
ment égal à ker(B) ? Expliquez.

b. L’image im(A) est-elle nécessaire-
ment égale à im(B) ? Expliquez.

45. Considérons une matrice n×m, A, telle
que rang(A) = r < m. Expliquez comment
on peut écrire ker(A) comme espace en-
gendré par m − r vecteurs.

46. Considérons une matrice 3×4, A, sous
forme réduite échelonnée. Que peut-on
dire de l’image de A ? Décrivez tous les
cas en fonction de rang(A) et dessinez un
schéma dans chaque cas.

47. Soit T la projection suivant une droite
L1 sur une droite L2. Décrivez géométri-
quement l’image et le noyau de T .

48. Considérons une matrice 2×2, A, avec
A2 = A.

a. Si ~w est dans l’image de A, quelle
relation y a-t-il entre ~w et A~w ?

b. Que peut-on dire sur A si rang(A) =
2 ? Et si rang(A) = 0 ?

c. Si rang(A) = 1, montrez que la trans-
formation linéaire donnée par T (~x) = A~x
est la projection sur im(A) suivant ker(A).

49. Vérifiez que le noyau d’une transfor-
mation linéaire est stable par addition et
par multiplication par un scalaire.

50. Considérons une matrice carrée A avec
ker(A2) = ker(A3). Est-ce que

ker(A3) = ker(A4)?

Justifiez votre réponse.

51. Considérons une matrice n ×p, A, et
une autre matrice p × m, B , telles que
ker(A) = {~0} et ker(B) = {~0}. Trouvez ker(AB).

52. Considérons une matrice p × m, A,
une autre matrice q ×m, B , et la matrice

C =
[

A
B

]
.

Quelles sont les relations entre ker(A),
ker(B) et ker(C ) ?

Dans les exercices 53 et 54, nous travaille-
rons avec les chiffres binaires (ou bits) 0
et 1 à la place des nombres réels R. L’ad-
dition et la multiplication de ces nombres
sont définies comme d’habitude sauf pour
1+1 = 0. Nous noterons ce système de deux
nombres par F2 ou plus simplement F 1.
L’ensemble des vecteurs ayant n composantes
dans F est noté Fn , notez que Fn ne contient
que 2n vecteurs (pourquoi ?). En informa-
tique, un vecteur de F8 est appelé un octet
(anglais : byte). (Un octet est une chaîne
de huit chiffres binaires.)

53. Les idées élémentaires de l’algèbre li-
néaire introduites jusqu’à présent (pour
les nombres réels) s’appliquent sans mo-
dification à F.

Une matrice de Hamming à n lignes
est une matrice qui contient tous les vec-
teurs non nuls de Fn comme colonnes (dans
n’importe quel ordre). Notez que cette ma-
trice doit avoir 2n − 1 colonnes. Voici un
exemple :

H =
1 0 0 1 0 1 1

0 1 0 1 1 0 1
0 0 1 1 1 1 0

 3 lignes
23 −1 = 7 colonnes.

a. Exprimez le noyau de H comme un
espace engendré par quatre vecteurs de F7

de la forme

~v1 =



∗
∗
∗
1
0
0
0


,~v2 =



∗
∗
∗
0
1
0
0


,~v3 =



∗
∗
∗
0
0
1
0


,~v4 =



∗
∗
∗
0
0
0
1


.

b. Formez la matrice 7×4

M =
 | | | |
~v1 ~v2 ~v3 ~v4

| | | |

 .

Expliquez pourquoi im(M) = ker(H). Si~x
est un vecteur de F4 arbitraire, que vaut
H(M~x) ?

54. (Voir l’exercice 53 pour la terminolo-
gie.) Lorsqu’une information est transmise,

1. un ensemble contenant au moins deux élé-
ments 0 et 1 et muni des quatre opérations arithmé-
tiques est appelé un corps (« field » en anglais.)
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il peut y avoir des erreurs pendant la com-
munication. Nous présentons ici une mé-
thode pour ajouter de l’information aux
messages de telle manière que la plupart
des erreurs se produisant pendant la trans-
mission puissent être détectées et corri-
gées. Une telle méthode s’appelle un code
correcteur d’erreurs. (Comparez ces codes
avec ceux dont le but est de masquer l’in-
formation.) Les images du premier homme
sur la lune (en 1969) n’étaient pas très claires
à cause d’erreurs dans le signal après trans-
mission. Lors des mission ultérieures, l’uti-
lisation de codes correcteurs plus perfor-
mants permit d’obtenir des images plus
claires.

En informatique, l’information est mé-
morisée et traitée sous forme de chaines
de chiffres binaires 0 et 1. Le défilé des
chiffres binaires est souvent coupé en
blocs de huit chiffres (octets). Pour plus
de simplicité, nous travaillerons avec des
blocs de seulement quatre chiffres (i.e. avec
des vecteurs de F4), par exemple

· · · | 1 0 1 1 | 1 0 0 1 | 1 0 1 0 | 1 0 1 1 | 1 0 0 0 · · · .

Supposons que ces vecteurs de F4 ont été
transmis d’un ordinateur à un autre, di-
sons, d’un satellite au centre de contrôle
de Kourou (station de l’Agence Européenne
pour l’Espace en Guyane française). Un
vecteur ~u de F4 est transformé en un vec-
teur ~v = M~u de F7, où la matrice M est
celle de l’exercice 53. Les quatre derniers
coordonnées de~v sont juste les coordon-
nées de~u ; les trois premières ont été ajou-
tées pour détecter les erreurs de transmis-
sion. Supposons qu’au plus une erreur se
soit produite durant la transmission, le
vecteur ~w reçu à Kourou est soit~v (s’il n’y
a pas eu d’erreur) soit ~v +~ei (si la i -ième
coordonnée a été altérée.)

a. Soit H la matrice de Hamming in-
troduite dans l’exercice 53. Comment l’or-
dinateur de Kourou peut-il utiliser H ~w
pour déterminer s’il y a eu une erreur lors
de la transmission ? S’il y a eu une erreur,
comment l’ordinateur peut-il trouver l’er-
reur ?

b. Le vecteur reçu à Kourou est

~w =



1
0
1
0
1
0
0


,

Déterminez s’il y a eu une erreur pendant
la transmission et le cas échéant corrigez-
la. (C’est-à -dire, trouvez ~v et ~u.)

F4

~u
F7

~v
M

codage

F7

~w
F7

~v
F4

~u

F3

correction
d’erreur

décodage

H
détection d’erreur

erreur éventuelle

de transmission

Satellite

Kourou

FIGURE 54A
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CHAPITRE 3. SOUS-ESPACES DE RN ET LEUR DIMENSION

2. Sous-espaces de Rn ; bases et indépendance linéaire

BUT. — Vérifier si un sous-ensemble deRn

est un sous-espace. Appliquer le concept
d’indépendance linéaire. Appliquer le concept
de base.

Quels ensembles W des exercices 1 à
3 sont des sous-espaces de Rn ?

1. W =


x
y
z

 : x + y + z = 1


2. W =


x

y
z

 : x ≤ y ≤ z


3. W =


 x +2y +3z

4x +5y +6z
7x +8y +9z

: x, y, z
des nombres

arbitraires


4. Considérons des vecteurs~v1,~v2, . . . ,~vm

de Rn . L’ensemble des combinaisons li-
néaires de ces vecteurs est-il toujours un
sous-espace deRn ? Justifiez votre réponse.

5. Donnez une description géométrique
de tous les sous-espaces de R3. Justifiez
votre réponse.

6. Considérons deux sous-espaces V et
W de Rn .
a. Est-ce que l’intersection V ∩W est tou-
jours un sous-espace de Rn ?
b. Est-ce que l’union V ∪W est toujours
un sous-espace de Rn ?

7. Considérons un ensemble non vide
dans Rn stable par addition et par multi-
plication par un nombre. Est-ce toujours
un sous-espace de Rn ? Expliquez.

8. Trouvez une relation non triviale entre
les vecteurs suivant :[

1
2

]
,

[
2
3

]
,

[
3
4

]
9. Considérons des vecteurs~v1,~v2, . . . ,~vm

de Rn , avec ~vm =~0. Ces vecteurs sont-ils
linéairement indépendants ?

Dans les exercices 10 à 20, utilisez du pa-
pier et un crayon pour identifier les vec-
teurs redondants. Ainsi, déterminez si les

vecteurs donnés sont linéairement indé-
pendants.

10.
[

2
1

]
,

[
6
3

]

11.
[

7
11

]
,

[
11
7

]

12.
[

7
11

]
,

[
0
0

]

13.
[

1
2

]
,

[
1
2

]

14.

1
0
0

 ,

1
2
0

 ,

1
2
3


15.

[
1
2

]
,

[
2
3

]
,

[
3
4

]

16.

1
1
1

 ,

3
2
1

 ,

6
5
4



17.

1
1
1

 ,

1
2
3

 ,

1
3
6



18.


1
1
1
1

 ,


1
2
3
4

 ,


1
4
7

10



19.


1
0
0
0

 ,


2
0
0
0

 ,


0
1
0
0

 ,


0
1
0
0

 ,


3
4
5
0



20.

0
0
0

 ,

1
0
0

 ,

3
0
0

 ,

0
1
0

 ,

4
5
0

 ,

6
7
0

 ,

0
0
1


Dans les exercices 21 à 26, trouvez un vec-
teur colonne redondant de la matrice A
donnée et écrivez-le comme combinaison
linéaire des colonnes précédentes. Utilisez
cette représentation pour trouver une re-
lation non triviale entre les colonnes et trou-
ver un vecteur non nul dans le noyau de A.
(Cette procédure est illustrée dans le cours.)

21. A =
[

1 1
1 1

]

22. A =
[

1 3
2 6

]

23. A =
[

0 1
0 2

]

24. A =
1 3 6

1 2 5
1 1 4



25. A =
1 0 1

1 1 1
1 0 1



26. A =
1 0 2 0

0 1 3 0
0 0 0 1
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Dans les exercices 27 à 33, trouvez une base
de l’image des matrices données.

27.

1 1
1 2
1 3



28.

1 1 1
1 2 5
1 3 7


29.

[
1 2 3
4 5 6

]

30.

0 1 0
0 0 1
0 0 0



31.


1 5
2 6
3 7
5 8



32.


0 1 2 0 0 3
0 0 0 1 0 4
0 0 0 0 1 5
0 0 0 0 0 0



33.


0 1 2 0 3 0
0 0 0 1 4 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0



34. Considérons la matrice 5×4

A =
 | | | |
~v1 ~v2 ~v3 ~v4

| | | |

 .

Si le vecteur


1
2
3
4

 est dans le noyau de A,

écrivez ~v4 comme combinaison linéaire
de ~v1,~v2,~v3.

35. Montrez qu’il existe une relation non
triviale entre les vecteurs ~v1, . . . ,~vm si et
seulement si au moins un de ces vecteurs
est une combinaison linéaire des autres
vecteurs.

36. Considérons une application linéaire
T de Rn dans Rp et des vecteurs linéai-
rement dépendants ~v1, . . . ,~vm de Rn . Les
vecteurs T (~v1), . . . ,T (~vm) sont-ils néces-
sairement linéairement dépendants ?
Comment pouvez-vous le prouver ?

37. Considérons une application linéaire
T de Rn dans Rp et des vecteurs linéaire-
ment indépendants ~v1, . . . ,~vm de Rn . Les
vecteurs T (~v1), . . . ,T (~vm) sont-ils néces-
sairement linéairement indépendants ?
Comment pouvez-vous le prouver ?

38. a. Soient V un sous-espace de Rn et
m le plus grand nombre de vecteurs li-
néairement indépendants que l’on peut
trouver dans V . (Nous avons vu en cours
que m ≤ n.) Choisissez des vecteurs li-
néairement indépendants~v1, . . . ,~vm de V .

Montrez que ces vecteurs engendrent V
et donc qu’ils forment une base de V .
Cette exercice montre que tout sous-
espace de Rn a une base.

Si vous êtes intrigué par cette exer-
cice, pensez d’abord à des cas particu-
liers comme un plan dansR3. Que vaut m
dans ce cas ?
b. Montrez que tout sous-espace V deRn

peut être représenté comme l’image d’une
matrice.

39. Considérons des vecteurs linéairement
indépendants ~v1, . . . ,~vm de Rn et un vec-
teur~v deRn qui ne soit pas contenu dans
l’espace engendré par~v1, . . . ,~vm . Les vec-
teurs~v1, . . . ,~vm ,~v sont-ils nécessairement
indépendants ? Justifiez votre réponse.

40. Considérons une matrice n×p, A, et
une matrice p×m, B . Supposons que les
colonnes de A soient linéairement indé-
pendantes et les colonnes de B aussi. Les
colonnes du produit AB sont-elles linéai-
rement indépendantes ? (L’exercice 3.1/51
peut être utile.)

41. Considérons une matrice m × n, A,
et une matrice n ×m, B , telles que AB =
Im . (On dit que A est un inverse à gauche
de B .) On suppose que n 6= m. Les co-
lonnes de B sont-elles linéairement in-
dépendantes ? Et celles de A ?

42. Considérons des vecteurs ~v1, . . . ,~vm

de Rn deux-à -deux orthogonaux (c’est-
à -dire ~vi ·~v j sauf si i = j ). Montrez que
ces vecteurs sont nécessairement linéai-
rement indépendants.

Indice : Prenez le produit scalaire avec
~vi des deux membres d’une relation de
dépendance linéaire

c1~v1 + . . .+ ci~vi + . . .+ cm~vm =~0.

43. Considérons trois vecteurs linéaire-
ment indépendants ~v1,~v2,~v3 de R3. Les
vecteurs~v1,~v1+~v2,~v1+~v2+~v3 sont-ils li-
néairement indépendants ? Comment le
prouvez-vous ?

44. Considérons des vecteurs linéairement
indépendants ~v1, . . . ,~vm de Rn et A une
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matrice inversible de taille m×m. Les co-
lonnes de la matrice | | |

~v1 ~v2 . . . ~vm

| | |

 A

sont-elles linéairement indépendantes ?

45. Les colonnes d’une matrice inversible
sont-elles linéairement indépendantes ?

46. Trouvez une base du noyau de la ma-
trice [

1 2 0 3 5
0 0 1 4 6

]
.

Justifiez votre réponse soigneusement,
c’est-à-dire, expliquez pourquoi les vec-
teurs que vous avez trouvés sont linéai-
rement indépendants et pourquoi ils en-
gendrent le noyau.

47. Considérons trois vecteurs linéaire-
ment indépendants~v1,~v2,~v3 deR4. Trou-
vez la forme échelonnée réduite de la ma-
trice  | | |

~v1 ~v2 ~v3

| | |

 .

48. Exprimez le plan d’équation 3x1+4x2+
5x3 = 0 de R3 comme le noyau d’une ma-
trice A puis comme l’image d’une ma-
trice B .

49. Exprimez la droite L deR3 engendrée

par le vecteur

1
1
1

 comme l’image d’une

matrice A puis comme le noyau d’une ma-
trice B .

50. Considérons deux sous-espaces V et
W de Rn . Soit V +W l’ensemble de tous
les vecteurs de Rn de la forme~v + ~w avec
~v dans V et ~w dans W . Est-ce que V +W
est un sous-espace de Rn ?

Si V et W sont deux droites dis-
tinctes deR3, qu’est V +W ? Faites un des-
sin.

51. Considérons deux sous-espaces V et
W de Rn dont l’intersection ne contient
que le vecteur nul~0.

a. Considérons des vecteurs linéaire-
ment indépendants ~v1 , . . . , ~vp de V et
des vecteurs linéairement indépendants
~w1, . . . , ~wq de W . Expliquez pourquoi les

vecteurs~v1, . . . ,~vp , ~w1, . . . , ~wq sont linéai-
rement indépendants.

b. Considérons une base~v1, . . . ,~vp de
V et une base ~w1, . . . , ~wq de W . Expliquez
pourquoi~v1, . . . ,~vp , ~w1, . . . , ~wq est une base
de V +W (voir l’exercice 50).

52. Pour quelles valeurs des constantes
a, b, c, d , e et f les vecteurs

a
0
0
0

 ,


b
c
0
0

 ,


d
e
f
0


sont-ils linéairement indépendants ? Jus-
tifiez votre réponse.

53. Considérons un sous-espaces V deRn .
On définit son complémentaire orthogo-
nal V ⊥ comme l’ensemble des vecteurs
~w de Rn orthogonaux à tous les vecteurs
de V , c’est-à -dire ~w ·~v = 0 pour tout ~v
dans V . Montrez que V ⊥ est un sous-espace
de Rn .

54. Considérons la droite L engendrée par1
2
3

 dansR3. Trouvez une base de L⊥ (voir

l’exercice 53).

55. Considérons le sous-espace L de R5

engendré par 
1
2
3
4
5

 .

Trouvez une base de L⊥.

56. Pour quelles valeurs des constantes
a, b, . . ., m les vecteurs

a
b
c
d
1
0

 ,



e
1
0
0
0
0

 ,



f
g
h
i
j
1

 ,



k
m
1
0
0
0


sont-ils linéairement indépendants ?

57. Considérons la matrice

A =


0 1 2 0 0 3 0
0 0 0 1 0 4 0
0 0 0 0 1 5 0
0 0 0 0 0 0 0

 .
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Notez qu’elle est sous forme échelonnée
réduite.

Pour quels entiers j compris entre
1 et 7 existe-t-il un vecteur~x dans le noyau
de A tel que sa j -ième composante x j est
non nulle alors que les composantes sui-
vantes x j+1, . . . , x7 sont nulles ?

58. Considérons une matrice n × m, A.
Pour quels entiers j compris entre 1 et m
existe-t-il un vecteur dans le noyau de A
tel que sa j -ième composante x j est non
nulle alors que les composantes suivantes
x j+1, . . . , xm sont nulles ? Suivez l’exemple
donné par l’exercice 57. Donnez votre ré-
ponse en termes de vecteurs colonnes re-
dondants de la matrice A.
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CHAPITRE 3. SOUS-ESPACES DE RN ET LEUR DIMENSION

3. Dimension d’un sous-espaces de Rn

BUT. — Utiliser le concept de dimension.
Trouver une base pour le noyau et pour
l’image d’une application linéaire.

Dans les exercices 1 à 20, trouvez sans
calculs les colonnes redondantes des ma-
trices données. Trouvez une base de l’image
de la matrice et une base du noyau de la
matrice.

1.
[

1 3
2 6

]
2.

[
1 4
2 8

]
3.

[
1 3
2 4

]
4.

[
0 1
0 2

]
5.

[
1 −2 3
2 4 6

]
6.

[
1 1 3
2 1 4

]
7.

[
1 2 3
1 2 4

]

8.

1 −3
2 −6
3 −9



9.

1 2 1
1 2 2
1 2 3



10.

0 1 1
0 1 2
0 1 3



11.

1 0 1
0 1 0
0 1 0



12.

1 0 0
1 0 0
1 1 1


13.

[
1 2 3

]
14.

[
0 1 2

]

15.


1 0 2 0
0 1 2 0
1 0 2 0
0 1 2 0



16.


1 1 5 1
0 1 2 2
0 1 2 3
0 1 2 4


17.

[
0 1 2 0 3
0 0 0 1 4

]

18.

1 −2 0 −1 0
0 0 1 5 0
0 0 0 0 1



19.


1 0 5 3 −3
0 0 0 1 3
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0



20.


1 0 5 3 0
0 1 4 2 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0


Dans les exercices 21 à 25, trouvez la forme
échelonnée réduite de la matrice A. Trou-
vez ensuite une base de l’image de A et une
base du noyau de A.

21. A =
1 3 9

4 5 8
7 6 3



22. A =
2 4 8

4 5 1
7 9 3



23. A =


1 0 2 4
0 1 −3 −1
3 4 −6 8
0 −1 3 1



24. A =


4 8 1 1 6
3 6 1 2 5
2 4 1 9 10
1 2 3 2 0



25. A =


1 2 3 2 1
3 6 9 6 3
1 2 4 1 2
2 4 9 1 2



26. Considérons les matrices

C =
1 1 1

1 0 0
1 1 1

 , H =
1 0 1

1 1 1
1 0 1



L =
1 0 0

1 0 0
1 1 1

 , T =
1 1 1

0 1 0
0 1 0



X =
1 0 1

0 1 0
1 0 1

 , Y =
1 0 1

0 1 0
0 1 0


a. Quelles matrices de la liste ont le

même noyau que C ?
b. Quelles matrices de la liste ont la

même image que C ?
c. Quelles matrices de la liste ont une

image différente de toutes les images des
autres matrices de la liste ?

27. Déterminez si les vecteurs
1
1
1
1

 ,


1
−1
1
−1

 ,


1
2
4
8

 ,


1
−2
4
−8

 ,

forment une base de R4.

28. Pour quelle(s) valeur(s) de k, les vec-
teurs 

1
0
0
2

 ,


0
1
0
3

 ,


0
0
1
4

 ,


2
3
4
k

 ,

forment-ils une base de R4 ?
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29. Trouvez une base du sous-espace deR3

défini par l’équation

2x1 +3x2 +x3 = 0.

30. Trouvez une base du sous-espace deR4

défini par l’équation

2x1 −x2 +2x3 +4x4 = 0.

31. Soit V le sous-espace deR4 défini par
l’équation

x1 −x2 +2x3 +4x4 = 0.

Trouvez une application linéaire T de
R3 dansR4 telle que ker(T ) = {~0} et im(T ) =
V . Décrivez T par sa matrice.

32. Trouvez une base du sous-espace deR4

formé de tous les vecteurs orthogonaux à
1
0
−1
0

 et


0
1
2
3

 .

33. Un sous-espace V de Rn est appelé
hyperplan si V est défini par une équa-
tion linéaire homogène

c1x1 + c2x2 + . . .+ cn xn = 0

dont au moins un coefficient ci est non
nul. Quelle est la dimension d’un hyper-
plan de Rn ? Justifiez votre réponse soi-
gneusement. Qu’est-ce qu’un hyperplan
de R3 ? Qu’est-ce qu’un hyperplan de R2 ?

34. Considérons un sous-espace V deRm

défini par n équations linéaires homogènes :

a11x1 + a12x2 + . . . + a1m xm = 0
a21x1 + a22x2 + . . . + a2m xm = 0

...
...

...
...

an1x1 + an2x2 + . . . + anm xm = 0

Quelle relation y a-t-il entre la dimension
de V et la quantité m −n ? La réponse est
une inégalité. Expliquez-la soigneusement.

35. Considérons un vecteur non nul~v de
Rn . Quelle est la dimension de l’ensemble
des vecteurs orthogonaux à ~v ?

36. Pouvez-vous trouver une matrice 3×
3, A, telle que im(A) = ker(A) ? Expliquez.

37. Donnez un exemple de matrice 4×5,
A, avec dim(ker(A)) = 3.

38. a. Considérons une application linéaire
T de R5 dans R3. Quelles sont les valeurs
possibles de dim(ker(T )) ? Expliquez.

b. Considérons une application linéaire
T de R4 dans R7. Quelles sont les valeurs
possibles de dim(im(T )) ? Expliquez.

39. Soit A une matrice 5×5 qui s’écrive

A = BC

où B est une matrice 5×4 et C est une ma-
trice 4×5. Expliquez pourquoi A n’est pas
inversible.

40. Considérons deux sous-espaces V et
W de Rn , V étant contenu dans W . Expli-
quez pourquoi dim(V ) ≤ dim(W ). (Ceci
parait intuitivement évident mais il ne faut
pas trop compter sur votre intuition dans
Rn .)

41. Considérons deux sous-espaces V et
W de Rn , V étant contenu dans W . Mon-
trez que si dim(V ) = dim(W ) alors V =
W .

42. Considérons un sous-espaces V deRn

avec dim(V ) = n. Expliquez pourquoi V =
Rn .

43. Considérons deux sous-espaces V et
W deRn avec V ∩W = {~0}. Quelle est la re-
lation entre dim(V ), dim(W ) et dim(V +
W ) ? (La définition de V +W se trouve dans
l’exercice 3.2/50. L’exercice 3.2/51 peut être
utile.)

44. Deux sous-espaces V et W deRn sont
dit complémentaires si tout vecteur~x deRn

s’exprime de manière unique comme~x =
~v + ~w avec ~v dans V et ~w dans W . Mon-
trez que V et W sont complémentaires si
et seulement si V ∩W = {~0} et dim(V )+
dim(W ) = n.

45. Considérons des vecteurs linéairement
indépendants~v1,~v2, . . . ,~vp dans un sous-
espace V deRn et des vecteurs ~w1, ~w2, . . . , ~wq

qui engendrent V . Montrez qu’il existe une
base de V contenant tous les vecteurs ~vi

et certains vecteurs ~w j .
Indice : Trouvez une base de l’image

de la matrice

A =
 | | | |
~v1 . . . ~vp ~w1 . . . ~vq

| | | |

 .
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46. En utilisant l’exercice 45, construisez
une base de R4 formée des vecteurs

1
2
3
4

 ,


1
4
6
8


et de certains des vecteurs~e1,~e2,~e3 et~e4

de R4.

47. Considérons deux sous-espaces V et
W de Rn . Montrez que

dim(V )+dim(W ) = dim(V ∩W )+dim(V +W ).

(La définition de V +W est donnée dans
l’exercice 3.2/50.)

Indication : Choisissez une base ~u1,
~u2, . . ., ~um de V ∩W . Utilisez l’exercice
45 pour construire une base~u1,~u2,. . . ,~um

, ~v1, ~v2, . . ., ~vp de V et une base ~u1, ~u2

, . . . , ~um , ~w1 , ~w2 ,. . . ,~wq de W . Mon-
trez ~u1,~u2 . . .~um ,~v1,~v2 . . .~vp , ~w1, ~w2 . . . ~wq

est une base de V +W . La preuve de l’in-
dépendance linéaire n’est pas évidente.

48. En utilisant l’exercice 47, répondez à
la question suivante : si V et W sont des
sous-espaces de R10 avec dim(V ) = 6 et
dim(W ) = 7, quelles sont les dimensions
possibles pour V ∩W ?

Dans les exercices 49 à 52, nous allons étu-
dier l’espace des lignes d’une matrice. L’es-
pace des lignes d’une matrice A de taille n×
m est le sous-espace engendré par les lignes
de A dans Rm . Par exemple, l’espace des
lignes de la matrice1 2 3 4

1 1 1 1
2 2 2 3


est l’ensemble des vecteurs de la forme

a
[
1 2 3 4

]+b
[
1 1 1 1

]+ c
[
2 2 2 3

]
49. Trouvez une base de l’espace des lignes
de la matrice 

0 1 0 2 0
0 0 1 3 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

 .

50. Considérons une matrice n×n, E , sous
forme échelonnée réduite. En utilisant l’exer-
cice 49, expliquez comme vous pouvez trou-
ver une base de l’espace des lignes de E .

Quelle est la relation entre la dimension
de l’espace des lignes de E et son rang ?

51. Considérons une matrice n×m arbi-
traire, A.

a. Quelle relation y a-t-il entre l’es-
pace des lignes de A et l’espace des lignes
de E = frel(A) ?

Indication : examinez comment les
lignes sont modifiées lors de transforma-
tions élémentaires.

b. Quelle est la relation entre la di-
mension de l’espace des lignes de A et son
rang ?

52. Trouvez une base de l’espace des lignes
de la matrice 

1 1 1 1
2 2 2 2
1 2 3 4
1 3 5 7

 .

53. Considérons une matrice n × n, A.
Montrez qu’il existe des nombres réels
c0,c1, . . . ,cn (non tous nuls) tels que la ma-
trice c0In +c1 A+ . . .+cn An ne soit pas in-
versible.

Indication : Prenez un vecteur quel-
conque ~v de Rn . Alors les n + 1 vecteurs
~v , A~v , . . . , An~v seront linéairement dépen-
dants. (En fait, on peut choisir ces nombres
réels ci de telle manière que c0In + c1 A +
. . .+ cn An = 0. Vous pouvez essayer de le
démontrer.)

54. Considérons la matrice

A =
[

1 −2
2 1

]
.

Déterminez trois nombres réels c0, c1 et
c2 non tous nuls tels que la matrice c0I2+
c1 A+ c2 A2 ne soit pas inversible.

55. Considérons une matrice n × m, A.
Montrez que le rang de A est n si et seule-
ment si A a une sous-matrice n×n inver-
sible (i. e. une matrice obtenue en effa-
çant m −n colonnes de A).

56. Une matrice n ×n, A, est dite nilpo-
tente si Am = 0 pour un certain entier m.
Les matrices triangulaires avec des 0 sur
la diagonale sont des exemples de matrices
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nilpotentes. Considérons une matrice nil-
potente A de taille n ×n et m le plus pe-
tit entier tel que Am = 0. Prenez un vec-
teur ~v de Rn tel que Am−1~v 6=~0. Montrez
que les vecteurs ~v , A~v , . . . , Am−1~v sont li-
néairement indépendants.

Indication : Considérons une relation
c0~v + c1 A~v + . . .+ cm−1 Am−1~v = 0. Multi-
pliez par Am−1 pour obtenir c0 = 0, puis
montrez que c1 = 0, etc.

57. Considérons une matrice nilpotente A
de taille n ×n. En utilisant le résultat de
l’exercice 56, montrez que An = 0.

58. Expliquez pourquoi il est nécessaire
de prendre au moins m vecteurs pour en-
gendrer un sous-espace de dimension m.

59. Prouvez que si m vecteurs engendrent
un espace de dimension m, alors ils forment
une base de cet espace.

60. Si une matrice 3×3, A, représente la
projection sur un plan de R3, quel est le
rang de A ?

61. Considérons une matrice 4×2, A, et
une matrice 2×5, B .

a. Quelles sont les dimensions pos-
sibles du noyau de AB ?

b. Quelles sont les dimensions pos-
sibles de l’image de AB ?

62. Considérons deux matrices n ×m, A
et B . Que pouvez vous dire des relations
entre rang(A), rang(B) et rang(A+B) ?

63. Considérons une matrice n ×p, A, et
une matrice p ×m, B .

a. Que pouvez vous dire des relations
entre rang(A) et rang(AB) ?

b. Que pouvez vous dire des relations
entre rang(B) et rang(AB) ?

64. Considérons les matrices

A =


1 0 2 0 4 0
0 1 3 0 5 0
0 0 0 1 6 0
0 0 0 0 0 1


et

B =


1 0 2 0 4 0
0 1 3 0 5 0
0 0 0 1 7 0
0 0 0 0 0 1

 .

Montrez que les noyaux et les images de
A et B sont différents.

Indication : Pensez à écrire la cinquième
colonne comme combinaison linéaire des
premières colonnes.

65. Considérons les matrices

A =


1 0 2 0 4 0
0 1 3 0 5 0
0 0 0 1 6 0
0 0 0 0 0 1


et

B =


1 0 2 0 0 4
0 1 3 0 0 5
0 0 0 1 0 6
0 0 0 0 1 7


Montrez que les noyaux et les images de A
et B sont différents.

Indication : Pensez à écrire la cinquième
colonne comme combinaison linéaire des
premières colonnes.

66. Soit A et B deux matrices de même
taille, toutes les deux sous forme échelon-
née réduite, distinctes. Montrez que les
noyaux de A et B sont différents.

Indication : Considérez la première
colonne où les deux matrices diffèrent, di-
sons la k-ième, c’est-à -dire ~ak pour A et
~bk pour B . Expliquez pourquoi au moins
une des deux colonnes~ak et~bk ne contient
pas de pivot. On peut alors exprimer ~ak

comme combinaison linéaire des premières
colonnes et trouver ainsi un vecteur dans
le noyau de A. Montrez que ce vecteur n’est
pas dans le noyau de B . Suivez les exemples
64 et 65.

67. Supposons qu’une matrice A sous
forme échelonnée réduite puisse être ob-
tenue à partir d’une matrice M par une
suite d’opérations élémentaires sur les
lignes. Montrez que A = frel(M).

Indication : Les matrices A et frel(M)
sont sous forme echelonnée réduites et
ont le même noyau. L’exercice 66 peut être
utile.
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CHAPITRE 3. SOUS-ESPACES DE RN ET LEUR DIMENSION

4. Coordonnées

BUT. — Utiliser le concept de coordonnées.
Appliquer la définition de matrice d’une
application linéaire par rapport à une base.
Trouver cette matrice à partir de la ma-
trice standard de l’application. Trouver la
matrice d’une application linéaire (dans
n’importe quelle base) colonne par colonne.
Utiliser le concept de matrices semblables.

Dans les exercices 1 à 18, déterminez
si le vecteur ~x est dans l’espace V engen-
dré par les vecteurs ~v1, . . .~vm (donnez la
réponse sans calculs si possible et en utili-
sant la forme échelonnée réduite si néces-
saire). Si~x est dans V déterminez ses coor-
données dans la base B= (~v1, . . .~vm) de V
et écrivez

[
~x

]
B.

1. ~x =
[

2
3

]
; ~v1 =

[
1
0

]
,~v2 =

[
0
1

]
2. ~x =

[
3
4

]
; ~v1 =

[
0
1

]
,~v2 =

[
1
0

]
3. ~x =

[
31
37

]
; ~v1 =

[
23
29

]
,~v2 =

[
31
37

]
4. ~x =

[
23
29

]
; ~v1 =

[
46
58

]
,~v2 =

[
61
67

]
5. ~x =

[
7

16

]
; ~v1 =

[
2
5

]
,~v2 =

[
5

12

]
6. ~x =

[−4
4

]
; ~v1 =

[
1
2

]
,~v2 =

[
5
6

]

7. ~x =
 3

1
−4

 ; ~v1 =
 1
−1
0

 ,~v2 =
 0

1
−1



8. ~x =
2

3
4

 ; ~v1 =
1

1
0

 ,~v2 =
2

0
1



9. ~x =
3

3
4

 ; ~v1 =
1

1
0

 ,~v2 =
 0
−1
2



10. ~x =
−5

1
3

 ; ~v1 =
−1

0
1

 ,~v2 =
−2

1
0



11. ~x =
−1

2
2

 ; ~v1 =
1

2
1

 ,~v2 =
−3

2
3



12. ~x =
 1
−2
−2

 ; ~v1 =
 8

4
−1

 ,~v2 =
 5

2
−1



13. ~x =
1

1
1

 ; ~v1 =
1

2
3

 ,~v2 =
0

1
2

 ,

~v3 =
0

0
1



14. ~x =
 3

7
13

 ; ~v1 =
1

1
1

 ,~v2 =
0

1
1

 ,

~v3 =
0

0
1



15. ~x =
1

0
0

 ; ~v1 =
1

2
1

 ,~v2 =
1

3
4

 ,

~v3 =
1

4
8



16. ~x =
7

1
3

 ; ~v1 =
1

1
1

 ,~v2 =
1

2
3

 ,

~v3 =
1

3
6



17. ~x =


1
1
1
−1

 ; ~v1 =


1
0
2
0

 ,~v2 =


0
1
3
0

 ,

~v3 =


0
0
4
1



18. ~x =


5
4
3
2

 ; ~v1 =


1
1
0
0

 ,~v2 =


0
1
1
0

 ,

~v3 =


0
−1
0
1


Dans les exercices 19 à 24 trouvez la ma-
trice B de l’application linéaire donnée par
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T (~x) = A~x dans la base B= (~v1,~v2). Pour
vous entraîner, faites les calculs de trois ma-
nières : (a) utilisez la formule B = S−1 AS,
(b) utilisez un diagramme commutatif et
(c) construisez B colonne par colonne.

19. A =
[

0 1
1 0

]
; ~v1 =

[
1
1

]
,~v2 =

[
1
−1

]

20. A =
[

1 1
1 1

]
; ~v1 =

[
1
1

]
,~v2 =

[
1
−1

]

21. A =
[

1 2
3 6

]
; ~v1 =

[
1
3

]
,~v2 =

[−2
1

]

22. A =
[−3 4

4 3

]
; ~v1 =

[
1
2

]
,~v2 =

[−2
1

]

23. A =
[

5 −3
6 −4

]
; ~v1 =

[
1
1

]
,~v2 =

[
1
2

]

24. A =
[

13 −20
6 −9

]
; ~v1 =

[
2
1

]
,~v2 =

[
5
3

]
Dans les exercices 25 à 30 trouvez la ma-
trice B de l’application linéaire T (~x) = A~x
dans la base B= (~v1, . . . ,~vm).

25. A =
[

1 2
3 4

]
; ~v1 =

[
1
1

]
,~v2 =

[
1
2

]

26. A =
[

0 1
2 3

]
; ~v1 =

[
1
2

]
,~v2 =

[
1
1

]

27. A =
 4 2 −4

2 1 −2
−4 −2 4

 ;

~v1 =
 2

1
−2

 ,~v2 =
0

2
1

 ,~v3 =
1

0
1



28. A =
 5 −4 −2
−4 5 −2
−2 −2 8

 ;

~v1 =
2

2
1

 ,~v2 =
 1
−1
0

 ,~v3 =
 0

1
−2



29. A =
−1 1 0

0 −2 2
3 −9 6

 ;

~v1 =
1

1
1

 ,~v2 =
1

2
3

 ,~v3 =
1

3
6



30. A =
0 2 −1

2 −1 0
4 −4 1

 ;

~v1 =
1

1
1

 ,~v2 =
0

1
2

 ,~v3 =
1

2
4


Soit B= (~v1,~v2,~v3) une base de R3 formée
de vecteurs orthogonaux de longueurs 1,
tels que ~v3 =~v1 ×~v2. Dans les exercices 31
à 36, trouvez la matrice dans la base B
de l’application linéaire T de R3 dans R3.
Dans les exercices 33, 34 et 36, interpré-
tez T géométriquement.

31. T (~x) =~v2 ×~x
32. T (~x) =~x ×~v3

33. T (~x) = (~v2 ·~x)~v2

34. T (~x) =~x −2(~v3 ·~x)~v3

35. T (~x) =~x −2(~v1 ·~x)~v2

36. T (~x) =~v1 ×~x + (~v1 ·~x)~v1

Dans les exercices 37 à 42, trouvez une baseB
de Rn telle que la matrice de l’application
linéaire T dans la base B soit diagonale.

37. La projection orthogonale sur la droite

de R2 engendrée par

[
1
2

]
.

38. La symétrie par rapport à la droite deR2

engendrée par

[
2
3

]
.

39. La symétrie par rapport à la droite deR3

engendrée par

1
2
3

.

40. La projection orthogonale sur la droite

de R3 engendrée par

1
1
1

.

41. La projection orthogonale sur le plan
de R3 d’équation 3x1 +x2 +2x3 = 0.

42. La symétrie par rapport au plan deR3

d’équation x1 −2x2 +x3 = 0.

43. Considérons le plan d’équation x1 +
2x2 + x3 = 0 avec pour base les vecteurs−1

0
1

 et

−2
1
0

. Si
[
~x

]
B =

[
2
−3

]
, trouvez

~x.
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44. Considérons le plan d’équation 2x1−
3x2 +4x3 = 0 avec pour base les vecteurs 8

4
−1

 et

 5
2
−1

. Si
[
~x

]
B =

[
2
1

]
, trouvez~x.

45. Considérons le plan d’équation 2x1−
3x2+4x3 = 0. Trouvez une baseB du plan

telle que le vecteur~x =
 2

0
−1

 s’écrive
[
~x

]
B =

[
2
3

]
.

46. Considérons le plan d’équation x1 +
2x2 + x3 = 0. Trouvez une base B du plan

telle que le vecteur~x =
 1
−1
1

 s’écrive
[
~x

]
B =

[
2
−1

]
.

47. Considérons une application linéaire
T de R2 dans R2. Supposons que la ma-

trice de T dans la base

[
0
1

]
,

[
1
0

]
soit

[
a b
c d

]
.

Trouvez la matrice standard de T en fonc-
tion de a,b,c,d .

48. Sur la figure suivante dessinez le vac-

teur~x avec
[
~x

]= [−1
2

]
où B est une base

de R2 formée des vecteurs ~u et ~v .

~w

~v

0

FIGURE 48A

49. Considérons les vecteurs~u,~v et ~w des-
sinés sur la figure suivante. Trouvez les co-
ordonnées de ~w dans la base ~u et ~v .

0 ~u

~v (translaté)~w (translaté)

FIGURE 49A

50. Considérons un pavage hexagonal du
plan du type de celui que vous pouvez trou-
ver dans une cuisine. Notons B la base

de R2 formée des vecteurs ~v et ~w du des-
sin suivant :

~w

~v

O

P

Q

FIGURE 50A

a. Trouver les vecteurs coordonnées[
~OP

]
B

et
[
~OQ

]
B

.
Indication : Dessinez le réseau des

coordonnées entières des la base B.
b. Soit R un point tel que[

~OR
]
B

=
[

3
2

]
.

Dessinez R. Est-ce que R est un sommet
ou un centre d’un hexagone ?

c. Soit S un point tel que
[
~OS

]
B

=
[

3
2

]
.

Dessinez S. Est-ce que S est un sommet
ou un centre d’un hexagone ?

51. Prouvez la partie (a) du fait 3.4.2.

52. Si B est une base deRn , l’application
de Rn dans Rn donnée par

T (~x) = [
~x

]
B

est-elle linéaire ? Justifiez votre réponse.

53. Considérons la base B de R2 formée

des vecteurs

[
1
2

]
et

[
3
4

]
. Soit~x un vecteur

tel que
[
~x

]
B =

[
7

11

]
. Trouvez~x.

54. SoitBune base deRn formée des vec-
teurs~v1,~v2, . . . ,~vn etIune autre base deRn .
Les vecteurs[

~v1
]
I ,

[
~v2

]
I , . . . ,

[
~vn

]
I

forment-ils une base de Rn ?

55. Soit B la base de R2 formée des vec-

teurs

[
1
1

]
et

[
1
2

]
et R la base formée des
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vecteurs

[
1
2

]
et

[
3
4

]
. Trouvez une matrice

P telle que [
~x

]
R = P

[
~x

]
B

pour tout~x dans R2.

56. Trouvez une base B de R2 telle que[
1
2

]
R

=
[

3
5

]
et

[
3
4

]
R

=
[

2
3

]
.

57. Montrez qu’une matrice 3× 3 repré-
sentant une symétrie par rapport à un plan

est semblable à la matrice

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

.

58. Considérons une matrice 3×3, A, et
un vecteur ~v de R3 tels que A3~v = 0 mais
A2~v 6= 0.

a. Montrez que les vecteurs~v , A~v , A2~v
forment une base de R3.

Indication : Il suffit de montrer l’in-
dépendance linéaire : soit

c1~v + c2 A~v + c3 A2~v = 0

une relation entre ces vecteurs, multipliez
par A2 et montrez que c1 = 0.

b. Trouvez la matrice dans la base ~v ,
A~v , A2~v de l’application de R3 dans R3

donnée par T (~x) = A~x.

59. La matrice

[
2 0
0 3

]
est-elle semblable à[

2 1
0 3

]
?

60. La matrice

[
1 0
0 −1

]
est-elle semblable

à

[
0 1
1 0

]
?

61. Trouvez une base B de R2 telle que
la matrice en base B de l’application li-
néaire

T (~x) =
[−5 −9

4 7

]
soit B =

[
1 1
0 1

]
.

62. Trouvez une base B de R2 telle que
la matrice en base B de l’application li-
néaire

T (~x) =
[

1 2
4 3

]
soit B =

[
5 0
0 −1

]
.

63. La matrice

[
p −q
q p

]
est-elle semblable

à

[
p q
−q p

]
pour tout p et q ?

64. La matrice

[
a b
c d

]
est-elle semblable

à

[
a c
b d

]
pour tout a,b,c,d ?

65. Prouvez les parties (a) et (b) du fait
3.4.6.

66. Considérons une matrice A de la forme

A =
[

a b
b −a

]
avec a2+b2 = 1 et a 6= 1. Trou-

vez la matrice B de l’application linéaire

de matrice standard A dans la base

[
b

1−a

]
,[

a −1
b

]
. Interprétez la réponse géométri-

quement.

67. Si c 6= 0, trouvez la matrice de l’ap-

plication linéaire T (~x) =
[

a b
c d

]
~x dans la

base

[
1
0

]
,

[
a
c

]
.

68. Trouvez une matrice 2× 2 inversible
S telle que

S−1
[

1 2
3 4

]
S

soit de la forme

[
0 b
1 d

]
. Voir l’exercice 67.

69. Si A est une matrice 2×2 telle que

A

[
1
2

]
=

[
3
6

]
et A

[
2
1

]
=

[−2
−1

]
,

montrez que A est semblable à une ma-
trice diagonale D . Trouvez S inversible telle
que S−1 AS = D .

70. Existe-t-il une base B de R2 telle que
la matrice dans la base B de l’application
linéaire

T (~x) =
[

0 −1
1 0

]
~x

soit triangulaire supérieure ?
Indication : Pensez à la première co-

lonne de B .

71. Supposons qu’une matrice A soit si-
milaire à une matrice B , avec B = S−1 AS.

a. Montrez que si~x est dans le noyau
de B alors S~x est dans le noyau de A.
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b. Montrez que les noyaux de A et de B
ont même dimension.

Indication : Si ~v1,~v2, . . . ,~vn est une
base de ker(A) alors les vecteurs S~v1, S~v2,
. . ., S~vn sont linéairement indépendants
dans le noyau de A. Inversez ensuite les
rôles de A et B .

72. Si A et B sont semblables, quelle rela-
tion y a-t-il entre rang(A) et rang(B) ? Voir
l’exercice 71.

73. Soit L la droite de R3 engendrée par
le vecteur 0,6

0,8
0

 .

Soit T l’application linéaire deR2 dansR3

donnée par la rotation autour de cette droite
et d’angle π/2 dans le sens du dessin. Dé-
terminez la matrice A telle que T (~x) = A~x.

x2

x3

x1

0,8

0,6

L

~v

FIGURE 73A

74. Considérons le tétraèdre régulier de
la figure ci-dessous dont le centre est à
l’origine. Soient ~v0,~v1,~v2,~v3 les vecteurs
positions des quatre sommets :

~v0 = ~OP0, . . . ,~v3 = ~OP3.

a. Trouvez la somme~v0+~v1+~v2+~v3.
b. Trouvez les coordonnées du vec-

teur ~v0 dans la base ~v1,~v2,~v3.
c. Soit T l’application linéaire telle que

T (~v0) = ~v3, T (~v3) = ~v1 et T (~v1) = ~v0. Que
vaut T (~v2) ? Décrivez T géométriquement.
Trouvez la matrice B de T dans la base
~v1,~v2,~v3. Que vaut B 3 ? Expliquez.

P0 =
1

1
1



P1 =
 1
−1
−1


P2 =

−1
1
−1



P3 =
−1
−1
1


O

FIGURE 74A

75. Trouvez la matrice B de la rotation

T (~x) =
[

0 −1
1 0

]
~x dans la base

[
0
1

]
,

[−1
0

]
.

Interprétez votre réponse géométriquement.

76. Si t est un nombre réel, quelle est la
batrice B de l’application linéaire

T (~x) =
[

cos(t ) −sin(t )
sin(t ) cos(t )

]
~x

dans la base

[
cos(t )
sin(t )

]
,

[−sin(t )
cos(t )

]
? Inter-

prétez votre réponse géométriquement.

77. Considérons une application linéaire
T (~x) = A~x de Rm dans Rn . Soit B la ma-
trice de T dans la base~en ,~en−1, . . . ,~e1 deRn .
Décrivez les coefficients de B en fonction
des coefficients de A.

78. Ce problème est la suite des exercices
1.1/20 et 1.2/37 sur le modèle entrée-sortie
de Leontief. Considérons trois industries
I1, I2 et I3 produisant seulement un pro-
duit chacune et dont les prix à l’unité de
ces produits sont, respectivement, p1 = 2,
p2 = 5 et p3 = 10 (en $ U.S.). Etiquetons
bien 1, bien 2 et bien 3 les trois produits
en question. Soit

A =
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

=
0,3 0,2 0,1

0,1 0,3 0,3
0,2 0,2 0,1


la matrice listant les demandes inter-indust-
rielles en dollars. Le coefficient ai j dit com-
bien de dollars du bien i sont nécessaires
pour produire un dollar du produit j . Al-
ternativement, la demande inter-industrielle
peut être mesurée en unités de bien par
la matrice

B =
b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33
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où bi j est la quantité de bien i nécessaire
à la production d’une unité de bien j . Trou-
vez la matrice B pour le système écono-
mique discuté ici. Ecrivez une relation entre
les matrices A, B et

S =
2 0 0

0 5 0
0 0 10

 .

Justifiez votre réponse.
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CHAPITRE 3. SOUS-ESPACES DE RN ET LEUR DIMENSION

5. Récapitulation : Vrai ou faux

1. L’image d’une matrice 3×4 est un sous
espace de R4.

2. L’espace engendré par les vecteurs~v1,
~v2 . . ., ~vn est formé de toutes les combi-
naisons linéaires des vecteurs~v1,~v2 . . .,~vn .

3. Si~v1,~v2 . . .~vn sont linéairement indé-
pendants dans Rn alors ils forment une
base de Rn .

4. Il existe une matrice 5×4 dont l’image
est R5.

5. Le noyau d’une matrice inversible ne
contient que le vecteur nul.

6. La matrice identité est semblable à
toutes les matrices inversibles.

7. Si 2~u +3~v +4~w = 5~u +6~v +7~w alors
les vecteurs ~u,~v , ~w sont linéairement dé-
pendants.

8. Les vecteurs-colonnes d’une matrice
5×4 sont linéairement dépendants.

9. Si~v1,~v2 . . .~vn et ~w1, ~w2 . . . ~wm sont deux
bases d’un sous-espace V deR10 alors n =
m.

10. Si A est une matrice 5× 6 de rang 4
alors la dimension de son noyau est égale
à 1.

11. Si le noyau d’une matrice A ne contient
que le vecteur nul alors les colonnes de A
sont linéairement indépendantes.

12. Si l’image d’une matrice n ×n est Rn

alors cette matrice est inversible.

13. Si les vecteurs~v1,~v2 . . .~vn engendrent
R4 alors n = 4.

14. Si les vecteurs~u,~v et ~w appartiennent
à un sous-espace V de R4 alors le vecteur
2~u −3~v +4~w appartient aussi à V .

15. Si une matrice A est semblable à une
matrice B et B est semblable à C alors C
est semblable à A.

16. Si un sous-espace V deRn ne contient
aucun vecteurs standards~e1,~e2 . . .,~en alors
il ne contient que le vecteur nul.

17. Si les vecteurs~v1,~v2,~v3,~v4 sont linéai-
rement indépendants alors les vecteurs~v1,
~v2 et ~v3 le sont aussi.

18. Les vecteurs de la forme


a
b
0
a

, avec a

et b des nombres réels, forment un sous-
espace de R4.

19. La matrice

[
1 0
0 −1

]
est semblable à

[
0 1
1 0

]
.

20. Les vecteurs

1
0
0

 ,

2
1
0

 ,

3
2
1

 forment

une base de R3.

21. La matrice

[
0 1
0 0

]
est semblable à

[
0 0
0 1

]
.

22. Les vecteurs


1
2
3
4

 ,


5
6
7
8

 ,


9
8
7
6

 ,


5
4
3
2

 ,


1
0
−1
−2


sont linéairement indépendants.

23. Si un sous-espace V de R3 contient
les vecteurs standards ~e1,~e2,~e3 alors V =
R3.

24. Si une matrice 2×2, P , représente la
projection orthogonale sur une droite deR2

alors P est semblable à la matrice
[
1 0 0 0

]
.

25. Si A et B sont des matrices n ×n et
~v est un vecteur dans le noyau de A et
dans le noyau de B alors ~v est aussi dans
le noyau de AB .

26. Si deux vecteurs non nuls sont linéai-
rement dépendants alors chacun est un
multiple scalaire de l’autre.

27. Si~v1,~v2,~v3 sont trois vecteurs distincts
deR3 alors il existe une application linéaire
T deR3 dansR3 telle que T (~v1) =~e1,T (~v2) =
~e2 et T (~v3) =~e3.

28. Si les vecteurs ~u,~v et ~w sont linéaire-
ment dépendants alors ~w est une combi-
naison linéaire de ~u et ~v .

29. Si A et B sont des matrices n ×n in-
versibles alors AB est semblable à B A.
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30. Si A est une matrice n ×n inversible
alors les noyaux de A et A−1 sont égaux.

31. Si V est un sous-espace de dimension
3 de R5 alors V a une infinité de bases.

32. La matrice In est semblable à 2In .

33. Si AB = 0 pour deux matrices 2×2, A
et B , alors B A doit être nulle.

34. Si A et B sont des matrices n ×n et ~v
un vecteurs de l’image de A et de l’image
de B alors ~v est aussi dans l’image de A+
B .

35. Si V et W sont des sous-espaces deRn ,
leur union V ∪W est aussi un sous-espace
de Rn .

36. Si le noyau d’une matrice 5×4, A, ne
contient que le vecteur nul et si A~v = A~w
pour deux vecteurs~v et ~w de R4 alors~v =
~w .

37. Si~v1,~v2 . . .~vn et ~w1, ~w2 . . . ~wn sont deux
bases deRn alors il existe une application
linéaire T deRn dansRn telles que T (~v1) =
~w1, . . . ,T (~vn) = ~wn .

38. Si la matrice A représente une rota-
tion d’angleπ/2 et la matrice B représente
une rotation d’angleπ/4, alors A est sem-
blable à B .

39. R2 est un sous-espace de R3.

40. Si une matrice n×n, A, est semblable
à une matrice B alors A+7In est semblable
à B +7In .

41. Il existe une matrice n ×n, A, tel que
im(A) = ker(A).

42. Si deux matrices A et B ont le même
rang alors elles sont semblables.

43. Si A est semblable à B et A est inver-
sible alors B est aussi inversible.

44. Si A est une matrice 10×10 et A2 = 0
alors son rang est inférieur ou égal à cinq.

45. Pour tout sous-espace V deR3 il existe
une matrice 3×3, A, telle que im(A) =V .

46. Il existe une matrice 2×2 non nulle A
telle que A soit semblable à 2A.

47. Si la matrice 2×2, R, représente une
symétrie par rapport à une droite de R2

alors R est semblable à

[
0 1
1 0

]
.

48. Si A est semblable à B alors il existe
une unique matrice S telle que S−1 AS =
B .

49. Si le noyau d’une matrice 5×4, A, ne
contient que le vecteur nul et si AB = AC
pour deux matrices 4×5, B et C , alors B =
C .

50. Si A est une matrice n ×n telle que
A2 = A alors l’image de A et son noyau
n’ont que la vecteur nul en commun.

51. Il existe une matrice 2×2, A, telle que
A2 6= 0 et A3 = 0.

52. Si A et B sont des matrices n×m telles
que l’image de A soit incluse dans celle
de B alors il existe une matrice m ×m, C ,
telle que A = BC .

53. Parmi les matrices 3×3 dont les coef-
ficients sont des zéros ou des uns, la plu-
part sont inversible.


