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CHAPITRE 2. APPLICATIONS LINÉAIRES

1. Introduction aux applications linéaires et leurs inverses

BUT. — Utiliser le concept d’applica-
tion linéaire en termes de la formule
~y = A~x et interpréter géométriquement
des applications linéaires simples. Dé-
terminer l’inverse d’une application li-
néaire de R2 dans R2 (quand elle existe).
Déterminer, colonne par colonne, la ma-
trice d’une application linéaire.

Parmi les applications de R3 dans R3

données dans les exercices 1 à 3, les-
quelles sont linéaires ? (Le vecteur

[ y1
y2
y3

]
indiqué est l’image du vecteur

[
x1
x2
x3

]
.)

1.
y1 = 2x2
y2 = x2 + 2
y3 = 2x2

2.
y1 = 2x2
y2 = 3x3
y3 = x1

3.
y1 = x2 − x3
y2 = x1x3
y3 = x1 − x2

4. Trouver la matrice de l’application
linéaire donnée par

y1 = 9x1 + 3x2 − 3x3
y2 = 2x1 − 9x2 + x3
y3 = 4x1 − 9x2 − 2x3
y4 = 5x1 + x2 + 5x3.

5. Considérons l’application linéaire
T de R3 dans R2 telle que

T

1
0
0

 =
[

7
11

]
, T

0
1
0

 =
[
6
9

]
,

et T

0
0
1

 =
[
−13
17

]
.

Déterminer la matrice de T .

6. Considérons l’application T de R2

dans R3 donnée par

T

[
x1
x2

]
= x1

1
2
3

+ x2

4
5
6

 .
Cette transformation est-elle linéaire ?
Si oui, donner sa matrice.

7. Soit ~v1, ~v2, . . . , ~vm des vecteurs ar-
bitraires de Rn. Considérons l’applica-
tion de Rm dans Rn donnée par

T


x1
x2
...
xm

 = x1~v1 + x2~v2 + · · ·+ xm~vm.

Cette transformation est-elle linéaire ?
Si oui, donner sa matrice en fonction
des vecteurs ~v1, ~v2, . . . , ~vm.
8. Déterminer l’inverse de l’applica-
tion linéaire donnée par

y1 = x1 + 7x2
y2 = 3x1 + 20x2.

Dans les exercices 9 à 12, déterminer
si la matrice indiquée est inversible. Trou-
ver son inverse s’il existe. Dans l’exer-
cice 12, la constante k est arbitraire.

9.
[
2 3
6 9

]
10.

[
1 2
4 9

]
11.

[
1 2
3 9

]
12.

[
1 k
0 1

]
13. Prouver les faits suivants :

a. La matrice 2× 2

A =
[
a b
c d

]
est inversible si et seulement si ad −
bc 6= 0. (Indication : distinguer les cas
a 6= 0 et a = 0.)

b. Si la matrice[
a b
c d

]
est inversible, alors[

a b
c d

]−1
= 1
ad− bc

[
d −b
−c a

]
.

(La formule de la question b) mérite
d’être retenue.)
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14. a. Pour quelles valeurs de la constante
k la matrice

[
2 3
5 k

]
est-elle inversible ?

b. Pour quelles valeurs de la constante
k est-ce que tous les coefficients de la

matrice
[
2 3
5 k

]−1
sont des entiers ? (Voir

l’exercice 13.)
15. Pour quelles valeurs des constantes a
et b est-ce que la matrice[

a −b
b a

]
est inversible ? Quel est alors son in-
verse ? (Voir l’exercice 13.)
Donnez une interprétation géométrique
des applications linéaires définies par
les matrices des exercices 16 à 23. Mon-
trez l’effet de ces applications sur la lettre
L considérée dans l’exemple 5. Dans chaque
cas, décidez si l’application est inver-
sible. Trouvez son inverse s’il existe et
interprétez-le géométriquement. Voir l’exer-
cice 13.

16.
[
3 0
0 3

]
17.

[
−1 0
0 −1

]
18.

[
0,5 0
0 0,5

]
19.

[
1 0
0 1

]
20.

[
0 1
1 0

]
21.

[
0 1
−1 0

]
22.

[
1 0
0 −1

]
23.

[
0 2
−2 0

]

Considérer le visage circulaire de la fi-
gure ci-dessous. Pour chacune des ma-
trices A des exercices 24 à 30, faites
un dessin qui indique l’effet de l’appli-
cation linéaire T (~x) = A~x sur ce vi-
sage.

24.
[
0 −1
1 0

]
25.

[
2 0
0 2

]
26.

[
0 1
1 0

]
27.

[
1 0
0 −1

]
28.

[
1 0
0 2

]
29.

[
−1 0
0 −1

]
30.

[
0 0
0 1

]

31. Dans le chapitre 1, nous avons in-
diqué qu’un ancien billet de banque al-
lemand représentait, en fait d’un por-
trait de Gauss, son image miroir. Quelle

1

1

Figure 24a

application linéaire T pouvez-vous uti-
liser pour retrouver le portrait origi-
nal ?

Figure 31a

32. Déterminer une matrice n× n, A,
telle que A~x = 3~x pour tout ~x ∈ Rn.
33. Considérons l’application T de R2

dans R2 qui fait tourner un vecteur ~x
d’un angle de 45° dans le sens inverse
des aiguilles d’une montre, comme re-
présenté sur la figure suivante. On vous

~x

T (~x)

45o

Figure 33a

dit que T est une application linéaire.
(Cela sera démontré au paragraphe sui-
vant.) Trouver la matrice de T .
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34. Considérons l’application T de R2

dans R2 qui fait tourner un vecteur ~x
d’un angle θ dans le sens inverse des ai-
guilles d’une montre. (Comparer avec
l’exercice 33.) On vous dit que T est
une application linéaire. Trouver sa ma-
trice en fonction de θ.
35. Dans l’exemple de ce paragraphe
qui parlait des garde-côtes français, ima-
ginons que vous soyiez un espion qui
observe le bateau et que vous écoutiez
les messages émis par le bateau. Vous
collectez les données suivantes : lors-
que leur position est

[
5
42

]
, ils envoient[

89
52

]
; lorsque leur position est

[
6
41

]
, ils

envoient
[
88
53

]
.

Pouvez-vous casser leur code (c’est-
à -dire trouver la matrice de codage),
en supposant que ce soit un code li-
néaire ?
36. Soit T une application linéaire de R2

dans R2. Soit ~v1, ~v2 et ~w trois vecteurs
de R2, comme sur la figure. On vous dit
que T (~v1) = ~v1 et T (~v2) = 3~v2. Sur la
même figure, dessinez T (~w).

~v1

~v2

~w

Figure 36a

37. Considérons une application linéaire
de R2 dans R2. Supposons que ~v et ~w
soient des vecteurs de R2 et que ~x soit
un vecteur dont l’extrémité est située
sur le segment reliant les extrémités des
vecteurs ~v et ~w. Est-ce que l’extrémité
du vecteur T (~x) appartient nécessaire-
ment au segment qui relie les extrémi-
tés de T (~v) et T (~w) ? Justifiez votre
réponse. (Indication : on peut écrire

T

~v

~w

~x
T (~v)

T (~w)

T (~x)

Figure 37a

~x = ~v + k(~w − ~v), où k est un scalaire
convenable entre 0 et 1.)

On peut résumer cet exercice en
disant qu’une application linéaire ap-
plique une droite sur une droite.
38. La figure ci-dessous représente les
deux vecteurs colonnes ~v1 et ~v2 d’une
matrice 2 × 2, A. Considérons l’appli-
cation linéaire de R2 dans R2 donnée
par T (~x) = A~x. Tracez le vecteur

T

[
2
−1

]
.

~v1
~v2

O

Figure 38a

39. Montrer que si T est une applica-
tion linéaire de Rm dans Rn, alors

T


x1
x2
...
xm

 = x1T (~e1)+x2T (~e2)+· · ·+xmT (~em),

où ~e1, ~e2, . . . , ~em sont les vecteurs stan-
dard de Rm.
40. Décrire toute les applications linéaires
de R (= R1) dans R. À quoi ressemblent
leurs graphes ?
41. Décrire toute les applications linéaires
de R2 dans R (= R1). À quoi ressemblent
leurs graphes ?
42. Pour représenter graphiquement dans
le plan (sur une feuille de papier, un ta-
bleau, un écran d’ordinateur) un objet
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trois-dimensionnel, vous devez transfor-
mer des coordonnées dans l’espace,x1

x2
x3

 ,
en des coordonnées planes,

[
y1
y2

]
. Le choix

le plus simple est une transformation
linéaire, par exemple l’application li-
néaire donnée par la matrice[

−1/2 1 0
−1/2 0 1

]
.

a. Utilisez cette application pour
représenter le cube de sommets0

0
0

 ,
1

0
0

 ,
0

1
0

 ,
0

0
1

 ,
1

1
0

 ,
0

1
1

 ,
1

0
1

 ,
1

1
1

 .
Tracez aussi les axes de coordonnées x1,
x2, x3.

y1

y2

−1

1

-1 1

Figure 42a

b. Représentez sur la figure faite à

la question a) l’image du point

 1
1/2
1/2

.
Justifiez.

c. Trouvez tous les pointsx1
x2
x3

 de R3

qui sont transformés en
[
0
0

]
. Justifiez.

43. a. Soit ~v le vecteur

2
3
4

. Est-ce que
l’application de R3 dans R donnée par
T (~x) = ~v · ~x (produit scalaire) est li-
néaire ? Si oui, donner la matrice de T .

b. Soit ~v un vecteur arbitraire de R3.
Est-ce que l’application de R3 dans R
donnée par T (~x) = ~v ·~x est linéaire ? Si
oui, donner la matrice de T (en fonc-
tion des composantes de ~v).

c. Inversement, soit T une appli-
cation linéaire de R3 dans R. Montrer
qu’il existe un vecteur ~v de R3 tel que
T (~x) = ~v · ~x) pour tout ~x dans R3.

44. Le produit vectoriel de deux vec-
teurs de R3 est défini para1

a2
a3

 ∧
b1
b2
b3

 =

a2b3 − a3b3
a3b1 − a1b3
a1b2 − a2b1

 .

Soit ~v un vecteur arbitraire de R3. Est-
ce que l’application de R3 dans R3 don-
née par T (~x) = ~v ∧ ~x est linéaire ? Si
oui, donnez sa matrice en fonction des
composantes du vecteur ~v.

45. Considérons deux applications li-
néaires ~y = T (~x) et ~z = L(~y), où T va
de Rm dans Rp et L va de Rp dans Rn.
Est ce que l’application ~z = L(T (~x))
est aussi linéaire ? (Cette application
est la composée de L et T .)

46. On pose

A =
[
a b
c d

]
et B =

[
p q
r s

]
.

Trouver la matrice de l’application liné-
aire T donnée par T (~x) = B(A~x). (Voir
l’exercice 45.) (Indication : déterminez
T (~e1) et T (~e2).)

47. Soit T une application linéaire de R2

dans R2. On a représenté sur la figure
ci-dessous trois vecteurs ~v1, ~v2, ~w de R2,
ainsi que les vecteurs T (~v1), T (~v2). Des-
sinez T (~w). Justifiez votre réponse.

48. Considérons deux applications liné-
aires T et L de R2 dans R2. On vous
dit que T (~v1) = L(~v1) et T (~v2) = L(~v2)
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x1

x2

y1

y2

T

~v1

~v2

~w T (~v1)

T (~v2)

Figure 47a

, où ~v1 et ~v2 sont les vecteurs esquis-
sés sur la figure ci-dessous. Montrer que
T (~x) = L(~x) pour tout vecteur ~x de R2.

~v1

~v2

Figure 48a

49. Dans le centre de Genève, Suisse,
certains parc-mètres acceptent les pièces
de 2 et 5 Francs.

a. Un officier chargé du stationne-
ment récupère 51 pièces pour une va-
leur totale de 144 Francs. Combien de
pièces de chaque sorte y a-t-il ?

b. Déterminer la matriceA qui trans-
forme le vecteur[

nombre de pièces de 2 Francs
nombre de pièces de 5 Francs

]
en le vecteur[

valeur totale des pièces
nombre total de pièces

]
.

c. Est-ce que la matrice A détermi-
née dans la question b) est inversible ?
Si oui, trouver son inverse (utiliser l’exer-
cice 13). Utiliser le résultat obtenu pour
vérifier votre réponse à la question a).
50. Un joaillier utilisait pour ses bi-
joux un alliage de platine et un alliage
d’argent ; les densités de ces alliages étaient
exactement 20 et 10 grammes par cm3,
respectivement.

a. Le roi Héron de Syracuse com-
manda à ce joailler une couronne d’une

masse totale de 5 kg (5000 grammes),
en demandant que l’alliage de platine
constitue au moins 90% de la masse
totale. Le joaillier lui procura une très
belle pièce, mais Archimède, l’ami du
roi, doutait de sa pureté. Alors qu’il
prenait son bain, il découvrit une mé-
thode pour vérifier la composition de la
couronne (c’est alors qu’il s’écria « Eu-
rêka ! » et se rua tout nu au palais du
Roi). En plongeant la couronne dans
l’eau, il constata que son volume était
de 370 cm3. De quelle quantité (en masse)
de chaque alliage était constituée la cou-
ronne ? Le joaillier était-il un escroc ?

b. Déterminer la matrice A qui,
étant donné un bijou produit par ce
joaillier, applique le vecteur[

masse de l’alliage de platine
masse de l’alliage d’argent

]
en le vecteur[

masse totale
volume total

]
.

c. La matrice A obtenue à la ques-
tion b) est-elle inversible ? Si oui, cal-
culer son inverse (utiliser l’exercice 13).
A l’aide de ce résultat, vérifiez votre ré-
ponse à la question a).

51. La formule de conversion C = 5
9 (F−

32) des degrés Farenheit aux degrés Cel-
sius (température) n’est pas linéaire au
sens de l’algèbre linéaire (pourquoi ?).
Pourtant, il y a un moyen pour repré-
senter cette conversion à l’aide d’une
matrice.

a. Déterminer la matrice 2× 2, A,
qui applique le vecteur

[
F
1

]
sur le vec-

teur
[
C
1

]
. (La seconde ligne de A sera[

0 1
]
.)
b. Est-ce que la matrice A obte-

nue à la question a) est inversible ? Si
oui, calculer son inverse (utiliser l’exer-
cice 13). Utiliser le résultat obtenu pour
écrire une formule qui exprime F en
fonction de C.

52. Dans les pages financières d’un jour-
nal, on peut parfois trouver une table
(une matrice) qui énumère les taux de
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change entre certaines monnaies. Dans
cet exercice, nous en considérons une
version miniature qui se restreint au
dollar canadien (C$) et au rand sud-
africain (R). Ainsi, la matrice

C$ R
1 1/5 C$
5 1 R

représente le fait qu’1 C$ vaut 5 R (en
avril 2004).

a. Après un voyage, vous avez 100 C$
et 1 600 R en poche. Représentons ces
deux valeurs par le vecteur ~x =

[
100
1600

]
.

Calculez A~x. Quelle est la signification
pratique des deux composantes du vec-
teur A~x ?

b. Vérifiez que la matrice A n’est
pas inversible. Pour quelles valeurs de~b
le système A~x = ~b est-il consistant ?
Quelle est la signification pratique de
votre réponse ? Dans le cas où le sys-
tème A~x = ~b est consistant, combien de
solutions ~x y a-t-il ? De nouveau, quelle
est la signification pratique de votre ré-
ponse ?
53. Considérons une matrice de taux
de change de plus grande taille (voir
l’exercice 52) qui met en jeu quatre des
monnaies mondiales dominantes : l’euro
(€), le dollar américain ($), le yen ja-
ponais (¥) et la livre sterling (£).

A =

€ $ ¥ £
∗ 0,8 ∗ 1,5 €
∗ ∗ ∗ ∗ $
∗ ∗ ∗ 200 ¥
∗ ∗ ∗ ∗ £

L’entrée aij donne la valeur d’une unité
de la j-ième monnaie exprimée dans la
i-ième monnaie. Par exemple, a34 =
200 signifie que 1 £=200 ¥ (en avril
2004). Déterminez exactement (sous for-
me de fractions) les valeurs des douzes
entrées manquantes de la matrice A.
54. Considérons une matrice de taux
de changeA (voir les exercices 52 et 53).

a. Quels sont les coefficients diago-
naux aii de A ?

b. Quelle relation y a-t-il entre aij
et aji ?

c. Quelle relation y a-t-il entre aik,
akj et aij ?

d. Quel est le rang de A ? Quelle
relation y a-t-il entre A et frel(A) ?
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CHAPITRE 2. APPLICATIONS LINÉAIRES

2. Applications linéaires en géométrie

BUT. — Vérifier si une application don-
née est linéaire. Utiliser les matrices
de projections, de symétries et de rota-
tions. Appliquer la définition des trans-
vections, des projections et des symé-
tries.

1. Esquisser l’image du L standard
par l’application linéaire T donnée par

T (~x) =
[
3 1
1 2

]
~x.

(Voir l’exemple 1.)
2. Trouver la matrice d’une rotation
d’un angle de 60° dans le sens inverse
des aiguilles d’une montre.
3. Considérons une application linéaire
T de R2 dans R3. A l’aide de T (~e1) et
T (~e2), décrivez géométriquement l’image
du carré unité.
4. Décrivez géométriquement l’appli-
cation linéaire T suivante :

T (~x) =
[

1 1
−1 1

]
~x.

5. La matrice[
−0,8 −0,6
0,6 −0,8

]
représente une rotation. Déterminer son
angle (en radians).
6. Soit L la droite de R3 formée des

multiples du vecteur

2
1
2

. Déterminer

la projection orthogonale du vecteur

1
1
1


sur L.
7. Soit L la droite de R3 formée des

multiples du vecteur

2
1
2

. Déterminer

l’image du vecteur

1
1
1

 par la symétrie

par rapport à la droite L.

8. Décrivez géométriquement l’appli-
cation linéaire T donnée par :

T (~x) =
[

0 −1
−1 0

]
~x.

9. Décrivez géométriquement l’appli-
cation linéaire T donnée par :

T (~x) =
[
1 0
1 1

]
~x.

10. Déterminer la matrice de la pro-
jection sur la droite L de R2 représen-
tée sur la figure ci-dessous.

L

[
4
3

]

Figure 10a

11. Déterminer la matrice de la symé-
trie par rapport à la droite L définie
dans l’exercice 10.

12. Soit L une droite de R2 qui contient
le vecteur non nul

~v =
[
v1
v2

]
.

Déterminer la matrice A de l’applica-
tion linéaire donnée par T (~x) = projL(~x).
Exprimer ses coefficients en termes de v1
et v2.

13. Soit L une droite de R2 qui contient
le vecteur unitaire

~u =
[
u1
u2

]
.

Déterminer la matrice A de l’applica-
tion linéaire donnée par T (~x) = symL(~x).
Exprimer ses coefficients en termes de u1
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et u2. Montrer que A est de la forme[
a b
b −a

]
, où a2 + b2 = 1.

14. Soit L une droite de R3 qui contient
le vecteur unitaire

~u =

u1
u2
u3

 .
a. Déterminer la matrice A de l’ap-

plication linéaire donnée par
T (~x) = projL(~x).

Exprimer ses coefficients en fonction des
composantes u1, u2, u3 de ~u.

b. Quelle est la somme des coeffi-
cients diagonaux de la matrice A obte-
nue à la question a) ?
15. Soit L une droite de R3 qui contient
le vecteur unitaire

~u =

u1
u2
u3

 .
Déterminer la matrice A de l’applica-
tion linéaire donnée par T (~x) = symL(~x).
Exprimer ses coefficients en fonction des
composantes u1, u2, u3 de ~u.
16. Soit T (~x) = symL(~x) la symétrie
par rapport à la droite L de R2 tracée
sur la figure ci-dessous.

a. Illustrez sur le dessin que T est
une application linéaire.

b. Déterminer la matrice de T en
fonction de θ.

θ

L

Figure 16a

17. Considérons une matrice A de la
forme A =

[
a b
b −a

]
, où a2 + b2 = 1.

Trouver deux vecteurs non nuls per-
pendiculaires, ~v et ~w, tels que A~v = ~v
et A~w = −~w (exprimer leurs coeffi-
cients en fonction de a et b). En déduire

que T (~x) = A~x représente la symétrie
par rapport à la droite L de vecteur di-
recteur ~v.
18. L’application linéaire donnée par

T (~x) =
[
0,6 0,8
0,8 −0,6

]
~x

est une symétrie par rapport à une droite
L (voir l’exercice 17). Trouver l’équa-
tion de la droite L (sous la forme y =
mx).
Dans les exercices 19 à 23, déterminer
les matrices des applications linéaires
de R3 dans R3 indiquées. Certaines de
ces applications n’ont pas été définies
formellement dans le cours : faites usage
de bon sens. Vous pouvez supposer que
ces applications sont bien linéaires.

19. La projection orthogonale sur le
plan xy.
20. La symétrie par rapport au plan xz.
21. La rotation autour de l’axe des z
d’un angle de π/2, dans le sens inverse
des aiguilles d’une montre lorsqu’on l’ob-
serve depuis le demi-axe des z positifs.
22. La rotation autour de l’axe des y
d’un angle θ, dans le sens inverse des
aiguilles d’une montre lorsqu’on l’ob-
serve depuis le demi-axe des y positifs.
23. La symétrie par rapport au plan
y = z.
24. Les rotations et les symétries ont
deux propriétés remarquables : elles pré-
servent les longueurs des vecteurs et les
angles entre les vecteurs. (Faites des fi-
gures pour illustrer ces propriétés.) In-
versement, nous allons voir que toute
application linéaire T de R2 dans R2

qui préserve longueurs et angles est ou
bien une rotation ou bien une symétrie
(par rapport à une droite).

a. Montrer que si T (~x) = A~x pré-
serve longueurs et angles les deux vecteurs-
colonnes ~v et ~w de A sont perpendicu-
laires et de longueur 1.

b. Écrire le premier vecteur-colonne
de A sous la forme ~v =

[
a
b

]
; observer

que a2 + b2 = 1. Montrer que pour un
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tel vecteur ~v donné, il y a deux possibi-
lités pour ~w, le second vecteur-colonne
de B. Faites un dessin qui représente ~v
ainsi que les deux vecteurs ~w possibles.
Exprimer les composantes de ~w en fonc-
tion de a et b.

c. Montrer que si T est une appli-
cation linéaire de R2 dans R2 qui pré-
serve longueurs et angles, alors T est
ou bien une symétrie ou bien une ro-
tation (par rapport à une droite). Voir
l’exercice 17.

25. Calculez l’inverse de la matrice
[
1 k
0 1

]
où k est une constante arbitraire. Dé-
crivez géométriquement le résultat ob-
tenu.

26. a. Déterminer la matrice A de l’ho-
mothétie qui applique

[
2
−1

]
sur

[
8
−4

]
.

b. Déterminer la matrice B de la
projection qui applique

[
2
3

]
sur

[
2
0

]
.

c. Déterminer la matrice C de la
rotation qui applique

[
0
5

]
sur

[
3
4

]
.

d. Déterminer la matrice D de la
transvection qui applique

[
1
3

]
sur

[
7
3

]
.

e. Déterminer la matrice E de la
symétrie qui applique

[
7
1

]
sur

[
−5
5

]
.

27. Considérons les matricesA à E sui-
vantes :

A =
[
0,6 0,8
0,8 −0,6

]
B =

[
3 0
0 3

]
C =

[
0,36 −0,48
−0,48 0,64

]
D =

[
−0,8 0,6
−0,6 0,8

]
E =

[
1 0
−1 1

]
Remplissez les blancs dans les asser-
tions ci-dessous (il y a une solution dans
chaque cas).

La matrice représente une ho-
mothétie.
La matrice représente une pro-

jection.
La matrice représente une trans-

vection.

La matrice représente une sy-
métrie.

La matrice représente une rota-
tion.

28. Chacune des applications linéaires
a) à e) correspond à une (et une seule)
des matrices A à J , laquelle ?
a. homothétie ; b. transvection ; c. ro-
tation
d. projection ; e. symétrie

A =
[
0 0
0 1

]
B =

[
2 1
1 0

]
C =

[
−0,6 0,8
−0,8 −0,6

]
D =

[
7 0
0 7

]
E =

[
1 0
−3 1

]
F =

[
0,6 0,8
0,8 −0,6

]
G =

[
0,6 0,6
0,8 0,8

]
H =

[
2 −1
1 2

]
I =

[
0 0
1 0

]
J =

[
0,8 −0,6
0,6 −0,8

]
29. Soit T et L des applications de Rn
dans Rn. On suppose que L est l’inverse
de T , c’est-à-dire

T
(
L(~x)

)
= ~x et L

(
T (~x)

)
= ~x,

pour tout ~x dans Rn. Si T est une appli-
cation linéaire, est-ce que L l’est aussi ?
Indication : ~x+~y = T

(
L(~x)

)
+T
(
L(~y)

)
=

T
(
L(~x) +L(~y)

)
, car T est linéaire. Ap-

pliquez maintenant L aux deux membres
de cette égalité.

30. Trouver une matrice 2×2 non nulle,
A, telle que A~x soit parallèle au vec-
teur

[
1
2

]
, pour tout ~x dans R2.

31. Trouver une matrice 3×3 non nulle,
A, telle que A~x soit perpendiculaire au

vecteur

1
2
3

, pour tout ~x dans R3.

32. Considérons la matrice de rotation
D =

[
cosα − sinα
sinα cosα

]
et le vecteur ~v =[

cosβ
sin β

]
, où α et β sont des angles ar-

bitraires.
a. Faites un croquis pour expliquer

la relation D~v =
[
cos(α+ β)
sin(α+ β)

]
.
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b. Calculez D~v. A l’aide de ce ré-
sultat, retrouver les lois d’addition pour
les sinus et cosinus :
cos(α+β) = . . . , sin(α+β) = . . . .

33. Considérons deux droites non pa-
rallèles, L1 et L2, dans R2. Expliquez
pourquoi un vecteur ~v de R2 s’exprime
d’une et une seule manière sous la forme

~v = ~v1 + ~v2,

où ~v1 est sur L1 et ~v2 est sur L2. Faites
un dessin. L’application donnée par T (~v) =
~v1 est appelée la projection sur L1 pa-
rallèlement à L2. Montrer par le calcul
que T est une application linéaire.
34. L’une des cinq matrices ci-dessous
représente une projection orthogonale
sur une droite et une autre une symé-
trie par rapport cette même droite. Iden-
tifiez-les et justifiez brièvement votre
réponse.

A = 1
3

1 2 2
2 1 2
2 2 1

 , B = 1
3

1 1 1
1 1 1
1 1 1

 ,
C = 1

3

2 1 1
1 2 1
1 1 2

 , D = −1
3

1 2 2
2 1 2
2 2 1

 ,
E = 1

3

−1 2 2
2 −1 2
2 2 −1

 .
35. Soit T une application linéaire in-
versible de R2 dans R2. Soit P un pa-
rallélogramme de R2 ayant un sommet
à l’origine. Est-ce que l’image de P est
encore un parallélogramme ? Faites un
croquis de cette image.

x1

x2

P

Figure 35a

36. Soit T une application linéaire in-
versible de R2 dans R2. Soit P un pa-
rallélogramme de R2. Est-ce que l’image
de P est encore un parallélogramme ?
Expliquez.

x1

x2
P

Figure 36a

37. On appelle trace d’une matrice
[
a b
c d

]
la somme a+ d de ses coefficients dia-
gonaux. Que pouvez-vous dire de la trace
d’une matrice suivant qu’elle représente :
a. une projection ,
b. une symétrie par rapport à une droite ;
c. une rotation ;
d. une transvection (horizontale ou ver-
ticale).

Dans les trois cas, précisez la va-
leur de la trace ou, dans un des cas,
un intervalle constitué des valeurs pos-
sibles.

38. On appelle déterminant d’une ma-
trice

[
a b
c d

]
l’expression ad− bc (que nous

avons déjà rencontrée dans l’exercice
2.1/13). Que pouvez-vous dire du dé-
terminant d’une matrice suivant qu’elle
représente :
a. une projection ,
b. une symétrie par rapport à une droite ;
c. une rotation ;
d. une transvection (horizontale ou ver-
ticale).

Que pouvez-vous en conclure concer-
nant l’inversibilité de ces matrices ?

39. Décrivez géométriquement chacune
des applications définies par les matrices
des questions a) à c), comme la compo-
sition d’une transformation bien connue
et d’une homothétie dont vous précise-
rez le rapport.
a.
[
1 1
1 1

]
b.
[

3 0
−1 3

]
c.
[
3 4
4 −3

]
.

40. Soit P et Q des droites perpendi-
culaires dans R2. Si ~x est un vecteur
de R2, que vaut projP ~x+projQ ~x ? Don-
nez votre réponse en fonction de ~x. Faites
un dessin qui illustre votre réponse.
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41. Soit P et Q des droites perpendi-
culaires dans R2. Si ~x est un vecteur
de R2, quelle relation y a-t-il entre symP ~x
et symQ ~x ? Faites un dessin qui illustre
votre réponse.
42. Soit T (~x) = projL(~x) la projection
sur une droite de R2. Quelle relation y
a-t-il entre T (~x) et T (T (~x)) ? Justifiez
soigneusement votre réponse.
43. Utiliser la formule de l’exercice 2.1/13
pour trouver l’inverse de la matrice de
rotation

A =
[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
.

Interprétez géométriquement l’applica-
tion linéaire définie parA−1. Expliquez.
44. Une matrice non nulle de la forme
A =

[
a −b
b a

]
représente la composée d’une

rotation et d’une homothétie. Utiliser
la formule de l’exercice 2.1/13 pour trou-
ver l’inverse de A. Interprétez géomé-
triquement l’application linéaire définie
par A−1. Expliquez.

45. Une matrice de la formeA =
[
a b
b −a

]
avec a2 + b2 = 1 représente une sy-
métrie par rapport à une droite (voir
l’exercice 17). Utiliser la formule de l’exer-
cice 2.1/13 pour trouver l’inverse de A.
Expliquez.
46. Une matrice non nulle de la forme
A =

[
a b
b −a

]
représente la composée

d’une symétrie par rapport à une droite
et d’une homothétie. (Pourquoi ? Quel
est le rapport de l’homothétie ?) Utili-
ser la formule de l’exercice 2.1/13 pour
trouver l’inverse de A. Interprétez géo-
métriquement l’application linéaire dé-
finie par A−1. Expliquez.
47. Soit T une application linéaire de
R2 dans R2. Considérons la fonction
de R dans R donnée par

f(t) =
(
T

[
cos(t)
sin(t)

])
·
(
T

[
− sin(t)
cos(t)

])
.

(Il s’agit du produit scalaire de deux
vecteurs de R2.)

Montrer les propriétés suivantes :

a. La fonction f est continue. Vous
pourrez admettre que les fonctions si-
nus et cosinus sont continues, ainsi que
la continuité de la somme et du produit
de fonctions continues.

b. f(π/2) = −f(0).
c. Il existe un nombre réel c com-

pris entre 0 et π/2 tel que f(c) = 0.
Vous utiliserez le théorème des valeurs
intermédiaires, à savoir : si une fonction
g est continue sur un intervalle [a, b]
et que L est un nombre réel compris
entre g(a) et g(b), il existe au moins
un nombre réel c entre a et b tel que
g(c) = L.

d. Il existe deux vecteurs unitaires
perpendiculaires ~v1 et ~v2 dans R2 tels
que les vecteurs T (~v1) et T (~v2) soient
eux-mêmes perpendiculaires. Voir la fi-
gure ci-dessous. (Voir le chapitre 8 pour
une généralisation.)

x1

x2

y1

y2

T

~v1

~v2

T (~v1)

T (~v2)

Figure 47a

48. Voir l’exercice 47. Considérons l’ap-
plication linéaire donnée par

T (~x) =
[
0 4
5 −3

]
~x.

Calculer la fonction f définie dans l’exer-
cice 47, tracez-la (à l’aide de techno-
logie) et déterminez un nombre réel c
compris entre 0 et π/2 tel que f(c) =
0. À l’aide de votre réponse, détermi-
nez deux vecteurs unitaires perpendi-
culaires ~v1 et ~v2 tels que T (~v1) et T (~v2)
soient perpendiculaires. Faites un des-
sin.
49. Esquissez l’image d’un cercle unité
par l’application linéaire donnée par

T (~x) =
[
5 0
0 2

]
~x.

50. On peut définir une ellipse dans R2

comme une courbe susceptible d’être
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paramétrée comme
cos(t)~w1 + sin(t)~w2,

où ~w1 et ~w2 sont des vecteurs perpen-
diculaires. Supposons que la longueur
de ~w1 soit supérieure à celle de ~w2. Les
vecteurs ±~w1 sont alors appelés demi-
grands-axes de l’ellipse, tandis que les
vecteurs ±~w2 sont appelés demi-petits-
axes. Par convention, et sauf mention
explicite du contraire, toutes les ellipses
considérées dans ce livre sont centrées
à l’origine.

~w1

~w2

O

Figure 50a

Soit T une application linéaire in-
versible de R2 dans R2. Montrer que
l’image du cercle unité est une ellipse
centrée à l’origine. Indication : Consi-
dérer des vecteurs unitaires perpendi-
culaires ~v1 et ~v2 tels que T (~v1) et T (~v2)
soient perpendiculaires. (Voir l’exercice
47.) On rappelle que le cercle unité est
formé des vecteurs de la forme

~v = cos(t)~v1 + sin(t)~v2,

où t est un paramètre.
51. Soit ~w1 et ~w2 des vecteurs de R2

qui ne sont pas parallèles. Considérons
la courbe C dans R2 formée des vec-
teurs de la forme cos(t)~w1+sin(t)~w2, où
t est un paramètre. Montrer que C est
une ellipse. (Indication : interprétez C
comme l’image du cercle unité par une
application linéaire convenable, puis uti-
lisez l’exercice 50.)
52. Soit T une application linéaire in-
versible de R2 dans R2. Soit C une el-
lipse de R2. Montrer que l’image de C
par T est encore une ellipse. (Indica-
tion : utilisez le résultat de l’exercice 51.)

C

~w1

~w2

O

Figure 51a
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CHAPITRE 2. APPLICATIONS LINÉAIRES

3. L’inverse d’une application linéaire

BUT. — Appliquer la notion d’appli-
cation bijective. Déterminer si une ma-
trice est inversible, ou une application
linéaire est bijective ; trouver la matrice
inverse et l’application réciproque quand
elles existent.

Dans les exercices 1 à 15, déci-
der si les matrices indiquées sont in-
versibles. Si oui, calculer leur inverse.
Faites les calculs à la main. Justifiez
toutes les étapes du calcul.

1.
[
2 3
5 8

]
2.

[
1 1
1 1

]
3.

[
0 2
1 1

]

4.

1 2 1
1 3 2
1 0 1


5.

1 2 2
1 3 1
1 1 3


6.

1 2 3
0 1 2
0 0 1


7.

1 2 3
0 0 2
0 0 3


8.

0 0 1
0 1 0
1 0 0


9.

1 1 1
1 1 1
1 1 1



10.

1 1 1
1 2 3
1 3 6



11.

1 0 1
0 1 0
0 0 1



12.


1 1 2 3
0 −1 0 0
2 2 5 4
0 3 0 1



13.


1 0 0 0
2 1 0 0
3 2 1 0
4 3 2 1



14.


2 5 0 0
1 3 0 0
0 0 1 2
0 0 2 5



15.


1 2 3 4
2 4 7 11
3 7 14 25
4 11 25 50


Dans les exercices 16 à 20, décider si
les applications linéaires indiquées sont
bijectives. Déterminer leur inverse quand
il existe. Faites les calculs à la main.
Justifiez toutes les étapes.

16. y1 = 3x1 + 5x2,
y2 = 5x1 + 8x2

17. y1 = x1 + 2x2,
y2 = 4x1 + 8x2

18.
y1 = x2,
y2 = x3,
y3 = x1

19.
y1 = x1 + x2 + x3,
y2 = x1 + 2x2 + 3x3,
y3 = x1 + 4x2 + 9x3

20.
y1 = x1 + 3x2 + 3x3,
y2 = x1 + 4x2 + 8x3,
y3 = 2x1 + 7x2 + 12x3

Des fonctions f de R dans R données
par les exercices 21 à 24, lesquelles
sont bijectives ?

21. f(x) = x2

22. f(x) = 2x

23. f(x) = x3 + x

24. f(x) = x3 − x

Des applications (non linéaires) de R2

dans R2 données par les exercices 25 à
27, lesquelles sont bijectives ? Calculer
leur inverse quand il existe.

25.
[
y1
y2

]
=
[
x3

1
x2

]
26.

[
y1
y2

]
=
[

x2
x3

1 + x2

]
27.

[
y1
y2

]
=
[
x1 + x2
x1x2

]
28. Déterminer l’inverse de l’applica-
tion linéaire de R4 dans R4 donnée par

T


x1
x2
x3
x4

 = x1


22
−16

8
5

+ x2


13
−3
9
4



+ x3


8
−2
7
3

+ x4


3
−2
2
1

 .
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29. Pour quelles valeurs de k la ma-
trice suivante est-elle inversible ?1 1 1

1 2 k
1 4 k2


30. Pour quelles valeurs des constantes b
et c la matrice suivante est-elle inver-
sible ?  0 1 b

−1 0 c
−b −c 0


31. Pour quelles valeurs des constantes a,
b et c la matrice suivante est-elle inver-
sible ?  0 a b

−a 0 c
−b −c 0


32. Déterminer toutes les matrices

[
a b
c d

]
telles que ad− bc = 1 et A−1 = A.
33. Considérons des matrices de la forme
A =

[
a b
b −a

]
, où a et b sont des constantes

arbitraires. Pour quelles valeurs de a
et b a-t-on A−1 = A ?
34. Considérons la matrice diagonale

A =

a 0 0
0 b 0
0 0 c

 .
a. Pour quelles valeurs de a, b et c

la matrice A est-elle inversible ? Lors-
qu’elle l’est, que vaut A−1 ?

b. À quelle condition sur ses coeffi-
cients diagonaux une matrice diagonale
(de taille arbitraire) est-elle inversible ?
35. Considérons la matrice triangulaire
supérieure de taille 3× 3

A =

a b c0 d e
0 0 f

 .
a. Pour quelles valeurs de a, b, c, d, e

et f la matrice A est-elle inversible ?
b. Plus généralement, à quelle condi-

tion une matrice triangulaire supérieure
(de taille arbitraire) est-elle inversible ?

c. Si une matrice triangulaire su-
périeure est inversible, est-il vrai que
son inverse est encore triangulaire su-
périeure ?

d. A quelle condition une matrice
triangulaire inférieure est-elle inversible ?

36. Pour déterminer si une matrice car-
réeA est inversible, il n’est pas toujours
nécessaire de calculer sa forme réduite
échelonnée. Justifiez la règle suivante :
pour décider si une matrice carrée A
est inversible, mettez-la sous forme tri-
angulaire (inférieure ou supérieure) à
l’aide d’opérations élémentaires sur les
lignes. Alors,A est inversible si et seule-
ment si aucun coefficient diagonal de
cette matrice triangulaire n’est égal à
zéro.

37. Si A est une matrice inversible et
c un scalaire non nul, est-ce que la ma-
trice cA est inversible ? Si oui, quelle
relation y a-t-il entre A−1 et (cA)−1 ?

38. Calculer A−1 si A =
[
1 k
0 −1

]
.

39. Considérons une matrice carrée qui
diffère de la matrice identité par un seul
coefficient, situé hors de la diagonale,
par exemple  1 0 0

0 1 0
− 1

2 0 1

 .
De manière générale, est-ce qu’une ma-
trice de cette forme est inversible ? Si
oui, quel est son inverse ?

40. Montrer qu’une matrice qui a deux
colonnes égales n’est pas inversible.

41. Parmi les applications linéaires T
de R3 dans R3 qui suivent, lesquelles
sont inversibles ? Donner l’inverse quand
il existe.

a. La symétrie par rapport à un
plan

b. La projection sur un plan
c. Une homothétie de rapport 5

(c’est-à -dire que T (~v) = 5~v pour tout
vecteur ~v)

d. Une rotation autour d’un axe

42. On dit qu’une matrice carrée est
unematrice de permutation si elle contient
exactement un 1 dans chaque ligne et
chaque colonne, les autres coefficients
étant nuls. Par exemple, les matrices
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In et 0 0 1
1 0 0
0 1 0


sont des matrices de permutation. Une
telle matrice est-elle inversible ? Si oui,
est-ce que son inverse est encore une
matrice de permutation ?

43. Considérons deux matrices n × n
inversibles, A et B. Est-ce que l’appli-
cation linéaire donnée par ~y = A(B(~x))
est inversible ? Si oui, quel est son in-
verse ? (Indication : résoudre l’équation
~y = A(B~x) d’abord pour B~x, puis pour
~x.)

44. Considérons la matrice n×n, Mn,
dont les coefficients sont 1, 2, 3, . . . , n2,
écrits l’un à la suite de l’autre, colonne
par colonne. Par exemple,

M4 =


1 5 9 13
2 6 10 14
3 7 11 15
4 8 12 16

 .

a. Calculer le rang de M4.
b. Calculer, pour tout entier n ≥

2, le rang de Mn.
c. Pour quels entiers n la matriceMn

est-elle inversible ?

45. Pour mesurer la complexité d’une
tâche algorithmique, les mathématiciens
et les informaticiens comptent le nombre
d’opérations élémentaires (additions, sous-
tractions, multiplications et divisions)
requises par son exécution. On se contente
parfois d’un décompte grossier dans le-
quel on ne considère que les multipli-
cations et les divisions. Examinons par
exemple le calcul par élimination de l’in-
verse d’une matrice 2× 2.[

a b | 1 0
c d | 0 1

]
÷ a

requiert deux opérations : b/a et 1/a ;[
1 b′ | e 0
c d | 0 1

]
− cL1

(où b′ = b/a et e = 1/a) requiert deux
opérations : cb′ et ce ;[

1 b′ | e 0
0 d′ | g 1

]
÷ d′

requiert deux opérations ;[
1 b′ | e 0
0 1 | g′ h

]
− b′L2

requiert deux opérations ;[
1 0 | e′ f
0 1 | g′ h

]
L’ensemble du calcul requiert donc

8 opérations. Observez qu’on ne compte
pas celles dont le calcul est prévisible,
comme 1a, 0a, a/a et 0/a.

a. Combien d’opérations (multipli-
cations ou divisions) sont requises par
l’inversion d’une matrice 3× 3 ?

b. Combien d’opérations (multipli-
cations ou divisions) sont requises par
l’inversion d’une matrice n× n ?

c. S’il faut une seconde à une cal-
culatrice de poche, lente, pour inverser
une matrice 3 × 3, combien de temps
faudra-t-il pour inverser une matrice 12×
12 ? On suppose que les matrices sont
inversées par l’algorithme d’élimination
de Gauss-Jordan et que le temps de
calcul est proportionnel au nombre de
multiplications et divisions effectuées.

46. Considérons le système linéaire

A~x = ~b

oùA est une matrice inversible. On peut
le résoudre de deux façons différentes :

– en calculant la forme réduite éche-
lonnée suivant les lignes de la
matrice augmentée A | ~b ;

– en calculant A−1 et en utilisant
la formule ~x = A−1~b.

En général, laquelle de ces deux mé-
thodes requiert le moins d’opérations
(multiplications ou divisions) ? (Voir l’exer-
cice 45.)

47. Donner un exemple d’application
non bijective f de R dans R et un nombre
réel b tel que l’équation f(x) = b ait
une solution et une seule.

48. Donner un exemple de matrice 3×
2, A, et un vecteur ~b dans R3 tel que le
système linéaire

A~x = ~b
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ait une solution et une seule. En quoi
cet exemple ne contredit-il pas le Fait
2.3.4a du cours ?
49. Analyse demande/production.
(Cet exercice repose sur les exercices
1.1/20, 1.2/37, 1.2/38 et 1.2/39.) Consi-
dérons des secteurs industriels J1, J2,
. . . , Jn d’une économie. Soit ~b le vec-
teur de demande des consommateurs,
~x le vecteur de production, et ~vj le vec-
teur de demande de l’industrie Jj . (La
i-ième composante aij de ~vj est la de-
mande de l’industrie Jj en biens de l’in-
dustrie Ji, par unité produite par Jj .)
Comme nous l’avons vu dans l’exercice
1.2/38, la production ~x équilibre par-
faitement la demande si
x1~v1 + x2~v2 + · · ·+ xn~vn +~b︸ ︷︷ ︸

demande totale

= ~x︸ ︷︷ ︸
production

Cette équation peut être récrite de fa-
çon plus concise en | | |

~v1 ~v2 . . . ~vn
| | |



x1
x2
...
xn

+~b = ~x,

soit encore A~x+~b = ~x. La matrice A est
appelée matrice technologique de cette
économie, ses coefficients décrivent la
demande inter-industrielle, qui dépend
de la technologie utilisée dans le pro-
cessus de production. L’équation

A~x+~b = ~x

décrit un système linéaire que nous pou-
vons écrire sous la forme habituelle :

~x−A~x = ~b

In~x−A~x = ~b

(In −A)~x = ~b.

Si nous voulons connaître la produc-
tion ~x qui satisfait un vecteur de de-
mande des consommateurs~b (c’était not-
re objectif dans les exercices précédents),
nous pouvons résoudre ce système li-
néaire, de préférence via la matrice aug-
mentée.

En économie toutefois, nous devons
répondre à d’autres questions : Si~b chan-
ge, comment changera ~x en réponse ?

Si la demande des consommateurs de
la production d’un secteur augmente
d’une unité, celle des autres secteurs
restant inchangée, comment changera ~x ? 1

Si nous nous posons de telles questions,
nous considérons le vecteur de produc-
tion ~x comme une fonction du vecteur
de demande des consommateurs ~b.

Si la matrice (In − A) est inver-
sible 2, on peut exprimer ~x en fonction
de ~b (en fait, comme une application
linéaire) :

~x = (In −A)−1~b.

a. Reprenons l’exemple tiré de l’éco-
nomie d’Israel en 1958 que nous avions
discuté dans l’exercice 1.2/39. Calculer
la matrice technologique A, la matrice
(In −A) et son inverse (In −A)−1.

b. Dans cet exemple, supposons que
la demande des consommateurs sur le
secteur agricole (secteur 1) soit d’une
unité (en l’occurrence, un million de
livres), et que la demande sur les deux
autres secteurs soit nulle. Quel vecteur
de production ~x permet d’atteindre l’équi-
libre production/demande ? Comment
votre réponse est-elle reliée à la ma-
trice (In −A)−1 ?

c. Expliquez en termes économiques
pourquoi les coefficients diagonaux de
la matrice (In −A)−1 déterminée dans
la question a) sont supérieurs à 1.

d. Si la demande des consomma-
teurs en biens manufacturés augemente

1. L’acuité de questions de ce genre est
apparue clairement au cours de la Seconde
Guerre mondiale, lorsque la demande sur cer-
tains secteurs a changé de façon brutale.
Lorsque le président américain F. D. Roose-
velt demanda qu’on construisit 50 000 avions,
il était facile de prévoir que le pays devrait
produire plus d’aluminium. De manière inat-
tendue, la demande en cuivre croît remarqua-
blement (pourquoi ?). Il s’ensuivit une pénu-
rie de cuivre, résolue en empruntant de l’ar-
gent (métal) à Fort Knox. Les gens réalisèrent
alors que l’analyse production/demande mo-
délise et prédit efficacement de tels accroisse-
ments de la demande. Après la Guerre, cette
technique a été rapidement acceptée et fut uti-
lisée pour modéliser les économies de plus de
50 pays.

2. Cela sera toujours le cas pour une éco-
nomie « productive », voir l’exercice 2.4/85.
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d’une unité (quelle que soit sa valeur
initiale) et que la demande des consom-
mateurs en biens des deux autres in-
dustries reste inchangée, comment est
modifié le vecteur de production ? Com-
ment votre réponse est-elle reliée à la
matrice (In −A)−1 ?

e. En utilisant vos réponses aux
questions a) à d), expliquez en géné-
ral (et pas seulement sur cet exemple)
ce que signifient en termes économiques
les colonnes et les coefficients de la ma-
trice (In−A)−1. Si vous avez étudié le
calcul différentiel à plusieurs variables,
vous pouvez utiliser les dérivées par-
tielles

∂xi
∂bj

.

50. Cet exercice fait suite à la ques-
tion a) de l’exercice 49. Considérons le
coefficient k = a11 = 0,293 de la ma-
trice technologique. Vérifiez que le coef-
ficient de la première ligne et première
colonne de (In−A)−1 est la somme de
la série géométrique 1 + k + k2 + . . . .
Interprétez cette observation en termes
économiques.

51. a. Considérons une matrice n×m,
A, telle que rang(A) < n. Montrez qu’il
existe un vecteur ~b dans Rn tel que le
système A~x = ~b soit inconsistant. Indi-
cation : Si E = frel(A), montrez qu’il
existe un vecteur ~c dans Rn tel que le
système E~x = ~c soit inconsistant ; tra-
vaillez alors « à l’envers ».

b. Considérons une matrice n×m,
A, où n > m. Montrez qu’il existe un
vecteur ~b dans Rn tel que le système
A~x = ~b soit inconsistant.

52. Si

A =


0 1 2
0 2 4
0 3 6
1 4 8

 ,
déterminez un vecteur ~b dans R4 tel
que le système A~x = ~b soit inconsis-
tant. Voir l’exercice 51.

53. Dans cet exercice, on pose A =[
3 1
3 5

]
.

a. Déterminez un scalaire λ (lambda)
tel que la matrice A−λI2 ne soit pas in-
versible. Il y a deux solutions, choisissez-
en une et résolvez alors les questions b)
et c).

b. Pour la valeur de λ choisie, cal-
culez A−λI2 et déterminez un vecteur
non nul ~x tel que (A−λI2)~x = ~0. (C’est
possible puisque A − λI2 n’est pas in-
versible.)

c. Observez que l’équation (A −
λI2)~x = ~0 peut être récrite A~x− λ~x =
~0, ou encore A~x = λ~x. Vérifiez que
cette relation est bien vérifiée si λ et ~x
ont les valeurs obtenues aux questions
précédentes.

54. Soit A =
[

1 10
−3 12

]
. En utilisant

l’exercice 53 comme guide, déterminez
un scalaire λ et un vecteur non nul ~x
tels que A~x = λ~x.
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CHAPITRE 2. APPLICATIONS LINÉAIRES

4. Produits de matrices

BUT. — Savoir calculer des produits
de matrices colonne par colonne et co-
efficient par coefficient. Interpréter la
multiplication des matrices comme la
composition des applications linéaires
correspondantes. Savoir utiliser les règ-
les de calcul de l’algèbre matricielle. Mul-
tiplier des matrices par blocs.

Dans les exercices 1 à 13, calcu-
ler à la main, lorsqu’ils sont définis, les
produits de matrices indiqués.

1.
[
1 1
0 1

] [
1 2
3 4

]

2.
[

1 −1
−2 2

] [
7 5
3 1

]

3.
[
1 2 3
4 5 6

] [
1 2
3 4

]

4.

1 −1
0 2
2 1

[3 2
1 0

]

5.

1 0
0 1
0 0

[a b
c d

]

6.
[
a b
c d

] [
d −b
−c a

]

7.

1 0 −1
0 1 1
1 1 −2

1 2 3
3 2 1
2 1 3


8.

[
0 1
0 0

] [
0 1
0 0

]
9.

[
1 2
2 4

] [
−6 8
3 −4

]

10.
[
1 0 −1

] 1 2
2 1
1 1


11.

[
1 2 3

] 3
2
1


12.

1
2
3

 [1 2 3
]

13.
[
0 0 1

] a b cd e 1
g h k

0
1
0


14. Considérons les matrices suivantes :

A =
[
1 1
1 1

]
, B =

[
1 2 3

]
,

C =

1 0 −1
2 1 0
3 2 1

 , D =

1
1
1

 , E =
[
5
]
.

Des 25 produits AA,AB,AC, . . . , ED,
EE, déterminez et calculez ceux qui
sont définis.

15. Calculer le produit de matrices[
1 −2 −5
−2 5 11

]8 −1
1 2
1 −1

 .
Expliquez pourquoi le résultat ne contre-
dit pas le fait 2.4.9 du cours.
Soit A et B des matrices n × n in-
versibles. Parmi les formules des exer-
cices 16 à 25, lesquelles sont vraies in-
dépendamment du choix de A et B.

16. (In −A)(In +A) = In −A2

17. (A+B)2 = A2 + 2AB +B2

18. A2 est inversible et (A2)−1 = (A−1)2

19. A+B est inversible et (A+B)−1 =
A−1 +B−1

20. (A−B)(A+B) = A2 −B2

21. ABB−1A−1 = In

22. ABA−1 = B

23. (ABA−1)3 = AB3A−1

24. (In+A)(In+A−1) = 2In+A+A−1

25. A−1B est inversible et (A−1B)−1 =
B−1A.
Effectuer les produits par blocs deman-
dés dans les exercices 26 et 27. Effec-
tuer ensuite les mêmes calculs sans uti-
liser les blocs. Justifiez toutes les étapes
de vos calculs.

26.


1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1




1 2 2 3
3 4 4 5
0 0 1 2
0 0 3 4


27.

1 0 0
0 1 0
1 3 4

1 0
2 0
3 4


28. Déterminer une matrice 2× 2 non
nulle, A, telle que A2 =

[
0 0
0 0

]
.

29. Déterminer une matrice 2 × 2, B,
telle que

[
1 3
2 6

]
B =

[
0 0
0 0

]
.
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30. Si A une matrice n×n, non inver-
sible, existe-t-il toujours une matrice
non nulle n× n, B, telle que AB = 0 ?
31. Étant donnée la matrice

B =
[
1 1 1
1 2 3

]
,

détemriner une matriceA telle queBA =
I2. Combien de solutions A ce problème
a-t-il ?
32. Existe-t-il une matrice 3 × 2, A,
et une matrice 2 × 3, B, telles que le
produit AB soit égal à I3. Indication :
étant données des matrices A et B, de
tailles 3×2 et 2×3, il existe un vecteur
non nul ~x tel que B~x = ~0 (pourquoi ?).
Considérez alors AB~x.
33. Existe-t-il une matrice 3 × 2, A,
et une matrice 2 × 3, B, dont le pro-
duit AB soit inversible ? (Suivre l’indi-
cation de l’exercice précédent.)
34. Soit A et B deux matrice n × n
dont le produit AB est inversible. Mon-
trer que les matrices A et B sont toutes
deux inversibles. Indication : on a

AB(AB)−1 = In

et (AB)−1AB = In. Utiliser alors le
fait 2.4.9 du cours.
35. Considérons une matrice m × n,
B, et une matrice n×m, A, telles que
BA = Im.

a. Déterminez toutes les solutions
du système linéaire A~x = ~0.

b. Montrer que pour tout vecteur~b
de Rm, le système linéaire B~x = ~b est
consistant.

c. Que pouvez-vous dire du rang
de A ? et du rang de B ?

d. Justifiez que l’on a l’inégalité
m ≤ n.
36. Déterminez toutes les matrices 2×
2, X telles que AX = B, où

A =
[
1 2
2 4

]
et B =

[
0 0
0 0

]
.

37. Déterminez toutes les matrices in-
versibles S telles que

S−1
[
0 1
1 0

]
S =

[
1 0
0 −1

]
.

38. Déterminez toutes les matrices in-
versibles S telles que

S−1
[
1 3
0 2

]
S =

[
2 0
0 1

]
.

39. Déterminer les matrices 2 × 2, X,
qui commutent à toute matrice 2× 2.
40. Soit A et B deux matrices 2 × 2
telles que

B−1 =
[
1 2
3 5

]
et (AB)−1 =

[
1 3
2 5

]
.

Déterminez A.
41. Considérons la matrice

Dα =
[
cosα − sinα
sinα cosα

]
.

C’est la matrice de la rotation d’angle α.
a. Étant donnés deux angles, α et β,

décrivez géométriquement les applica-
tions linéaires données par ~y = DαDβ~x
et ~y = DβDα~x. Coïncident-elles ?

b. Calculez alors les produitsDαDβ

etDβDα. Le résultat est-il cohérent avec
ce que vous avez répondu à la ques-
tion a) ? On rappelle les identités tri-
gonométriques

sin(α± β) = sinα cosβ ± cosα sin β
cos(α± β) = cosα cosβ ∓ sinα sin β

42. Considérons les droites P etQ de R2

esquissées ci-dessous. Considérons l’ap-
plication linéaire T donnée par T (~x) =
symQ(symP (~x)) ; autrement dit, on cal-
cule le symétrique de ~x par rapport à la
droite P , puis celui du résultat obtenu
par rapport à la droite Q.

~x

P

Q

30o

Figure 42a

a. Esquissez T (~x) si ~x est le vec-
teur indiqué sur la figure. Quel est l’angle
formé par les vecteurs ~x et T (~x) ? Quelle
relation y a-t-il entre les longueurs des
vecteurs ~x et T (~x) ?
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b. A l’aide des résultats obtenus
dans la question a), décrivez géométri-
quement l’application linéaire T . Est-ce
une symétrie, une rotation, une trans-
vection ou une projection ?

c. Calculez la matrice de T .
43. Déterminez une matrice 2×2, A 6=
I2, telle que A3 = I2.
44. Déterminez toutes les applications
linéaires T de R2 dans R2 telles que

T

([
1
2

])
=
[
2
1

]
et T

([
2
5

])
=
[
1
3

]
.

Indication : Il s’agit de trouver les ma-
trices 2× 2, A, telles que

A

[
1
2

]
=
[
2
1

]
et T

[
2
5

]
=
[
1
3

]
.

Ces deux équations peuvent être com-
binées en l’équation matricielle, d’in-
connue A,

A

[
1 2
2 5

]
=
[
2 1
1 3

]
.

45. En utilisant l’exercice précédent
comme guide, justifiez l’assertion sui-
vante. Soit ~v1, . . . , ~vm des vecteurs de Rm
tels que la matrice

S =

 | | |
~v1 ~v2 . . . ~vm
| | |


soit inversible. Soit ~w1, . . . , ~wm des vec-
teurs quelconques dans Rn. Alors, il existe
une application linéaire T , et une seule,
de Rm dans Rn telle que T (~vi) = ~wi
pour tout entier i entre 1 et m. Déter-
minez la matrice A de cette application
linéaire en fonction de S et de la ma-
trice

B =

 | | |
~w1 ~v2 . . . ~wm
| | |

 .

46. Déterminez la matrice A de l’ap-
plication linéaire T de R2 dans R3 telle
que

T

([
1
2

])
=

7
5
3

 et T

([
2
5

])
=

1
2
3

 .

(Cf. l’exercice 45.)

47. Déterminez la matrice A de l’ap-
plication linéaire T de R2 dans R2 telle
que

T

([
3
1

])
= 2

[
3
1

]
et T

([
1
2

])
= 3

[
1
2

]
.

(Cf. l’exercice 45.)

48. Considérons le tétraèdre régulier
esquissé ci-dessous, dont le centre est
en l’origine. Soit T : R3 → R3 la rota-

P0 =
1

1
1



P1 =
 1
−1
−1


P2 =

−1
1
−1



P3 =
−1
−1
1


O

Figure 48a

tion (de centreO) autour de la droite (OP2)
qui applique le point P1 sur le point P3.
Déterminez les images des quatre som-
mets du tétraèdre par cette application.

P0
T−→

P1 −→
P2 −→
P3 −→

Soit L : R3 → R3 la symétrie par rap-
port au plan passant par les points O,
P0 et P3. Déterminez les images des
quatre sommets du tétraèdre par cette
transformation.

P0
L−→

P1 −→
P2 −→
P3 −→

Décrivez géométriquement les ap-
plications linéaires suivantes :

a. T−1 ;
b. L−1 ;
c. T 2 = T ◦ T (la composée de T

avec elle-même).
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d. Déterminez les images des quatre
sommets du tétraèdre par les applica-
tions T ◦ L et L ◦ T :

P0
T◦L−−−→

P1 −−−→
P2 −−−→
P3 −−−→

P0
L◦T−−−→

P1 −−−→
P2 −−−→
P3 −−−→

e. Déterminez les images des quatre
sommets par l’application L◦T ◦L. Dé-
crivez géométriquement cette applica-
tion linéaire.

49. Déterminez les matrices des appli-
cations linéaires T et L étudiées dans
l’exercice 48.

50. Considérons la matrice

E =

 1 0 0
−3 1 0
0 0 1


ainsi qu’une matrice arbitraire 3× 3,

A =

a b cd e f
g h k

 .

a. Calculer EA. ComparezA et EA,
compte-tenu de la technique d’élimina-
tion étudiée au paragraphe 1.2.

b. Considérons la matrice

E =

1 0 0
0 1

4 0
0 0 1


ainsi qu’une matrice arbitraire 3 × 3,
A. Calculez EA. Quels commentaires
faites-vous à propos du lien entre A
et EA.

c. Déterminez une matrice 3×3, E,
telle que EA soit obtenue A partir de A
en échangeant les deux dernières lignes
(A étant une matrice 3× 3 arbitraire).

d. Les matrices de la forme intro-
duite aux questions a), b), c) sont ap-
pelées élémentaires : une matrice n×n
est dite élémentaire si elle est obtenue
à partir de In par l’une des trois opéra-
tions élémentaires sur les lignes de In.
Décrivez la forme des trois types de ma-
trices élémentaires.

51. Une matrice élémentaire est-elle in-
versible ? Si oui, est-ce que l’inverse d’une

matrice élémentaire est encore élémen-
taire ? Expliquez la signification de vos
réponses en termes d’opérations élémen-
taires sur les lignes.

52. a. Justifiez l’assertion suivante : si
A est une matrice n ×m, il existe des
matrices élémentaires n×n, E1, E2, . . . ,
Ep, telles que

frel(A) = E1E2 . . . EpA .

b. Déterminez de telles matrices
élémentaires E1, E2, . . . , Ep lorsque

A =
[
0 2
1 3

]
.

53. a. Justifiez l’assertion suivante : si
A est une matrice n ×m, il existe une
matrice inversible n× n, S, telle que

frel(A) = SA .

b. Déterminez une telle matrice in-
versible S lorsque

A =
[
2 4
4 8

]
.

54. a. Justifiez l’assertion suivante : toute
matrice inversible est produit de ma-
trices élémentaires.

b. Écrivez A =
[
0 2
1 3

]
comme pro-

duit de matrices élémentaires.

55. Énumérez tous les types possibles
de matrices élémentaires E de taille 2×
2. Dans chaque cas, décrivez géométri-
quement l’application linéaire donnée
par ~y = E~x.

56. Considérons une matrice inversible
n×n, A, et une matrice n×n, B. Une
suite donnée d’opérations élémentaires
transforme A en In.

a. Qu’obtient-on en appliquant les
mêmes opérations élémentaires, dans le
même ordre, à la matrice AB ?

b. Qu’obtient-on en appliquant les
mêmes opérations élémentaires, dans le
même ordre, à la matrice In ?

57. Est-ce que le produit de deux ma-
trices triangulaires inférieures est en-
core une matrice triangulaire inférieure ?
Justifiez votre réponse.
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58. Considérons la matrice

A =

1 2 3
2 6 7
2 2 4

 .

a. Déterminez des matrices élémen-
taires, triangulaires inférieures, E1, E2, . . .,
Em, telles que le produit

Em . . . E2E1A

soit une matrice triangulaire supérieure
U . Indication :Modifiez comme-suit l’al-
gorithme d’élimination de Gauss-Jordan.
Dans l’étape 3, n’éliminez que les en-
trées de la colonne du curseur qui sont
sous le pivot. Cela peut être effectué
A l’aide de matrices élémentaires trian-
gulaires inférieures. Vous pouvez aussi
omettre l’étape 2 (division par l’entrée
du curseur).

b. Déterminez des matrices élémen-
taires triangulaires inféreures M1,M2,
. . .,Mm et une matrice triangulaire su-
périeure U telles que

A = M1M2 . . .MmU.

c. Déterminez une matrice trian-
gulaire inférieure L et une matrice tri-
angulaire supérieure U telles que

A = LU.

Une telle écriture d’une matrice inver-
sible est appelée factorisation LU . 3 La
méthode décrite dans cet exercice pour
obtenir une factorisation LU peut être
systématisée quelque peu, mais les prin-
cipales idées sont déjà là . Une factori-
sation LU (comme défini ici) n’existe
pas toujours (voir l’exercice 60).

d. Déterminez une matrice trian-
gulaire inférieure L n’ayant que des 1
sur la diagonale, une matrice triangu-
laire supérieure U n’ayant que des 1
sur la diagonale, et une matrice dia-
gonale D, telles que A = LDU . Une
telle écriture d’une matrice inversible
est appelée factorisation LDU .
59. Lorsqu’on connaît une factorisation
LU d’une matrice A, la résolution d’un
système linéaire

A~x = ~b

3. La terminologie vient de l’anglais L-
lower/inférieur et U -upper/supérieur [NdT].

est bien plus facile. Considérons par exemple
la factorisation LU

A =


1 2 −1 4
−3 −5 6 −5
1 4 6 20
−1 6 20 43



=


1 0 0 0
−3 1 0 0
1 2 1 0
−1 8 −5 1




1 2 −1 4
0 1 3 7
0 0 1 2
0 0 0 1


= LU

Supposons qu’on ait à résoudre le
système A~x = LU~x = ~b où

~b =


−3
14
9
33

 .

a. Posez ~y = U~x et résolvez le sys-
tème L~y = ~b par substitution (trouvez
d’abord y1, puis y2, etc.) Faites cela à la
main, en explicitant toutes les étapes.

b. Résolvez le système U~x = ~y par
substitution de sorte à obtenir la so-
lution ~x du système A~x = ~b. Faites
cela à la main, en explicitant toutes les
étapes.

~y

L

��;;;;;;;;

~x

U

AA��������
A // ~b

60. Montrez que la matrice A =
[
0 1
1 0

]
ne peut pas être écrite sous la forme LU ,
où L est triangulaire inférieure et U est
triangulaire supérieure.
61. Dans cet exercice, nous allons étu-
dier à quelle condition une matrice in-
versible n × n, A, possède une factori-
sation LU (voir l’exercice 58). La dé-
finition suivante sera utile : pour m =
1, . . . , n, on appelle mineur principal de
taille m la matrice A(m) obtenue à par-
tir de A en ne gardant que les m pre-
mières lignes et lesm premières colonnes ;
c’est une matrice m×m. Par exemple,
la matrice

A =

1 2 3
4 5 6
7 8 7





23

admet pour mineurs principaux les ma-
trices

A(1) =
[
1
]
, A(2) =

[
1 2
4 5

]
, A(3) =

1 2 3
4 5 6
7 8 7

 .
Nous allons montrer qu’une ma-

trice inversible n × n, A, possède une
factorisation LU si et seulement si tous
ses mineurs principaux sont inversibles.

a. SoitA = LU une factorisation LU
de A. À l’aide de produits par blocs,
montrez que A(m) = L(m)U (m) pour
m = 1, . . . , n.

b. Déduire de la question a) que
si une matrice inversible n× n possède
une factorisation LU , ses mineurs prin-
cipaux sont tous inversibles.

c. Soit A une matrice n × n dont
les mineurs principaux sont tous inver-
sibles. Montrez que A possède une fac-
torisation LU . Indication : par récur-
rence, on peut supposer queA(n−1) pos-
sède une factorisation LU , A(n−1) =
L′U ′. Utilisez des produits par bloc pour
obtenir une factorisation LU de A. Al-
ternativement, vous pouvez expliquer
ce résultat en termes d’élimination de
Gauss-Jordan : justifiez que si tous les
mineurs principaux sont inversibles, au-
cun échange de lignes n’est nécessaire.
62. a. Démontrez que si une matrice A
possède une factorisation LU , elle pos-
sède aussi une factorisation LDU (voir
l’exercice 58, question d)).

b. Démontrez que si une matrice
inversible inversible n × n, A possède
une factorisation LDU , cette factori-
sation est unique. Indication. Supposez
que A = L1D1U1 = L2D2U2. Alors

U2U
−1
1 = D−1

2 L−1
2 L1D1

est diagonale (pourquoi ?). En conclure
que U1 = U2.
63. Démontrez que la multiplication des
matrices est distributive sur l’addition :
A(C +D) = AC +AD et (A+B)C =
AC +BC

64. Soit A une matrice n × p, B une
matrice p × m et k un nombre réel.
Montrez que

(kA)B = A(kB) = k(AB).

65. Considérons une matrice par blocs

A =
[
A11 0
0 A22

]
,

où A11 et A22 sont des matrices car-
rées. Pour quelles valeurs de A11 et A22
la matrice A est-elle inversible ? Quelle
est alors l’inverse de A ?

66. Considérons une matrice par blocs

A =
[
A11 0
A21 A22

]
,

où A11 et A22 sont des matrices carrées.
Pour quelles valeurs de A11, A21 et A22
la matrice A est-elle inversible ? Quelle
est alors l’inverse de A ?

67. On se donne deux matrices A et B
dont le produit AB est défini. Décrire
la i-ième ligne du produit AB en fonc-
tion des lignes de A et de la matrice B.

68. Considérons les matrices par blocs

A =
[
k ~v
0 B

]
et S =

[
1 0
0 R

]
,

où B et R sont des matrices n × n (R
étant inversible), k est un nombre réel,
et ~v un vecteur-ligne à n colonnes. Cal-
culer S−1AS.

69. Considérons la matrice par blocs

A =
[
A11 A12 A13
0 0 A23

]
,

oùA11 est inversible. Déterminez le rang
de A en fonction des rangs des matrices
A11, A12, A13 et A23.

70. Considérons la matrice par blocs

A =
[
In ~v
~w 1

]
,

où ~v est un vecteur de Rn et ~w un
vecteur-ligne à n colonnes. Pour quelles
valeurs de ~v et ~w la matrice A est-elle
inversible ? Dans ce cas, que vaut A−1 ?

71. Déterminez toutes les matrices in-
versibles n× n, A, telles que A2 = A.

72. Trouvez une matrice non nulle, n×
n,A, dont tous les coefficients sont égaux
à un même nombre réel, telle que A2 =
A.
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Dans les exercices 73 à 82, déterminez
toutes les matrices qui commutent avec
la matrice donnée, A.

73. A =
[
1 0
0 2

]
74. A =

[
1 2
0 1

]
75. A =

[
0 −2
2 0

]
76. A =

[
2 3
−3 2

]
77. A =

[
1 2
2 −1

]
78. A =

[
1 1
1 1

]

79. A =
[
1 3
2 6

]
80. A =2 0 0

0 3 0
0 0 4


81. A =2 0 0

0 3 0
0 0 2


82. A =2 0 0

0 2 0
0 0 3


83. Soit A et B des matrices n × n
dont les coefficients sont des nombres
réels positifs ou nuls. On suppose que
les coefficients de A sont inférieurs ou
égaux à un nombre réel s, et que la
somme des coefficients de chaque ligne
deB est inférieure ou égale à un nombre
réel r. Montrer que tous les coefficients
de la matriceAB sont inférieurs ou égaux
à sr.

84. (Cet exercice est la suite de l’exer-
cice 83.) Soit A une matrice n×n dont
tous les coefficients sont positifs ou nuls.
Supposons que la somme des coefficients
de chaque colonne deA soit strictement
inférieure ou égale à 1. Soit r la plus
grande somme des coefficients d’une co-
lonne de A.

a. Montrez que pour tout entier
positif m, les coefficients de Am sont
positifs ou nuls, et inférieurs ou égaux
à rm.

b. Montrez que l’on a

lim
m→∞

Am = 0

au sens où chaque coefficient de Am

tend vers 0.
c. Montrez que la série de matrices

In +A+A2 + · · ·+Am + . . .

est convergente (coefficient par coeffi-
cient).

d. Calculez le produit

(In −A)(In +A+A2 + · · ·+Am).

Simplifiez le résultat. Faites alors tendre
m vers l’infini et montrez que la ma-
trice (In −A) est inversible, d’inverse

(In−A)−1 = In+A+A2+· · ·+Am+. . . .

85. (Cet exercice fait suite aux exer-
cices 83 et 84 ainsi qu’à l’exercice 2.3/49.)

a. Considérons les secteurs indus-
triels J1, . . . , Jn d’une économie. On dit
que le secteur Jj est productif si la somme
des coefficients de la j-ième colonne de
la matrice technologique A est stricte-
ment inférieure à 1. Qu’est-ce que cela
signifie en termes économiques ?

b. On dit qu’une économie est pro-
ductive si toutes ses secteurs industriels
sont productifs. L’exercice 84 montre
que si A est la matrice technologique
d’une économie productive, la matrice
In − A est inversible. Qu’en déduisez-
vous quant à la possibilité d’une écono-
mie productive de satisfaire la demande
des consommateurs ?

c. Interprétez en termes économiques
la formule

(In−A)−1 = In+A+A2+· · ·+Am+. . .

établie dans l’exercice 84, d).

86. La couleur de la lumière peut être
représentée par un vecteurRG

B

 ,

où R représente la quantité de rouge, G
celle de vert, et B celle de bleu. L’œil
humain et le cerveau transforment le
signal reçu en un vecteurIL

S


donné par

I = R+G+B

3 intensité

L = R−G signal grandes ondes

S = B − R+G

2 signal ondes courtes.
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a. Déterminez la matrice P qui re-
présente l’application linéaire appliquantRG

B

 sur

IL
S

 .

b. Considérons une paire de lunettes
de soleil pour sports aquatiques qui filtre
toute la lumière bleue et laisse passer
toute la lumière rouge et verte. Déter-
minez la matrice 3× 3 de l’application
linéaire qui correspond à la transfor-
mation subie par la lumière lorsqu’elle
passe par les lunettes de soleil.

c. Déterminez alors la matrice de
l’application linéaire composée que su-
bit la lumière en passant d’abord par
les lunette puis jusqu’à l’œil.

d. Lorsque vous mettez des lunettes
de soleil, le signal (intensité, signal gran-
des ondes, signal ondes courtes) subit
aussi une transformation. Déterminez
sa matrice M .

M

Figure 86a

87. La population d’un village est consti-
tuée de trois clans : chaque personne
appartient de manière permanente à un
clan. Il y a des règles strictes de ma-
riage ; en particulier, une personne d’un
clan ne peut épouser qu’une personne
d’un autre clan. Ces règles sont résu-
mées par la matrice A ci-dessous ; le
fait que l’entrée (2, 3) soit égale à 1
signifie que le mariage entre un homme
du clan III et d’une femme du clan II

est autorisé.

A =

Clan du mari
I II III
0 1 0 I
0 0 1 II Clan de
1 0 0 III l’épouse

Le clan d’un enfant est déterminé par
celui de la mère, comme indiqué par la
matriceB. Selon ce schéma, les membres
d’une même fratrie appartiennent au
même clan.

B =

Clan de la mère
I II III
1 0 0 I
0 0 1 II Clan de
0 1 0 III l’enfant

L’appartenance d’une personne au clan I
peut être représentée par le vecteur

~e1 =

1
0
0


et de même pour les deux autres clans.
La matriceA transforme le clan du mari
en celui de l’épouse (si ~x représente le
clan du mari, celui de l’épouse est re-
présenté par A~x).

a. Les matrices A et B sont-elles
inversibles ? Si oui, déterminez leur in-
verse. De manière concrète, que signi-
fient les réponses obtenues ?

b. En termes des règles de com-
munauté, quelle est la signification de
la matrice B2 ?

c. De même, quelle est la significa-
tion des matrices AB et BA ? Ces deux
matrices sont-elles égales ?

d. Bueya (F) est une jeune femme
qui a de nombreux cousins (mâles), tant
du côté de son père que de sa mère.
Les tableau ci-dessous représentent les
quatre rapports de filiation possibles :

��111
��

F
��

F
��

F M

��111
��

F
��

M
��

F M

��111
��

M
��

F
��

F M

��111
��

M
��

M
��

F M

Dans chacun des quatre cas, détermi-
nez la matrice qui donne le clan du cou-
sin en fonction de celui de Bueya.
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e. Selon les lois de ce village, Bueya
peut-elle épouser un de ses cousins ?
(On ne connaît pas son clan.)
88. Pour le contexte de cet exercice,
référez-vous à l’exercice 2.3/45.

a. Selon le fait 2.4.4 du cours, com-
bien de multiplications de nombres réels
sont requises par le calcul du produit de
deux matrices 2× 2 ?

b. Toujours selon le fait 2.4.4, com-
bien de multiplications faut-il effectuer
pour calculer le produit d’une matrice n×
p et d’une matrice p×m ?

En 1969, le mathématicien allemand
Volker Strassen a surpris la communauté
mathématique en montrant que l’on pou-
vait multiplier deux matrices 2 × 2 en
ne faisant que sept multiplications de
nombres réels. Voilà son astuce : Sup-
posons qu’il faille calculer le produitAB,
où A =

[
a b
c d

]
et B =

[
p q
r s

]
. Calculez

d’abord
h1 = (a+ d)(p+ s)
h2 = (c+ d)p
h3 = a(q − s)
h4 = d(r − p)
h5 = (a+ b)s
h6 = (c− a)(p+ q)
h7 = (b− d)(r + s)

Alors, AB =[
h1 + h4 − h5 + h7 h3 + h5

h2 + h4 h1 + h3 − h2 + h6

]
89. Soit N l’ensemble des entiers posi-
tifs ou nuls : N = {0, 1, 2, . . .}. On défi-
nit deux fonctions f et g de N dans N
par
f(x) = 2x ;

g(x) =
{
x/2 si x est pair ;
(x+ 1)/2 si x est impair.

Explicitez les fonctions composées g ◦
f et f ◦ g ? Est-ce que l’une d’entre
elles est l’application identique de N
dans N ? Est-ce que les fonctions f et g
sont inversibles ?
90. Optique géométrique. Considé-
rons une lentille mince biconvexe avec

deux faces sphériques. C’est un bon

Figure 90a

modèle pour les lentilles de l’œil hu-
main ainsi que celles utilisées dans de
nombreux instruments optiques tels que
les lunettes de lecture, appareils photo,
microscopes ou télescopes. La ligne joi-
gnant les centres des sphères qui défi-
nissent les deux faces est appelée l’axe
optique de la lentille.

axe optique

centre de la sphère qui
définit la face droite

centre de la sphère qui
définit la face gauche

Figure 90b

Dans cet exercice, nous apprenons
comment rendre compte du trajet d’un
rayon lumineux lorsqu’il traverse la len-
tille, sous réserve que les conditions sui-
vantes soient satisfaites :

– le rayon et l’axe optique sont dans
un même plan ;

– l’angle que fait le rayon avec l’axe
optique est petit.

Pour étudier ces rayons lumineux, on
introduit deux plans de référence, à la
gauche et à la droite de la lentille. On

plan gauche de
référence

plan droite de
référence

Figure 90c

peut alors caractériser un rayon inci-
dent par sa pente m et l’ordonnée x du
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point d’intersection avec le plan de ré-
férence de gauche. De même, on peut
caractériser le rayon émergent par sa
pente n et l’ordonnée y du point d’in-
tersection avec le plan de référence de
droite.

x y

pente m pente n

Figure 90d

On veut savoir comment le rayon
émergent dépend du rayon incident ; au-
trement dit, nous nous intéressons à la
transformation

T : R2 → R2,

[
x
m

]
7→
[
y
n

]
Nous allons voir que T peut être assimi-
lée à une application linéaire, pour au-
tant quem soit petit, ce que nous avons
supposé. Pour étudier cette transfor-
mation, nous divisions le trajet du rayon
en trois segments, tels que représentés
sur la figure 90e ci-dessous. On a intro-

x y

m n

v w

L R

I IIIII

Figure 90e

duit deux plans de référence auxiliaires,
directement à gauche et à droite de la
lentille. Notre transformation[

x
m

]
7→
[
y
n

]
peut alors être représentée par la com-
position de trois transformations plus
simples[

x
m

]
→
[
v
m

]
→
[
w
n

]
→
[
y
n

]

De la définition de la pente d’une
droite, on trouve les relations v = x +
Lm et y = w +Rn.

L
xx

Lm

v

pente m

Figure 90f

[
v
m

]
=
[
x+ Lm
m

]
=
[
1 L
0 1

] [
x
m

]
;[

y
n

]
=
[
1 R
0 1

] [
w
n

]
[
x
m

] [ 1 L
0 1 ]
−−−−→

[
v
m

]
→
[
w
n

] [ 1 R
0 1 ]
−−−−→

[
y
n

]
Cela nous emmenerait trop loin dans le
cours de physique que d’établir ici une
formule pour l’application[

v
m

]
→
[
w
n

]
.

Sous les hypothèses que nous avons faites,
cette transformation est bien approchée 4

par [
w
n

]
=
[

1 0
−k 1

] [
v
m

]
où k est un nombre réel positif (cette
formule implique w = v), d’où :[
x
m

] [ 1 L
0 1 ]
−−−−→

[
v
m

] [ 1 0
−k 1

]
−−−−−→

[
w
n

] [ 1 R
0 1 ]
−−−−→

[
y
n

]
La transformation

[
x
m

]
7→
[
y
n

]
est re-

présentée par le produit de matrices[
1 R
0 1

] [
1 0
−k 1

] [
1 L
0 1

]
=
[
1−Rk L+R− kLR
−k 1− kL

]

4. Voir par exemple, P. Bamberg et
S. Sternberg, A Course in Mathematics for
Students of Physics 1, Cambridge University
Press, 1991.
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a. Focalisation de rayons parallèles.
— Considérons la lentille de l’œil hu-
main, où la rétine est le plan de réfé-
rence de droite. Chez l’adulte, la dis-
tance R est de l’ordre de 0,025 m (un
pouce...). Les muscles ciliaires permettent
de modifier la forme de la lentille, et
donc la constante k, dans un certain
domaine. Quelle valeur de k vous permet-
elle de focaliser des rayons incidents pa-
rallèles, tels que représentés par la fi-
gure ? Cette valeur de k vous permet-
tra de voir clairement un objet distant.
(L’unité de mesure communément adop-
tée pour k est la dioptrie, à savoir le
m−1.)

R

y

Figure 90g

b. Quelle valeur de k vous permet
de lire ce texte à une distance de L =
0,3 mètres ? Aidez-vous de la figure sui-
vante (qui n’est pas à l’échelle).

RL

Figure 90h

c. Le télescope. — Un télescope as-
tronomique est constitué de deux len-
tilles de même axe optique.

k1
k2

D
plan de référence

gauche
plan de référence droit

Figure 90i

Déterminez la matrice de la trans-
formation [

x
m

]
7−→

[
y
n

]
,

en termes des paramètres k1 et k2 des
deux lentilles, et deD. Pour des valeurs
données de k1 et k2, comment choisirD
de sorte que des rayons incidents paral-
lèles soient transformés en des rayons
parallèles ? Quelle est la relation entreD
et les distances focales, 1/k1 et 1/k2,
des deux lentilles ?
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CHAPITRE 2. APPLICATIONS LINÉAIRES

5. Récapitulation : Vrai ou faux ?

Déterminez si les énoncés suivants sont
vrais ou faux en justifiant votre réponse.

1. La fonction T donnée par T
[
x
y

]
=[

x− y
y − x

]
est une application linéaire.

2. La matrice
[
1/2 −1/2
1/2 1/2

]
représente

une rotation.

3. Si A est une matrice inversible n×
n, alors frel(A) = In.

4. La formule (A2)−1 = (A−1)2 est
vérifiée quelle que soit la matrice in-
versible A.

5. Pour toutes matrices n×n, A et B,
on a AB = BA.

6. Si A et B sont deux matrices n×n
telles que AB = In, alors A est l’inverse
de B.

7. Si A est une matrice 3 × 4 et B
est une matrice 4×5, alors AB est une
matrice 5× 3.

8. La fonction T donnée par T
[
x
y

]
=[

y
1

]
est une application linéaire.

9. La matrice
[

5 6
−6 5

]
représente une

similitude directe (rotation composée
avec une homothétie).

10. Si A est une matrice inversible n×
n, alors A commute avec A−1.

11. La matrice
[
1 2
3 6

]
est inversible.

12. La matrice

1 1 1
1 0 1
1 1 0

 est inversible.

13. Il existe une matrice triangulaire
supérieure 2 × 2, A, telle que A2 =[
1 1
0 1

]
.

14. La fonction T donnée par T
[
x
y

]
=[

(y + 1)2 − (y − 1)2

(x− 3)2 − (x+ 3)2

]
est une applica-

tion linéaire.

15. La matrice
[
k −2
5 k − 6

]
est inversible

quel que soit le nombre réel k.

16. Il existe un nombre réel k tel que
la matrice

[
k − 1 −2
−4 k − 3

]
ne soit pas in-

versible.

17. Il existe un nombre réel k tel que
la matrice

[
k − 2 3
−3 k − 2

]
ne soit pas in-

versible.

18. La matrice
[
−0,6 0,8
−0,8 −0,6

]
représente

une rotation.

19. La formule det(2A) = 2 det(A) est
valable quelle que soit la matrice 2× 2,
A.

20. Il existe une matrice A telle que[
1 2
3 4

]
A

[
5 6
7 8

]
=
[
1 1
1 1

]
.

21. Il existe une matrice A telle que

A

[
1 1
1 1

]
=
[
1 2
1 2

]
.

22. Il existe une matrice A telle que[
1 2
1 2

]
A =

[
1 1
1 1

]
.

23. La matrice
[
1 1
1 −1

]
représente une

symétrie par rapport à une droite.

24. Pour tout nombre réel k, on a[
1 k
0 1

]3
=
[
1 3k
0 1

]
.

25. Le produit de matrices
[
a b
c d

] [
d −b
−c a

]
est toujours un multiple scalaire de I2.
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26. Il existe une matrice triangulaire
supérieure, non nulle, 2×2, A, telle que
A2 =

[
0 0
0 0

]
.

27. Il existe un entier positif n tel que[
0 −1
1 0

]n
= I2.

28. Il existe une matrice inversible 2×
2, A, telle que A−1 =

[
1 1
1 1

]
.

29. Il existe une matrice inversible n×
n ayant deux lignes identiques.
30. Si A2 = In, la matrice A est né-
cessairement inversible.
31. Si A17 = I2, la matrice A est égale
à I2.
32. Si A2 = I2, la matrice A est ou
bien I2 ou bien −I2.
33. Si la matrice A est inversible, la
matrice 5A l’est aussi.
34. Si A et B sont des matrices 4 × 3
telles que A~v = B~v pour tout vecteur ~v
de R3, les matrices A et B sont égales.
35. Si les matrices A et B commutent,
alors A2B = BA2.
36. Si A est une matrice inversible n×
n telle que A2 = A, alors A = In.
37. Si les matrices A et B sont inver-
sibles, la matrice A+B est aussi inver-
sible.
38. Pour toute matrice 2 × 2, A, qui
représente une projection, on a A2 =
A.

39. Si la matrice

a b cd e f
g h i

 est inver-

sible, la matrice
[
a b
d e

]
est aussi inver-

sible.
40. Si A2 est inversible, la matrice A
est elle-même inversible.
41. Si A est une matrice 2× 2 qui re-
présente une symétrie, on a A−1 = A.
42. SiA est une matrice inversible 2×2
et ~v, ~w des vecteurs arbitraires de R2,
on a (A~v) · (A~w) = ~v · ~w. (Il s’agit

du produit scalaire de deux vecteurs
de R2.)
43. Il existe une matrice 2 × 3, A, et
une matrice 3× 2, B, telles que AB =
I2.
44. Il existe une matrice 3 × 2, A, et
une matrice 2× 3, B, telles que AB =
I3.
45. Si A est une matrice 3×3 telle que
A2+3A+4I3 = 0, alors A est inversible.
46. Si A est une matrice n × n telle
que A2 = 0, alors la matrice In +A est
inversible.
47. Si la matrice A commute avec B
et que la matrice B commute avec C,
alors A commute avec C.
48. Si T est une application linéaire
arbitraire de R3 dans R3, alors T (~v ∧
w) = T (~v) ∧ T (~w) four tous vecteurs ~v
et ~w de R3. (Il s’agit du produit vecto-
riel de deux vecteurs de R3.)
49. Il existe une matarice inversible 10×
10 dont 92 des coefficients sont égaux
à 1.
50. Si A est une matrice n × p et B
une matrice p×m, on a

frel(AB) = frel(A) frel(B).

51. Il existe une matrice inversible S
telle que S−1

[
0 1
0 0

]
S soit une matrice

diagonale.
52. Si le système linéaire A2~x = ~b est
consistant, le système linéaire A~x = ~b
est aussi consistant.
53. Il existe une matrice inversible 2×
2, A, telle que A−1 = −A.
54. Il existe une matrice inversible 2×
2, A, telle que A2 =

[
1 0
0 −1

]
.

55. Si une matrice A =
[
a b
c d

]
repré-

sente la projection orthogonale sur une
droite L, alors on a la relation a2 +b2 +
c2 + d2 = 1.
56. SiA est une matrice inversible 2×2
et que B est une matrice 2 × 2 arbi-
traire, on a frel(AB) = frel(B).


