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CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

1. Introduction aux systémes linéaires

BUT. — Poser et résoudre des sys-

témes linéaires possédant jusqu’a trois

équations et trois inconnues; savoir in-

terpréter géométriqguement les équations
et leurs solutions.

Dans les exercices 1 a 10, détermi-
nez les solutions des systémes suivants
par la méthode d’élimination. Vérifiez
votre solution.

1 r+2y=1
T2+ 3y =1
9 4o + 3y = 2
YTz +5y=3
3 2z +4y =3
T8z + 6y =2
4 20 + 4y =2
|3z 4+ 6y =3
5 2z 4+ 3y =0
T |4z 45y =0

r+2y+3z= 8
6. |[z+3y+32=10
T+2y+4z= 9

r+2y+3z2=1
7. |t +3y+42=3
r+ 4y +5z=4

r+2y+ 3z2=0
8. |[drx+5y+ 62=0
Tx + 8y + 102 =0

T+2y+3z2=1
9. Bz +2y+ z=1
Tr+2y—3z=1

r+2y+ 3z2=1
10. 22 +4y + Tz =2
3z + Ty + 112 =8

Dans les exercices 11 a 13, déter-
minez les solutions des systémes sui-
vants. Représentez graphiquement les

solutions, comme intersections de droites

dans le plan x-y.

11.

r—2y= 2
3z + by = 17

r—2y=3
12. 20 — 4y =6
r—2y=3
13. 20 — 4y = 8

Dans les exercices 14 a 16, détermi-
nez les solutions des systémes linéaires
indiqués. Décrivez votre solution en ter-
mes d’intersections de plans. Il n’est
pas nécessaire de faire un dessin.

r+ 4dy+ z2z=0
14. |4z + 13y + 72 =0
Tr + 22y + 132 =1

r+y— 2=0
15. 4z —y + 52 =0
6z +y+42=0
z+ 4dy+ 2=0
16. |4z + 13y + 72 =0
Tr + 22y + 132 =0

17. Déterminez les solutions du sys-
teme linéaire :

T+2y=a
20 +5y=1»

b

a et b étant deux constantes arbitraires.

18. Déterminez les solutions du sys-
teme linéaire :
r+2y+3z=a
r+3y+8 =5 ,
r+2y+2z=c

a, b et ¢ étant trois constantes arbi-
traires.

19. Un magazin vend deux types d’ar-
ticles. Lorsque leurs prix unitaires sont
P € et Py€, les quantités demandées
pour chaque produit, D et Ds, et les
quantités disponibles de chaque pro-
duit (I'offre), Sy et S, sont reliées par
les équations

Di= 70-2P+ P
Dy= 106+ P - P
S =—-14+ 3P,

So = —7 + 2P;.

a. Les deux articles sont-ils en com-
pétition (comme le sont une Volvo et



une BMW) ou sont-ils complémentaires
(tels une chemise et une cravate) ?

b. Trouvez les prix d’équilibre de
chaque produit, c¢’est-a-dire ceux pour
lesquels l'offre et la demande sont égales.

20. L’économiste américain Wassily Leon-
tief (1905-1999), prix Nobel d’écono-
mie en 1973, s’est intéressé au probléme
suivant : quelle doit étre la produc-
tion de chaque secteur d’une écono-
mie de sorte & ce que la demande to-
tale soit satisfaite. Nous considérons
ici un exemple trés simple d’analyse
entrée-sortie, une économie avec deux
secteurs A et B. Supposons que la de-
mande des consommateurs pour ses pro-
duits soit respectivement 1000 et 780
millions d’euros par année. Quelles

1000 780

FIGURE 20A

productions a et b (en millions d’eu-
ros par an) doivent fournir les deux
secteurs pour satisfaire la demande?
Vous pouvez étre tentés de dire 1000 et
780, respectivement, mais les choses ne
sont pas si simple que ¢a. Nous devons
aussi prendre en compte la demande
d’un secteur a 'autre. Supposons que
le secteur A produise de 1’électricité.
Bien stir, la production d’a peu pres
n’importe quel bien requiert de 1’élec-
tricité. Supposons que le secteur B né-
cessite 10 centimes d’euro d’électricité
par € que B produit, et que l'indus-
trie A a besoin de 20 centimes d’euro
de biens de B par € de production.
Déterminez les productions a et b qui
permettent de satisfaire a la fois la de-
mande des consommateurs et la de-
mande interindustrielle.

21. Déterminez les productions a et b
qui permettent de satisfaire a la fois la

FIGURE 20B

demande des consommateurs et la de-
mande interindustrielle, représentées par
la figure suivante. (Voir l'exercice 20)

0,3b

310 100

FIGURE 21A

22. Considérons I’équation différentiel-
le suivante :

A’z dx

dt2  dt
Cette équation peut décrire un oscil-
lateur forcé amorti comme vous ’avez
vu en mécanique. Ce type d’équation
admet une solution de la forme

x(t) = asin(t) + bcos(t).

—x = cos(t).

Trouvez a et b et dessinez le graphe de
la solution.

23. Trouvez toutes les solutions du sys-
téme suivant :

T — y=Ax

—6z + 8y = Ay|’
pour a. A =5, b. A =10 et c
A=15.

24. Lors de votre dernier voyage en
Suisse vous avez pris le bateau pour
faire un aller-retour entre Rheinfall et
Rheinau. L’aller a pris 20 minutes et
le retour 40 minutes. La distance entre



Rheinfall et Rheinau est de 8 kilomeétres.
A quelle vitesse navigue le bateau (par
rapport a 'eau) et & quelle vitesse s’écoule
la riviere ? Nous supposerons que ces
deux vitesses sont constantes le temps
du trajet.

25. Considérons le systéme suivant :

T+ y— z=-2
3r — 5y + 13z = 18|,
r—2y+ Sz= k

ou k est un nombre arbitraire.

a. Pour quelles valeurs de k le sys-
téme a-t-il au moins une solution ?

b. Pour chaque valeur de la ques-
tion a), déterminez le nombre de solu-
tions du systéme.

c. Déterminez toutes les solutions
pour chaque valeur de k.

26. Considérons le systéme suivant :

T+ y-— z =2

T+ 2y + z=3|,

r+ y+ (K2 -5z=k
ou k est un nombre arbitraire. Pour
quelles valeurs de k le systéme a-t-il
une unique solution ? Pour quelles va-
leurs de k le systeme a-t-il une infinité
de solutions 7 Pour quelles valeurs de
k le systeme est-il inconsistant ?

27. Emile et Gertrude sont frére et
sceur. Emile a deux fois plus de soeurs
que de freres et Gertrude a autant de
freres que de sceurs. Combien y a-t-il
d’enfants dans cette famille ?

28. Dans une grille de fils métalliques,
la température aux points du bord est
maintenue constante, comme indiqué
sur le schéma. Quand 1’équilibre ther-
mique est atteint la température d’une
maille intérieure est égale a la moyenne
des températures des mailles adjacentes.
Par exemple

T3+ Ty +200+0
- y :

Trouvez les températures des trois mailles
intérieures.

T

29. Trouvez les polynémes de degré
deux (c’est-a -dire un polynéme de la
forme f(t) = at®>+bt+c) dont le graphe
passe par les points (1,-1), (2,3) et

00
200° 0°
51
00
200° > T3
0° 400°
FIGURE 28a

(3,13). Esquissez les graphes de ces po-
lynoémes.

30. Trouvez un polynéme de degré in-
férieur ou égal a deux dont le graphe
passe par les points (1,p), (2,9), (3,7)
ou p, q et r sont des nombres arbi-
traires. Existe-t-il toujours un tel po-
lynéme pour n’importe quelles valeurs
dep,q,r?

31. Trouvez tous les polynomes f(t)
de degré inférieur ou égal & deux dont
le graphe passe par les points (1, 3) et
(2,6) et dont la dérivée en 1 est égale
al(f'(1)=1).

32. Trouvez tous les polynémes f(¢)
de degré inférieur ou égal a deux dont
le graphe passe par les points (1, 1) et
(2,0) et dont lintégrale entre 1 et 2
vaut —1 (ff ft)ydt = —1).

33. Trouvez tous les polynoémes f(t)
de degré inférieur ou égal a deux dont
le graphe passe par les points (1,1) et
(3,3) et dont la dérivée en 2 est égale
A1 (f/(2) = 1).

34. Trouvez tous les polynomes f(t)
de degré inférieur ou égal a deux dont
le graphe passe par les points (1,1) et
(3,3) et dont la dérivée en 2 est égale
a3 (f'(2) =3).

35. Trouvez la fonction f(t) de la forme
ae3t+be?t telle que f(0) = Let f/(0) =
4.

36. Trouvez la fonction f(t) de la forme
acos(2t) + bsin(2t) telle que f”(¢) +



2f'(t) + 3f(t) = 17cos(2t). (Cest le
type d’équation différentielle que I'on
doit résoudre lorsqu’on étudie des os-
cillateurs forcés amortis en ingénierie.)

37. Trouvez tous les points de coor-
données (a, b, ¢) dans I’espace pour les-
quels le systéme

T+2y+3z2=a
dr + 5y +62=10
T + 8y + 9z

Il
o

a au moins une solution.

38. Un systeme est particulierement
simple a résoudre lorsque toutes les co-
efficients du systéme sont nuls au-dessus
ou en dessous de la diagonal. Un tel
systeéme est dit triangulaire.

a. Résolvez le systéeme triangulaire in-
férieur suivant

X1 = *3
—3(E1 + Z9 = 14
T + 2290 + 3 = 9|

—x1 + 89 — dx3 + 14 = 33

b. Résolvez le systeme triangulaire su-
périeur suivant

T, + 229 — a3+ 4x4 = -3
o +3x3 +Txs= 5

T3 + 2y = 2|

Ty = 0

39. Considérons le systeme suivant

z+ y=1

t )
T+ 5 y=1=t
ol t est un nombre non nul.

a. Déterminez les intersections des
droites d’équations x +y = 1 et x +
(t/2)y = t avec les axes de coordon-
nées. Esquissez ces droites. Pour quelles
valeurs de t ces droites s’intersectent-
elles? On appelle (z(t),y(t)) les coor-
données de ce point d’intersection pour
les valeurs de t ou ce point existe. Faire
un croquis approximatif des graphes
des fonctions z(t) et y(t). Expliquez
sommairement comment vous avez fait
ce croquis. Donnez des arguments géo-
métriques, sans résoudre le systéme.

x 4
]_ -+
l l »
T T =
1 2 t
FIGURE 39A
y A
1 -+
l l »
T T ke
1 2 t
FIGURE 39B

b. Résolvez le systéme et vérifiez
que les graphes esquissés sont compa-
tibles avec la solution que vous avez
obtenue.

40. Trouvez un systeme d’équations
linéaires a trois inconnues dont les so-
lutions sont les points de la droite pas-
sant par les points de coordonnées (1,1, 1)
et (3,5,0).

41. Trouvez un systeme d’équations
linéaires en x, y et z dont les solutions
sont

r=06+5t, y=44+3t, et z=2+¢

pour tout nombre t.

42. Boris et Marina vont acheter des
barres chocolatées. Boris observe : « Si
j’ajoute la moitié de mon argent au
tien, nous pourrons acheter deux barres
chocolatées. » Marina lui demande nai-
vement « Et si j’ajoute la moitié de
mon argent au tien, combien de barres
pouvons nous acheter 7 ». « Une » ré-
pond Boris. Combien d’argent a Bo-
ris? (Yuri Chernyak et Robert Rose,
The Chicken from Minsk, Basic Book,
NY, 1995)

43. Méthode de substitution. 11
existe une autre méthode pour résoudre
des systémes linéaires. On commence



par résoudre une équation par rapport
a une inconnue puis on substitue le ré-
sultat dans les autres équations. On
répete ce procédé avec une nouvelle
équation et une nouvelle variable jus-
qu’a épuisement des équations ou des
variables. Considérons ’exemple sui-
vant :

T+ 2y +32=39
T+ 3y + 2z = 34|.
3 +2y+ 2=126

On résout la premiere équation par rap-
port a x :

r =39 — 2y — 3z.

Lorsqu’on effectue la substitution dans
les deux autres équations on obtient

(39—-2y—32)+3y+2z:=34
339-2y—32)+2y+ z2=26
y— z= —H
—4y — 8z = —-91
Ensuite on résout la premiere équation
de ce nouveau systéme par rapport a

Yy

—

Yy=2—95
et on substitue le résultat dans la der-
niére équation : —4(z — 5) — 8z = —91
c’est-a-dire
_m

= — =9+1/4.
z 2 +1/

On trouve ensuite
y=4+1/4 etenfinxz=2+3/4.

Expliquez pourquoi cette méthode est
essentiellement équivalente a la méthode
utilisée jusqu’a maintenant.

44. Un ermite ne mange que deux types
de nourriture : du riz et du yaourt. Une
portion de riz contient 3 grammes de
protéines et 30 grammes de glucides et
un yaourt 12 grammes de protéines et
20 grammes de glucides.

a. Si ’ermite veut manger 60 gram-
mes de protéines et 300 grammes de
glucides par jour, de quoi doit se com-
poser son repas ?

b. Sil’ermite veut manger P gram-
mes de protéines et G grammes de glu-
cides par jour, combien de portions de
riz et de yaourts doit-il manger 7

45. J’ai 32 billets dans mon portefeuille
de 1, 5 et 10 US$, pour une montant
total de 1008$. Combien de billets de
chaque valeur ai-je 7

46. Les parcmetres de Milan acceptent
les pieces de 20 centimes, 50 centimes
et 2€. Pour motiver les pervenches !,
la mairie offre une récompense (une
Ferrari toute neuve) a toutes celles qui
rameneraient 1000 pieces pour une va-
leur de 1000€ lors de leur tournée quo-
tidienne. Quelle est la probabilité pour
que quelqu’un réclame sa récompense
un jour ou l'autre?

1. (Argot) Auxiliaire de police chargée du
controle du stationnement, ainsi appelée en
raison de la couleur, bleu pervenche, de son
uniforme.



CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

2. Matrices, vecteurs et élimination de Gauss-Jordan

BUT. Utiliser la méthode d’élimina-
tion de Gauss-Jordan pour résoudre les
systemes linéaires. Faire les problémes
simples avec papier et crayon et uti-
lisez la technologie pour résoudre les
problémes plus compliqués.

Dans les exercices 1 a 12, trouvez
toutes les solutions des équations ad
la main en utilisant ’élimination de
Gauss-Jordan. Montrez votre travail.
Résoudre 'exercice 8 en les variables
T1,%2,T3, Ty € Ts.

1 r+ y—2z2=95
Y2+ 3y +42=2
5 3r+4y — 2=28
o |6r+8y—22=3
3. z4+2y+32=4
r+ y=1
4. 2z — y=25
3z 4+ 4y =2
r3+ x4 =0
5 To + I3 =0
: I1+1‘2 =
T +x4=0
.131—7])2 + 1‘5—0
6 T3 —21‘5:0
Ty — x5=0
T, — TTo + x5 =3
v T3 + 3x4 + 225 =
: $3+4I47 Is =
1'5:0
8 xo + 224 + 325 =0
: 4xy + 8x5 =0
Ty + 205 — g = 2
9. |x1 + 219 + x5 —x6=0
T, + 229 + 213 — x5+ x5 =2
dx1 4+ 320 + 223 — 4= 4
10 bry +4xo + 323 — x4 = 4
=221 — 229 — 23 + 224 = -3
1111+6I2+49§3—|— T4 = 11

T + 2x3 + 4x4 = -8
11. Ty — 31’3 — Xy = 6
3r1 +4x5 — 623 +8x4= 0
— o+ 3x3 + 4y = —12
211 — 3z3 + Txs + Tzxg =0
—2x1 + T2 + 623 — 6x5 — 1226 =0
12. To — 3I3 + x5 + 5566 =0
721’2 +£L’4+ £L'5+ 1'6:0
2{E1 + 22 — 3%3 + 8£E5 + 7%6 =0

Résoudre les systémes linéaires des exer-
cices 13 a 17. Vous pouvez utiliser la
technologie.

3z + 11y + 192 = 22
13. | 7z + 23y + 392 =10
—dr — 3y— 22= 6

3z + 6y + 14z =22
14. |Tx + 14y + 30z = 46
dr + 8y + T7z= 6

3z + 5y + 3z =25
15. | 7z 4 9y + 192 = 65
—4dx + b5y + 11z = 5

3xr1 + 6x9 + 9x3 + dry + 2525 =
16. Tx1 + 1dxo + 21x3 + 924 + D325 =
—4xy — 8x9 — 12x3 + bxy — 10x5 =

2x1 + 4x9 + 33 + Sy + 625 = 37
4r1 + 8xo + T3z + dxy + 205 = 74
17. |—x1 — 4xo + 323 + 44 — x5 = 20

T, + 229 + 2x3 — x4 + 225 = 26
5x1 — 10x9 + 4x3 + 624 + 425 = 24

18. Déterminer celles des matrices ci-
dessous qui sont sous forme réduite éche-
lonnée :

12020 01203
00130

a. , b. [00014],
00140 00000
00001
(1203

c. [0000], d. [01234].
0012

19. Trouver toutes les matrices 4 x 1
sous forme réduite échelonnée.

20. On dit que deux matrices n X m
sous forme réduite échelonnée sont de

53
105
11



méme type si elles contiennent le méme
nombre de 1 en téte de ligne, aux mémes
positions. Par exemple,

D20 ot D30

00D 00D
sont du méme type. Combien y a-t-il

de types de matrices 2 x 2 sous forme
réduite échelonnée ?

21. Combien y a-t-il de types de ma-
trices 3 x 2 sous forme réduite échelon-
née ? (Voir l'exercice 20.)

22. Combien y a-t-il de types de ma-
trices 2 x 3 sous forme réduite échelon-
née ? (Voir l'exercice 20.)

23. Lorsque vous appliquez la méthode
d’élimination de Gauss-Jordan aa une
matrice, comment vous assurez-vous de
ce que la matrice obtenue est sous forme
réduite échelonnée ?

24. Lorsqu’une matrice A est trans-
formée en une matrice B par une opé-
ration élémentaire sur les lignes, y a-
t-il une opération élémentaire sur les
lignes qui transforme B en A7 Justi-
fier.

25. Lorsqu’une matrice A est trans-
formée en une matrice B par une suite
d’opérations élémentaires sur les lignes,
y a-t-il une opération élémentaire sur
les lignes qui transforme B en A7 Jus-
tifier. (Voir Pexercice 24.)

26. Soit A une matrice n xm. Pouvez-
vous transformer frel(4) en A par une
suite d’opérations élémentaires sur les
lignes ? (Voir I'exercice 25.)

27. Y a-t-il une suite d’opérations élé-
mentaires sur les lignes qui transforme
la matrice

123 100

456 en 010]| ?

789 000
Justifier.

28. On soustrait d'une équation d’un
systéme un multiple d’une autre équa-
tion du systéme. Expliquer pourquoi
les deux systémes (avant et apres cette
opération) ont les mémes solutions.

e

29. Equilibre d’une réaction chi-
mique. Considérons la réaction chi-
mique

aNOs + bH,O — cHNO5 + dHNO3,

ou a, b, c et d sont des entiers stric-

tement positifs inconnus. La réaction

doit étre équilibrée : le nombre d’atomes
de chaque élément doit étre le méme

avant et apres la réaction. Par exemple,

comme le nombre d’atomes d’oxygene

doit rester le méme,

2a + b= 2c + 3d.

Bien qu’il y ait plusieurs valeurs pos-
sibles pour a, b, c et d qui équilibrent
la réaction, on a coutume d’utiliser les
entiers positifs les plus petits possibles.
Equilibrez cette réaction.

30. Trouver le polynéme de degré 3
(un polynéme de la forme f(t) = a +
bt 4 ct? +dt®) dont le graphe passe par
les points (0, 1), (1,0), (—1,0) et (2, —15).
Esquisser le graphe de cette cubique.

31. Trouver le polynéme de degré 4
dont le graphe passe par les points (1,1),
(2,-1), (3,-59), (—1,5) et (—2,—29).
Tracer le graphe de ce polynome.

32. Splines cubiques. Supposons que
vous deviez dessiner le plan d’un cir-
cuit de montagnes russes. Le trajet ne
tournera ni a gauche ni a droite ; autre-
ment dit, le wagon reste dans un plan
vertical. La figure ci-dessous montre le
circuit, vu de profil. Les points (a;, b;)
vous sont donnez et vous devez les con-
necter d’une fagon raisonnablement douce.
Supposons que a; 1 > a;.

A
(az,by)
(a1, b1)

(an, bn)
agp, bg)

FIGURE 32aA

Une méthode souvent utilisée dans
de tels problemes de design est celle



des splines cubiques. On choisit un po-
lyndme f;(t), de degré < 3, pour défi-
nir la forme du trajet entre les (a;—1,b;-1)
et (a;,b;), pour i = 1,...,n. Manifes-

(@i+1,Di+1)
(aj, bi)

(@j—1,bi_ fi(®

FIGURE 32B

tement, il faut imposer que f;(a;) = b;

et fi(aj—1) = bj—1, pour i = 1,...,n.
Pour garantir un trajet lisse aux points
(ai,b;), on demande que la premiére et

la seconde dérivée de f; et f;_1 coin-
cident en ces points :

filai) = fiz1(ai) et

fi'(a;) = fi’1(a;) pouri=1,....,n—1.
Expliquez la signification concrete de
ces conditions. Expliquez pourquoi, pour

le confort des voyageurs, il faut aussi
imposer que

filao) = fi(an) = 0.
Montrer que satisfaire toutes ces condi-
tions revient a résoudre un systéeme d’équa-
tions linéaires. Combien y a-t-il de va-
riables dans ce systéeme ? Combien d’équa-
tions 7 (NB. On peut démontrer que ce
systeme posséde une solution et une
seule.)

33. Trouver le polyndme f(¢) de de-
gré 3telque f(1) =1, f(2) =5, f'(1) =
2et f/(2) =9, ou f/(t) est la dérivée
de f(t). Tracer le graphe de ce poly-
noéme.

34. Le produit scalaire de deux vec-
teurs

T1 Y1
. T2 -, Y2
T = et y=1.
Tn Yn

de R™ est défini par
-§=az1y1 +T2y2 + -+ + TnYn.

Remarquez que le produit scalaire de
deux vecteurs est un scalaire. On dit
que les vecteurs & et ¥ sont perpendi-
culatres si Z - = 0.

Trouvez tous les vecteurs de R3
qui sont perpendiculaires &

1

3

-1
Faites un dessin.

35. Trouvez tous les vecteurs de R*
qui sont perpendiculaires aux trois vec-

1 1 1
1 2 9
731719
1 4 7

(Voir 'exercice 34.)

36. Trouvez toutes les solutions x1, z2, T3
de I’équation

b= 2101 + 2203 + 2303,

ou
-8 1 2 4
- =1 - |4 - |5 - 6
o |1 T (g2 7 8,713— 9
15 5 3 1

37. Pour le contexte de cet exercice,
voir 'exercice 1.1/20.

Considérons une économie avec trois
secteurs industriels, Iy, I, I3. Quelles
quantités z1, zo, x3 doivent-elles pro-
duire pour satisfaire a la fois la de-
mande des consommateurs et celle des
autres secteurs? La demande requise
de chaque secteur est représentée sur
la figure ci-dessous.

0,1x7

FIGURE 37A



38. Lorsqu’on considére un modele ent-
rée-sortie avec plus de trois secteurs
industriels, il devient malaisé de repré-
senter les demandes par un diagramme
comme celui de Pexercice 37. Suppo-
sons qu’il y ait des secteurs I1,..., I,
de productions z1,...,x,. Le vecteur
de production est

T
Z2

8
I

Tn

Le vecteur de demande des consomma-
teurs est

ou b; est la demande des consomma-
teurs sur le secteur I;. Le vecteur de
demande pour le secteur I; est

ol a;; est la demande du secteur I; au
secteur I;, par € de production du sec-
teur I;. Par exemple, asa = 0,5 signifie
que le secteur Iy requiert 50 c. de pro-
duits du secteur I3 pour chaque € de
biens que Is produit. Le coefficient a;;
n’est pas forcément égal a 0 : fabriquer
un produit peut nécessiter des biens ou
des services du méme secteur.

a. Trouver les quatre vecteurs de
demandes pour ’économie de l'exer-
cice 37.

b. Quelle est la signification éco-
nomique de x;v; ?

c. Quelle est la signification éco-
nomique de x171+xoU>+- - ~+xn17n+5?

d. Quelle est la signification éco-
nomique de ’équation

101 +29Us + -+ -+ 2,0, +b=2 7

39. Considérons I’économie d’Israel en
1958. 2 Les trois secteurs industriels consi-
dérés sont

I, agriculture

I> biens manufacturés

I3 énergie
Production et demande sont mesurés
en millions de livres israéliennes, la mon-
naie d’Israel a cette époque. On nous
dit que

18,2 [0,293]
b= [176|, @ = [0,014],
|18 0,044
S F o
Ty = [0207|, 3= |0,017].
| 0,01 0,216 ]

a. Pourquoi la premiére compo-
sante des vecteurs v et U3 est-elle nulle ?

b. Trouver les productions x1, 2, T3
qui satisfont la demande.

40. Considérons des particules dans le
plan, de vecteur-positions 71, 7, . . . , p
et de masses m1,mao, ..., m,. Le vecteur-
position du centre de gravité de ce sys-

téme est
1

Tg = M(mlﬂ + Moy + - M)
ou M =my+mo+---+my,.
A
my
[ ]
mp
2
r
m
r3 3
FIGURE 40A

Considérons la plaque triangulaire
représentée sur la figure ci-dessous. Com-
ment une masse de 1 kg doit-elle étre
répartie aux trois sommets de la plaque
pour qu’elle puisse reposer au point [3],
c’est-a~dire pour que l'on ait 7, = [2]?
On suppose que la masse de la plaque
elle-méme est négligeable.

2. W. Leontief, Input-Output Economics,
Oxford University Press, 1966
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v

FIGURE 40B

41. La quantité de mouvement P d’un
systéme de n particules dans ’espace,
de masses mq,mo, ..., m, et de vitesses
U1, Vs, ..., Un est définie par
P =mq¥1 +mals + - -+ + myUy.

Considérons maintenant deux particules
élémentaires de vitesses

1 4
171 = |1 et 172 = 7

1 10
Les particules s’entrechoquent. Apres

la collision, on observe que leurs vi-
tesses respectives sont

4 2
1171: 7 et 1172: 3
4 8

Supposons que la quantité de mouve-
ment soit conservée lors du choc. Qu’est-
ce que cette expérience vous dit concer-
nant la masse des deux particules ? (Voir
la figure ci-dessous.)

Particule 1

Particule 2_ Collision

FIGURE 41A

42. Le croquis ci-contre représente un
labyrinthe de rues a sens unique dans
une ville des Etats-Unis. On a mesuré
le trafic a certains endroits pendant
une heure ; on suppose que les voitures

ayant quitté une zone pendant cet in-
tervalle de temps sont les mémes que
celles qui y ont pénétré.

JFK Street

Dunster Street

Mt. Auburn Street

Winthrop Street

FIGURE 42A

Que pouvez-vous dire du trafic aux
quatre endroits marqués d’un point d’in-
terrogation ? Pouvez-vous dire le trafic
exact dans chacune des rues? Si non,
décrivez un scénario possible. Pour cha-
cun des quatre endroits, donner le tra-
fic minimal et le trafic maximal.

43. Soit S(¢) la durée du t-ieme jour
de Pannée & Mumbai (ex-Bombay), en
Inde (durée mesurée en heures, de I'au-
rore au crépuscule). On dispose des va-
leurs suivantes :

t S(t)
47 115
74 12
273 12

Par exemple, S(47) = 11,5 signi-
fie que le temps entre 'aurore et le cré-
puscule du 16 février est de 11 heures
et 30 minutes. Aux endroits proches
de I’équateur, la fonction S(t) est bien
approchée par une fonction trigonomé-
trique de la forme

27t 27t
S(t) =a+bcos | — csin | — | .
(B) =a+ (365)* ' <365>
(La période est de 365 jours, soit une
année.) Trouvez cette approximation
pour Mumbai et tracez votre solution.

Selon ce modele, quelle est la durée du
plus long jour de 'année & Mumbai ?

44, Charles a prévu d’acheter des fleurs
a Catherine, sa petite amie. Comme il



est d’'un naturel plutét précis, il pré-
voit de dépenser exactement 24€ en
achetant précisément deux douzaines
de fleurs. La marchande de fleurs pro-
pose des iris (3€ 1'un), des roses (2€
I'une) et des illets (0,50€ 'un). Charles
sait que Catherine adore les iris; que
doit-il faire?

45. Considérons les équations

T+ 2y + 3z=4
T+ ky + 4z = 6|
x4+ 2y+(k+2)z2=6

ou k est une constante arbitraire.

a. Pour quelles valeurs de la cons-
tante k ce systeme a-t-il une seule so-
lution ?

b. Quand n’a-t-il pas de solution ?

¢. Quand a-t-il une infinité de so-
lutions ?

46. Considérons les équations

y+2kz=0
r+2y+ 6z=2| ,
kx + 2z=1

ou k est une constante arbitraire.

a. Pour quelles valeurs de la cons-
tante k ce systéme a-t-il une seule so-
lution ?

b. Quand n’a-t-il pas de solution ?

¢. Quand a-t-il une infinité de so-
lutions 7

47. a. Trouvez toutes les solutions 1,
Z9, T3, T4 du systéme o = %(xl +xa),
T3 = %(xz + x4).

b. Y a-t-il une solution avec 1 =
letxy =137

48. Soit n un entier naturel arbitraire
tel que n > 3; trouvez toutes les solu-
tions x1, za, . .., T, du systeme d’équa-
tions xy = %(,’Bl +a3), x3 = %(332—&—954),
o Tpo1 = 2(Tp—2 + 2,). (On de-
mande ainsi de résoudre les équations
simultanées z;, = %(xk,l +Zp41), pour
k=23,...,n—1.)

49. Considérons le systeme

2r+ y =C
3y+ z=0C| ,
T +4z=C

ou C est une constante. Trouver le plus
petit entier strictement positif C tel

11

que ce systeme posseéde une solution
(z,y, z) formée d’entiers.

50. Trouver tous les polynémes f(t)
de degré au plus 3 tels que f(0) = 3,
F) =2, f(2) = 0 et [T f(t)dt = 4.
(Si vous avez étudié la régle de Simp-
son dans un cours d’analyse, commen-
tez le résultat obtenu.)

51. Les étudiants achetent leurs livres
pour le nouveau semestre. Eddy achete
le livre d’écologie statistique, et le livre
de théorie des ensembles, pour un to-
tal de 178€. Léa, qui achete des livres
pour elle-méme et son ami, dépense
319€ pour deux livres d’écologie sta-
tistique un de théorie des ensembles
et un de psychologie infantile. Ahmed
achete le livre de psychologie infantile
et le livre de théorie des ensembles et a
dépensé 147€. Combien cotite chaque
livre ?

52. Les étudiants achetent leurs livres

pour le nouveau semestre. Brigitte ache-
te le livre de grammaire allemande et

une nouvelle, Die Leiden des jungen

Werther, pour 64€ au total. Claude

dépense 98€ avec un livre d’algebre

linéaire et le livre de grammaire al-

lemande, tandis que Denise achéte le

livre d’algebre linéaire et Werther, pour
76€. Combien cofite chaque livre ?

53. Au début d’'un cours de sciences
politiques dans une grande université,
on demanda aux étudiants lequel des
termes, conservateur ou réformiste, dé-
crivait le mieux leurs opinions politiques.
On leur posa la méme question a la
fin du cours, afin de voir quel effet sur
leurs idées les discussions en classes
avaient eu. Parmi ceux qui se carac-
térisaient comme « réformiste », 30%
se disaient conservateur a la fin. De
ceux qui étaient initialement conser-
vateurs, 40% passerent dans le camp
réformiste. Il est apparu qu’il y avait
exactement autant d’étudiants conser-
vateurs a la fin du cours qu’il n’y en
avait de réformistes au début. Parmi
les 260 étudiants du cours, combien
étaient libéraux et combien étaient con-
servateurs, au début, et a la fin du



12

cours ? (Aucun étudiant n’est entré ou
parti du cours entre les deux sondages,
et ils y ont tous participé.)

54. Au début du semestre, 55 étudiants
se sont inscrits au cours d’algebre li-
néaire. Ce cours est proposé a deux ho-
raires différents. En raison de conflits
d’emploi du temps et de préférences

personnelles, 20% des étudiants du groupe

A sont passés au groupe B au cours
des premieres semaines du cours, tan-
dis que 30% des étudiants du groupe B
sont allés dans le groupe A ; il en a ré-
sulté une perte nette de 4 étudiants
pour le groupe A. Combien y avait-il
d’étudiants dans chaque groupe au dé-
but du semestre ? Aucun étudiant n’a
abandonné le cours d’algebre linéaire
(pourquoi le feraient-ils ?) ni ne s’est
inscrit en retard.

Problémes historiques

55. Cinq vaches et deux moutons cofitent
au total dix liang?® d’argent. Deux vaches

et cinq moutons cotitent au total 8 liang
d’argent. Quel est le colit d’une vache
et d’un mouton, respectivement ? ( Neuf
chapitres®, chapitre 8, probléme 7)

56. Sivous vendez deux vaches et cing
moutons et achetez 13 cochons, vous
gagnez 1000 pieces. Si vous vendez trois
vaches et trois cochons et achetez neuf
moutons, vous ne gagnez rien. Si vous
vendez six moutons et huit cochons et
achetez cinq vaches, vous perdez 600
pieces. Quels sont le prix d’une vache,
d’un mouton et d’'un cochon, respec-
tivement ? (Neuf chapitres, chapitre 8,
probléme 8)

57. Vous placez cinq moineaux d’un
cOté d’une balance et six hirondelles de
lautre ; les moineaux sont plus lourds.
Mais en échangeant un moineau et une
hirondelle, la balance est parfaitement

3. A I’époque de la dynastie Han, un liang
valait environ 16 grammes.

4. Nous présentons quelques uns des Neuf
chapitres de l’art mathématique dans une
traduction libre, avec des explications supplé-
mentaires car un lecteur moderne n’est pas
tres familiers avec les scénarios discutés dans
certains d’entre eux.

équilibrée. Tous ensemble, les oiseaux

pesent 1 jin. Quel est le poids d'un

moineau et d’une hirondelle, respecti-

vement ? Donnez votre réponse en liang,
sachant qu’un jin équivaut a 16 liang.

(Neuf chapitres, chapitre 8, probléme

9)

58. Vous devez tirer un poids de 40 dan®
en haut d’une colline ; afin de mener a
bien cette tache, vous avez a votre dis-
position un cheval militaire, deux che-
vaux ordinaires et trois chevaux ma-
lades. Le cheval militaire et 'un des
chevaux ordinaires, & eux deux, sont a
peine capables de tirer ce poids (mais
ne pourraient rien tirer de plus). De
méme, les deux chevaux ordinaires et
un cheval malade sont tout juste ca-
pables de remplir cette mission, de méme
que les trois chevaux malades avec le
cheval militaire. Quel poids peut tirer
chacun des chevaux tout seul? (Neuf
chapitres, chapitre 8, probleme 12)

59. Trois ménages partagent un puits
profond qui les approvisionne en eau.
Chaque ménage possede quelques cordes
d’une certaine longueur (la méme), dif-
férente pour chaque ménage. Les cing
ménages, A, B, C, D et E possédent
respectivement 2, 3, 4, 5 et 6 cordes.
Méme en mettant bout a bout toutes
ses cordes, aucun ménage ne peut at-
teindre I'eau, mais deux cordes de A
avec une corde de B atteignent tout
juste ’eau. De méme, trois cordes de B
et une corde de C, quatre cordes de C
et une corde de D, cinq cordes de D
avec une seule corde de E, ou les six
cordes de E avec une de A atteignent
tout juste 'eau. De quelles longueurs
sont les cordes de chaque ménage, et
quelle est la profondeur du puits ?
Commentaire : tel quel, ce pro-
bléme meéne a un systéme de cing équa-
tions linéaires en six variables; les in-
formations qu’il contient ne permettent
pas de déterminer la profondeur du puits.

5. 1 dan = 120 jin = 1920 liang. Ainsi,
un dan équivalait & environ 30 kg a cette
époque.



Les Neuf chapitres donnent une solu-
tion particuliere, dans laquelle la pro-
fondeur du puits est 7 zhang®, 2 chi,
Lecun, soit 721 cun (puisque 1 zhang =
10 chi et 1 chi = 10 cun). A aide de
cette valeur particuliere pour la pro-
fondeur du puits, déterminer les lon-
gueurs des différentes cordes.

60. « Un coq vaut cinq pieces, une poule
trois pieces et trois poussins une. Avec
100 pieces, on veut acheter 100 vola-
tiles. Combien de coqs, de poules et
de poussins pouvons-nous acheter ? »
(D’apres le Manuel mathématique de
Zhang Qiujian, chapitre 3, probléeme 38,
ve siecle ap. J.-C.)

Commentaire : Ce fameux proble-
me des cent volailles a réapparu sous
d’innombrables formes dans des textes
indiens, arabes ou européens (voir les
exercices 61 a 64); il est resté popu-
laire jusqu’a ce jour (voir I'exercice 44
de cette section).

61. « On vend cing pigeons pour 3 pa-
nas, 7 oiseaux sarasa pour 5 panas,
9 cygnes pour 7 panas et trois paons
pour 9 panas. On demande & un homme
d’acheter 100 oiseaux pour 100 panas
afin d’amuser le fils du roi. Combien
paie-t-il pour chacune des especes d’oi-
seaux qu’il achete 7 » (D’apres le Ganita-
Sara-Sangraha de Mahavira, Inde, 1X°©
siecle ap. J.-C.) Trouvez une solution
a ce probleme.

62. « Un canard vaut quatre pieces,
cing moineaux une piece et un coq cofite
une piece. Quelqu'un achéte 100 oi-
seaux pour un total de 100 pieces. Com-
bien d’oiseaux de chaque espéce achete-
t-il 7 »

(D’apres la Clé de Uarithmétique,
Al-Kashi, xv* siecle).

63. « Un quidam achete des moutons,
des chevres et des porcs, en nombre
de 100, pour un total de 100 couronnes.
Les moutons valent une demi-couronne
piece, les chevres 1% couronne et les
porcs 3%. Combien d’animaux avait-il

6. 1 zhang équivalait alors & environ 2,3
metres.
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de chaque espéce? » (D’apres les Elé-
ments d’algebre, de Leonhard Euler,
1770)

64. « Un seigneur avait cent personnes
a son service et ordonna qu’on leur dis-
tribue cent mesures de grain. Il pré-
cisa que chaque homme devait rece-
voir trois mesures, chaque femme deux
mesures et chaque enfant une demi-
mesure. Combien d’hommes, de femmes
et d’enfant avait-il & son service 7 » On
précise qu’il y a au moins un homme,
une femme et un enfant. (D’apres les
Problémes pour activer un jeune esprit
d’Alcuin (environ 732-804), ’abbé de
S* Martin de Tours. Alcuin était 'ami
et le précepteur de Charlemagne et sa
famille & Aix-la-Chapelle.)

65. Un pere, a I’heure de sa mort, 1é-
gua a ses fils 30 tonneaux, dont dix
étaient pleins de vin, dix étaient a moi-
tié pleins et les dix derniers étaient
vides. Divisez le vin et les tonneaux
de sorte que chacun des trois fils aient
la méme quantité de vin et le méme
nombre de tonneaux. Trouvez toutes
les solutions possibles. (D’aprés Alcuin)

66. « Fabrique-moi une couronne qui
pese 60 mines, faite d’or, de bronze,
d’étain et de fer forgé. L’or et le bronze
ensemble en feront les deux tiers, ’or
et I’étain les trois quarts, l'or et le fer
les trois cinquiémes. Dis-moi de com-
bien d’or, d’étain, de bronze et de fer
tu dois faire usage ? » (D’apres I’ Antho-
logie grecque de Metrodore, VI° siecle
ap. J.-C.)

67. Trois marchands trouvent une bour-
se sur la route. L’'un des marchands
dit : « Si je garde cette bourse, jau-
rai deux fois plus d’argent que vous
deux réunis. » « Donne moi la bourse
et j’aurai trois fois plus que vous deux
ensemble » répond alors le deuxieme
marchand. Le troisieme marchand dit
« Je serai bien plus riche que chacun
d’entre vous si je garde cette bourse, et
j’aurai cinq fois plus d’argent que vous
deux réunis. » S’il y a 60 piéces (toutes
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de méme valeur) dans la bourse, com-
bien a chaque marchand ? (D’apres Ma-
havira)

68. Trois vaches broutent un pré en
deux jours,

sept vaches broutent quatre prés en
quatre jours, et

trois vaches broutent deux prés en cingq
jours.

On suppose que chaque pré contient
initialement la méme quantité, z, d’her-
be ; qu’il pousse la méme quantité d’her-
be, y, chaque jour, et que les vaches
mangent la méme quantité d’herbe, z,
chaque jour. (Les quantités x, y, z sont
exprimées en masse.) Trouvez toutes
les solutions de ce probléme. (C’est un
cas particulier d’'un probléme discuté
par Isaac Newton dans son Arithme-
tica Universalis, 1707.)
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CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

3. Solutions des systémes linéaires ; algebre matricielle

BUT. — Utiliser la forme réduite éche-
lonnée par lignes de la matrice aug-
mentée pour déterminer le nombre de
solutions d’un systéme linéaire. Appli-
quer la définition du rang d’une ma-
trice. Calculer le produit AZ en fonc-
tion des colonnes ou des lignes de A.
Représenter un systeme linéaire sous
forme vectorielle ou matricielle.

1. Les formes réduites échelonnées par
lignes de matrices augmentées sont don-
nées ci-dessous. Combien de solution le
systeme linéaire correspondant a-t-il 7

10210
a. {01310

0001

1015
b. [01|6}
. [010|2}
10013

Dans les exercices 2 a 4, déterminer le
rang des matrices indiquées.

12 3]
2. (012
1001]

[111]
3. [111
111]

(14 7]
4. |258
1369]

5. a. BEcrire le systéme

r+2y= 7
3z + y=11

sous forme vectorielle.

b. Utilisez la réponse a la ques-
tion a) pour représenter géométrique-
ment le systéeme. Résoudre le systeme
et représenter la solution géométrique-
ment.

6. Considérons les vecteurs ¥, U, U3
de R?, esquissés sur la figure ci-dessous.

Les vecteurs #; et ¥ sont paralleles.
Combien de solutions x, y, le systeme

TV + yvp = T3
a-t-il 7 Raisonner géométriquement.

-

U3

FIGURE 6A

7. Considérons les vecteurs v, U, U3
de R?, représentés ci-dessous. Combien
de solutions z, ¥, le systeme

TV + yvs = U3

a-t-il 7 Raisonner géométriquement.

FIGURE 7A

8. Considérons les vecteurs vy, vy, U3,
vy de R?, représentés sur la figure ci-
dessous. En raisonnant géométrique-
ment, déterminer deux solutions x, ¥,
z du systéme linéaire

TV + yUs + 203 = Uy.

Pourquoi ce systeme a-t-il une infinité
de solutions ?

FIGURE 8A
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9. Ecrire le systéme

T+2y+3z=1
4z + 5y + 62 =4
Tr +8y+92=9

sous forme matricielle.

Dans les exercices 10 a 12, calculer les
produits scalaires indiqués (s’ils sont
définis).

1 1
10. |2]-|-2
3 1]
]
11. [1997]- |6
_6_
-
12. [1234]: g
_8_

Dans les exercices 13 a 15, calculer
les produits AZ a l'aide de papier et
crayon. Dans chaque cas, calculer le
produit de deux facons : en fonction
des colonnes de A (définition 1.3.6)
et en fonction des lignes de A (fait
1.3.8).

s 31

-1
123
14. L34] 2
1
5
6
15. [123 4] 7
8

Dans les exercices 16 a 19, calculer les
produits AT (si les produits sont défi-
nis) a Uaide de papier et crayon.

(01] [ 2
16 |, 2} [_3}
'123] [7
17. A56]k}

12 L
18. |34 {2}
156

1 1 —-1| (1
19. —5 1 1 2
3
20. a. Trouver + 3 1 .
0
b. Trouver9 3 4 5

21. Utiliser la technologie pour calcu-
ler le produit

1789
1291
1515
1648

[=rRNG) NI

22. Considérons un systeme linéaire
de trois équations a trois inconnues.
On sait qu'il a une seule solution? A
quoi ressemble la forme réduite éche-
lonnée par lignes de la matrices des co-
efficients de ce systeéme 7 Justifier votre
réponse.

23. Considérons un systeme linéaire
de quatre équations a trois inconnues.
On sait qu'il a une seule solution? A
quoi ressemble la forme réduite éche-
lonnée par lignes de la matrices des co-
efficients de ce systéme 7 Justifier votre
réponse.

24. Soit A une matrice 4 x 4 et soit
b, ¢ deux vecteurs de R*. On suppose
que le systeme AT = b posséde une
solution et une seule. Que pouvez-vous
dire du systeme AZ = ¢?

25. Soit A une matrice 4 x 4 et soit l_;,
¢ deux vecteurs de R*. On suppose que
le systeme AZX = b est inconsistant.
Que pouvez-vous dire du systeme AZ =
c?

26. Soit A une matrice 4 x 3 et soit
g, ¢ deux vecteurs de R*. On suppose
que le systeme AT = b posseéde une
solution et une seule. Que pouvez-vous
dire du systeme AZ =c7

27. Si le rang de la matrice 4 x 4, A,
est égal & 4, que vaut frel(A) ?

28. Si le rang de la matrice 5 x 3, A,
est égal & 3, que vaut frel(A) ?



Dans les problémes 29 a 32, on pose

Z=|3 | ety=10
1

29. Trouver une matrice diagonale A
telle que AZ = v/.

30. Trouver une matrice A de rang 1
telle que AZ = /.

31. Trouver une matrice triangulaire
supérieure A telle que AZ = ¢. On de-
mande en outre que toutes les entrées
de A sur et au-dessus de la diagonale
soient non nulles.

32. Trouver une matrice A dont toutes
les entrées sont non nulles telle que
AZ = 1.

33. Soit A la matrice n X n avec des 1
sur la diagonale et de 0 partout ailleurs.
Que vaut AZX si Z est un vecteur de R™ 7

34. On définit des vecteurs

1 0 0
ﬂlz 0 ’ ﬂ2: 1 ) ﬂ3: 0
0 0 1
dans R3.
a. Pour
abec
A=|de f],
ghk

calculer Ae, Aéy et Aes.

b. Si B est une matrice n x 3 de
colonnes vy, Uy et U3, que valent Bé,
Béy et Bés?

35. Dans R™, on définit

0
0

_O_
vecteur dont toutes les composantes
sont nulles, sauf la i-ieme qui vaut 1. Si
A est une matrice nxm, que vaut Aé; ?
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36. Trouver une matrice 3 x 3, A, telle
que

1 1 0 4
Alo| = 2|, A1l =15
0 3 0 6
0 7
et A|0] = |8
1 9

37. Trouvgr tous les vecteurs ¥ tels
que AZ = b, ou

120 2
A=1001 et b= |1
000 0

38. a. A l’aide d’un ordinateur, construire
une matrice aléatoire 3 x 3, A. (Les en-
trées peuvent étre des entiers d’un seul
chiffre, ou des nombres réels compris
entre 0 et 1, suivant la technologie uti-
lisée.) Calculer frel(A). Répéter cette
expérience quelques fois.

b. A quoi ressemble la forme ré-
duite échelonnée par lignes de la plu-
part des matrices 3 x 37 Expliquer.

39. Répéter 'exercice 38 pour des ma-
trices 3 x 4.

40. Répéter I'exercice 38 pour des ma-
trices 4 x 3.

41. Combien de solutions ont la plu-
part des systémes linéaires de trois équa-
tions a trois inconnues ? Expliquez votre
réponse a l'aide de votre travail dans
I’exercice 38.

42. Combien de solutions ont la plu-
part des systemes linéaires de trois équa-
tions a trois inconnues ? Expliquez votre
réponse a l'aide de votre travail dans
I’exercice 39.

43. Combien de solutions ont la plu-
part des systémes linéaires de trois équa-
tions a trois inconnues ? Expliquez votre
réponse a l'aide de votre travail dans
I’exercice 40.

44, Soit A une matrice nxm avec plus
de lignes que de colonnes (n > m).
Montrer qu’il y a un vecteur beR"
tel que le systeme Ax = b soit incon-
sistant.
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45. Soit A une matrice n X m, ¥ un
vecteur de R™ et k un scalaire. Mon-
trer que

A(kZ) = k(AZ).

46. Trouver le rang de la matrice

abec
Odel,
00f

ou a, d et f sont non nuls, et b, ¢, e
sont des nombres réels arbitraires.

47. On dit d'un systeme de la forme

AT =0
qu’il est homogéne. Justifiez les faits
suivants :
a. Tous les systéemes homogenes
sont consistants.

b. Un systeme homogene avec moins

d’équations que d’inconnues a une in-
finité de solutions.

c. Si ¥1 et ¥ sont des solutions
du systéme homogéne AZ = 0, alors
T1 + To est aussi une solution.

d. Si & est une solution du sys-
téme homogeéne AZ = 0 et k est un
scalaire arbitraire, alors k¥ est aussi
une solution.

48. Soit 77 une solution du systéme
AZ = b. Justifiez les faits énoncés dans
les points a) et b) :

a. Si Zy est une solution du sys-
teme AZX = 0, alors ¥, + Ty est une
solution du systeme A¥ = b.

b. Si #5 est une autre solution du
systeme AX = 5, alors 'y — 1 est une
solution du systéme AZ = 0.

¢. Supposons maintenant que A
soit une matrice 2 x 2. On a repré-
senté sur la figure ci-dessous une so-
lution 7 du systéme AZ = b. On nous
dit aussi que les solutions du systéme
AZ = 0 forment la droite tracée sur la
figure. Tracez la droite consistant des
solutions du systeme AZ = b.

Si vous étes génés par la généra-
lité de ce probleme, commencez par ré-
fléchir a un exemple tel que :

=B - el

solutions de AX =0

FIGURE 48A

49. On considere un systeéme linéaire
A% = b, ot A est une matrice n x m et
b un vecteur de R™. La table ci-dessous
donne le rang de la matrice A ou ce-

lui de la matrice augmentée [ Al 5]

Dans chaque cas, dites s’il est possible
que le systeme n’ait pas de solution,
une seule solution, ou une infinité de
solutions. Il peut y avoir plusieurs ré-
ponses possibles. Justifiez votre réponse.

Rang Rang
n m deA de [A | Iﬂ
a. 3 4 ? 2
b. 4 3 3 ?
c. 4 3 ? 4
d 3 4 3 ?

50. Considérons un systeme linéaire
AT = 5, ou A est une matrice 4 x 3. On
sait que le rang de la matrice [A | 5}
est égal a 4. Combien de solutions ce
systeme a-t-i17

51. Soit A une matrice n X m, B une
matrice r X s et £ un vecteur de RP.
Pour quelles valeurs de n, m, r, s et p
le produit

A(BZ)
est-il défini ?

52. Considérons les matrices

10 0-1
=19 w n=P5.

Pouvez-vous trouver une matrice 2 x 2,
C, telle que

A(B#) = C7
pour tout vecteur Z de R??

53. Si A et B sont deux matrices n x
m, est-ce que

(A+ B)Z = AT+ Bi



pour tout ¥ dans R ?

54. Considérons des vecteurs ¥ et ¥y
de R? qui ne sont pas colinéaires. Quels
vecteurs de R? sont combinaisons li-
néaires de vy et U5 7 Décrivez géomé-
triquement ’ensemble de ces vecteurs.
Faites une figure.

7
55. Est-ce que le vecteur [g} est une
combinaison linéaire de

1 4
2 et 5] 7
3 6

56. Est-ce que le vecteur

30
-1
38
56
62
est une combinaison linéaire de
1 5 9 -2
7 6 2 -5
1], 31, 31, 417
9 2 5 7
4 8 2 9

57. Exprimer le vecteur []] comme la

somme d’un vecteur de la droite d’équa-
tion y = 3x et d’un vecteur de la droite
d’équation y = /2.

Ya y=3x

y=x/2

RV

FIGURE 57A

58. Pour quelles valeurs des constantes b
3
et ¢ est-ce que le vecteur |b
c

est une
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1 2
combinaison linéaire de |3 |, |6| and
2 4
-1
3|7
-2
59. Pour quelles valeurs des constantes ¢
5
7
et d est-ce que le vecteur c est une
d
1 1
. . 1 2
combinaison linéaire de 1 et 3 ?
1 4
60. Pour quelles valeurs des constantes a,
a
b
b, c et d est-ce que le vecteur c est
d
0 1
o L 0 0
une combinaison linéaire de NP
0 0
2
0
o
et 50 °
6
61. Résoudre le systeme linéaire
y+z=a
T +2z2=5
xr+y =c

ou a, b et ¢ sont des constantes arbi-
traires.

62. Soit A la matrice n x n avec des 0
sur la diagonale principale et des 1 par-
tout ailleurs. Si b est un vecteur arbi-
traire de R™, résoudre le systeme li-
néaire AT = g, en exprimant les com-
posantes x1, ..., T, de ¥ en termes des
composantes de b. (Voir l'exercice 61
pour le cas n = 3.)



20

CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

4. Récapitulation : Vrai ou faux ?

Déterminez si les énoncés suivants sont
vrais ou fauz en justifiant votre réponse.

120

1. Lamatrice |00 1| est sous forme
000

réduite échelonnée par lignes.

2. Un systeme de quatre équations
linéaires a trois inconnues est toujours
inconsistant.

3. Ilexiste une matrice 3x4 de rang 4.

4. Si A est une matrice 3 X 4 et ¥
un vecteur de R*, le vecteur A¥ ap-
partient & R3.

5. Silamatrice 4x4, A, est de rang 4,
n’importe quel systéeme linéaire dont la
matrice des coefficients est A possede
une solution et une seule.

6. Il existe un systéeme de trois équa-
tions linéaires a trois inconnues qui pos-
sede exactement trois solutions.

7. 1l existe une matrice 5 x 5, A, de
rang 4, telle que le systeme AZ = 0
n’ait que la solution & = 0.

8. Sila matrice A est sous forme ré-
duite échelonnée par lignes, au moins
une des entrées de chaque colonne est
égale a 1.

9. Si A est une matrice n x n et ¥
un vecteur de R"™, le produit AZ est
combinaison linéaire des colonnes de
la matrice A.

10. Si le vecteur 4 est combinaison li-
néaire des vecteurs ¥ et w, on peut
écrire = a¥/ + bw, ou a et b sont des
scalaires convenables.

222
11. Le rang de la matrice |22 2| est
222
égal a 2.
-1 13
111315
12. [ ] 31 =119
1719 21 1 91

13. Il existe une matrice A telle que

3
JFiNE
7
1
14. Le vecteur |[2| est combinaison
3
linéaire des vecteurs
4 7
5 et 8
6 9
123 1
15. Le systeme [456( % = |2] est
000 3
inconsistant.

16. Il existe une matrice 2x 2, A, telle
1 3

v

17. Si A est une matrice non nulle

a—b le rang de la ma-

b a b) g

trice A est égal a 2.

de la forme

111
. 123
18. Lerang dela matrice 123 vaut 3.
1136
o
N - 0 .
19. Le systéeme ATY = 0 est incon-
1

sistant pour toute matrice 4 x 3, A.

20. Il existe une matrice 2 x 2, A, telle
que

A= Bl =1

21. Il existe des scalaires a et b tels
que la matrice

0 1a
-1 0 b
—a —b0

soit de rang 3.

22. Si ¥ et W sont des vecteurs de R*,
U est combinaison linéaire de ¥ et .



23. Si u, ¥ et w sont des vecteurs non
nuls de R?, alors @ est combinaison
linéaire de u et v.

24. Si ¥ et w sont des vecteurs de R*,
le vecteur nul de R* est combinaison
linéaire de ¥ et .

25. Si A et B sont des matrices 3 x 3
de rang 2, on peut transformer A en B
a l'aide d’opérations élémentaires sur
les lignes.

26. Sile vecteur # est combinaison li-
néaire des vecteurs ¥ et w, et que ¥ est

combinaison linéaire des vecteurs p, ¢

et 7, alors @ est combinaison linéaire
de p, 4, T et .

27. Un systeme linéaire avec (stricte-
ment) moins d’inconnues que d’équa-
tions posséde ou bien une infinité de
solutions ou bien aucune.

28. Lerang d'une matrice triangulaire
supérieure est le nombre d’entrées non
nulles sur la diagonale.

29. Si le systeme AZ = b a une seule
solution, alors A est une matrice car-
rée.

30. Si A est une matrice 4 x 3, il existe
un vecteur b € R* tel que le systéme
AZ = b soit inconsistant.

31. Si A est une matrice 4x3 de rang 3
et que AU = AW pour deux vecteurs ¢
et @ de R3, les vecteurs ¥ et @ sont
égaux.

32. Si A est une matrice 4 x4 et que le
2

3 . .

4 posseéde une unique
5

solution, alors le systéme AZ = 0 n’a

pour seule solution que & = 0.

systeme AZX =

33. Si un vecteur 4 est combinaison
linéaire des vecteurs ¥ et ), alors o
est combinaison linéaire de 4 et 7.

34. Si A = [d U W] et que frel(4) =
102
01 3], alors I’équation W = 24 + 3¢
000

est satisfaite.
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35. Si A et B sont des matrices de
la méme taille, on a rang(A + B) =
rang(A) + rang(B).

36. Si A et B sont des matrices n X n
de rang n, alors A peut étre transfor-
mée en B par des opérations élémen-
taires sur les lignes.

37. Si un vecteur ¥ de R* est combi-
naison linéaire de @ et W, et que A est
une matrice 5 x 4, alors Av est combi-
naison linéaire de Au et Aw.

38. Si une matrice E est sous forme
réduite échelonnée par lignes, et si 'on
supprime une ligne de FE, la matrice
obtenue est encore sous forme réduite
échelonne par lignes.

39. Il existe une matrice 4 x 3, A, de
1

rang 3 telle que A |2| = 0.
3

40. Le systeme AZ = b est inconsis-
tant si et seulement si frel(A4) contient
une ligne de 0.

41. Le systeme ATZ = b est consistant

si et seulement si rang(A) = rang [A | 5]

42. Si A est une matrice 3x4 de rang 3,
1

le systeme AZ = |2| possede une in-
3

finité de solutions.

43. Si deux matrices, A et B, ont la
méme forme réduite échelonnée par li-
gnes, les équations AZ = 0 et BT =0
ont les mémes solutions.

44, Si la matrice E est sous forme ré-
duite échelonnée par lignes, et si 'on
supprime une colonne de F, la matrice
obtenue est encore sous forme réduite
échelonnée par lignes.

45. Si A et B sont deux matrices 2 x
2 telles que les équations AT = 0 et

BZ =0 ont les mémes solutions, alors
frel(A) = frel(B).



