L1-AL1 — 08/09 — ALGEBRE LINEAIRE 1
Chapitre 1 : équations linéaires
Roger LEWANDOWSKI,
Marie-Francgoise ROY,
Anton ZORICH

Extraits adaptés en francais du livre d’Otto Bretscher, Linear Al-
gebra with Applications, 3rd edition, Prentice Hall (2004).
1.3. Solution des systemes linéaires, opérations sur les matri-
ces

But de la section

e Discuter le nombre de solutions d’un systeéme linéaire et définir le
rang

e Présenter des regles de calcul sur les matrices et les vecteurs

Le nombre de solutions d’un systéeme linéaire

Exemple 1

On considere trois systemes dont les formes réduites échelonnées
par ligne des matrices augmentées sont

1 20 0
00 1 0 0 1 1 0 1
a. b c. 2
000 1
0 3
1000 0 |

Quel est le nombre de solutions dans chaque cas ?
a. La troisieme ligne représente I'équation 0 = 1, donc il n'y a pas
de solution. On dit que le systeme est inconsistant

b. La matrice représente le systeme

T1 + 2%, =1
LE’3:2

.CI§'1:1—2£L’2
x3:2

‘ ou

la variable x4 est libre, on peut lui attribuer la valeur arbitraire ¢, donc
ce systeme admet une infinité de solutions



T2 = t ,t € R.
T3- 2

c Il n’y a pas de ligne représentant I'équation 0 = 1, et il n’y a
pas de variable libre, donc ce systeme admet une et une seule solution
171:1,1'2:2,{1)3:3.

Nombre de solutions d’un systéme linéaire

On dit qu'un systeme est consistant si il a au moins une solution, il est
dit inconsistant si il n’a aucune solution.

On note A la matrice des coefficiens du systeme et B sa matrice aug-
mentée.
Un systeme linéaire est inconsistant si et seulement si frel(B) contient

laligne [0 0 . . . 0 ¢ 1], quireprésente I’équation 0 = 1.
Si un systeme linéaire est consistant, alors il a
e soit exactement une solution, quand frel(A) a un pivot par colonne

e soit une infinité de solution, quand une colonne de frel(A) ne
contient pas de pivot, les variables correspondant a une colonne

sans pivot sans appelées libres

Rang d’une matrice

Le rang d’une matrice A est le nombre de pivots dans la matrice

frel(A), ou frel(A) est la forme réduite échelonnée par ligne de la matrice
A.

’ Exemple 2 ‘
Soit

BN

I
~ b~ =
oo Ot N
© W

alors

0 -1
rang(A) =2 car frel(A)= 1| 0 2
0 0 0

Il faut noter que ’on a défini le rang d’une matrice et non celui d’un
systeme ! Pour I’étude des systemes on considére parfois la matrice des



coefficients et parfois la matrice augmentée.
‘ Exemple 3 ‘

Soit un systeme de n équations linéaires avec m inconnues. La
matrice des coefficients, notée A, de ce systeme est de taille n x m. On
note (1, ..., T;,) les variables. On dit que xj est une variable avec pivot
si la k*™ colonne de frel(A) contient un pivot. La matrice augmentée
du systeme, notée B, a n lignes et m + 1 colonnes.

a. On a toujours rang(A) < n et rang(A) < m.
b. Sirang(A) = n, alors le systeéme est consistant

c. Sirang(A) = m, alors le systeme a au plus une solution

aucune.

d. Sirang(A) < m, alors le systeme a soit une infinité de solutions soit

Démonstration

a. Par définition de la forme réduite échelonnée par ligne, il ne
peut y avoir plus de pivot qu’il y a de lignes et de colonnes. Donc
rang(A) < n et rang(A) <m

b. On suppose que rang(A) = n. Alors chaque ligne de frel(A) con-

tient un pivot. Donc frel(B) ne peut pas avoir laligne[ o o . . . 0

Par conséquent, le systeme est consistant.
Pour les point c. et d., si le systeme est consistant, on note que I'on
a toujours

nombre de _ ( nombre total \ [ nombre de _
variables libres /| \ de variables variables avec pivot )

m — rang(A).
c. Si rang(A) = m, on distingue plusieurs cas.

-n>metonauneligne[ g o . . . o0 ! 1] dansla forme

réduite de la matrice augmentée. Dans ce cas le systeme est inconsis-
tant,

-n > met lesligne i, pouri > m,sontdelaforme|[ o o . . . 0
on a



1 0 0 . 0 ay
01 0 . 0 as
0 01 0 as
frel(B) =
oo0o0...1: a,
000 ...0: 0
000 .. .0: 0|

et le systeme admet une solution unique.

Notez qu’on ne peut pas avoir n < m, car dans ce cas rang(A) <
n < m, ce qui contredit rang(A) = m.

d. Sirang(A) < m, alors soit le systeme est inconsistant (lors quune
des lignes de frel(B) représente 0 = 1), soit il y a m — rang(A) > 0
variables libres, et dans ce cas, le systeme e a une infinité de solutions.

’ Exemple 4 ‘

Soit un systeme linéaire qui a moins d’équations que d’inconnues.
Combien de solutions ce systeme peut-il avoir ?

Systéme avec moins d’équations que d’inconnues

Un systeme qui a moins d’équations que d’inconnues a soit

e pas de solutions

e une infinité de solutions

Démonstration. On suppose que n < m, et soit A la matrice des
coefficients du systeme. Alors, on sait d’apres a. que rang(A) < n < m.
Donc soit le systeme est inconsistant soit il y a m — rang(A4) > 0
variables libres et on est dans le cas de d. plus haut.



A titre d’illustration, considérons un systeme de eux équations a
trois inconnues. L’ensemble des soltutions est soit une droite (inter-
section de deux plans non paralléles) soit I’ensemble vide (cas de deux
plans paralleles)

Figure 1: (a) deux plans qui s’intersectent en une droite, (b) deux plans paralléles

’ Exemple 5

Considerons un systeme linéaire de n équations a n inconnues.
Quand est-ce que ce systeme admet une unique solution ?

Systeme de n équations avec n inconnues

Un systeme linéaire de n équations avec n inconnues admet une uinque
solution si et seulement si rang(A) = n. Dans ce cas,

1 0 0 07
010 0
001 0
frel(A) =1, =
1000 . . . 1]

c’est-a-dire la matrice diagonale qui n’a que des 1 sur la diagonale (et
des zéros partout ailleurs).

Démonstration.

On suppose d’abord que rang(A) = n. Donc par définition, frel(A)
a n pivots égaux a 1, ce qui implique que frel(A) = I,,. Alors la matrice
augmentée du systeme admet pour forme réduite échelonné par ligne



une matrice de la forme

100 0 a
010 ...0°: a
00 1 0 i a
000 ... 1% a

ce qui fait que le systeme admet une solution unique.

Si a présent rang(A) < n, alors le systéme inconsistant ou a n —
rang(A) > 0 variables libres, et donc il a donc soit aucune solution soit
une infinité de solutions. Dans ce cas, le systeme n’a pas de solution
unique.

Conclusion: lorsque n = m, le systeme a une solution unique si et
seulement si rang(A) = n.
Calcul Matriciel
Somme de matrices

Soient A = [a;;] et B = [b;;] deux matrices de taille n x m. La
matrice A + B est la matrice de taille n x m dont le coefficient de la
@™ ligne et la 7™ colonne est égal a a;; + b;;.

Autrement dit
A + B = [aij + bl]]

Soit encore :
Autrement dit :

ar . . . Qum b11 P blm



a; +bu . . . A+ bim

an1+bn1 CEEEEE anm+bnm

Produit d’une matrice par un scalaire

Soient A = [a;;] une matrices de taille n x m et k& un nombre réel,
aussi nommé scalaire dans ce contexte. La matrice kA est la matrice
de taille n x m dont le coefficient de la 7™ ligne et la j*° colonne est
égal a ka;;.

Autrement dit

k;A:[kaz-j],
ay; .- . . . Qim k?CLH e e kalm
k =
apl - - - . Qpm kan, . . . . kanm
Exemple 6 ‘
123 13 1] _[85 4
4 5 6 5 3 —1| |9 8 5
Exemple 7 ‘

13155

On a pour but de définir le produit de matrice, moins évident et
direct. On commence par le produit d’'une matrice de taille n x m par
un vecteur a m composantes.

Le produit A7
Soit A une matrice de taille n x m dont les vecteurs colonnes sont

. P —
les m vecteurs de R™ (i.e. ayant nm composantes) notés v'y,...., v p,



et soit 7 € IR™ dont les composantes sont notées z, ...., &,,. Alors le
produit A7 est le vecteur de IR" défini par

Iy
o)
— — — . — — —
V1 Vo . . . . Uy =1V +T2Vo+ cc. + Ty Uy
LT

Il faut noter que le produit est bien défini seulement si le nombre
de colonnes de la matrice A coincide avec le nombre de composantes
du vecteur T .

‘ Exemple 8 ‘

b s fl e - BB [ [

’ Exemple 9 ‘

Le produit
— 10 =1} |3
AT = {1 2 3] [1]
n’est pas défini car le nombre de colonnes de la matrice n’est pas égal

au nombre de composante du vecteur .
Exemple 10

On considere la matrice identité 3 x 3

Y

3
0 0
10
0 1

||
=

Soit @ € IR3. Déterminer le produit I57 .

Par définition,

1 0 0] [x 1 0 0 )
0 1 Of |z =21 O + 2o [1| +23 (0] = |22 =7
00 1| |x3 0 0 1 T3



— — — .
Donc pour chaque vecteur 7 € R?, I;7 = 7. Clest la raison de
la terminologie "matrice identité”

Notre définition du produit matriciel fait intervenir I’expression
— — —
£K1U1+$2U2—|—....+$m’l}m,

N . —
ol les x; sont des "scalaires” et les v'; des vecteurs de IR". de telles
expressions sont tres fréquentes en algebre, et portent un nom.
Combinaisons linéaires

é
On dit qu’'un vecteur b € IR" est une combinaison linéaire des
vecteurs v'y, Vg, ... U, tous dans IR", si il existe des scalaire (i.edes
nombres réels) x, ...., T, tels que

—
— — —
b =21V 14+ 220+ .. + 2, Ui

. . . —_ . . . ;.
En particulier, le produit A2 est la combinaison linéaire des vecteurs
colonnes de la matrice A avec pour scalaires correspondants les coeffi-
: —
cients de 27,

I
o)
— — — — — — —
A = |V vy . . . . U, . = 21V 1+2o Vot Xy U,
Tm

Dans le travail théorique, il est souvent utile de définir le produit
— . . « s — — =
Ax comme la combinaison linéaire z; v’ 1 + 2905 + ... + 2, V. De
meéme, on pourra étre conduit a considérer la combinaison linéaire
L1V + X309+ ... + T, U, en introduisant la matrice

€
o)
— = —
v, Ve . . . . Up et le vecteur
T

;. — — — —
et écrire 21 V1 + 20 Vo4 ... + X U,y = AT

Le produit matrice vecteur va étre tres utile pour I’étude des systemes
linéaires, comme le montre ’exemple suivant.



Exemple 11 ‘

Soit le systeme

3.171 + i)
xr1 + 2[172 = 4

I
~J

qui admet pour matrice augmentée

31 : 7
12 : 4

La solution de ce systeme peut étre vue comme l'intersection de deux
droites dans le plan x1, 9, comme cela est illustré dans la figure suiv-
ante

Figure 2: Représentation de la solution du systéme

A

3xy+x;=7

X+ 20 =4 <

On peut également écrire le systeme sous la forme vectorielle

3[E1+l‘2 . 7
ZL‘1—|—2$2 o 41”

ce qui peut encore s’écrire en terme de combinaisons linéaires sous la

S[e=[-1)

10



et la solution peut s’interpréter comme définir le vecteur [ﬂ a l'aide

de deux vecteurs paraleles aux vecteurs E’] et E} en formant un

paralellogramme, comme le montre la figure suivante,

Figure 3: Représentation de la solution par un paralellogramme

On peut écrire, en utilisant la définition du produit d’un vecteur

par une matrice,
3 1 . 3 1 T
i e =) 2]

ce qui fait que notre systeme linéaire peut s’écrire sous la forme

3 1 1| 7
1 2( (x| |4
soit encore en posant

31 o (] - 7
S I Rl P R ]

AT = 1.

Et sa matrice augmentée se met sous la forme

RN N

11



Forme matricielle d’un systeme linéaire

. N . 7 . . / H
Soit un systeme linéaire ayant pour matrice augmentée [ Ab ] . Alors
ce systeme peut aussi s’écrire sous forme matricielle

—

AT = b.

rieme -
En effet, la ¢ composante du vecteur Az est a; 121 + ....QimTom,
en utilisant les notations habituelles. Donc la ™ composante de

—
s . — . .
Iéquation Ax = b est a;1x1 + ....a;mT,, = b;, ce qui correspond bien

a la ™ équation du systeme qui a [ A? } pour matrice augmentée.

Exemple 12 ‘

Le systeme

2£L‘1 — 3l‘2 + 51‘3: 7
9ZE1 + 41’2 — 61’3: 8

a pour matrice des coefficients et second membre
2 -3 5 - 7
=l -

—
et se met sous la forme A7 = b .

Remarquons que 'on a travaillé avec les colonnes de la matrice dans
la définition du produit matrice vecteur. On peut aussi travailler avec
les lignes. Pour cela on commence par définir le produit d’'un vecteur
ligne par un vecteur colonne.

Produit d’un vecteur ligne par un vecteur colonne

. . N —
Soient { un vecteur ligne a m composantes et 2 € R™, de com-

posantes (1, ..., {,, et x1, ..., x,, respectivement. Alors ﬁ) -7 € Restle
nombre défini par

T
T2

’ Exemple 13 ‘

12



\ ’ . — N
Revenons a I'exemple 8, ou on a calculé le produit Az" ou

3
fto 1] o
A‘Lz 3]’ x_;

el L -

3-141-0+2-(—1)| |1
3-1+1-24+2-3 | |11

On considere les vecteurs lignes de la matrice A,
Li=|t o -], L=[1 2 3

Alors la premiére composante du vecteur A est le produit L T,

=1-340-1+(-1)-2=1

N — W

H
Ly-T=[10 —1]-
tandis que la deuxieme composante est le produit

=1-3+2-1+3-2=11

N — W

Ly T =[1 2 3]

Le produit A7 a l’aide des lignes

Soit A une matrice de taille n x m avec L1,...; L, pour vecteurs lignes

et soit @ € IR™. Alors on a

— é_

I

é

027

—
AT =

H
[ Ln - @

13




Démonstration

On note a;; les coefficients de la matrice A et on désigne par Uiy, U
ses vecteurs colonnes, ﬁ) Ty eees é » Ses vecteurs lignes. On remarque tout
d’abord que pour j entre 1 et m, les composantes du vecteur 7]- sont
aij, ..., an; et pour ¢ entre 1 et n, les composantes du vecteur ﬁ)l sont
a;1, Qio..., A;y,. En particulier la 7™ composante du vecteur 7j est a;;.

Par définition, on a

rieme

i composante de A7 = ™ composante de (x; V'14+x2 Vot... 4Ty V)

*jeme

= 2, (i*™composante de V'] + .... + 2, (i*™*composante de V] =

H
Ei'l',

T1Q;1 + Tolio + ... + TyyQipy = EN

d’ou le résultat annoncé.
’ Exemple 14 ‘

2 2] [ 4 2.4+42-(—8)+2-4 0
2 3| | -8 = |1-4+2-(=8)+3-4| = |0
45 6| 4 4.445-(—8)4+6-4 0

2
A7 = |1

Il faut remarquer le fait important que le produit de A par @ peut étre
nul, méme lorsque ni A ni 2 le sont (ce qui n’arrive jamais avec des
nombres réels, ou le produit de deux réels non nuls n’est jamais nul).
En terme de systeme linéaire, il existe des systemes linéaires homogenes
ayant des solutions non toutes nulles.

Reégles algébriques pour le calcul de A7

Soit A une matrice de taille nxm, @ € R™ et 3 € IR™ deux vecteurs,
k € IR un scalaire. Alors on a

a. A(T+7)=A7 + AY,
b. A(k7) = k(AT)

Démonstration. On désigne par £; la 7™ ligne de A. On a alors

i composante de A(Z +Y) = L;- (T +Y)=L; T+ L;-y =
i*"composante de A7 + i*™composante de Ay =
i*™composante de (A7 + A7),

d’ou le résultat. Le point b. est laissé en exercice.

14



