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1 L’équation de Fermat.

1.1 Introduction.

Les principaux objets d’étude de ce cours sont les anneaux d’entiers algébriques. La
notion générale d’entier algébrique est introduite au chapitre 4, mais la définition est tres
simple : un nombre complexe z est un entier algébrique s’il est racine d’'un polynome
unitaire a coefficients entiers. Exemple : tout nombre entier n (qui est racine de X — n),
ou encore /2, e*™/7 et i (qui sont racines respectives de X2 —2, X7 —1 et X? + 1)), mais
pas 1/2, ni 7.

Il est vrai, mais pas tout a fait évident (voir la proposition 4.1.4) que les entiers algé-
briques forment un sous-anneau de C.

Nous commencerons ce cours par illustrer I'importance des anneaux d’entiers algé-
briques par des exemples : 'anneau Z[i] des « entiers de Gauss » intervient au chapitre 2
dans le probleme des deux carrés (trouver tous els entiers qui sont somme de deux carrés),
et I'anneau Z[j] (ol j = €*™/3) dans le probleme de Fermat en degré 3, résolu par Euler.

Dans ce chapitre, nous allons introduire le « probleme de Fermat » général, et traiter
quelques cas assez simples : le degré 2, connu depuis 1’Antiquité, le degré 4 (résolu par
Fermat) et I’équation de Fermat dans CJt].

L’equation de Fermat générale est la suivante :

"yt =2"

Dans cette équation, n est un entier, supérieur ou égal a un, et le probleme qui se pose
est de trouver, pour n donné, toutes les solutions de cette équation, c¢’est-a-dire tous les
triplets (a, b, ¢) dans Z3 tels que a™+b" = ¢". Avant de dire quoi que ce soit sur ce probléme
particulier, remarquons qu’il garde un sens si on remplace Z par n’importe quel anneau (les
anneaux seront commutatifs et unitaires dans ce cours, sauf mention explicite contraire).
En effet, ’ensemble des solutions dans A%, pour un anneau A, est simplement I’ensemble
des zéros du polynome z™ + y™ — 2" dans A3.

Si ¢: A — B est un morphisme d’anneaux et (a, b, c) dans A une solution de I’équation
de Fermat de degré n ci-dessus, alors (¢(a), ¢(b), #(c)) dans B?® est également une solu-
tion de la méme équation. En fait, cette derniere propriété est vraie pour tout systeme
d’équations polynomiales a coefficients dans Z.

L’équation de Fermat est homogene : tous les monomes y intervenant ont méme degré.
Une autre facon de dire cela est : si A est un anneau, (a,b,c) dans A3 et \ dans A
non diviseur de zéro, alors (a,b,c) est une solution si et seulement si (Aa, Ab, Ac) 1'est.
Géométriquement, cela s’exprime en disant que I’ensemble des solutions est un cone, et
(au moins sur un corps) la propriété pour (a,b,c) d’étre une solution ne dépend que de
la « droite » A(a,b,c), donc que de 'image de (a,b,c) dans le « plan projectif » sur A.
En général, quand on considere des systemes d’équations polynomiales homogenes, on a
intérét a considérer les solutions dans I'espace projectif correspondant, car cela fait baisser
la dimension du probleme (c’est a dire, le nombre de variables) d’un.



L’homogénéité de I'équation de Fermat entraine également une relation entre les en-
sembles de solutions dans Z et dans @, que nous allons maintenant expliquer.

Pour 7 > 0, un élément (ay,...,a,) de Z" est dit primitif si pged(aq,...,a,) = 1. En
particulier, un élément primitif de Z" est non nul, et tout a non nul dans Z" est de la forme
da', avec d dans Z et o primitif (d est alors un pged des a;). Le groupe Z* = {1,—1}
des éléments inversibles de Z opere par homothéties sur ’ensemble Prim(Z") des éléments
primitifs de Z", et on nous noterons P(Z") le quotient Prim(Z")/Z*. Ceci est I'analogue sur
Z de la définition usuelle de 'espace projectif P(Q") := (Q"—{0})/Q*. Avec ces définitions,
on a la proposition suivante.

1.1.1 Proposition. L’inclusion de Prim(Z") dans Q" — {0} induit une bijection entre
P(Z") et P(Q").

En d’autres termes : « toute droite (sous-Q-espace vectoriel de dimension 1) de Q" contient
un élément de Prim(Z"), unique au signe pres ».

La vérification est laissée comme exercice; disons seulement que ’application inverse
est obtenue comme suit : pour a non nul dans Q", on prend un dénominateur commun d
des a;, c’est-a-dire un d dans Z non nul tel que les da; sont entiers, et on écrit da = ed’
avec e dans Z et o’ dans Z" primitif. (Une autre fagon de construire I’application inverse
est de montrer que pour a # 0 dans Q" l'intersection Q-a N Z" est un Z-module libre de
rang un, et d’en prendre les deux générateurs.)

Soit maintenant n > 1. Notons X l’ensemble des solutions primitives dans Z3 de
I'équation 2" + y" = 2", et Y 'ensemble des solutions non nulles dans Q* de I’équation
"+ y" = z". Le groupe Z* = {1, —1} des inversibles de Z opere par homothéties sur X,
et, de la méme facon, Q* opere sur Y. Soient X := X/Z* et Y := Y/Q* les quotients de
ces actions. Alors la proposition précédente implique que l'inclusion de X dans Y induit
une bijection de X vers Y.

1.2 L’équation de Fermat, degré 1.

Il n’y a pas grand-chose & dire. Pour tout anneau A, (a,b,c) dans A est une solution
si et seulement si ¢ = a + b. Autrement dit, nous avons une bijection de A? vers I'ensemble
des solutions, qui envoie (a,b) vers (a,b,a + b).

1.3 L’équation de Fermat, degré 2, sur Z.

Ici, nous suivons [Samuel, §1.2]. Il s’agit maintenant de 1’équation :

2?4yt =20
Les solutions (a, b, ¢) avec a, b et ¢ des entiers positifs et abc non nul, sont appelés triplets
pythagoriciens. Notons que de toute facon, (a,b,c) € Z* est une solution si et seulement si
tous les triplets (£a, £b, £¢) sont des solutions. Il nous suffit de trouver toutes les solutions
dans N3. Nous allons classifier les triplets pythagoriciens primitifs, a I’aide de la factorialité
de 'anneau Z. On procede par les étapes suivantes.
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1. Soit (a, b, c¢) un triplet pythagoricien. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) pged(a,b,c) =1,
(b) pged(a,b) =1,
(c) pged(a,c) =1,
(d) pged(b,c) = 1.
(En effet, si (a,b,c) est pythagoricien et si par exemple un nombre premier p divise
a et b, alors p divise a® + b%, donc ¢?, donc c.)

2. Soit (a,b,c) un triplet pythagoricien primitif. Alors ¢ est impair, et a ou b est pair
(pour le voir, on utilise que les carrés dans Z/4Z sont 0 et 1).

3. Soit (a, b, ¢) un triplet pythagoricien primitif avec b pair. On écrit

b.o c—ac+a
<§)_ 2 2

et l'on remarque que (¢ — a)/2 et (¢ + a)/2 sont entiers (a et ¢ sont impairs) et
premiers entre eux (l'idéal de Z qu’ils engendrent contient ¢ et a, donc 1). Comme
leur produit est un carré, on en déduit (parce que Z est factoriel et qu’ils sont positifs)
que ce sont des carrés : il existe u et v dans N, premiers entre eux, tels que 0 < u < v,
(c—a)/2 = u? et (c+a)/2 = v%. On en conclut que les triplets pythagoriciens primitifs
avec b pair sont les triplets

O<u<w
2 2 2 2 .
(v° —u®, 2uv,v° 4+ u”) avec u, v premiers entre eux

uv pair

(sans la derniere condition, v? — u? et v? + u? seraient pairs et (v — u?, 2uv, v? + u?)
ne serait pas primitif ; réciproquement, avec u et v premiers entre eux le seul nombre
premier qui puisse diviser v? — u? et v? + u? est 2, ce qui est exclu si uv est pair).

Une autre fagon de faire la liste de tous les triplets pythagoriciens est la suivante, que
I’on pourrait appeler « paramétrisation rationnelle du cercle ». A un triplet pythagoricien
(a,b,c) on fait correspondre le point (a/c,b/c) du cercle C' dans R? de rayon un et de
centre 0. Un point de C est dit rationnel si ses deux coordonnées sont rationnelles. En
considérant les droites passant par le point rationnel évident (—1,0), on montre que tout
autre point rationnel de C' est de la forme

(1 —9)/(1+1%),2t/(1+ %)),

avec t dans Q (¢ étant la pente de la droite considérée). En effet, pour ¢ dans R notons
D, la droite dans R? qui passe par (—1,0) et qui est de pente ¢, et notons (z(t),y(t)) le
deuxieme point d’intersection de D; avec le cercle C'. Alors t est rationnelle si et seulement
si (x(t),y(t)) lest (si (z(t),y(t)) est rationnelle, D; contient deux points rationnels, donc
sa pente est rationnelle, si t est rationnelle, le deuxieme point d’intersection est de la



forme (—1,0) + A(1,¢) avec A dans R solution d’une équation de degré deux a coefficients
rationnels et avec une racine rationnelle; un petit calcul donne la formule). En écrivant
t = u/v avec u et v des entiers premiers entre eux, on obtient de nouveau la classification
des triplets pythagoriciens primitifs obtenue plus haut.

1.4 L’équation de Fermat, degré n > 3, sur C[t].

En 1993, Andrew Wiles a montré qu’il n’y a pas de solutions non triviales a I’équation
de Fermat dans Z3, en tout degré > 3. Malheureusement, la démonstration est beaucoup
trop difficile pour étre expliquée dans ce cours. Pour ceux qui veulent voir comment cela
marche, voir par exemple le livre de Cornell, Silverman et Stevens [CSS], ou les deux exposés
au Séminaire Bourbaki par Serre et Oesterlé, en juin 1995, ou le numéro 22 du magazine
Quadrature, été 1995 (Editions du choix, Argenteuil). Signalons aussi que Kummer, au
19eme siecle, avait déja démontré le théoreme de Fermat pour de nombreux exposants
premiers.

Ce que nous pouvons faire avec les techniques a notre disposition, est résoudre ces
équations dans l’anneau CJt].

1.4.1 Théoréme. Soit n > 3 entier. Si a, b et ¢ dans C[t] satisfont a™ 4+ b™ = ¢" et sont
premiers entre eux (pged(a,b,c) = 1), alors a, b et ¢ sont de degré zéro, c’est a dire, sont
dans C.

Preuve. La méthode s’appelle « la descente infinie ». Supposons donc qu’il existe au
moins une solution non constante. Soit alors (a, b, ¢) une telle solution ou le maximum des
degrés de a, b et ¢ est minimal. Notons tout d’abord que a, b et ¢ sont non nuls, premiers
entre eux dans leur ensemble (vu la minimalité) donc premiers entre eux deux a deux
(méme argument que dans Z), et qu’au plus un d’entre eux est constant. On a :

a"=c" =" =[] (c—b).

¢n=1

Les facteurs ¢ — (b sont premiers entre eux deux a deux, car pour { # (' les polynomes
c¢— (b et ¢c—('b sont C-linéairement indépendants dans C[t], donc le sous-C-espace vectoriel
qu’ils engendrent contient b et ¢ qui sont premiers entre eux. Par la factorialité de CJt],
nous obtenons que les ¢ — (b sont des puissances n-iemes, a des inversibles pres. Mais les
inversibles sont les constantes non nulles, qui sont elles-mémes des puissances n-iemes. Il
existe donc des polynomes z, dans C[t] tels que

c—Cb=ux.

Comme les ¢ — (b sont premiers entre eux deux a deux, les x. le sont également. En
considérant les termes dominants de ¢ et de b, on voit qu’au plus un des z est constant.
Prenons maintenant n’importe quel triplet x, y, et z parmi les z, (c’est possible parce que



n > 3). Comme z", y™ et z" appartiennent au sous-espace de C[t] engendré par b et ¢, il y
a une relation linéaire non triviale parmi eux, disons :

az” + fy" = 2",

avec «, (3 et v dans C, non tous nuls. Mais comme chaque élément de C est une puissance
n-ieme, nous trouvons, en choisissant des racines niemes de «, (3 et 7, une relation :

n n__.n
Ty + Y = 2,

avec x1, y; et z; premiers entre eux deux a deux, non tous constants, et de méme degré
que z, y et z, respectivement. Mais cela contredit la minimalité en termes des degrés de la
solution (a, b, c) de départ. O

Avant de continuer, notons que nous avons utilisé que 'anneau C[t] est factoriel, et que
tout inversible de C[t] est une puissance n-ieme. Ce sont exactement ces deux propriétés qui
posent un probléme pour les anneaux Z[e*™/"]. Le défaut de factorialité de tels anneaux,
ainsi que leurs groupes multiplicatifs, seront étudiés plus tard dans ce cours. Signalons aussi
que la méthode qui a conduit a une preuve du théoreme de Fermat n’est pas d’étudier en
grand détail les anneaux Z[e?™/"], mais plutét des anneaux de la forme Z[z,y]/(y* =
23 + ax + 1), (c’est & dire, en langage géométrique, des cubiques planes ou « courbes

elliptiques »).

1.5 L’équation de Fermat, degré 4, sur Z.

Ici nous suivons [Samuel, §1.2]. Nous allons montrer plus précisément :
1.5.1 Théoréme. (Fermat) Soient x, y et z dans Z tels que z* +y* = 2. Alors xyz = 0.

Preuve. Raisonnons par 'absurde (en laissant les détails au lecteur). Soit (z,vy, z) dans
N3 avec 2t + y* = 22, xyz # 0, et z minimal. Pour obtenir une contradiction, on procede
par étapes :
1. z, y et z sont deux a deux premiers entre eux (vérifiez : attention, 1’équation n’est
pas homogene!).
2. L’équation dit donc que (22,2, 2) est un triplet pythagoricien primitif. Apres per-
mutation, si nécessaire, de x et y, on a x et z impairs, y pair. Il existe alors u et v
dans N, premiers entre eux, avec u > v, tels que :

12— 2 2
(2.2) v* = 2w
(2.3) 2z = u?+0%



3. La relation (2.1) dit que (z,v,u) est pythagoricien primitif; comme x est impair, il
existe a et b positifs et premiers entre eux tels que

(3.1) = = a®> -0
(32) v = 2ab
(3.3) u = a®+ b2
4. En combinant (2.2) et (2.3), on trouve
(y/2)* = uab

avec a et b premiers entre eux, et premiers avec u (car 2ab = v, premier avec u).
Comme en outre a, b et u sont positifs ce sont donc des carrés :

u=c* a=¢€’ b= f>
ce qui, reporté dans (3.3), donne ¢ = e* + f%. On a donc une nouvelle solution non
triviale (e, f,¢) de I’équation de départ. Pour arriver a une contradiction, il reste a
voir que ¢ < z : mais I’équation (2.3) implique z > u?, c’est-a-dire z > ¢! > ¢, d’out
la contradiction cherchée.

O



2 Les entiers de Gauss et le théoréeme des deux carrés.

2.1 Un peu d’arithmétique dans Z[i].

Le but de cette section est d’abord de comprendre comment se factorisent les nombres
premiers dans Zi], et d’appliquer le résultat pour déterminer quels entiers sont somme
de deux carrés. Les résultats de cette section se trouvent dans [Samuel, §5.6], mais y sont
démontrés de facon moins élémentaire.

Bien entendu, Z[i] désigne la sous-Z-algebre (c’est-a-dire le sous-anneau) de C engendré
par i, ¢’est-a-dire I’ensemble des nombres complexes de la forme P(i), pour P € Z[X]. Ses
éléments sont souvent appelés « entiers de Gauss ». On voit tout de suite que ce sont les
nombres complexes de la forme a+1ib, avec a et b entiers (en effet ceux-ci sont évidemment
dans Z[i], et ils forment déja un sous-anneau de C). Plus précisément :

2.1.1 Proposition. Notons A := Z][i].

(i) L’homomorphisme de Z[X| dans A donné par P +— P(i) induit par passage au
quotient un isomorphisme
ZIX]/(X?+1) = A,
En particulier, A est un Z-module libre de rang 2 (plus précisément, (1,i) est une
base de ce Z-module).
(ii) Le groupe des automorphismes de 'anneau A est {1d, o}, ot o désigne la conjugaison
complexe.

(iii) L’application « carré du module » induit une application, appelée « norme » :

N: A — N
z=a+ib — N(2):=z2Z=0a*+b*

(o1t a et b sont supposés entiers!). Cette application respecte la multiplication, et ’on
a N(z) =0 si et seulement si z = 0.

(iv) Pour z € A, on a I'équivalence :
z€ A< N(z) =1

On a A* = {+£1,+i}; c’est un groupe cyclique d’ordre 4.
(v) L’anneau A est euclidien (donc principal, donc factoriel).

Preuve. (i) Notons ¢ : Z[X]| — A ’homomorphisme en question. Il est clair que ¢ est
surjectif (par définition de A), et d’autre part p(X?+ 1) = 0, donc ¢ passe au quotient en
un morphisme surjectif d’anneaux @ : Z[X]/(X? 4+ 1) — A. Notons z la classe de X dans
ZIX]/(X?+ 1) Comme X? + 1 est unitaire, la division euclidienne par X2 + 1 dans Z[X]
montre que tout élément de Z[X]/(X? + 1) s’écrit de fagon unique sous la forme a + bz
(avec a et b entiers). Comme P est surjectif, on en déduit que tout z € A peut s’écrire
sous la forme z = @(a + bx) = a + ib; 'unicité de cette écriture est immédiate, et montre



en outre que @ est injectif, donc finalement bijectif. (Bien entendu, ces arguments peuvent
étre rendus complétement élémentaires : exercice!).

(ii) 11 est immédiat que o est un automorphisme de A; pour voir que c’est le seul (outre
l'identité), il suffit de remarquer qu'un automorphisme 7 est déterminé par 7(i) (en vertu
de (i)), et que l'on doit avoir 7(:)? = 7(i*) = 7(—1) = —1, donc 7(i) = =+i.

(iii) est immédiat et laissé au lecteur.

(iv) Comme N(1) =1 et que N respecte la multiplication, si z est inversible dans A alors
N(z) est inversible dans N donc égal a 1. Réciproquement si z € A vérifie N(z) = 1, alors
2Z =1 donc z € A* (avec pour inverse zZ = o(2)).

En conséquence, A* est ’ensemble des z = a +ib avec a et b dans Z et a®> +b* = 1; on
en déduit immédiatement que A* = {£1, £i}.
(v) Montrons que l'application N : A — N est une « jauge euclidienne », c’est-a-dire que :

(a) pour tout z € A, on a N(z) =0 si et seulement si z = 0;

(b) pour tous a et b € A avec b # 0, il existe ¢ et r dans A tels que a = bg + r et
N(r) < N(b).

La premiere assertion a déja été vue. Pour la seconde, considérons le nombre complexe
z = a/b. Les conditions ci-dessus s’écrivent z = ¢ + (r/b) et |r/b| < 1. 1l s’agit donc de
trouver (étant donné z € C) un élément g de A tel que |q — z| < 1, ce que le lecteur fera a
I'aide d'un dessin (en fait on peut trouver g tel que |q — z| < v/2/2). O

Vu l'assertion (v) ci-dessus, la question naturelle qui se pose est de trouver les éléments
irréductibles (ou « premiers ») de A. La réponse est fournie par le théoreme suivant (ol
'on pose encore A = Z[i]) :

2.1.2 Théoréme. (1) Soit p un nombre premier. Alors :
(i) sip=2,alorsp= (1+1i)(1—1i) =14 (1 —14)%; de plus 1 — i est irréductible dans A, de
norme 2 (et il en est de méme de 1 + i, qui lui est associé) ;
(ii) sip = —1 (mod 4), alors p est irréductible dans A (de norme p?);
(iii) sip =1 (mod 4), alors p = 77w, ou m € A et son conjugué 7 sont irréductibles de
norme p, et non associés entre eux.

(2) Inversement, tout élément irréductible de A est :

(a) soit associé a 1 —i (et de la forme +1 + i), et de norme 2 ;
(b) soit associé a un nombre premier p = —1 (mod 4), et de norme p?;
(c) soit de norme p, nombre premier congru a 1 modulo 4, et associé a un élément 7

comme en (iii) ci-dessus.

Preuve. (On rappelle que deux éléments x et y de A sont associés sl existe u € A* tel
que y = ux.)

(1) Remarquons que si z € A et si N(z) est un nombre premier, alors z est irréductible :
ceci résulte des assertions (iii) et (iv) de 2.1.1.

(i) est immédiat.
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Pour montrer (ii) et (iii), on remarque d’abord que (puisque A est principal) un élément
b non nul de A est irréductible si et seulement si I'anneau A/bA est un corps. Or il résulte
de 2.1.1 (i) que, si b € Z, on a A/bA = F,[X]/(X? 4 1). On a alors le résultat bien connu
suivant (voir cours de licence) :

2.1.3 Lemme. Soit p un nombre premier impair. On a alors les équivalences :

p=1 (mod4) < —1estuncarrédansZ/pZ << X?+1 n'est pas irréductible
dans (Z/pZ) [ X]. O

Revenons & 2.1.2, et montrons (ii) : d’apres le lemme, si p = —1 (mod 4), alors 'anneau
A/pA est un corps (puisque X2+1 est irréductible dans F,[X]), donc p est bien irréductible.

(iii) Si p = —1 (mod 4), alors, toujours d’apres le lemme, X2 + 1 a une racine « dans F,
(et en fait deux racines distinctes), d’ott un morphisme d’anneaux

0: A2 Z[X]/(X?*+1) — T,

envoyant la classe de X (c’est-a-dire I’élément ¢ de A) sur «, et de fagon générale la classe
d’un polynéme P sur P(«). Ce morphisme est évidemment surjectif (car son image contient
1, qui engendre F, comme groupe additif).

Comme A est principal le noyau de ¢ est engendré par un élément 7, et ce noyau
contient évidemment p de sorte que m divise p dans A. Ecrivant p = 7', on remarque
que :

— p> = N(p) = N(7) N(r') dans N;

— 7 n’est pas inversible (sinon ker ¢ = A, absurde) donc N(m) # 1;

— 7' n’est pas inversible : sinon on aurait ker p = p A, mais |A/ ker p| = |F,| = p, alors

que |A/p A| = p? d’apres 2.1.1 (i) par exemple. Donc N(7') # 1.
La seule possibilité est donc que N(w) = N(n') = p (de sorte que 7 est irréductible, mais
on le savait déja puisque A/m A est isomorphe a F,). En outre, vu la définition de la norme,
ceci donne 77 = p, comme annoncé en (iii). Il reste & voir que 7 et T ne sont pas associés :
pour cela, on écrit ™ = a + ib avec a et b entiers et a® + b? = p, et on suppose que T = u
avec u € {1, i} (utilisant 2.1.1 (iv)) : il suffit d’éliminer les quatre cas, ce que le lecteur
fera bien tout seul.

Montrons la partie (2) de 1'énoncé. Soit a@ € A irréductible. Bien entendu, « divise
(dans A) 'entier N(«) = a@, qui est > 1 puisque « n’est pas inversible (cela fait partie de
la définition d’un irréductible). Donc N («) est un produit (non vide) de nombres premiers ;
comme « est irréductible et que A est factoriel, o divise I'un de ces facteurs; appelons-le
p. En particulier N(«a) divise N(p) = p* (et est # 1, rappelons-le).

Si « est associé a p, alors p est irréductible dans A et 'on est dans le cas (b) de I’énoncé.

Sinon, N(«) divise strictement p* donc est égal & p, et 1'on est dans le cas (a) ou le cas (c).
0J

2.1.4 Remarque. Pour un nombre premier p, considérons I'anneau A/pA :
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— il est isomorphe, comme anneau, & F,[X]/(X? + 1) (et, comme groupe abélien, a
2?/pZ* = (Z/pZL)*);

— si p=—1 (mod 4), on a vu au cours de la démonstration que A/pA est un corps (a
p? éléments, d’apres ce qui précede) ;

—si p=1 (mod 4), soient +a les deux éléments de carré —1 dans F,, : alors on a un
isomorphisme d’anneaux

A/pA—T, xF, (anneau produit)

envoyant la classe de ¢ sur (a, —a);
—sip=20onaA/pA 2 FX]/(X2+1) = Fo[X]/((X + 1)?) & Fy[Y]/(Y?) (ot le
dernier isomorphisme envoie X sur Y — 1).
Le cas p = 2 est donc le seul ou A/pA ne soit pas réduit (c’est-a-dire admette un élément
nilpotent non trivial, en 'occurrence la classe de 1 — 7).

2.2 Le théoreme des deux carrés.

Sin et un entier et p un nombre premier, on note v,(n) 'exposant de p dans la décom-
position de n en facteurs premiers. (Cette notation sera généralisée plus loin, cf. 3.3.1).

2.2.1 Théoréme. Un nombre premier p est la somme de deux carrés (d’entiers) si et
seulement sip =2 oup =1 (mod 4) (Fermat).

Un entier positif n est somme de deux carrés si et seulement si v,(n) est pair pour tout
nombre premier p qui est —1 modulo 4.

Preuve. Bien entendu, n € N est somme de deux carrés si et seulement si n est la norme
d’un élément de A = Z[i]. On en déduit immédiatement la premiere assertion (le cas ol n
est premier), compte tenu du théoréeme 2.1.2.

Soit n dans N, non nul. Supposons d’abord que v,(n) est pair pour tout nombre premier
p = —1 (mod 4). Alors, d’apres 1'assertion précédente, n est produit de sommes de deux
carrés. Or, dans tout anneau commutatif, ’ensemble des sommes de deux carrés est stable
par produit, en raison de 'identité

(a® 4 b*)(c* 4+ d*) = (ac — bd)* + (ad + bc)?

(que I'on retrouve facilement en écrivant « formellement » a® + b* = (a + ib)(a — ib), etc.).
Donc n est bien somme de deux carrés.

Réciproquement, supposons que n = a® + b* avec a et b dans Z. On a donc n = N(«)
avec a = a+bi € A. Comme A est factoriel, o est de la forme um ... 7w, avec u € A et les
7; irréductibles dans A. Comme N(u) = 1,onan = N(m)... N(m,). Mais une conséquence
de 2.1.2 est que chaque N (;) est soit 2, soit un nombre premier = 1 (mod 4), soit le carré
d’un nombre premier = —1 (mod 4), d’ou la conclusion. [l
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On verra en TD un algorithme efficace pour trouver une factorisation dans Z[i] d'un
nombre premier p = 1 (mod 4). Cet algorithme est assez simple, et utilise des particularités
de Z[i] (étre engendré par une racine de I'unité d’ordre 4, et étre euclidien). Dans des cas
plus généraux, signalons qu’il existe des algorithmes efficaces pour factoriser des polynomes
sur les corps finis (algorithme de Berlekamp) et pour trouver des éléments courts dans des
réseaux (LLL : Lenstra-Lenstra-Lovész) ; pour ces algorithmes, voir [Cohen].

2.2.2 Théoréme. (Lagrange) Tout n dans N est somme de quatre carrés.

Pour la preuve, que nous ne donnerons pas ici par manque de temps, voir [Samuel, §5.7].
L’idée de la preuve est la méme que celle du théoreme des deux carrés, mais on remplace
Z[i] par un sous-anneau convenable de la Q-algebre (non commutative) des quaternions :
Qe Qi ®Qj & Qk, avec i2 = j2 = k2 = —1, et ij = —ji = k. Cette Q-algebre est une
algebre a division : tout élément non nul admet un inverse. Le sous-anneau Z & Zi B Z,j B Zk
ne suffit pas car il n’est pas « euclidien » (il est facile de vérifier qu’il n’est pas euclidien
pour la norme euclidienne). Le sous-anneau (« ordre ») que l'on prend est celui engendré
par i, j, k et (1+i+ j+ k)/2. Une fagon d’écrire cet ordre est :

{la+bi+cj+dk)/2|a,b,c,d € Z,a=0b=c=dmod 2}.
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3 Le « théoreme de Fermat » en degré 3.

3.1 Introduction.

Nous allons démontrer dans ce chapitre le

3.1.1 Théoréme. (Euler) Soient a, b, ¢ entiers vérifiant a® + b* = 3. Alors abc = 0.

Ce résultat ne figure pas dans [Samuel|. Nous suivons [I-R, §17.8]. La méthode est la méme
que dans le cas des polynomes (1.4.1) : factoriser apres adjonction des racines cubiques
de I'unité, et descente infinie. Nous commencons par quelques résultats sur le sous-anneau
A = 7Z]j], avec j*> + j + 1 =0, de C; on observera I’analogie avec 2.1.1.

3.2 Un peu d’arithmétique dans Z|j].
On note j le nombre complexe

e R T
ji=————=c¢ :
2

On rappelle que j est une racine cubique primitive de l'unité, et est racine du polynome
X%+ X +1. (En particulier, j2 = (—1—1i+/3)/2 est & la fois le carré, I'inverse et le conjugué
de j : il est souvent utile de s’en souvenir dans les calculs). On note A = Z[j] le sous-anneau
de C engendré par j. En utilisant la relation j2 = —1 — j, on voit tout de suite que A
est aussi I’ensemble des nombres complexes de la forme a + bj, avec a et b entiers. Plus
précisément :

3.2.1 Proposition. (i) L’homomorphisme de Z[X] dans A donné par P +— P(j) induit
par passage au quotient un isomorphisme

ZIX]/(X?+ X +1) = A,

En particulier, A est un Z-module libre de rang 2 (plus précisément, (1,j) est une
base de ce Z-module).

(ii) Le groupe des automorphismes de 'anneau A est {1d, o}, ou o désigne la conjugaison
complexe.

(iii) L’application « carré du module » induit une application, appelée « norme » :

N: A — N
z=a+bj — N(z2):=z2z=da*—ab+ 1’

(ot1 a et b sont supposés entiers!). Cette application respecte la multiplication, et I'on
a N(z) =0 si et seulement si z = 0.
(iv) Pour z € A, on a I’équivalence :

z€ A" < N(z) =1

On a A* = {£1,4j,+5%}; c’est un groupe cyclique d’ordre 6.
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(v) L’anneau A est euclidien (donc principal, donc factoriel).

Preuve. La plupart des arguments sont entierement analogues a ceux de 2.1.1; nous
laissons donc les détails au lecteur. Pour le calcul de A* dans (iv), le plus simple est de
remarquer que a + bj = (a — (b/2)) + ibyv/3/2 de sorte que si |a + bj| = 1 on a |b] < 1
d’ou b € {0, £1}. Pour (v) on montre encore que la norme est une jauge euclidienne, par
le méme argument que dans 2.1.1(v). 0

Comme A est principal, on peut se poser, comme pour Z[i], le probleme de trouver les
irréductibles de A. Nous ne le ferons pas ici; nous aurons seulement besoin d’un élément
irréductible particulier, tres analogue a I'élément 1 — i de Z[i] :

3.2.2 Proposition. L'élément A := 1 — j de A est premier, et le quotient A/AA est un
corps a trois éléments. Une factorisation de 3 dans A est la suivante : 3 = —j2)\2.

Preuve. La relation 3 = —52)\? est immédiate ; d’autre part on a N(\) = 3, donc \ est
premier et A/AA est un corps.

Dans [F3, I’élément 1 est racine (double) du polynéme X2 + X + 1, d’ott un morphisme
d’anneaux A = Z[X]/(X? + X + 1) — [F3, envoyant j sur 1 et donc A sur 0, d’olt un
morphisme A/AA — F3, évidemment surjectif donc bijectif puisque A/AA est un corps et

F3 # {0}. O

Faisons quelques exemples de factorisation dans A. Factorisons par exemple 347 et 4—.
D’abord, N(3+4j) = 32—3+1 = 7 est premier, donc 3+ est premier, ainsi que 3 + j = 2—3.
La factorisation de 4 — j est plus intéressante. On a N(4 —j) =4*+4+1=21=3-7. On
essaie alors de diviser 4 — j par un élément de norme 3, par exemple 1 — 7. On trouve :

d—j A—j1—3% 4-452—j+1
1—j 1—j51—352 3

=3+

Comme 3 + j est premier, on a la factorisation 4 — j = (1 — 7)(3 + j) en éléments premiers

de A.
3.2.3 Lemme. Les cubes dans A/9A = A/\* A sont 0, +1, +)3.

Preuve. On calcule dans A = A/9A. On remarque d’abord que, pour z et y dans A, on
a (z + 3y)® = 2 : autrement dit, 2% ne dépend que de la classe de x modulo 3, ou, ce qui
revient au méme, modulo \2.

D’autre part, comme A/AA = Fj, tout élément de A est de la forme € + Aa, avec
e € {0,41} et a € A. En recommencant avec a, on en déduit que tout z € A est congru
modulo A\? & un € + A&’ avec ¢ et €' dans {0, £1}; il suffit donc de voir que

V(e, &) € {0,£1}2, on a (e + \')* € {0, £1, £\*}.
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C’est clair si € = 0 ou si &’ = 0. Sinon, on développe :

(e4+X)? = 3 +3X2e + X3 (formule du bindme, et 3% = 0 dans A)
= e+3Xe+ N3¢ (e,e" € {£1})
= e+ (BA+ )¢

et un calcul immédiat donne 3\ + A\* = 3 A2 qui est nul dans A, d’out (¢ + \e')? = ¢, cqfd.
]

3.3 Preuve du théoréeme.

Nous allons montrer un résultat plus fort, en travaillant dans A = Z[j] au lieu de Z et
en introduisant une « inconnue » inversible dans I’équation ; cela est nécessaire pour faire
fonctionner la descente infinie (qui se fera cette fois en termes de divisibilité par \).

3.3.1 Notation. Soit A un anneau factoriel, a dans A non nul, et p dans A premier.
Nous notons alors v,(a) le nombre de facteurs p dans la décomposition de A en facteurs
irréductibles.

En d’autres termes, on a v,(a) = max{r € N | p" divise a}, et a s'écrit a = p»@d’,
avec a’ € A non divisible par p (et donc premier a p).

3.3.2 Théoreme. Supposons que x, y et z sont dans A et que u est dans A* tels que
23+ y? = uzd. Alors xyz = 0.

Preuve. Parl’absurde. Supposons donc donnés z, y, z dans A et u dans AX, avec 2341 =
uz® et xyz # 0. Par 'argument habituel, nous pouvons supposer que x, y et z sont deux &
deux premiers entre eux.

Montrons que A|zyz, et que si Alzy, alors u = £1. Supposons donc que A|zy. Alors A
ne divise pas uz3, donc on a +1 = +u dans A/A3A. Cela veut dire que A3 divise u — 1 ou
u+ 1. Il en résulte que u = 1. (Par exemple, on peut utiliser que |u £ 1] < 2 tandis que
|A%| = 3v/3 > 2.) Nous avons donc montré la deuxieme assertion. Montrons la premiere.
Supposons que A ne divise pas zyz. Alors {z3 4?23} C {1, -1} dans A/A*A. Mais alors
on au = +2 dans A/A\*A. Cela veut dire que \* divise u—2 ou u+2. Mais 1 < |u+2| <3
tandis que |\*| =9, ce qui est une contradiction.

Ceci nous ramene au cas oil nous avons , ¥, z et u dans A, avec u dans A*, x®+1° = uz?,
et Alz. Nous allons maintenant produire un tel quadruplet (', v/, 2/, u') avec vy (2') < vA(2);
ce sera la contradiction cherchée. Allons-y.

Notons tout d’abord que les classes de z® et y* dans A/\*A sont deux cubes inversibles
(car x et y sont premiers avec A) donc égaux a +£1 d’apres 3.2.3. Comme leur somme est
divisible par A3 (puisque 23 + y3 = u2?), cette somme est nulle. Donc A*|uz®, donc A\?|z.
Nous écrivons maintenant :

(z+y)(x+ jy) (@ + j°y) = 2° + y* = u®.

16



Comme A%|uz3, au moins un des facteurs de gauche est divisible par A\?; en remplacant y
par jy ou j%y si nécessaire, on a \?|(x + y) (notons que ces substitutions ne changent pas
z, ce qui est important pour notre argument).

Montrons qu’alors vy(z + jy) = va(z + j%y) = 1. Pour z + jy par exemple, on écrit :

r+jy=@+y)+(G-Dy=(r+y)— Ay

et on remarque que puisque vy(z +y) > 2 et v \(Ay) = 1, le troisieme membre est divisible
par A mais pas par A\?; le calcul de vy (z + j%y) est analogue (cet argument de « valuation »
est typique!). Nous avons donc :

u(z+y) =3u(z) =2, wlz+jy) =1, ul(z+5%y) =1

Le fait que det(] j) = —A montre que (z + y)A + (z + jy)A = AA, et de méme on trouve
que x + vy, r + jy et x + j2y ont, deux & deux, A\ comme pged. La factorialité de A donne
Iexistence d’éléments «, 5 et v de A qui sont premiers a A\ et premiers entre eux deux a
deux, et d’éléments u, us et us de A*, tels que :

zH+y=u X203 p 4y =u A3, 4%y =us At

La combinaison linéaire avec coefficients 1, j et 52 de ces trois équations, divisée par ),
donne :
3ur(2)-3 3 | 3, 22 3
0= ug A& 303 4 juy 33 + j2ug S

On pose maintenant z1 := f3, y1 := 7, et z; := A&~ Alors on a, avec ; et €5 dans A*
convenables :
3 3 3

Comme A\3|2? (car vy(z) > 2), on ae; = +1 dans A/N*A, ce qui montre que ; = +1 (dans
A). En remplacant y; par —y; si nécessaire, on obtient donc :

3, 3 3
r) + Y = €227,

avec vy(z1) = va(z) — 1. O
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4 Anneaux des entiers dans les corps de nombres.

4.1 Eléments entiers.

Maintenant que nous avons vu quelques applications non triviales de 'arithmétique
dans des anneaux tels que Z[i] et Z[j], nous allons introduire de tels anneaux dans tous les
corps de nombres. Par corps de nombres, on entend extension finie de Q.

4.1.1 Définition. Soit A — B un morphisme d’anneaux. Un élément b de B est dit entier
sur A 8’il existe n > 1 et des a; dans A, 0 < i < n, tel que :

"+ a1 b+ a4 ap =0,

autrement dit, si b est « racine d'un polynome unitaire a coefficients dans A ».
On dit que B est entier sur A si tout élément de B est entier sur A.

4.1.2 Exemples et remarques.

1. Il est clair que les éléments de A (ou plutot de son image dans B) sont entiers sur A.

2. Dans la plupart des applications, le morphisme A — B est injectif. On peut d’ailleurs
souvent se ramener a ce cas : il est clair en effet que b € B est entier sur A si et
seulement si il est entier sur I'image de A dans B.

3. Si ¢ : B — B’ est un morphisme de A-algebres, et si b € B est entier sur A, il est
clair que ¢(b) est entier sur A (il est annulé par tout polynéme qui annule b).

4. Si A — B est une extension de corps, on retrouve simplement la notion d’élément
algébrique sur A.

5. Le cas le plus important dans ce cours est celui ou A = Z et ou B = K est une
extension (qui sera souvent finie) de Q. Dans ce cas, l'ensemble des éléments de K
entiers sur Z sera noté Ky, et appelé l'anneau des entiers de K (on rencontre plus
couramment dans la littérature la notation Og); nous allons voir bientét que c’est
bien un sous-anneau de K.

6. Les éléments de Cyz sont appelés les entiers algébriques. Par exemple, v/2 et i sont
des entiers algébriques, mais e et 1/2 n’en sont pas (pour 1/2, voir 4.1.3 ci-dessous).

4.1.3 Exemple. Montrons que Qz = Z. Il est évident que Q7 contient Z. Soit a dans Qz,
et écrivons a = n/m, avec n et m entiers premiers entre eux, et m # 0. Prenons f dans
Z[X] unitaire tel que f(a) = 0. Ecrivons f = X" +a,_; X" ' +--- + ag. Cela donne :

n" 4 a0 tm A4+ agm” = 0.

Supposons qu’un nombre premier p divise m. Alors p divise a,_in" " tm + - - -+ agm”, donc
n”, donc n, ce qui contredit que n et m sont premiers entre eux. Il en résulte que m = +1
et que a est dans Z.
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4.1.4 Proposition. Soit A — B un morphisme d’anneaux. Pour b dans B, les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) b est entier sur A;
) la sous-A-algébre A[b] de B est un A-module de type fini;
(iii) il existe une sous-A-algébre C' de B, contenant b, et de type fini en tant que A-module ;
) il existe un sous-A-module M de B, de type fini, contenant 1 et stable par multipli-
cation par b (i.e., tel que bM C M ).
(v) il existe un sous-A-module M de B, de type fini, contenant un élément régulier de
B, et stable par multiplication par b.

Soit B' I’ensemble des b dans B qui sont entiers sur A. Alors B’ est une sous-A-algébre
de B.

Preuve. Rappelons qu'un élément z d’un anneau R est dit régulier (ou « non diviseur
de zéro ») si la multiplication par z dans R est injective.

Montrons que (i)=-(ii). Soit f dans A[z] unitaire, tel que f(b) = 0. Alors le sous-anneau
A[b] de B est I'image du morphisme de A-algebres A[z] — B qui envoie x vers b. Comme
[ est unitaire, on peut diviser avec reste par f dans A[z], ce qui montre que le A-module
Alz]/(f) est libre de base (1,z,...,2" '), n = deg(f). Il en résulte que A[b] est engendré,
en tant que A-module, par 1, b,..., "1, (Bien s, ceci se voit également en notant que
dans A[b] les b™ avec m > n sont combinaisons linéaires des b* avec k < m, donc des b
avec k < n).

(ii)=-(iii) : on peut prendre C' := A[b].

(iii)=(iv) : on peut prendre M := C.

(iv)=(v) : on peut prendre « M := M ».

Montrons finalement que (v)=-(i). Soit donc M un sous-A-module de B, de type fini,
contenant un élément régulier, et stable par multiplication par b. Soient n > 0 et mq,...,m,
des générateurs de M. Pour tout i, bm; s’écrit comme ) ; Cigm;, avec les ¢;; dans A.
Notons N la matrice bl,, — (¢; ;) a coefficients dans A[b]. Les relations ci-dessus se résument
en ’égalité suivante dans le A[b]-module M™ :

my
m
N| =0

my

Le lecteur vérifiera que les regles habituelles du produit de matrices s’étendent a ce
contexte ; en particulier, si U € M,,(A[b]) on a encore

UN = 0.



Si 'on prend pour U la transposée de la comatrice de N, on a U N = (det N)I,,, et I'on
déduit donc de ce qui précede que (det N)m; = 0 pour chaque i. Donc M est annulé
par det N puisque les m; I'’engendrent. Comme M contient un élément régulier, on a donc
det N = 0. Mais la définition de N montre que det N = P(b) ol P est unitaire a coefficients
dans A (en fait P est le polynome caractéristique de (¢;;)), d’ou (i).

Montrons maintenant le deuxieme énoncé. Il faut donc montrer que B’ est une sous-A-
algebre de B. Soient donc by et by dans B’. Alors la sous-A-algebre A[by, by] de B engendrée
par by et by est un A-module de type fini (car engendré par les bib} avec 0 < i < n et
0 < j < m si by et by sont racines de polynomes unitaires a coefficients dans A de degrés
n et m respectivement). L’équivalence entre les conditions (i) et (iii) montre alors que tout
élément de A[by, by est entier sur A. O

4.2 Fermeture intégrale, cloture intégrale.

4.2.1 Lemme. Soient A — B — C des morphismes d’anneaux, avec B entier sur A et C
entier sur B. Alors C' est entier sur A.

Preuve. Soit x € C'. Comme C' est entier sur B, on a une relation de la forme
2" 4 bz 4+ by =0,

avec les b; dans B. Notons que la sous-A-algebre Afby, ..., b,—1,2] de C est de type fini en
tant que A-module, car engendré par des monomes bgo bl avec tous les exposants
bornés (pour deux éléments, ’argument a déja servi dans la preuve de la derniére assertion
de 4.1.4). Le critere d’intégralité 4.1.4 (iii) implique alors que x est entier sur A, cqfd. O

4.2.2 Définition. Soient A un anneau et B une A-algebre. La sous-A-algebre de B formée
des éléments entiers sur A (cf. 4.1.4) est appelée la fermeture intégrale de A dans B; c’est
aussi le plus grand sous-anneau de B qui est entier sur A.

Supposons A intégre, de corps des fractions K : on appelle cloture intégrale de A la
fermeture intégrale de A dans K.

On dit qu'un anneau A est intégralement clos s’il est integre et égal a sa cloture
intégrale.

4.2.3 Exemple. Sik est un corps, le sous-anneau A = k[T?,T°] de k[T (égal a 'ensemble
des polynomes dont le terme en 7" est nul) est integre, mais non intégralement clos : son
corps des fractions est k(T'), et 'élément T est entier sur A (car racine de X2 —T? € A[X])
et n’est pas dans A. Par contre, k[T] est intégralement clos : c’est un cas particulier de
4.2.4 (i) ci-dessous.

4.2.4 Proposition. (i) Tout anneau factoriel est intégralement clos.

(ii) (« transitivité de la fermeture intégrale ») Soient A — B — C des morphismes
d’anneaux. Soient Ay la fermeture intégrale de A dans B, et A, la fermeture intégrale
de Ay dans C. Alors A, est la fermeture intégrale de A dans C'.
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(ili) Soient K un corps et A un sous-anneau de K. La fermeture intégrale de A dans K
est un anneau intégralement clos.

(iv) Soient K un corps et A un sous-anneau de K. Pour que A soit intégralement clos, il
faut et il suffit que la propriété suivante soit satisfaite : « tout élément de K entier
sur A et quotient de deux éléments de A appartient a A ».

Preuve. (i) Exercice : répéter 'argument donné pour Z en 4.1.3.

(ii) Soit A} la fermeture intégrale de A dans C'. Alors A}, est entier sur A, et a fortiori sur
Ay, donc A}, C A,. Réciproquement, A, est entier sur A; qui est entier sur A. Donc A, est
entier sur A d’apres 4.2.1, d’ou Ay C Aj,.

(iii) Soit A’ la fermeture intégrale de A dans K. Il est clair que A’ est integre (comme sous-
anneau de K'). Son corps des fractions F' s’identifie a un sous-corps de K, donc la cloture
intégrale A” de A’ peut étre vue comme un sous-anneau de K (la fermeture intégrale de
A’ dans F'). Par construction, A” est entier sur A’, donc sur A d’apres 4.2.1; comme c’est
un sous-anneau de K il est contenu dans A’, donc lui est égal.

(iv) 11 suffit de remarquer que le sous-ensemble de K formé des quotients a/b avec a € A
et b € A* s’identifie canoniquement au corps des fractions de A. O

4.3 Le cas des corps quadratiques.

Commencgons par quelques rappels sur les extensions quadratiques (c¢’est-a-dire de degré
2) d’un corps. Si K est un corps et L une extension quadratique de K, alors L est engendrée
par n'importe quel élément x € L\ K, de sorte que L = K[X]/(P) oun P € K[X] est
unitaire de degré 2 et irréductible (ce qui, en degré 2, équivaut a « sans racine dans K »).
Inversement, tout polynome P de ce type définit une extension quadratique de K.

Un cas particulier important est celui d'un polynome de la forme X? —d, ot d € K
n’est pas un carré; ’extension correspondante sera alors notée

K(Vd) = K[X]/(X? - d)
et la classe de X dans cette extension sera notée vd. Supposons K de caractéristique
différente de 2, et soit P = X? + bX + ¢ € K[X]. Le calcul habituel montre alors que :

P a une racine dans K < A := b?> — 4¢ est un carré dans K

(lecteur, ou utilise-t-on I’hypothese sur la caractéristique?). En particulier, si P est ir-
réductible, alors A n’est pas un carré dans K, et en est un dans L = K[X]/(P) (ou P
a une racine) ; explicitement, A = (2x + b)? ol x est la classe de X. On en déduit que
L= K(A).

Pour d € K non carré et r € K*, il est immédiat que K(vd) = K(v72d) (il y a en fait
deux isomorphismes, envoyant v/d sur ir*1M). Inversement, soient d et d’ dans K, non
carrés, tels que K (v/d) = K(v/d'). Alors d' est un carré dans K (v/d) : on a d' = (u+v+/d)?
avec u et v dans K, ce qui donne immédiatement en développant que 1'on a soit v = 0 et
d' = u? (exclu puisque d’ n’est pas un carré), soit u = 0 et d’ = dv>.

Nous avons donc établi :
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4.3.1 Théoreme. Soit K un corps de caractéristique différente de 2.

(1) Toute extension quadratique L de K est isomorphe & K(v/d), pour un élément d € K
qui n’est pas un carré.

(2) Les extensions K (v/d) et K(v/d') de K sont isomorphes si et seulement si d’ est de la
forme r*d, pour unr € K*.

(3) Pourd € K non carré, les automorphismes de K (v/d) sont I'identité et la « conjugaison »
envoyant v/d sur —d. U

Passons maintenant au cas ou K = Q. Il faut d’abord s’attarder un peu sur les notations.
Si d est un rationnel qui n’est pas un carré, alors I’équation X? = d admet deux racines
(opposées) dans C, qui sont réelles si d > 0. Le malheur est que, dans ce dernier cas, il est
d’usage de désigner la racine positive de cette équation par le symbole Vd, de sorte que le
sous-corps de R engendré par cette racine se note également @(\/c_l) Il se trouve d’ailleurs
que ce sous-corps (notons-le provisoirement Q(v/d)’) est également engendré par I'autre
racine, puisque celle-ci est —v/d. C’est donc en fait I'unique sous-corps de C isomorphe &
Q[X]/(X? — d). Tl n’est donc pas trop génant de le noter encore Q(v/d). Mais si l'on a
besoin de fixer un isomorphisme de Q(v/d) avec Q(v/d)' il faut préciser lequel, ¢’est-a-dire
choisir une racine dans C de I’équation X? = d.

Sid < 0, on désignera encore par @(\/E) le sous-corps de C engendré par I'un quelconque
des deux nombres complexes £iv/—d. Par contre le symbole v/d n’a, rappelons-le, pas de
sens dans C (alors qu’il en a un dans le corps Q[X]/(X? — d)).

Nous dirons qu'un entier d est sans facteur carré sil (est non nul et) n’est pas divisible
par le carré d'un entier > 1. Il revient au méme (exercice) de dire que d est, au signe
pres, produit d’une famille finie (éventuellement vide) de nombres premiers distincts. On
en déduit (exercice encore!) le lemme suivant :

4.3.2 Lemme. Tout rationnel non nul x s’écrit de facon unique sous la forme
r=r%d
ou r est un rationnel positif et d un entier sans facteur carré. [l

Noter aussi qu'un entier sans facteur carré et différent de 1 n’est jamais un carré dans
Z (ni, ce qui revient au méme, dans Q).

4.3.3 Théoréme. Soit K une extension quadratique de Q (ou « corps quadratique »). II
existe un unique entier d # 1 sans facteur carré tel que K = Q(\/&)
Pour d # 1 sans facteur carré, I'anneau des entiers de Q(v/d) est donné par :

 (ziva) sid#1 (mod 4)
UV = {z[a FVAd)/2] sid=1 (mod4).

Dans le premier cas, (1,7/d) est une Z-base de Q(v/d)z. Dans le deuxiéme, (1, (1++/d)/2)
est une Z-base de Q(\/a)z.
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Preuve. La premiere assertion résulte du théoreme 4.3.1 et du lemme 4.3.2.
Fixons d # 1 sans facteur carré. Il est clair que v/d est entier sur Z, et sid = 1 (mod 4)

il en est de méme de 1+2\/3 qui est racine du polynéme X2 — X + 1%‘1. Donc @(\/E)Z contient
I’anneau donné dans 1'énoncé.

Inversement, soit z = a + bv/d dans Ky (avec a et b dans Q). Si o désigne I’automor-
phisme non trivial de Q(v/d), on a o(x) = a — bv/d (cf. 4.3.1(3)). Comme o est un auto-
morphisme, on a 0(Kz) = Kz et donc o(z) € Kz. Donc 2+ o(x) = 2a et xo(x) = a® — db*
sont entiers sur Z; comme ils sont dans Q, ils sont dans Z. En résumé :

2a€Z, a*—db*eZ.

En particulier, cela implique que 4db* est dans Z. On en déduit que 20 est dans Z (car d
est sans facteur carré). Ensuite, on distingue les trois cas d = 1, —1 et 2 modulo 4, et on
trouve (en réduisant modulo 4) que x est bien de la forme souhaitée (il est utile de noter
que (2a)? — d(2b)? est dans 47); les détails sont laissés au lecteur. O

4.3.4 Exemples. L’anneau des entiers de Q(v/2) est Z[v/2]; celui de Q(1/5) est Z[%g]
L’anneau des entiers de Q(i) est ’anneau des entiers de Gauss Z[i]. Celui de Q(i v/3)
est Z[HHV3] = 7[5,
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5 Norme, trace, polynome caractéristique.

5.1 Définitions, premieres propriétés.
5.1.1 Notations.

Dans ce paragraphe, on désigne par A un anneau, et par B une A-algebre qui est libre
de rang fini en tant que A-module; on note n ce rang.
Pour tout b € B, on a une application A-linéaire

w: B — B
y — by.

Noter que i, est nulle (resp. injective, resp. bijective) si et seulement si b est nul (resp.
régulier dans B, resp. inversible dans B).

L’application b +— pp, : B — Endg_p0q(B) est un morphisme injectif de A-algebres
(non commutatives, en ce qui concerne la seconde). En conséquence, si P € A[X] alors

ppw) = Pw).

5.1.2 Exemple. Soit f = X" + a,_1 X" ! + ...+ ag un polynome unitaire & coefficients
dans A. Alors la A-algebre

B = AX]/(f)
vérifie la condition ci-dessus; plus précisément, la division euclidienne par f dans A[X]
(qui existe parce que f est unitaire) montre que (1,z,...,2""!) — ol 'on note x la classe

de X — est une A-base de B.
Dans cette base, I’endomorphisme p, de B a pour matrice

0 —AQag

1 —Qn—1
qui est appelée matrice compagnon du polyndome unitaire f.

5.1.3 Définition. Avec les notations de 5.1.1, on appelle norme (resp. trace, resp. poly-
nome caractéristique) de b € B (relativement & A) le déterminant (resp. la trace, resp. le
polynéme caractéristique) de pi.

Si A est un corps, on appelle polynome minimal de b le polynome minimal (unitaire)
de pp. (Lecteur : pourquoi cette restriction sur A7)

La norme et la trace de b se notent respectivement Ng/4(b) et Trp/a(b).

Le polynome caractéristique de b sera noté ici Pcarg (b) (resp. Pming,4(b); il n'y a
pas de notation standard pour ces notions).

(On écrira aussi simplement N(b), Tr(b), etc., si aucune confusion n’en résulte).
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5.1.4 Propriétés élémentaires.

(i)

(vii)

La norme et la trace sont des éléments de A; le polynome caractéristique (et, le cas
échéant, le polynéme minimal) sont des polynomes unitaires a coefficients dans A;
le polynome caractéristique est de degré n (le rang de B comme A-module); si I'on
écrit

Pcar(b) = X" +a, 1 X" '+ ... +ay (a; € A),

alors le terme constant ay = Pcar(h)(0) est (—1)"N(b), et le coefficient « sous-
dominant » a,_; est —Tr(b).

Le théoreme de Cayley-Hamilton implique que b est un zéro de Pcar(b). Ceci implique
notamment que b divise N(b) dans B, puisque b"+a,_1 0" '+...+a; b = (—=1)"T1 N(b).
L’application b — Tr(b) : B — A est A-linéaire, et I'on a Tr(a) = na pour a € A.
L’application b — N(b) : B — A est multiplicative et I'on a N(a) = a™ pour a € A.
Un élément b de B est inversible si et seulement si N(b) € A*.

Supposons que B est 'algebre produit By X By, ou By et By sont libres de rangs
respectifs ny et ny. Alors, pour b = (by,by) € B, on a

Pcarg/a(b) = Pcarp, /a(b1) Pcarp, 4(bs)

comme on le voit en choisissant des bases By et By de By et By et en munissant B
de la base « juxtaposée » évidente. On en déduit notamment les formules

Np/a(b) = Np,ja(b1) Np,ja(b2), Trpja(b) = Trp,ja(b1) + Trp, a(ba).

Lorsque A est un corps, on constate par la méme méthode que Pming/a(b) est le
ppcem (dans A[X]) des polynomes minimaux de by et bs.

Dans le cas d'une extension finie de corps, remarquer que pour P € A[X] on a
P(b) = 0 si et seulement si P(up) = 0, de sorte que Pmin(b) est caractérisé par les
deux propriétés suivantes : il est unitaire et, pour tout P € A[X], on a ’équivalence :

P(b) = 0 < Pmin(b) divise P

ce qui est la définition habituelle du polynéme minimal d’un élément algébrique. En
particulier, Pmin(b) divise Pcar(b) dans A[X].

5.1.5 Exemples. Calculer le polynome caractéristique (et le cas échéant le polynoéme mi-
nimal) de b :

lorsque A =R, B =C, b quelconque;;

lorsque A =Z, B = Z][i], b quelconque;

lorsque A = Z, B = Z[j], b quelconque;

lorsque A =Q, B = Q(v/3), b= v/3 (resp. b = /3).

25



5.1.6 Exemple. Reprenons 'exemple 5.1.2. Par définition de B, les polynomes de A[X]
annulant  sont les multiples de f. En particulier, f divise Pcar(x); comme ces deux
polynomes sont unitaires de méme degré, ils sont égaux :

Pcarg/a(x) = f.

(On peut voir aussi directement, par récurrence sur n, que f est le polynome caractéristique
de sa matrice compagnon ; c’est un bon exercice de développement de déterminants).

On a en particulier Trp/a(x) = —an—1 (d’ailleurs, c’est trivial sur la matrice) et
Npya(e) = (~1)"ap.

Par exemple, x est inversible dans B si et seulement si ag est inversible dans A. Ezxercice :
retrouver ce fait de maniere élémentaire, sans utiliser de déterminants.

Enfin, si A est un corps, la remarque du début montre que f est aussi le polynéme
minimal de x.

Voyons maintenant comment change le polynome caractéristique de b lorsque l'on
change B :

5.1.7 Proposition. Soit C' une B-algébre qui est libre de rang fini m comme B-module,
et soit b un élément de B. Alors :

(i) C est un A-module libre de rang mn ;

(i) Pcargja(b) = Pcarg/a(b)™ ;

(iii) Neya(b) = Npja(b)™;

(iv) Treja(b) = mTrp (D) ;

(v) si A est un corps et si C'# {0}, alors Pming/4(b) = Pming/4(b).

Preuve. Soient B = (ey,...,e,) une base de B comme A-module, et B’ = (hy,..., hy)
une base de C' comme B-module. Alors on vérifie facilement que B” = (e;h;)1<i<n1<j<m
est une A-base de C' (d’ou (i)), et que si M est la matrice de y, : B — B dans la base
B, alors la matrice de p, : C' — C dans la base B” est la matrice diagonale par blocs
diag(M, ..., M) (avec m blocs diagonaux). Les assertions (ii) a (iv) en résultent, et (v) est
triviale sur la définition (lecteur : que se passe-t-il si C'= {0} 7). O

Enfin voici un autre exemple amusant de calcul de polynome caractéristique :
5.1.8 Proposition. On reprend les hypothéses et notations de I’exemple 5.1.2, et 'on

suppose en outre que le polynéme f € A[X] est scindé, c¢’est-a-dire de la forme

n

f=11x =

i=1

ou les \; sont dans A.
Soit b € B quelconque, classe d’'un polynéme h € A[X] : on a donc b = h(x). On a
alors les formules :
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(i) Pear(h(x)) = [T (X = h(X)) ;
(i) N(h(z)) = TIizy h(X) 5
(iif) Tr(h(z)) = Z?zl h(Ai)-

Preuve. Il suffit de montrer la premiere formule, qui entraine immmeédiatement les deux
autres. Considérons dans B les éléments :

60:1, 61:ZE—)\1, 62:(J?—)\l)(I—)\Q),...,Gn_l::(l‘—)q)...(l’—)\n_l).

Comme e; = x'+ (combinaison linéaire de 1,z,...,2°1), et que les 2° (0 < i < n —1)
forment une base de B, on voit que (e;)o<i<n—1 est une base de B. La relation évidente
eir1 = (r — A\i11) e; donne

Te; = Nip16 + €1

de sorte que la matrice de x dans la base en question est
A1
Mo | b
1. An

Par suite la matrice de h(z) est h(M), qui est triangulaire inférieure, avec comme éléments
diagonaux h(A),...,(\,). La formule en résulte. O

5.2 La « forme trace ».

On garde les notations de 5.1.1. De la forme linéaire Trp/4 : B — A on déduit une
forme A-bilinéaire symétrique

TBa: BxB — A
(z,y) +—— Trpalzy)
appelée forme trace de B relativement a A. Le résultat suivant, bien que peu évocateur

en apparence, est d'une importance cruciale pour la structure des anneaux d’entiers algé-
briques :

5.2.1 Proposition. Soit L/K une extension finie de corps de caractéristique nulle. Alors
la forme trace
TL/K - LxL —K

est non dégénérée (comme forme bilinéaire sur le K-espace vectoriel L).
Preuve. Soit z un élément du noyau de 77, : on a donc, par définition, Try /k(zy) = 0

pour tout y € L. Si x n’était pas nul, on aurait notamment TrL/K(xx_l) = 0 : contradiction
car Trp (1) = [L : K] 1 # 0 puisque car(K) = 0. O
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5.2.2 Remarques. Soit L/K une extension finie quelconque.

(i) On voit dans la démonstration ci-dessus que la non-dégénérescence de la forme trace
équivaut a la propriété que la forme linéaire Try /x soit non nulle.
(ii) L’argument se généralise immédiatement au cas ou [L : K| n’est pas divisible par la
caractéristique de K.
(iii) De facon générale, on peut montrer que 77,k est non dégénérée si et seulement si
I'extension L/K est séparable.

5.3 Le polynome caractéristique dans une extension de corps.
5.3.1 Rappels sur les plongements.

Rappelons d’abord que si A est un anneau, si f € A[X] et si B est une A-algebre, la
donnée d’un morphisme de A-algebres ¢ : A[X]/(f) — B équivaut a celle d’'un « zéro de
f dans B », c’est-a-dire d’un élément b tel que f(b) = 0. La correspondance est donnée,
dans un sens, par ¢ — ¢(x) (avec z = classe de X); dans l'autre sens, on associe b € B,
zéro de f, 'unique morphisme ¢ envoyant la classe d'un polynéme P sur P(b).

Soient maintenant K un corps de caractéristique nulle, L une extension finie de K, de
degré [L : K] =: d, et Q une extension algébriquement close de K. On sait alors qu’il existe
exactement d K-morphismes ou « K-plongements » L — € (ils sont automatiquement
injectifs, comme morphismes de corps). En outre, si M est une extension finie de L, de
degré [M : L] =: e, alors chaque K-plongement L — 2 admet exactement e prolongements
a M ; on obtient ainsi les ed K-plongements de M dans §2 (remarquer que [M : K| = ed).

5.3.2 Proposition. Soient K un corps de caractéristique nulle, L une extension finie de
K, de degré n, et §2 une extension algébriquement close de K.
Soit « un élément de L, et soit f = Pmin(z) € K[X] son polynéme minimal sur K. On
considere la suite d’extensions
K— K(z)— L

et I'on pose d = [K(z) : K] =deg f et e = [L : K(z)] (de sorte que n = ed).

On note x1,...,xq les d racines de f dans € (qui sont deux a deux distinctes, car f
est irréductible et K de caractéristique nulle). On note ¢y, ..., p, les K-plongements de L
dans ). Alors :

(1) fX) =TIy (X — ) ;
(ii) Pecargy/x(z) = f;
(ili) Pearp/k(z) = f¢ = [[}_1(X — @;(2)).

Preuve. L’assertion (i) résulte simplement du fait que f est unitaire a racines distinctes.
Montrons (ii) : on a un isomorphisme de K-algebres

K[X]/(f) = K()
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envoyant la classe de X sur z, de sorte que Pcar(y) k() est le polynome caractéristique
de la classe de X dans K[X]/(f), lequel est bien f comme on I'a vu dans 5.1.6.

Pour (iii), le fait que Pcary,x(x) = f¢ résulte de (ii) et de 5.1.7 (ii). De plus, il résulte
des rappels 5.3.1 que les p;(x) sont les z; répétés e fois, d’ot la derniere égalité. O

5.3.3 Remarques. On voit ainsi que dans le cas d’une extension finie de corps (de ca-
ractéristique nulle), le polyndme caractéristique d’un élément est une puissance de son
polynome minimal. Ce n’est pas vrai dans une K-algebre plus générale : ainsi, dans la R-
algebre produit R3, 'élément (0, 1, 1) a pour polynome minimal X (X —1) et pour polynome
caractéristique X (X — 1)%

Le cas le plus important (et le plus simple a retenir) est celui ou L = K(x) : on a alors
Pcar(z) = Pmin(z) = [[L,(X — z,).

La proposition montre aussi que les valeurs propres de u, dans €2 sont les x;.

Nous allons maintenant essayer de caractériser, a 'aide de leur polynéme minimal, les
éléments de L entiers sur un sous-anneau de K.

5.3.4 Proposition. On garde les notations et hypothéses de 5.3.2.
(1) Soit A un sous-anneau de K tel que f € A[X]. Alors :

(i) = est entier sur A;
(ii) on a un unique isomorphisme de A-algébres

AX]/(f) — Alz]

envoyant la classe de X sur x;
(iii) (1,z,...,2%71) est une base du A-module Alz] (qui est donc libre de rang d);
(iv) pour tout z € Alx], on a Pcarp) a(z) = Pecarg )k (2).

(2) (réciproque partielle) Soit A un sous-anneau de K, ayant K pour corps des fractions,
et supposé en outre intégralement clos. Si = est entier sur A, alors f € A[X]. En outre,
Pcary, i (x) € A[X]; en particulier Ny k() et Trp, i (x) appartiennent a A.

Preuve. (1) L’assertion (i) est évidente puisque x est annulé par f (unitaire, a coeffi-
cients dans A). Pour (ii), considérons le morphisme de A-algebres ¢ : A[X| — L donné
par P — P(z). Il est clair que I'image de ¢ est A[z], et que son noyau contient l'idéal
(f). Inversement, soit P € kerp : par division euclidienne dans A[X]| (rappelons que f
est unitaire) on peut écrire P = fQ + R avec @) et R dans A[X]| et deg R < d. Comme
P(z) = f(x) =0, on a donc R(x) =0, donc f divise R dans K[X]. Comme deg R < d ce
n’est possible que si R = 0, donc f divise P dans A[X].

(iii) est une conséquence immédiate de (ii). Montrons (iv) (qui d’ailleurs n’a de sens
qu'une fois (iii) démontré, pourquoi ?). On sait maintenant que B := (1,x,..., 2% ') est ala
fois une A-base de A[x] et une K-base de K (z); si M est la matrice de la multiplication par
z dans A[z], relativement a la A-base B, alors M est aussi la matrice de la multiplication
par z dans K (x), relativement a la K-base B de K (x). L’assertion en résulte.
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(2) Si x est entier sur A, il en est de méme des x; qui sont les images de z par les plongements
de L dans € (c’est un cas particulier de 4.1.2 (3)). Comme f(X) =[], (X — ;) (5.3.2(i)),
il en résulte que les coefficients de f sont eux-mémes entiers sur A. Comme ils sont dans
K, qui est le corps des fractions de A, et que A est intégralement clos, ces coefficients sont
bien dans A. Donc f € A[X], et il s’ensuit évidemment que f¢ = Pcary x(z) € A[X]. O

5.3.5 Remarque. On observera que dans le cas particulier des corps quadratiques, le
raisonnement fait en (2) ci-dessus est exactement le début de la preuve de 4.3.3.

Résumons, dans le cas particulierou A =Z et K =Q :

5.3.6 Corollaire. Soit L un corps de nombres et x un élément de L. Alors x € Ly si et
seulement si le polynéme minimal de x sur Q est a coefficients entiers.

De plus, dans ce cas, Pcarpg(x) € Z[X], et Np,g(x) et Trp g(x) sont des entiers, et
Ianneau Z[x] est canoniquement isomorphe a Z[X|/(Pminy q(z)). O

5.3.7 Remarque. Nous avons grace a 5.3.6 un critere commode pour montrer qu’un
nombre donné n’est pas un entier algébrique. Par exemple, v/2 /3 n’en est pas un, puisque
2

son polyndome minimal X3 — 57 n’est pas a coefficients entiers.

5.4 Application : structure des anneaux d’entiers de corps de
nombres.

5.4.1 Théoreme. Soit K une extension finie de Q. Alors :

(i) Ky est libre de rang [K : Q] en tant que Z-module;
(ii) toute Z-base de Kz est une Q-base de K ;

(iii) pour tout z € Ky, on a Pcarg, z(2) = Pcarg g(z) (et par suite Trg, /7(2) = Trg/q(2)
et Ni/z(2) = Niyo(2))-

Commencons par une remarque facile :

5.4.2 Proposition. Soit Q — K une extension finie. Alors K7 engendre K comme Q-
espace vectoriel.

En d’autres termes, K7 contient une Q-base de K, ou encore : Ky contient un Z-module
libre de rang [K : Q.

Preuve. Il suffit de remarquer que pour tout z € K, il existe un entier m > 0 tel que
mx € Kz (prendre un polynome annulateur de x a coefficients entiers, et prendre pour m
le coefficient dominant). Si B est une Q-base quelconque de K, il existe donc m’ > 0 tel
que m'B C K. O

5.4.3 Remarques. (i) Généralisation (exercice) : si A est un anneau integre, K son

corps des fractions, et L une extension finie de K, le sous-anneau de L formé des
entiers sur A contient un A-module libre de rang [L : K].
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(ii) Variante de la démonstration : prendre un = € K tel que K = Q[x] (on sait que ¢a
existe) ; comme ci-dessus il existe m > 0 tel que ma € Kz. Alors Z[z] est libre de rang

[K : Q], d’apres 5.3.4. On obtient donc un peu mieux : K7 contient un sous-anneau
qui est Z-libre de rang [K : Q).

Preuve de 5.4.1. (i) Posons n = [K : Q]. Soit M un sous-Z-module de Kz qui est libre de
rang n, et soit M* = Homg_,0q(M, Z) son dual. Alors M* est encore Z-libre de rang n, et
I’'on a une application Z-linéaire

0: Ky — M*
z — (y— Trgo(ry))

(remarquer que xy € Kz, donc Trp i (xy) € Z d’apres 5.3.4). Montrons que § est injective :
en effet, si « € kerd, alors Try /k(xy) est nul pour tout y € M, donc pour tout y € K car
M engendre K comme Q-espace vectoriel. Donc x = 0 d’apres la non-dégénérescence de
la trace (5.2.1). Ainsi, K7 est isomorphe a un sous-Z-module d’'un module libre de rang
n, donc est lui-méme libre de rang < n. Mais d’autre part, comme il contient M, il est de
rang > n, cqfd.

(ii) Toute Z-base de K7 engendre K comme Q-espace vectoriel d’apres 5.4.2; et est donc
une Q-base puisque’elle a le bon nombre d’éléments (il est d’ailleurs tres facile de voir
directement que toute partie Z-libre de K est Q-libre).

(ili) est conséquence immédiate de (ii) (par le méme argument que dans 5.3.4 (1) (iv)). O

5.4.4 Corollaire. Soit K une extension finie de Q, et soit n son degré. Posons A = K.
Alors :
(i) A est un anneau noethérien : tout idéal de A est de type fini.
(ii) Pour tout m € Z, le quotient A/mA est isomorphe, comme groupe abélien, a
(Z/mZ)".
(iii) Pour tout z € A non nul, on a Card (A/z A) = |Ng/o(2)| = [Nasz(2)].
(iv) Pour tout idéal non nul I de A, ’anneau quotient A/I est fini.

Preuve. (i) Soit / un idéal de A : alors I est un sous-groupe de A, donc un Z-module de
type fini, et a fortior: un idéal de type fini.

(ii) Comme A = Z™ comme Z-module, on a A/mA = 7" /mZ" = (Z/mZ)".

(iii) Pour z € A non nul, la multiplication par z est un endomorphisme injectif u du Z-
module A, qui est libre de rang fini; on a vu en TD qu’alors A/Im (u) est un groupe fini
d’ordre | det(u)|. L’assertion en résulte par définition de la norme (on a Ng/g(2) = Na/z(2)
d’apres 5.4.1 (iii)).

(iv) Soit z un élément non nul de 1. Alors A/I est un quotient de A/z A qui est fini d’apres
(ii). O
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6 Les anneaux de Dedekind.

Nous voulons démontrer que dans ’anneau d’entiers K7 d’un corps de nombres K on
a factorisation unique des idéaux non nuls en idéaux premiers. Cela remplacera, dans les
applications, la factorialité perdue. Pour voir que la factorialité est perdue, considérer le
cas K = Q(v/=5). La généralité naturelle de ce que nous voulons faire est le cadre des
anneaux de Dedekind. Nous allons suivre [Samuel, II1].

6.1 Définition. Un anneau A est dit de Dedekind si :
1. il est intégralement clos (4.2.2) (et en particulier integre) ;
2. il est noethérien : tout idéal de A est de type fini;

3. tout idéal premier non nul de A est maximal.

6.1.1 Proposition. (i) Tout anneau principal est de Dedekind.

(ii) Si K est un corps de nombres, 'anneau Kz des entiers de K est un anneau de
Dedekind.

Preuve. (i) Un anneau principal est trivialement noethérien (tout idéal est engendré par
un seul élément) ; il est intégralement clos d’apres 4.2.4 (i) ; enfin si I est un idéal premier
non nul de A il est engendré par un irréductible p, et I’on sait alors que A/pA est un corps
(« tout élément de A non divisible par p est inversible modulo p »).

(ii) Kz est intégralement clos d’apres 4.2.4 (iii) ; il est noethérien d’apres 5.4.4 (i). Enfin,
soit P un idéal premier non nul de A : alors A/P est integre, et est fini d’apres 5.4.4 (iv),
donc c’est un corps et P est maximal. Il

Les anneaux de Dedekind ne se manifestent pas uniquement en théorie des nombres,
mais également en géométrie algébrique, comme le montre 1’exemple suivant.

6.1.2 Exemple. Soit k un corps, f dans k[X, Y] irréductible, tel que f et ses dérivées
partielles fx et fy engendrent I'idéal k[ X, Y] de k[X,Y]. Alors 'anneau A := k[X,Y]/(f)
est de Dedekind. En termes géométriques : 'anneau de coordonnées d’une courbe algébrique
affine non singuliere est de Dedekind. Un tel anneau A peut étre non factoriel, donc le fait
qu'il soit encore de Dedekind est important. Par exemple, R[X,Y]/(X%+Y?2—1) n’est pas
factoriel. Ce dernier fait n’est pas difficile a démontrer. Par exemple, les classes de Y et
X — 1 n’admettent pas de pged.

6.2 Généralités noethériennes.

Nous suivons [Samuel, IIT].

6.2.1 Proposition. Soient A un anneau et M un A-module. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) toute famille non vide de sous-modules de M posséde un élément maximal ;
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(ii) toute suite croissante de sous-modules de M est stationnaire ;
(iii) tout sous-module de M est de type fini.

Preuve. Les implications (i) = (ii) et (iii) = (ii) sont claires (remarquer que la réu-
nion d’une suite croissante de sous-modules est encore un sous-module).

Montrons l'implication (ii) = (i), ou plutét sa contraposée. Soit (M;);e; une famille
non vide de sous-modules de A, qui n’admet pas d’élément maximal. Alors, pour tout ¢
dans I, il existe un ¢’ dans I avec M, ; M,;. Mais alors il existe une suite strictement
croissante M;, & M;, & ..., ce qui contredit (ii).

Montrons (i) = (iii). Supposons (i), et soit N un sous-module de M. Considérons
I'ensemble @ des sous-modules de type fini de N. Alors ® n’est pas vide (le sous-module
nul appartient a ®), donc ® admet un élément maximal P. Il suffit de voir que P = N.
Sinon, soit © € N \ P, et soit P’ le sous-module engendré par P et x : alors P g P'CN,

et d’autre part P’ est de type fini car P 'est. Ceci contredit le caractére maximal de P,
donc P = N comme annoncé. O

6.2.2 Remarque. La preuve de (ii) = (i) ci-dessus (construction de la suite M;, ) utilise
I’axiome du choix.

6.2.3 Définition. Soit A un anneau. Un A-module M est dit noethérien si tout sous-
module de M est de type fini. L’anneau A est dit noethérien s’il I'est en tant que A-module,
c’est a dire, si tout idéal de A est de type fini.

6.2.4 Exemples. Tout corps est un anneau noethérien, par manque d’idéaux. L’anneau
7. est noethérien, ainsi, comme on I’a vu, que tout anneau principal et que les Kz pour
les extensions finies K de Q. Si A est noethérien, alors A[X] l'est aussi; voir un livre
d’algebre pour ce résultat fondamental (nous ne l'utiliserons pas). Tout quotient d’un
anneau noethérien est noethérien (trivial!).

L’anneau Z[X1, Xs, ...] de polyndémes en un nombre infini de variables n’est pas noe-
thérien. L’anneau des entiers algébriques, ¢’est-a-dire la fermeture intégrale Z de Z dans Q
(ou, ce qui revient au méme, dans C), ne l'est pas non plus (exercice : considérer les suites
d’idéaux données respectivement par I, = (X1,...,X,) et par J, = */27).

6.2.5 Proposition. Soit A un anneau et 0 — M' — M — M" — 0 une suite exacte
courte de A-modules. Alors M est noethérien si et seulement si M’ et M" le sont.

De fagon équivalente, sans suites exactes : si M est un A-module et M’ un sous-module
de M, alors M est noethérien si et seulement si M" et M" := M /M’ le sont.

Preuve. Si M est noethérien, alors M’ et M"” le sont, car tout sous-module de M’ est
un sous-module de M, et tout sous-module de M” est I'image d’'un sous-module de M,
donc de type fini. Supposons maintenant que M’ et M” soient noethériens. Soit N un
sous-module de M, N’ son intersection avec M’ et N” son image dans M'. Alors N’ et N”

sont de type fini. Prenons des éléments nf,...,n, et nf,...,n? de N tels que n},...,n.
engendrent N', et les images de nf,...,n” dans M" engendrent N”. Alors n,...,n, et
nf,...,n! engendrent N. 0
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6.2.6 Corollaire. Soit A un anneau. Si M, ..., M, sont des A-modules noethériens, alors
leur produit My x --- x M, est noethérien. Si A est noethérien, alors tout A-module de
type fini est noethérien.

6.3 Produits d’idéaux.

6.3.1 Définition. Soit A un anneau, et a et b des idéaux de A. On définit alors le produit
ab comme étant 1'idéal engendré par les zy, avec x dans a et y dans b. Ce produit ab est
'ensemble des sommes finies ), z;y;, avec x; dans a et y; dans b.

6.3.2 Remarques. (i) Le produit d’idéaux est associatif et commmutatif, et admet
I'idéal A comme élément neutre; en outre, il est distributif par rapport a la somme
d’idéaux.

(ii)) On étend immédiatement cette notion au produit aj...a, d’une suite finie (par
récurrence sur n, en partant évidemment du cas n = 0, ou le produit est 1’élément
neutre A). Comme le produit est associatif et commutatif, on sait donc définir le
produit d'une famille finie d’idéaux (indexée par un ensemble fini quelconque, pas
forcément ordonné).

(iii) On prendra garde qu’il n’y a pas de produit infini d’idéaux, contrairement & ce qui
se passe pour la somme.

(iv) Si z est un élément de A, et b un idéal, alors (zA)b est l'idéal xb. En particulier
on a (xA)(yA) = zyA pour x et y dans A (rappelons qu'’il est faux en général que
TA+yA=(x+yA).

(v) Sia et bsont deux idéaux de A, alors ab C aNb; on n’a pas égalité en général (déja
sia="0!)

(vi) Si M est un A-module quelconque, et a un idéal de A, on défnit aM comme le sous-
module de M engendré par les xm avec x € a et m € M ; le produit d’idéaux est un
cas particulier de cette opération.

Le lemme suivant dit que, pour cette multiplication, les idéaux premiers se comportent
comme des éléments premiers.

6.3.3 Lemme. Soit A un anneau, p un idéal premier, et aq, ..., a, des idéaux. Supposons
quep Day---a,. Alors p D a; pour un i convenable.

Preuve. Sinon, pour tout i, il existe x; dans a; tel que z; ne soit pas dans p; mais alors
r1---T, est dans a; - - - a,, et pas dans p. O

6.3.4 Lemme. Soit A un anneau noethérien. Alors tout idéal de A contient un produit
d’idéaux premiers. Et aussi : tout idéal non nul de A contient un produit d’idéaux premiers
non nuls.

34



Preuve. La preuve est un exemple typique (donc a méditer!) de l'utilisation de 1'hy-
pothese noethérienne. Montrons par exemple le deuxieme énoncé. Soit ® la famille des
idéaux non nuls de A qui ne contiennent pas de produit d’idéaux premiers non nuls. Sup-
posons que ¢ soit non vide. Soit alors a dans ® maximal. Alors a # A (car A contient le
produit vide d’idéaux premiers). Ensuite, a n’est pas premier, car ¢ D a. Donc (comme
A/a est non nul et non integre) il existe x et y dans A, non dans a, tel que xy soit dans a.
Comme a + Az et a4+ Ay sont strictement plus grands que a, il existe des idéaux premiers
non nuls py,...,pr et q,...,qs telsque a+Ax D py---p.et a+Ay D q - - - gs. Mais alors :

aD (a+ Ax)(a+ Ay) Dp1-prqi - qs,

ce qui est une contradiction. Donc ® est bien vide. O

6.4 Idéaux fractionnaires.

6.4.1 Définition. Soit A un anneau integre, et A — K son corps des fractions. Un idéal
fractionnaire de A est un sous-A-module a de K tel qu’il existe d dans A non nul avec
da C A. Sia et b sont des idéaux fractionnaires de A, leur produit ab est le sous-A-module
de K engendré par les xy avec x dans a et y dans b; ¢’est encore un idéal fractionnaire de
A, et, si a et b sont des idéaux de A, c’est le produit défini précédemment. De méme, si a
et b sont des idéaux fractionnaires de A, leur somme a + b est un idéal fractionnaire de A.

6.4.2 Remarques.

On prendra garde qu’en dépit de la terminologie, un idéal fractionnaire n’est pas nécessai-
rement un idéal de A.

On peut encore définir les idéaux fractionnaires comme les ensembles de la forme éa, ou
d € A* et ou a est un idéal de A. Noter que éa est isomorphe & a comme A-module; en
particulier il est de type fini si A est noethérien.

Réciproquement (et sans hypothese noethérienne) tout sous-A-module de type fini M
de K est un idéal fractionnaire (si x1, ..., z, engendrent M, considérer un « dénominateur
commun » des ;).

En résumé, si A est un anneau (intégre et) noethérien, les idéaux fractionnaires de A

sont simplement les sous-A-modules de type fini de K.

Parmi les idéaux fractionnaires, ceux de la forme zA, pour z € K*, sont dits principauz ;
ce sont ceux qui sont libres de rang 1 comme A-modules. Si A est un anneau principal,
alors tous les idéaux fractionnaires non nuls sont principaux (et réciproquement).

Le produit d’idéaux fractionnaires a des propriétés analogues a celles de 6.3.2, que nous lais-
sons au lecteur le soin d’énoncer. En particulier, 'ensemble /(A) des idéaux fractionnaires
non nuls de A est un monoide pour la multiplication (c’est-a-dire : cette multiplication est
associative, et admet un élément neutre) ; le sous-ensemble I*(A) formé des idéaux non
nuls de A en est un sous-monoide. Nous utiliserons souvent ces notations ; attention & « non
nuls » !
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Les idéaux fractionnaires principaux forment aussi un sous-monoide de I(A), qui est
isomorphe & K'imes/A* et est donc un groupe (I'inverse de xA est z71A).

6.4.3 Théoréme. Soit A un anneau de Dedekind. Alors tout idéal maximal non nul de A
est inversible dans le monoide I(A) des idéaux fractionnaires non nuls de A.

Preuve. Soit m un idéal maximal non nul de A. Notons A — K le corps des fractions
de A. Posons :
m' :={x € K|xm C A}.

Alors m/ est un sous-A-module de K. Pour tout y dans m on a ym’ C A, donc m’ est un
idéal fractionnaire de A. Il suffit donc de montrer que m'm = A. Comme m’ D A, on a
m C m'm C A, donc soit m'm = A, soit m’m = m. Supposons que m'm = m.

Soit = dans m’. Alors m est un sous-A-module de K, de type fini, stable par multipli-
cation par z, et contenant un élément régulier. Mais alors, d’apres 4.1.4, x est entier sur
A, et donc dans A, car A est intégralement clos. On a donc m/' = A.

Montrons alors que « m’ = A » est absurde. Soit  dans m non nul. Soient n > 1 entier
et p1,...,pn des idéaux premiers non nuls de A tels que Ax D p; - - - p, (on peut appliquer
6.3.4, puisque A est noethérien), avec n minimal. Comme m O Az D py---p,,onam D p;
pour un certain ¢, disons pour ¢ = 1. Mais m et p; sont maximaux, donc p; = m. Posons
b:=py--pp. Alors on a Ar D mb donc mbz~! C A donc (par définition de m') bz~! C m/.
Si 'on suppose m’ = A (ce que nous voulons exclure, rappelons-le) ceci donne bx~! C A,
c’est-a-dire b C xA ou encore A D ps - - - p, ce qui contredit le choix minimal de n. Il

6.4.4 Remarque. La preuve donnée ci-dessus n’est pas trés « parlante ». Si on dispose
de l'outil de localisation, on peut faire une preuve plus conceptuelle, par exemple, comme
Serre dans son livre [Serre3]. Tout d’abord, m’/A est (K/A)™=°, le plus grand sous-module
de K/A annulé par m. Ensuite, dans le cas local, on a pour tout = non nul dans m, que
Alz7'] = K (le seul idéal premier de A qui est contenu dans Az est 0). Il en résulte que
tout élément de K/A est annulé par une puissance de x. Comme m est de type fini, il
en résulte que tout élément de K /A est annulé par une puissance de m. Mais en prenant
un sous-module minimal de K/A (ou d'un sous-module non nul de type fini de K/A), on
trouve que m’/A est non nul. (Pour l'existence d’un sous-module minimal, on utilise qu'un
sous-module de type fini de K/A est artinien.)

Pour finir cette remarque, notons qu’on peut méme faire cet argument sans localisation.
Voici comment on fait : soit  dans m non nul. 1l suffit de voir que (z7'A/A)™=Y #£ 0. Mais
la multiplication par z induit un isomorphisme de x7'A/A vers A/xA. Ce dernier est un
anneau noethérien ot tous les idéaux premiers sont maximaux, et donc minimaux. Or, dans
un anneau noethérien, les idéaux premiers minimaux sont en nombre fini. Soient donc m =
mi, ..., m, les idéaux premiers de B := A/zA. Comme dans tout anneau, I'intersection des
idéaux premiers est 1'idéal des nilpotents (c’est vrai, pour montrer ceci, il est commode de
localiser par rapport a un élément de cette intersection). Comme mj N---Nm, est de type
fini, c’est un idéal nilpotent. On conclut que B est artinien, et que, pour n assez grand, le
morphisme B — [[, B/m! est un isomorphisme. On termine en prenant un sous-module
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minimal de B/m" : un tel sous-module est nécessairement isomorphe & B/m, ce qui montre
que B™=0 £ (.

Dans les exercices on trouvera une version plus élémentaire des arguments ci-dessus,
adaptée spécialement au cas des K.

6.5 Factorisation unique des idéaux fractionnaires.

Dans cette section et la suivante, nous allons démontrer certains résultats concernant
les anneaux de Dedekind, et en méme temps pour un certain type d’anneaux a priori plus
généraux dont nous verrons plus tard que ce sont eux aussi des anneaux de Dedekind. La
raison de procéder ainsi est que cela nous permet de démontrer plus loin un critére pratique
pour savoir si un sous-anneau d’un anneau d’entiers dans un corps de nombres est égal
a 'anneau des entiers, sans avoir a refaire les démonstrations des résultats de ces deux
sections.

6.5.1 Définition. Un anneau A est un D-anneau si :
1. A est integre;
2. A est noethérien ;

3. tout idéal premier non nul de A est maximal et inversible dans I(A).

6.5.2 Remarque. Insistons sur le fait que cette définition est « provisoire » et inventée
pour les besoins de la présentation; nous verrons plus loin que les D-anneaux ne sont
autres que les anneaux de Dedekind. Le théoreme 6.4.3 implique déja (compte tenu de la
définition des anneaux de Dedekind) que tout anneau de Dedekind est un D-anneau.

6.5.3 Théoreme. Soit A un D-anneau, et soit P I'ensemble des idéaux premiers non nuls
de A. Alors tout idéal fractionnaire non nul a de A s’écrit de facon unique sous la forme :

a = H p"’za(a)7

peP

avec les vy(a) dans Z, presque tous nuls. Si a est un idéal non nul de A, on a v,(a) > 0
pour tout p dans P.

Le monoide I(A) est un groupe : tout idéal fractionnaire non nul a de A admet un
inverse pour la multiplication d’idéaux fractionnaires. Nous avons donc un isomorphisme
de groupes :

U:I(A);@Z:Z(P), a (pr—vy(a)).
P

Preuve. Si A est un corps, alors P est vide et I(A) a un seul élément (a savoir A), donc
tout est clair. On supposera donc que A n’est pas un corps, de sorte que P est I’ensemble,
non vide, des idéaux maximaux de A.
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Commengons par montrer que tout idéal non nul de A est produit d’éléments de P (on
aura donc [’existence de la décomposition pour les idéaux fractionnaires contenus dans A,
plus le fait que les exposants sont > 0 pour ceux-la).

Soit ® I'ensemble des idéaux non nuls de A qui ne sont pas produits d’'un nombre fini
d’éléments de P. Supposons que ® # (). Soit @ un élément maximal de ®. Alors a # A, car
A est le produit de zéro élément de P. Donc a est contenu dans un idéal maximal p € P.
Soit p’ I'inverse de p. Des inclusions ap C a C p C A on déduit (en utilisant que pp’ = A)
que

a Cap' C A.

Si l'on avait a = ap’, on en déduirait ap = a en remultipliant par p. Or, puisque a est de
type fini, le lemme de Nakayama (6.5.4 ci-dessous) implique que a serait annulé par un
élément o de 1+ p. Comme p est un idéal strict, o est non nul donc régulier dans A, donc
a = {0}, contradiction.

Donc l'inclusion a C ap’ est stricte et en particulier ap’ n’est pas dans ®, donc s’écrit
sous la forme ap’ = p; - - - p,, avec les p; dans P. Mais alors on a :

a=aA=ap'p=pi-- pup,

ce qui est une contradiction. Donc ® est bien vide, et tout idéal non nul de A est un produit
d’éléments de P.

Soit @ un idéal fractionnaire non nul de A. Soit d non nul dans A tel que b := da C A.
Ecrivons dA = G- qm et b=p1---py, avec les p; et g; dans P. Alors on a

a:pl...panl...q;f’

ce qui montre que tout idéal fractionnaire non nul est un produit de puissances d’éléments
de P.

Le fait que I(A) est un groupe commutatif, engendré par P, est maintenant clair. Mon-
trons 'unicité de la factorisation (qui équivaut a dire que P est une partie libre de I(A)).
Supposons qu’il existe une relation non triviale Hp p" = A. En séparant les exposants
positifs et négatifs, on obtient une relation non triviale de la forme :

Ny __

p?l...pr _q;-nl...q;n57

avec les exposants > 0 et les p; et g; tous distincts. Mais alors p; contient ¢7"* - - - ¢**, donc
contient I'un des ¢; (6.3.3), et est donc égal a I'un des ¢;, ce qui est une contradiction. [J

6.5.4 Proposition. (Lemme de Nakayama) Soit A un anneau, I un idéal de A, et M
un A-module de type fini. Supposons que IM = M. Alors il existe un élément o de 1 + I
tel que aa M = 0.

Preuve. Soient mq,...,m, des générateurs de M. Soit f: A" — M le morphisme de
A-modules tel que f(e;) = m;. Par hypothese, il existe des x; ; dans I tels que :

m; = E :I:Mmj.
J
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Alors on voit, comme dans la preuve de la proposition 4.1.4, que M est annulé par « :=
det(Id — x) (ou x désigne la matrice (z;;)); en développant le déterminant (ou en le
réduisant modulo I) on constate qu’il est bien dans 1 + I. U

Pour pouvoir travailler avec cette factorisation des idéaux fractionnaires, nous avons
besoin d’en traduire les propriétés les plus importantes en termes de cette factorisation.
D’ot le formulaire suivant.

6.5.5 Théoreme. Soit A un D-anneau, et soit P I'ensemble des idéaux premiers non nuls
de A. Soient a et b des idéaux fractionnaires non nuls de A.

(i) Pour tout p € P, on a vy(ab) = v,(a) + v,(b), et vy(a™!) = —vy(a).

(ii) On a a C b si et seulement si v,(a) > v,(b) pourtout p € P.

)
(i) On a a C A si et seulement si v,(a) > 0 pour tout p € P.
(iv) Pour tout p € P, on a vy(a + b) = min(vy(a), v,(b)).
(v) Pour tout p € P, on a vy(a Nb) = max(vy(a), vy(b)).
Preuve. L’énoncé (i) résulte directement du théoreme précédent. Pour (ii), on note que
a C b équivaut & b~'a C A. Donc avec (i), (ii) résulte de (iii). Montrons (iii). Si les v,(a)
sont tous > 0, a est un produit d’idéaux, donc un idéal. Si a C A, tous les v,(a) sont > 0
par le théoréme précédent. Montrons (iv). Cela résulte de (ii) et du fait que a + b est le
plus petit idéal fractionnaire de A qui contient a et b. L’énoncé (v) correspond au fait que
a N b est le plus grand idéal fractionnaire de A contenu dans a et b. O

6.6 Valuations sur les anneaux de Dedekind.

En pratique, on travaille plutot directement avec les éléments du corps de fractions
d’un anneau de Dedekind qu’avec les idéaux fractionnaires. Pour cela, il est commode
d’introduire les valuations induites par les idéaux premiers non nuls.

6.6.1 Définition. Soient A un D-anneau, K son corps de fractions, et P ’ensemble de ses
idéaux premiers non nuls. Pour tout p dans P, la valuation sur K en p est I’application :

vp(Ax) si xz#0

vy: K — Z U {00}, x»—w}p(x)::{oo G 20

6.6.2 Proposition. Dans la situation de la définition précédente, les applications v, de
K vers Z U {oo} ont les propriétés suivantes :

(i) vy(zy) = vy(z) +v,(y) pour tous x et y dans K* ; autrement dit : v,: K* — Z est un
morphisme de groupes;

(ii) vy(x +y) > min(vy(z), v,(y)), avec égalité si v,(x) # v,y(y).
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Preuve. La premiere égalité résulte directement de ce que Azy = AzAy. Montrons (ii).
Siz=0,ouy=0,ouzxz+y=0,cest clair. Supposons donc les trois non nuls : on a alors
par définition v,(x +y) = v,((x +y)A). Mais on a (z + y)A C A+ yA, donc

v +y) = vp((z + y)A) = vp(rA + yA) = min(vy(zA4), v,(yA))
en appliquant les assertions (ii) et (iv) de 6.5.5, d’ou la conclusion. O

6.6.3 Proposition. Soient A un D-anneau, K son corps des fractions, et P I'ensemble de
ses idéaux premiers non nuls. Soient x dans K et a dans I(A). Pour que x soit dans a il
faut et il suffit que v,(x) > v,(a) pour tout p dans P. En particulier, pour que x soit dans
A il faut et il suffit que v,(x) > 0 pour tout p.

Preuve. Ceci résulte directement de la définition de v,: K* — Z et des parties (2) et (3)
du Théoreme 6.5.5. O

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat annoncé plus haut (et « oublier » doréna-
vant les D-anneaux) :

6.6.4 Corollaire. Les D-anneaux sont les anneaux de Dedekind.

Preuve. Il suffit de voir que tout D-anneau A est un anneau de Dedekind; vu les
définitions, la seule chose a montrer est que A est intégralement clos. Notons donc K
le corps des fractions de A; soit z dans K, et supposons que z soit entier sur A. Il existe
n > 1 et des a; dans A tel que :

v+ a, 2"+ 4 ay=0.

D’apres 6.6.3, pour montrer que x est dans A, il suffit de montrer que v,,(x) > 0 pour tout
idéal premier non nul m de A. Supposons donc que m soit un tel idéal et que v,,(z) < 0.
Alors on a, par les propriétés de v,, :

Uy (2") = 10 (7) < V(2" < Va1 2™ 1+ -+ ag),

ce qui contredit que —a" = a,_12" ' + - - + ao. ]

6.7 Groupe des unités et groupe des classes d’idéaux.

Soient A un anneau de Dedekind, K son corps de fractions, et P ’ensemble de ses idéaux
premiers non nuls. Rappelons que I(A) est le groupe des idéaux fractionnaires non nuls,
et que nous avons un isomorphisme v: I(A) = ZI) donné par a = Hp p’(@_ Rappelons
aussi que nous avons défini des valuations v,: K* — Z, par v,(z) = v,(Ax).

Un idéal fractionnaire non nul a de A est dit principal s’il existe z dans K tel que
a = Kz (en d’autres termes, si a est libre de rang 1 comme A-module). Nous avons un
morphisme de groupes :

K> — I(A), x— Ax.
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L’image de ce morphisme est le sous-groupe Pr(A) des idéaux fractionnaires principaux.
Le quotient I(A)/Pr(A) est appelé le groupe des classes d’idéauz de A, et est noté C'(A).
Avec ces définitions, il est clair que nous avons une suite exacte :

v

0— A — K* 720 — 0(A) — 0.

Une facon d’interpréter cette suite exacte est de dire que les seules obstructions contre
ce que v soit un isomorphisme sont A* et C'(A). Plus exactement, soit m: P — Z dans Z").
Alors m est dans 'image de v si et seulement si I'image de m dans C'(A) est nulle. Si tel
est le cas, et si z dans K* avec v(z) = m, alors v~ *{m} = A*x.

Une autre raison d’étre de C'(A) est la proposition suivante.

6.7.1 Proposition. Soit A un anneau de Dedekind. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) le groupe C(A) est trivial;
(ii) A est principal;
(iii) A est factoriel ;
(iv) tout idéal premier non nul de A est principal.

Preuve. (i)=(ii) est immédiat : si C'(A) est trivial, tout idéal fractionnaire non nul (donc
en particulier tout idéal non nul de A) est principal.

(ii)=-(iii) est bien connu (et est plus facile a montrer pour les anneaux noethériens que
dans le cas général).

(iii)=-(iv) : supposons A factoriel, et soit donc p C A premier non nul. Prenons un z # 0
quelconque dans p, et décomposons x en irréductibles dans A : on a x = up; - - - p,,, avec u
dans A*, n > 0 et les p; irréductibles. En particulier les idéaux Ap; sont premiers (« lemme
d’Euclide ») et donc Az = (Apy) - - - (Ap,) est une décomposition de Az en produit d’idéaux
premiers. Mais comme = € p, on a v,(x) > 0 et p figure donc parmi les Ap; et est en
particulier principal.

(iv)=(i) : immédiat puisque I(A) (donc a fortiori C'(A)) est engendré par les (classes
d’)idéaux premiers non nuls. O

Dans la résolution de systemes d’équations polynomiales, les groupes C(A) et A* sont des
groupes qui compliquent les calculs : par exemple, on a vu dans le cas de I’équation de
Fermat en degré 3 'importance du fait que Z[j] est principal, et les complications provenant
des inversibles de Z[j]. Pour cette raison, il est important de comprendre ces groupes, dans
le cas des anneaux d’entiers des corps de nombres. Si K est un corps de nombres, nous
montrerons que C(K7) est fini, et que K est, a des racines de I'unité pres, libre de rang
r1 + 19 — 1, ou 71 est le nombre de plongements réels de K dans C, et 2ry le nombre de
plongements non réels. Ce sont les deux résultats principaux de ce cours.
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6.8 Une caractérisation des anneaux de Dedekind.

Pour que toute la théorie des anneaux d’entiers dans les corps de nombres soit utile,
il faut disposer de criteres pratiques pour qu’un sous-anneau de 1’anneau des entiers d'un
corps de nombres soit égal a 'anneau des entiers. Voila pourquoi on considere le résultat
suivant.

6.8.1 Théoreme. Soit A un anneau integre noethérien, dont tout idéal premier non nul
est maximal. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) A est de Dedekind ;

(i) pour tout idéal premier non nul m de A, le A/m-espace vectoriel m/m? est de di-
mension < 1 (de fagon équivalente, il existe x € m tel que m = m? + Ax);

(iii) pour tout idéal premier non nul m de A, on a dimgy,,(m/m?) = 1.

Preuve. (i)=(ii) : le Théoreme 6.5.5, partie (2), montre que les seuls sous-A-modules de
m qui contiennent m? sont m et m?. En d’autres termes, m/m? n’a pas d’autre sous-espace
que lui-méme et {0} ; il est donc de dimension 0 ou 1.
(ii)=>(iii) : le lemme de Nakayama montre que m # m?, donc m/m? # {0}, et (iii) implique
donc qu’il est bien de dimension 1.
(iii)=(i) (le gros morceau) : supposant (iii), il suffit de voir, d’apres 6.6.4, que A est un
D-anneau. Notons K le corps de fractions de A, et soit m un idéal premier non nul de A;
montrons que m est inversible dans I(A).

Comme dans la preuve de 6.4.3, le candidat inverse pour m est

m':={x e K |xm C A}

Toujours par les mémes raisonnements, on voit que m’ est un idéal fractionnaire de A, et
que 'on am C m'm C A C m/. Il s’agit de montrer que m'm = A; si ce n’est pas le cas,
on a m'm = m, et il nous suffit donc de montrer que m’m contient un élément qui n’est
pas dans m.

Soit t dans m et non dans m? (noter que m # m? par ’hypothese (iii), ou encore par
Nakayama). Alors la classe de ¢ engendre m/m? vu I’hypothese (iii), de sorte que

m=tA+m? =tA+ (tA+m?»? CtA+m’
et en itérant ce calcul on voit que
(%) m = tA+m" pour tout entier N > 0

ce qui servira plus loin.
Par le lemme 6.3.4 il existe un entier r > 1, des idéaux maximaux distincts m = mq,
ms...,m, de A, et des entiers nq,...,n,, tels que :

At DO mit - -mm.
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Posons J = my*---m} et n = ny, de sorte que
(%) At DO m"J.

Comme les m; sont maximaux, on a m; +m; = A si ¢ # j. En prenant des produits, on en
déduit que m™ + J = A. Il existe donc u dans A tel que

ueJ
u=1 (mod m").

Nous allons montrer que u « est I’élément cherché », c¢’est-a-dire :

—uemm;

— u & m.
La seconde condition est évidente puisque v = 1 (mod m™) et n > 0. Pour la premiere il
suffit de voir que u € tm/, ou encore que t~'u € m’/. Vu la définition de m’, c’est encore
équivalent a t~lum C A, ou encore & um C tA. Comme u € J, il suffit pour cela de voir
que Jm C tA. Mais on sait que Jm" C tA d’apres (xx), et d’autre part m = tA + m”
d’apres (x), de sorte que 1'on a

Jm = J({tA+m") CtA+ Jm" C tA,

ce qui acheve la démonstration. O

6.9 Quelques critéres pour que A = K.

Pour que les beaux résultats que l'on vient de voir, et ceux que nous verrons, soient
exploitables, il faudra aussi avoir un moyen de calculer, pour un K donné, 'anneau des
entiers K7. Bien qu’on n’ait pas (et qu’on ne s’attende pas a en avoir) d’algorithme poly-
nomial pour faire un tel calcul (en fait, il faudrait d’abord expliciter les données de départ,
et le format dans lequel on aimerait la réponse), il est utile d’avoir quelques critéres pour
voir si un sous-anneau A de K7 est égal a K7, ou pour voir quels nombres premiers divisent
Kz /Al

Commencons par des propriétés du discriminant, qui est défini en 7.2.1.

6.9.1 Proposition. Soit K un corps de nombres, et A un sous-anneau d’indice fini de
Ky. Alors p|disc(A) si et seulement si A/pA n’est pas réduit.

Preuve. En effet, si k£ est un corps, et A une k-algebre de dimension finie en tant que
k-espace vectoriel, on a disc(A) = 0 si A n’est pas réduit, car la forme trace est alors
dégénérée. D’autre part, si k est parfait, comme I, par exemple, une k-algebre de dimension
finie et réduite est un produit fini d’extensions séparables de k, donc telle que la forme
trace est non dégénérée. O

6.9.2 Proposition. Soit K un corps de nombres, et A C Kz un sous-anneau d’indice fini
a. Alors disc(A) = a® disc(K7z).
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Preuve. C’est une conséquence immédiate de 7.1.4 plus bas. ]

6.9.3 Théoreme. Soit K un corps de nombres, et A C Kz un sous-anneau d’indice fini.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) A= Kz;
(ii) A est un anneau de Dedekind ;

(iii) pour tout nombre premier p tel que p? divise disc(A), et pour tout idéal maximal
m C A contenant p, on a dim 4, (m/m?) <1;

Preuve. L’implication (i) = (ii) est claire car Kz est un anneau de Dedekind (6.1.1 (ii)).
La réciproque est immédiate : d’abord, puisque A est d’indice fini dans K7, il existe un
entier d # 0 tel que d Kz C A, ce qui entraine que Frac (A) = Frac (Kz) = K. Comme
K7, est entier sur Z, donc sur A et a méme corps des fractions, il lui est égal si A est
intégralement clos, donc si (ii) est vérifiée.

L’implication (ii) = (iii) est une conséquence de 6.8.1. Montrons que (iii) implique (ii).

Remarquons d’abord que les hypotheses générales de 6.8.1 sont vérifiées pour A : il est
integre comme sous-anneau de K, noethérien en tant que Z-module de type fini (méme
raisonnement que dans 5.4.4 (1)) ; on voit de méme, comme dans 5.4.4 (iv), que si I est un
idéal non nul de A alors A/I est fini; en particulier si I est premier il est maximal puisque
tout anneau integre fini est un corps.

Supposant (iii), il s’agit donc de voir, d’apres 6.8.1, que pour tout idéal premier non nul
m de A, le A-module m/m? est engendré par un élément. Or m contient un nombre premier
p (la caractéristique du corps fini A/m). Si p? divise disc(A), c’est gagné par hypothése.
Sinon, 'indice |K7z/A| de A dans K7 est premier a p en vertu de 6.9.2. Ceci entraine que
la multiplication par p* dans K7z/A est bijective; 'injectivité (resp. la surjectivité) signifie
que ANp* Kz = p* A (resp. que Kz = A + p? Kz). Ces deux conditions entrainent a leur
tour que la réduction modulo p? induit un isomorphisme d’anneaux :

A/pzA - KZ/pQKZ.

Or considérons, pour un anneau R quelconque, la propriété : « pour tout idéal maximal
m de R, le R-module m/m? est engendré par un élément ». Il est clair que cette propriété
passe au quotient : si elle est vraie pour R elle est vraie pour tout quotient R/I.

Dans notre cas, elle est vraie pour Kz d’apres 6.8.1; elle est donc vraie pour Kz/p*Kz
donc aussi pour A/p*A qui lui est isomorphe. Or on am D m? D p?A donc m/m? s’identifie
au quotient m/m? ou 'on a posé m := m/p*A. Ce dernier est un idéal maximal de A/p?A,
donc m/m? est engendré par un élément comme A/p*A-module (donc aussi comme A-
module) donc il en est de méme de m/m?. O

6.9.4 Exemple. Traitons le cas de K = Q(2'/?) = Q[x]/(f), avec f = 2® — 2. Prenons
notre candidat A := Z[Ql/ 3] pour K7z, et appliquons le critere. Il y a deux facons de calculer
le discriminant de A : on peut le faire avec la définition, c’est a dire, en calculant le
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déterminant de la forme trace de A, ou en calculant de discriminant de f (pour calculer
ce dernier, on peut utiliser des algorithmes pour le calcul de résultants, mais en degré 3 la
formule est bien connue). De toute fagon, dans ce cas on trouve disc(A) = —3-6-6 = —2237.
Les nombres premiers suspects sont donc 2 et 3. Comme A/2A = Fy[z]/(2?), il n’y a qu'un
seul idéal maximal de A qui contient 2, a savoir my := (2,7), mais celui-la est engendré par
Z tout seul, car dans A on a 2 = T3, donc my/m3 est de dimension au plus un sur A/m.
Comme A/3A = Fs[z|/(2® + 1) et que 2* + 1 = (x + 1)® sur Fs, on pose y = = + 1, et
l'on calcule : 2% — 2 = ¢y — 3y? + 3y — 3, donc A = Zly|/(v* — 3y* + 3y — 3), (polyndéme
d’Eisenstein!) et on voit qu’il n’y a qu'un seul idéal maximal de A qui contient 3, & savoir
ms = (3,y). Ici encore, m3 est principal, car engendré par g, donc m3/m3 est de dimension
au plus un sur A/ms. On conclut que A = K.
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7 Le discriminant.

7.1 Discriminant d’une forme bilinéaire symétrique.
7.1.1 Notations, généralités.

Soient A un anneau, et £ un A-module libre de rang fini n. On suppose £ muni d'une
forme bilinéaire symétrique

0:ExFE— A

A toute suite finie x = (x1,...,z,) € E", on associe sa « matrice de Gram »

[(8,z) = (B(xi, 7)) 1<i<ni<j<n € Mn(A)

et 'on pose
D(8,z) :==detI'(8,z) € A.

Sie=(e1,...,e,) est une base de E, alors I'(3, e) est simplement la matrice de § dans la
base e, et son déterminant D([3, e) s’appelle le discriminant de  dans la base e. En outre,
si I'on désigne alors par X la matrice de z € E™ dans cette base (c’est donc une matrice
carrée d’ordre n, dont la i-eme colonne est formée des coordonnées des x; dans e), alors un
calcul immédiat montre que

L(8,z) ="XT(B,e) X
et que par suite
D(8,z) = det(X)* D(3, e).

En particulier, si e et € sont deux bases de E, on voit que D((3,¢e) et D(f3,€’) sont égaux
a multiplication pres par le carré d’'un inversible de A. Autrement dit, ils ont méme classe
dans le monoide (multiplicatif) quotient A/A*2.

7.1.2 Définition. Avec les hypotheses et notations ci-dessus, le discriminant de (3, noté
disc(3) € A/A*?
est la classe dans A/A*? de D(f3,¢), ot e est une base quelconque de FE.

7.1.3 Exemples. 1. Si A est un corps, disc(3) est soit nul, soit inversible ; il est inver-
sible si et seulement si 3 est non dégénérée.

2. Si A est un corps algébriquement clos, le monoide A/A*? est isomorphe & {0, 1} (muni
de la multiplication) ; la seule information donnée par le disccriminant est donc celle
vue ci-dessus.

3. Si A =R, alors A/A*? est isomorphe & {0,1,—1} : le discriminant est un « signe ».
Exercice : exprimer ce signe en fonction du rang et de la signature de 3.

4. Si A = Z, le seul carré inversible est 1, de sorte que le discriminant est un élément

bien défini de Z.
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5. Le discriminant de la forme nulle est 0, sauf si £ = {0} : le discriminant de I'unique
forme bilinéaire sur le module nul est (la classe de) 1 (qui est le déterminant de la
matrice a 0 ligne et 0 colonne).

6. Soient (E4, ;) et (Es, B2) deux A-modules libres de rang fini, munis de formes bi-
linéaires symétriques ; soit (F, 3) le « produit orthogonal » (E} X FEs, 1 X [33), avec

(B x B2) (w1, 22), (y1,92)) = Bu(w1, y1) + Ba(w2,12),

alors disc(3) = disc(f;) disc(f2). (Dans une « base produit » de E, la matrice de 3
est diagonale par blocs, les deux blocs diagonaux étant les matrices de (3 et (33).

Noter que valeur 1 pour le discriminant lorsque £ = {0} (exemple 5) est la seule
compatible avec la formule ci-dessus : c¢’est une facon de s’en souvenir. ..

7.1.4 Proposition. Avec les notations de 7.1.1, on suppose en outre que A = 7. Soit
E' C E un sous-Z-module d’indice fini a (et donc aussi libre de rang n). Alors

disc(Bizr) = a* disc(3).

Preuve. D’apres le « théoreme de la base adaptée », il existe une base e = (ey,...,€,)
de E et des entiers dy, ..., d, tels que € = (dyey, ..., d,e,) soit une base de E’. On a alors
E/E = [[_(Z/d;Z), de sorte que a = |[];_, d;|. D’autre part la matrice de ¢’ dans la
base e de E est la matrice diagonale diag (dy,...,d,). On a donc
disc(fjp) = D(f,¢)

= det(diag (di,...,d,))* D(3,¢)

= (H?:l dZ)Q D(ﬁ?ﬁ)

= a?disc(8),

d’ou la conclusion. O

7.2 Discriminant d’une algebre.

Soient A un anneau, et B une A-algebre qui est un A-module libre de rang fini n. On
applique les considérations précédentes au A-module B muni de la forme trace 75,4 définie

en 5.2.
Siz = (21,...,2,) € B™, on posera notamment

Dpja(z) = D(TB/a, (1)) € A.

On a donc par définition

I s

7.2.1 Définition. Avec les hypotheses et notations ci-dessus, le discriminant de B sur A
est par définition disc(7p/4) € AJA™2.

On le note disc(B/A) si aucune confusion n’est a craindre.

C’est donc la classe modulo A*? de Dp/a(e), ol e désigne n’importe quelle base de B
comme A-module.
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7.2.2 Exemples et remarques

1.

7.3

Le discriminant de la A-algebre nulle est 1 (7.1.3(5)). Celui d'une algebre produit
B X By est le produit des discriminants de By et By (utiliser 7.1.3 (6), en remarquant
que T, xB, est produit orthogonal de 75, et 735,).

. Par abus de langage, on désigne souvent le discriminant par un élément de A qui le

représente. Un cas important ou ce n’est pas un abus est celui ou A = 7Z, d’apres
7.1.3(4).

Il y a également une situation ot le discriminant a un représentant « naturel » : c’est
celle des algebres de la forme A[X]/(f), ou f € A[X] est unitaire. C’est 'objet du
paragraphe suivant.

Discriminant d’un polynéme.

7.3.1 Définition. Soient A un anneau, f € A[X] un polynéme unitaire a coefficients dans
A, et n le degré de f. Notons B la A-algebre A[X]/(f), et x € B la classe de X ; on rappelle
(cf. 5.1.2) que (1,z,...,z" 1) est une base de B comme A-module.

On appelle discriminant de f I'élément de A défini par

disc(f) = Dpya(l,z,..., 2" ).

7.3.2 Remarques. (i) Bien entendu, dans la situation de 7.3.1, disc(B) est la classe

(i)

(i)

de disc(f) modulo les carrés d’inversibles. Insistons sur le fait que, contrairement &
celui de B, le discriminant de f est un élément bien défini de A.

Explicitons un peu la définition : on a disc(f) = det(Tr(z"7))o<icn—10<j<n_1. Par
définition de la trace, Tr(z™) est la trace de la multiplication par ™ dans B; c’est
donc aussi la trace de C™ ou C est la matrice compagnon de f, définie en 5.1.2. On
trouve donc

n Tr(C) Tr(C?) e Tr(C™ 1)

Tr(C) Tr(C?*) - Tr(C™ ') Tr(C™)
disc(f) = det Tr(C?) e Tr(C™1)  Tr(C™) Tr(C™™)
Tr(C.’””) Tr(C™) e Tr(C'.Q"*Q)

Sauf en tres petit degré (voir 7.3.3 ci-dessous), il est déraisonnable d’appliquer bruta-
lement la formule (ii) telle quelle pour calculer un discriminant : il faudrait d’abord
écrire la matrice compagnon C' (ga, ce n’est rien), puis calculer les puissances C™
(m < 2n —2) (donc 2n — 3 produits de matrices d’ordre n), prendre leurs traces et
former la matrice trouvée en (ii) (facile a nouveau), enfin calculer le déterminant.
En pratique on passe plutot par la notion de discriminant d’un polynome (voir plus
loin).
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(iv) Méme si elle a peu d’intérét calculatoire, la formule (ii) donne un renseignement
précieux. En effet, vu la forme de C' donnée en 5.1.2, il est clair que les coefficients de
la matrice ci-dessus (et donc aussi son déterminant) sont donnés par des polynomes
en les coefficients de f, ne dépendant que de n. En d’autres termes, il existe pour
chaque n un polynéme « universel » A, (Sy,...,S,—1) € Z[So,...,S.—1] tel que le
discriminant du polynome X™ + a,, 1 X" ' + ... + ag soit égal a A, (ag,...,a, 1),
quels que soient I'anneau A et les coefficients a;.

D’ailleurs, le polynome A,, n’est autre que le discriminant du polynome « universel »
X"+ 8, 1 X"+ ...+ S, & coefficients dans Z[Sy, ..., Sn_1].

7.3.3 Exemples. En degré 1, on a Ay(Sy) = 1 (vérifiez!).
Explicitons le calcul de A,. Soit donc f = X? + pX + ¢ unitaire de degré 2, a

coefficients dans A. La matrice compagnon est C' = ( (1) :g ), de trace —p; on a

C? = ( :;i p2p E ‘ ), de trace p* — 2¢. Le discriminant de f est donc le déterminant
2 — , . .

' o P _p2q , égal (surprise) & p*> — 4¢. En d’autres termes, Ay(Sp, S1) = S? — 4 Sp.

En degré 3, on trouve (avec un logiciel de calcul formel, par exemple) que le discriminant
de X3+a X?+bX+cest —4a® c+a? b*+18 abc+(—4 1% —27 ¢?). Le cas le plus important (et
qu’il est bon de connaitre par coeur) est celui ot @ = 0, ot le discriminant est —4 b —27 ¢* :
attention au signe!

7.3.4 Remarque. Une conséquence de l'existence de A,, (qui lui est d’ailleurs équivalente)
est la propriété d’« invariance par changement d’anneau » du discriminant : si f est comme
dans 7.3.1 et si ¢ : A — A’ est un morphisme d’anneaux, on peut considérer le polynoéme
f¢ obtenu en appliquant ¢ aux coefficients de f. Alors on a

disc(f*) = ¢(disc(f))

dans A’

On peut naturellement montrer cette propriété en « remontant » soigneusement la dé-
finition du discriminant ; on a besoin pour cela des propriétés analogues de la trace et du
déterminant d’une matrice.

Cette propriété, d’apparence anodine, est tres utile. Par exemple, si A = Z, pour voir
qu'un entier n divise disc(f) il suffit de voir que le polynoéme f mod n (dans (Z/nZ)[X]) a
un discriminant nul. Et, pour A quelconque, on peut, pour calculer disc(f), remplacer A
par n’importe quel anneau contenant A comme sous-anneau.

La proposition suivante fait le lien avec une définition plus traditionnelle du discriminant
(et en facilite le calcul) :
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7.3.5 Proposition. Avec les notations de la définition 7.3.1, on suppose en outre que f
est scindé, c’est-a-dire de la forme

n

F=11x =M

=1

ou les \; sont des éléments de A. Pour chaque i € {1,...,n}, on a donc un morphisme de
A-algebres
envoyant x sur \; (et la classe d’'un polynoéme h € A[X] sur h();)). Alors :

(i) Pour z,...,z, quelconques dans B, on a

Dijaz1,- -, 20) = (det(@i(2)) h1<ijan)

En d’autres termes, pour hy, ..., h, dans A[X], on a

Dppa(ha(), .. ho(2)) = (det(hy(A))1<ijen)

(ii) Le discriminant de f est donné par
disc(f) = H (/\i_)‘j>2 = ¢ Hf,<)\z’> = eNpa(f'(z))

ott I'on a posé ¢ = (—1)"n=1/2,

Preuve. (i) Il suffit de montrer la seconde formule. Soit M la matrice (h;(\;)) € M, (A),
et calculons ‘M M : c’est une matrice dont le terme général est

("M M)i; = >0 hi(\) hi(N)
= > (hihy)(N)
= Trp/a((hihj)(x) (d’apres 5.1.8 (iii))
= Trpja(hi(x) hi(z)).

Par définition de Dp/4, on a donc Dg/a(hi(x), ..., hy(z)) = det(*M M) = det(M)?, cqfd.

i—1

(ii) La partie (i), appliquée & z; = =1 (ou, si l'on préfere, a h; = X1) et la définition du

discriminant donnent

D VRN Vi
‘ NP VIEREND
disc(f) =| . . : = H (N = X)?
. . . i,j€{1,...,n}
1 A\, - )\QL—I i<j
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(Vandermonde), d’ott la premiére égalité. En remarquant que (\; — \;)? peut aussi s’écrire
_(/\z — Aj)(/\] — )\Z>, on en tire :

dise( ) = <—1>“<”—1>/2' [T =)

j?fl
— (_1)71(77,—1)/2 H f/()\
i=1

puisque f'(X) = >, [[;.(X — A;). Enfin, le produit des f'(\;) est égal & Np/a(f'(2)) en
vertu de 5.1.8 (ii), d’ou la derniere égalité. O

La partie (ii) de la proposition ci-dessus fournit plusieurs fagons, toutes utiles, de cal-
culer le discriminant. Par exemple, lorsque A est un corps, on obtient :

7.3.6 Corollaire. Soient K un corps, f € K[X] unitaire de degré n, B la K-algébre
K[X]/(f), x € B la classe de X, L une extension de K telle que f soit scindé dans L[X]
(par exemple un corps de décomposition de f, ou une cloture algébrique de K).

(1) Soient \; (1 < i < n) les racines de f dans L, comptées avec multiplicités. On a dans
L les égalités (avec e = (—1)"("=1/2)

dise(f) = [ Qe=A)" = e [TFO0) = eNp(f'())

(2) Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) disc(f) #0;
ii) la forme trace T, est non dégénérée ;
/ 4
(iii) f n’a pas de racine multiple dans L (ou dans une cloture algébrique de K ) ;
(iv) f et f' n’ont pas de racine commune dans L (ou dans une cléture algébrique de K ) ;
)

(v) f et f' sont premiers entre eux dans K[X].

Preuve. La premiere égalité de (1) résulte immédiatement de 7.3.5 (ii), puisque disc(f)
se calcule aussi bien dans L que dans K, et que dans L[X]| on a f = [[_,(X — ;). Pour
la seconde, posons By := L[X]/(f) : alors 7.3.5 (ii) donne disc(f) = eNp, /.(f'(2)), et il
suffit de remarquer que si z € B, alors Ngk(2) = Np, /1(2) (en effet (1,z,...,2" " est &
la fois une K-base de B et une L-base de By, et la matrice de z est la méme dans ces deux
bases).

(2) L’équivalence (i)<(ii) a déja été remarquée (7.1.3). Les équivalences (iii)<(iv)<(v)
sont (on I'espere) bien connues. Enfin, (i)<(iii) (ou, si 'on préfere, (i)<(iv)) est une con-
séquence de (1). O
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Dans la proposition 7.3.5, la derniere formule, disc(f) = e N(f’(z)), se distingue par le
fait que les \; n’y figurent pas, et qu’elle garde donc un sens sans I'’hypothese que f soit
scindé. On peut (on doit!) donc se demander si elle est vraie sans cette hypothese, et de
fait :

7.3.7 Corollaire. Sous les hypothéses de 7.3.1 (et sans supposer f scindé), on a la formule
disc(f) = (=1)"" V2 N a(f'(2)).

Preuve. Ecrivons f=X"+a, 1 X" '+.. . +ag. Le premier membre est A, (ag, ..., a, 1),
ou A, € Z[So, ..., S-1] est le polynome de 7.3.2 (iv). De méme, le membre de droite est
un « polynome universel » en les a; (& coefficients entiers, et ne dépendant que de n) : en
effet il est égal a det(f'(C)) ou C est la matrice compagnon C de f; il est clair que les
coefficients de f’ sont polynomiaux en les a;, de méme que ceux de C', donc aussi ceux de
la matrice f/(C') et finalement son déterminant. L'identité de 'énoncé est donc de la forme

An(&(], e ,an,l) = q)n(&o, e ,an,l)

ou A, et &, sont dans Z[S] = Z[So,...,Su_1], et sont indépendants de f (et de A).
Il suffit donc d’établir dans Z[S] l'identité A, = @, ce qui revient a démontrer 7.3.7
dans le cas (dit « universel ») ou A est 'anneau A, = Z[S] et ou f est le polynome
fu=X"+S, 1 X" 14+ ...+ 8, Pour cela, on peut en outre remplacer A, par un anneau
le contenant, par exemple (puisqu’il est integre) par son corps des fractions K,. Mais il
existe une extension L de K, telle que f, soit scindé dans L[X], et sur laquelle on peut
donc appliquer 7.3.5 (ii). O

7.3.8 Remarque. Voici une variante de I'argument ci-dessus, que nous laissons comme
exercice. Pour f € A[X] unitaire de degré n, on montre qu’il existe une A-algebre A’
contenant A (et, si 'on veut, libre de rang n! comme A-module) telle que f soit scindé
dans A'[X] : la formule est donc vraie dans A’, et donc aussi dans A par le méme argument
que ci-dessus.

Pour trouver A’; on copie I'argument bien connu (du moins on 'espére) dans le cas ou
A est un corps : on remarque que si ’on pose encore B = A[X]/(f), et si x est la classe de
X dans B, alors f(x) =0 donc f = (X — z) g(X) avec g € B[X] unitaire de degré n — 1;
on conclut alors par récurrence sur n.

7.4 Retour aux algebres : algebres séparables.

7.4.1 Définition. Soient K un corps, et B une K-algebre (commutative) de dimension
finie. On dit que B est séparable si disc(B/K) # 0 (ou, de fagon équivalente, si la forme
trace T K est non dégénérée, cf. 11).
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7.4.2 Exemples et remarques.

(i) On dit en particulier qu'une eztension finie de K est séparable si c’est une K-algebre
séparable.

(ii) Soit f € K[X] unitaire : alors, d’apres 7.3.6 (2), la K-algebre K[X]/(f) est séparable
si et seulement si f n’a pas de racine multiple dans une cloture algébrique de K (on
dit alors parfois que f est un polynéme séparable).

(iii) Soient B et By deux K-algebres de dimenson finie. Alors By x By est séparable si et
seulement si B; et By le sont : ceci résulte de 7.2.21.

(iv) Soit B une K-algebre de dimension finie et soit « € B un élément nilpotent. Alors x
est de trace nulle (exercice d’algebre linéaire : considérer le polynéme caractéristique
de z, ou ses valeurs propres comme endomorphisme). Mais, pour tout y € B, zy est
encore nilpotent (B est commutative), de sorte que Tr (xy) = 0 pour tout y et que x
est dans le noyau de la forme trace.

On en conclut que toute K-algebre séparable est réduite, c’est-a-dire sans élément
nilpotent non nul.

La partie (3) de la proposition ci-dessous donne une réciproque partielle a 7.4.2 (iii) :

7.4.3 Proposition. Soient K un corps, et B une K-algébre (commutative) de dimension
finie.
(1) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) B est réduite;

(ii) B est isomorphe a un produit Ly X --- X L, d’extensions finies de K.
(2) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(iii) B est séparable;

(iv) B est isomorphe a un produit Ly X --- X L, d’extensions finies séparables de K.

(3) On suppose que K est fini ou de caractéristique nulle. Alors toute extension finie de K
est séparable. En conséquence, les conditions (i) a (iv) ci-dessus sont équivalentes.

Preuve. (1) L’implication (ii)=(i) est triviale.

Sans meéme supposer B réduite, soit J C B l'intersection de tous les idéaux maximaux
de B. Comme B est de dimension finie, J est intersection d’une famille finie (my,...,m,)
d’idéaux maximaux distincts. Le lemme chinois implique que le morphisme naturel

i=1

est surjectif (on voit en particulier que r < dimg B, mais peu importe ici). Il est clair
d’autre part que ker p = J.

Montrons que J est le « nilradical » de B, c¢’est-a-dire I’ensemble des nilpotents. Six € B
est nilpotent, il est clair que ¢(z) = 0, donc = € J. Réciproquement, soit = € J : puisque
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dim B < oo, = est annulé par un polynéme non nul, de la forme P(X) = X4 XQ(X) + \)
avec A # 0 dans K ; on a donc 0 = 24(zQ(z)+\). Mais z est dans tous les idéaux maximaux
de B, donc xQ(x) 4+ A n’est dans aucun, donc est inversible. La relation ci-dessus implique
donc z¢ = 0, cqfd.
Si B est réduite, on en déduit que ¢ est injectif, donc bijectif, d’ou (ii).

(2) L’implication (iv)=-(iii) est immédiate par 7.4.2 (iii). Inversement, si B est séparable,
elle est réduite d’apres 7.4.2 (iv) ; elle est donc produit d’extensions finies de K, automati-
quement séparables par 7.4.2 (iii).

(3) Soit L une extension finie de K.

Si K est de caractéristique nulle, le théoreme de I'élément primitif assure que L est
engendrée par un élément (comme extension de K) donc est de la forme K[X]/(f) ou f €
K[X] est irréductible. Mais ceci entraine que f est séparable : en effet, comme car K = 0,
la dérivée f' de f n’est pas nulle; comme deg f* < deg f et que f est irréductible, les
polynémes f et f’ sont donc premiers entre eux, donc L est séparable d’apres 7.3.6 (2).

Si K est fini, on sait que le groupe L* est cyclique, d’ordre n premier a la caractéristique
p de K. Soit z un générateur de L*. Alors L = K(z), et comme ci-dessus il suffit de voir
que le polynome minimal f de x n’a pas de racine multiple. Or z est racine du polynome
X™ — 1, qui n’a pas de racine multiple (sa dérivée est nX"! donc a pour seule racine 0
puisque n # 0 dans K). Il en est donc de méme de f, qui divise X" — 1. O

7.4.4 Remarque. L’assertion (3) s’étend en fait a tout corps de caractéristique p > 0
dont tout élément est une puissance p-ieme (ces corps, ainsi que les corps de caractéristi-
que nulle, sont dits parfaits).

Réciproquement, si car K = p > 0 et si a € K n’est pas une puissance p-ieme, alors
on montre facilement que le polynéme X? — a est irréductible dans K[X]; comme il est
clair qu’il a une racine d’ordre p dans une cloture algébrique de K (d’ailleurs sa dérivée
est nulle), on voit que L := K[X]|/(X? — a) est une extension finie de K qui n’est pas
séparable.
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8 Finitude du groupe des classes d’idéaux.

Si K est une extension finie de Q, nous avons défini le groupe de classes d’idéaux C'(K7)
comme le quotient I(Kz)/P(Kz). Le but est maintenant de montrer que les C'(K7z) sont
finis. Pour le faire, nous allons montrer que tout élément de C'(K7z) est représenté par un
idéal a de K7 qui est « petit » dans le sens que Kz/a est petit. Le cardinal de K7/a sera
appelé la norme de a.

8.1 La norme d’un idéal.

8.1.1 Définition. Soient K une extension finie de Q, et a un idéal non nul de K. On
définit la norme Ng/g(a) de a par :

Nisala) == |Kz/al.
On la note aussi N(a) si aucune confusion n’est a craindre.

8.1.2 Proposition. Avec les notations ci-dessus, posons A = K.

(i) Six est un élément non nul de A, alors N g(zA) est égal a |Ng q(x)|.
(ii) Sia et b sont des idéaux non nuls de A, on a N(ab) = N(a)N(b). En particulier, on a
N(a) =TI, N(p)?(®), ow1 p parcourt 'ensemble des idéaux maximaux de A.

Preuve. L’assertion (i) a déja été vue, cf. 5.4.4 (iii). Pour (ii), il suffit de le montrer dans
le cas ol b est un idéal maximal m. Dans ce cas, on a une suite exacte de Kz-modules :

0 — a/am — Kz/am — Kz/a — 0.

Il suffit donc de voir que |a/am| = |A/m|, ou encore, que a/am est un Ky/m-espace
vectoriel de dimension un. Or le théoreme de décomposition des idéaux montre que a/am
n’a pas de sous-A-module autre que lui-méme et 0, et qu’il n’est pas nul, d’ou la conclusion.
O

8.1.3 Remarques. (i) Avec les notations de 8.1.1 et 8.1.2, il résulte de la définition
que l'entier N(a) annule le groupe A/a. Donc N(a).14/, = 0, de sorte que N(a) est
un élément de a.
Inversement, soit m un entier positif appartenant a a : alors A/a est un quotient de
A/mA, donc N(a) divise le cardinal de A/mA, qui est m @ d’apres 5.4.4 (ii).

(ii) Sia est mazimal, alors la caractéristique du corps Kz/a est un nombre premier p, qui
est 'unique nombre premier appartenant a a; la norme de a est alors une puissance
de p (elle divise méme plU d’apres (i) ci-dessus).

On voit donc que, si p est un nombre premier, les idéaur mazrimauzr de A contenant
p sont exactement les idéaur maximauzr dont la norme est une puissance de p.

On prendra garde que, pour un idéal a, le fait que N(a) soit une puissance d’un
nombre premier p n’implique évidemment pas que a soit maximal (sauf si N(a) = p,
bien entendu).
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8.2 Le cas de Q(v/-5).

Nous considérons Q(y/—5) comme sous-anneau de C, en envoyant v/—5 vers i v/5. L’an-

neau des entiers de Q(+/—5) est Z[v/—5]|, de Z-base (1,/—5).
Soit @ un idéal non nul de Z[v/—5]. Essayons de trouver un élément = # 0 de a tel que

|z| soit petit, et de voir apres a quoi cela peut bien servir. Pour r > 0 réel, notons B(r) la
boule fermée {z € C | |z| < r}. Nous considérons, pour r > 0, les applications suivantes :

B(r) — C — C/a.

On a:
Vol(B(r)) = nr?,  Vol(C/Z[v/=5]) = V5, Vol(C/a) = N(a)V/5.

Pour la derniere égalité, utiliser la suite exacte :
0 — Z[v-5]/a — C/a — C/Z][v/—5] — 0,

ou raisonner en termes de domaines fondamentaux (celui pour a est réunion disjointe de
N(a) copies de celui de Z[+/—5]). Prenons maintenant r tel que Vol(B(r)) > Vol(C/a),

c’est a dire : L2
T>T9= .

(e

Alors I'application ci-dessus de B(r) vers C/a n’est pas injective, donc il existe y et z
dans B(r), distincts, tel que = := y — z est dans a. Nous avons donc obtenu un = # 0
dans a avec |z| < 2r. Ceci vaut pour tout r > r9. Comme les B(2r) sont compactes, les
B(2r) N (a — {0}) le sont aussi, donc leur intersection, prise sur tous les r > ro, n’est pas
vide (car aucune intersection finie n’est vide). Donc, en fait, nous avons montré l’existence
d'un z # 0 dans a avec |z| < 2ry. Considérons maintenant la suite d’inclusions d’idéaux :

Z[\/=5] D a D Z[\/—5|x = ab,

olt la derniere égalité est la définition de b. Cela montre que a™! est égal a b dans C'(Z[v/—5)),
et que :

N(b) = N(Z[v/=5]x)/N(a) = N(z)/N(a) = |z|*/N(a) < 4V/5/7 < 3.

Nous en concluons que tout élément de C(Z[v/—5]) est représenté par un idéal de norme au
plus 2 de Z[v/=5]. Mais les seuls idéaux de norme < 2 sont Z[/—5] et my := (2, 1++/=5),
ce qui montre que C(Z[y/—5]) a au plus 2 éléments. Comme my n’est pas principal (la
norme de a + by/=5 est a? + 5b%), on conclut que C(Z[\/=5]) = Z/27Z.

8.2.1 Théoréeme. C(Z[v—5|) = Z/2Z.
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8.3 Application.

8.3.1 Théoréme. L’équation y*> = 23> — 5 n’a pas de solution dans Z.

Preuve. Par contradiction. Supposons que z et y sont dans Z, tel que y? = 2® — 5. Alors
nous avons, dans Z[v/—5] :

2=y +5=(y+ V-5)(y — vV-5).

Notons que l'idéal (y + /=5,y — v/=5) contient (2y/—5) = m2ms. Notons P I'ensemble
des idéaux maximaux de Z[v/—=5]. Alors, si p est dans P — {my, ms}, au plus I'un d’entre
vp(y + v/=5) et v,(y — v/=5) est > 0, et donc tous ces v,(y + v/=5) et v,(y — v/—5) sont
divisibles par 3. D’autre part, Ty = my et Mz = my, donc vy, (¥ + vV/—5) = U, (y — v/=5),
donc vy, (y + v/ =5) et v, (y —v/—5) sont divisibles par 3. Le méme argument montre que
Vs (Y + v/=5) et v, (y — v/—5) sont divisibles par 3. On en conclut qu'’il existe un idéal
a de Z[v/=5] tel que (y + +/—5) = a®. Comme C(Z[\/=5]) est d’ordre 2, a est principal,
disons @ = (u). Mais alors, quitte & remplacer u par —u, on a u® = y + +/—5. En écrivant
u = n + my/—5, ceci donne rapidement une contradiction. [l

On peut voir, mais ce n’est pas facile, qu’il n’y a pas d’obstruction de signe ni de congruence
qui permet de montrer ce résultat (en effet, il y a des solutions dans R, et dans tous les
Z/p"Z avec p premier et n > 1).

8.4 Le cas des corps quadratiques réels.

Soit d > 1 un entier sans facteur carré. Notons K := Q(v/d) et A := Kz son anneau
des entiers. Rappelons-nous que A = Z[(1 + v/d)/2] si d = 1 modulo 4, et A = Z[V/d]
sinon. Notons ¢, et ¢, les deux plongements de K dans R, et ¢: K — R? le morphisme
d’anneaux donné par ¢(z) = (¢1(x), p2(x)). Nous observons d’abord que

Vol(R?/$(Z[Vd])) = |det <1 vd )’ —2Vd.

1 —Vd

On en conclut que Vol(R?/¢(A)) = v/d si d = 1 modulo 4, et 2v/d = V/4d sinon. D’autre
part, calculons le discriminant disc(A) de A. Par définition, c’est le déterminant de la
matrice de la forme trace par rapport a n’importe quelle Z-base de A (cela ne dépend pas
du choix car le déterminant d'un élément g de GLo(Z) est £1, et la matrice en question
change par m — g'mg). Par rapport & la Z-base (1,v/d) de Z[+/d], la matrice de la forme

trace est (2 4,), donc de déterminant 4d. Il en résulte que :

. d si d = 1 modulo 4,
disc(4) = { 4d si d # 1 modulo 4.

On conclut que :
Vol(R?/¢(A)) = |disc(A)[/2.
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Soit maintenant ¢ C A un idéal non nul. On a alors :

Vol(R?/¢(a)) = N(a)Vol(R?/$(A)) = N(a)|disc(A)| .

Comme dans le cas imaginaire, nous allons nous servir d’une norme ||-|| sur le R-espace
vectoriel dans lequel nous travaillons : ici ¢’est R2. Nous prenons, comme tout le monde,
d’ailleurs, la norme donnée par ||(z,y)|| = |z|+|y|. La raison de ce choix devient claire sur un

dessin, ou 'on voit qu’il maximise le volume de la « boule » B(||||,r) := {z € R? | ||z|| < r}
sous la condition que cette boule soit contenue dans {(z,y) € R? | |zy| < 1}. (Notons qu’en
fait toutes les métriques ||(z,y)|| = a|z| + Bly| avec af = 1, a > 0 et § > 0 sont aussi
bonnes.)

L’identité (x + y)? — 4wy = (z — y)* montre que pour tout = dans K on a :

IN(@)] = [¢1(z)d2(2)] < (1/4)l|g(2)[|*.
Comme B(||-||,r) est un carré de coté v/2r, on a :
Vol(B(||-||,r)) = 2r?.

Prenons maintenant 7o tel que 2r3 = Vol(R?/¢(a)), donc :

ro = (N(a> |di;c(A)|1/2>1/2'

Par le méme argument que dans le cas imaginaire, on voit qu’il existe un x # 0 dans a, tel
que ||z|| < 2rg. Prenons un tel z. On a alors :

N(a) |disc(A)|*/?
5 :

IN(2)] < (1/4)[le(2)[|* < (1/4)4r5 =
D’autre part, on a la suite d’inclusions d’idéaux de A :
ADaD Axr = ab,

ol la derniere égalité est la définition de b. Pour ce b :

_ NG| _ [dise(A)['*

N () N(a) — 2

On en conclut le résultat suivant.

8.4.1 Théoreme. Soit K un corps quadratique réel. Alors tout élément du groupe de
classes d’idéaux C(K7z) a un représentant qui est un idéal de Ky de norme au plus
27! |disc(Kz)|'/2.

8.4.2 Exemple. Z[/7] est principal. En effet, il suffit de voir que tout idéal b de norme
au plus /7 < 3 est principal. Comme Z[V/7]/(2) = Fy[x]/(z? + 1), il suffit de voir que
(2,14 /7) est principal. Comme N (3 4 v/7) = 32 — 7 =2, c’est le cas.
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8.5 Bornes dans le cas général.

Soit K une extension finie de Q, d son degré, et ¢q, ..., ¢4 les plongements distincts de
K dans C, numérotés de la facon suivante : ¢; = ¢; si 1 < i < ry, et ¢py i = O pryts S
1<i<ry. Onadoncd=r;+2r,.

8.5.1 Exemple. Prenons K := Q(2'/%). Le polynome minimal de 2'/% est 2° — 2, ses trois
racines dans C sont 2'/3, 21/35 et 2'/352. On a donc ¢;(2'/%) = 2'/3 et on peut prendre
$2(21/%) = 2135 et §5(2'/%) = 2152,

Nous plongeons K dans R™ x C™ en utilisant les ¢; :

¢o: K R xC?, zw ¢(x) = (01(x),...,Irjar(T)).

Cette application ¢ est un morphisme de QQ-algebres. Dans la suite, nous utilisons la R-base
(1,7) de C pour passer de C a R? Par exemple, nous noterons également ¢ 1’application
suivante, obtenue en composant le ¢ en haut par l'isomorphisme C"? — R?™2 :

¢: K — R?
T = (¢1($)7 ce 7¢T1 (33)7 Re(¢7‘1+1<x>>7 Im(¢7‘1+1<x))? st >Re(¢n+m (x))a Im(¢r1+r2 (33)))

Pour simplifier la notation dans ce qui va suivre, nous posons K := R x C". Ceci est
d’autant plus justifié par le fait que le morphisme naturel de R-algebres R ®gp K — Kg
est un isomorphisme (cela se voit en prenant un élément primitif x de K, et en écrivant
K =Qlt]/(f), avec f le polynome minimal de x). En fait, il est plus naturel de plonger K
dans R ®g K que dans K&, car cela évite le choix d'une numérotation des ¢;.

Nous avons vu que pour tout x dans K, on a :

Nijo(@) = 01(2)] -+ r, (@) i1 (@) - [y ().

Cela donne donc un diagramme commutatif :

K —— Kg
R R R B A R N A e

Remarquons que I'apparition des exposants 2 au coordonnées qui correspondent aux fac-
teurs C n’a rien de surprenant, car la norme est le déterminant de la multiplication par
I’élément en question (et donc sa valeur absolue mesure le facteur par lequel changent les
volumes).

Comme dans le cas des corps quadratiques réels, il faudra choisir une norme sur le R-
espace vectoriel Kg. Pour rendre optimal les résultats qui suivent, on fait le choix suivant :

G, 2 = lwa] + - ey | + 2] 4o 4 2z |-
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8.5.2 Remarque. Dans [Samuel], on ne voit pas de norme qui apparait, mais plutot le
choix d’une partie intégrable, convexe et symétrique par rapport a l'origine de Kg. Cela
revient au méme (sauf peut-étre si on voulait utiliser de telles parties assez sauvages pour
qu’elles ne proviennent pas d'une norme). Si ||-|| est une norme, on lui associe la partie
B(]|-]|, 1), la « boule » fermée de rayon un.

8.5.3 Lemme. Pour tout (x,z) dans Kg on a :

|N(I,Z>’1/d < ||<:L’,Z>||
d
Preuve. C’est 'inégalité « moyenne géométrique < moyenne arithmétique ». Elle résulte
de la convexité du logarithme. En effet, si 0 < z < y, le segment de (z,log(z)) a (y,log(y))
est I'ensemble des (ax + by,alog(z) + blog(y)) avec a > 0, b > 0 et a +b = 1, d’ou
alog(z) + blog(y) < log(ax + by). O

8.5.4 Lemme. Pour r >0, on a Vol(B(||-||,7)) = 2" (x/2)"2r¢/dL!.

Preuve. Par récurrence sur rq et ro. Siry > 0, on a :

T s

Vol(B,,—1,,(r — |2])) dz = 2/ Vol(B,,—1,,(r — z)) dx =

=0
_ 2/7‘ 2“71 (E)m (’f‘ _ x>r1—1+2r2 dp— .
=0 2 (7’1 -1+ 2T2)!

Sirp=0etry>0,o0na:

Vol(Br (1)) = [

r=—T

Vol(By ., (1)) = / Vol(By ,—1(r — 2|2])) dzdy =

|2|<r/2

r/2
:27T/ VOI(BOJ‘Z—l(T_2p)) dp: )
p

oll nous avons écrit z = x + iy = pe'®. O

La chose suivante que nous voulons est une expression pour Vol(Kgr/Kz).Rappelons que
nous avons déja vu que Ky est discret dans Kg (ce qui est d’autant plus clair apres la
remarque que le plongement de K dans Kg est, a un isomorphisme pres, celui de K7 dans
R ®7 K7z. Nous allons voir qu’en effet ce volume s’exprime naturellement en termes du
déterminant d’'une matrice de la forme trace de K.

8.5.5 Lemme. Soit M un Z-module libre de rang fini, et b: M x M — 7Z une forme
bilinéaire. Pour e une base de M, notons mat.(b) la matrice de b par rapport a e. Alors
les déterminants det(mat. (b)), avec e une base de M, sont tous égaux, et on définit le
discriminant de b, noté disc(b), comme étant cet entier.
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8.5.6 Définition. Pour K un corps de nombres on définit le discriminant de K7 comme

le discriminant de la forme trace sur K7z. De méme pour des sous-anneaux d’indice fini
dans K.

8.5.7 Proposition. Soit K un corps de nombres.
1. Vol(Kg/Kz) = 27"2|disc(K7)|"/2.
2. Pour tout idéal a non nul de Kz, on a Vol(Kg/a) = 27"2|disc(K7)|"/?N(a).

Preuve. Le deuxiéme énoncé résulte directement du premier. Soit = := (x1,...,24) une
Z-base de K. Alors :

o1 (931) T ¢1(3?d)
VoI ) = e ) o Reln o)
M(Gry 17y (71)) 0 Iy, 1y (24))
¢1(9€1) T ¢1(£Ud)

Grn(e) o Goled)
=2""det | Oy (T1) o0 Drigrpr(Ta)

9257“1-&-7".2 ($1) T ¢T1+7".2 (Id)

¢T1+27’2 ($1> T ¢T1+2T2 (xd)

2_T2| det(a)|> avec a; ; = gﬁz(l‘])

Vient maintenant 1’astuce :

(a'a);; = Z )ikArj = Zakzakj Z¢k i)k (x;) = Tricjgzix;).

k
On en conclut que
det(a)? = det(a) det(a) = det(a') det(a) = det(a‘a)) = disc(Kz).
O

8.5.8 Théoreme. Soit K un corps de nombres, d son degré, ry et ro le nombre de facteurs
R et C dans Kg.

1. Soit a un idéal non nul de K. Alors il existe un x non nul dans a tel que :

N(z) < (%) 2 %ydisc(KZ)ylﬂN(a).
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2. Tout élément de C(K7) est représenté par un idéal a de Ky tel que :

AN d
N(a) S (;) ﬁ’dlSC(Kz)yl/Q.

3. C(K7z) est fini.

Preuve. On procede comme on I'a déja fait dans le cas des corps quadratiques réels. Pour
la finitude de C'(K7), notons simplement qu'un idéal a de K7 d’indice n contient n, donc
est I'image réciproque de son image dans 'anneau fini Kz/nKz. Il

Nous terminons cette section avec un exemple amusant.

8.5.9 Théoréme. L’anneau des entiers de Q(v/—163) est factoriel. Les nombres n*—n+41
avec n entier et —40 < n < 41 sont tous des nombres premiers.

Preuve. On vérifie que 163 est premier, et que —163 est congru a 1 modulo 4. L’anneau
des entiers A de Q(1/—163) est donc Z[u], avec u = (1 ++/—163)/2. Le polynéme minimal
de u est f:=a* —x + 41, donc A = Z[u| = Z[x]/(f).

Montrons que A est factoriel. Comme il est de Dedekind, cela revient a montrer que son
groupe de classes d’idéaux est trivial. Le théoreme précédent donne qu’il suffit de vérifier
que les idéaux de norme au plus 24/163/7 sont principaux (disc(A) = —163). 11 suffit donc
de vérifier que les idéaux maximaux contenant 2, 3, 5 ou 7 sont principaux. Cela résulte
de ce que f est irréductible dans F,[z] pour tous les p dans cette liste. On a donc montré
que A est factoriel.

Pour montrer le deuxieme énoncé sans vérifier cela cas par cas, on utilise une propriété
de la norme. Un calcul montre que N(a+bu) = a*+ ab+410* = (a+b/2)? + (41 — 1/4)1?,
pour a et b dans Q. On voit donc que pour a et b dans Z avec b # 0, on a N(a + bu) > 41.

Soit p un nombre premier et supposons que f est réductible dans F,[z]. Alors A a un
idéal de norme p, donc un élément de norme p. Donc f est irréductible dans F[z] sip < 41.

Si p est premier et divise un nombre de la forme n? — n + 41, alors f a une racine
dans F,,. On en déduit que si p est premier et divise n? — n + 41 pour un n dans Z, alors
p > 41. On en conclut que si [n? —n +41| < 412, alors n? —n + 41 est premier. Pour finir :
on a [n? —n| < 41? — 41 si et seulement si —40 < n < 41. O
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9 La réciprocité quadratique.

9.1 Décomposition des nombres premiers.

Soient K un corps de nombres, et p un nombre premier. L’anneau K7 /pK7y est alors une
[F,-algebre de dimension d := dimg(/4). Nous allons relier sa structure a la décomposition
de pK7z en produit d’idéaux premiers, et d’autre part au discriminant de K.

Commencons par une remarque valable dans tout anneau de Dedekind :

9.1.1 Proposition. Soient A un anneau de Dedekind, I un idéal non nul de A. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) Ianneau A/I est (isomorphe a) un produit de corps;
(ii) Panneau A/I est réduit;
(iii) pour tout idéal premier non nul m de A, on a v,,(I) € {0,1} (ot v,,,(I) est 'exposant
de m dans la décomposition de I, cf. 6.5.3).

Preuve. L’implication (i) = (ii) est triviale (pour n'importe quel anneau).
Ecrivons [ = m{' -+ -m& ou les m; sont des idéaux premiers non nuls de A, deux a
deux distincts (et ou tous les e; sont > 0). En particulier les idéaux m;" sont étrangers

deux a deux, de sorte que l'on a (lemme chinois) :
A" H(A /mst).
i=1

(ii) = (iii) : supposons (iii) fausse, par exemple e; > 2. L’idéal I’ = my m3? - - - m& contient
I, est différent de I (par unicité de la décomposition), et vérifie I’ C I. Soit alors 2z € I'\ I :
alors la classe de x dans A/I est un élément non nul (puisque x & I) et nilpotent (puisque
xt € I'' C I, donc A/I n’est pas réduit.

(iii) = (i) : si chaque e; vaut 1, alors chaque A/m;" = A/m; est un corps, donc A/I est

i

bien un produit de corps. [l

9.1.2 Proposition. Soit B un anneau qui est un Z-module libre de type fini, et soit p un
nombre premier. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) 'anneau B/pB est un produit de corps;
(ii) 'anneau B/pB est réduit ;
(iii) p ne divise pas disc(B/Z).

Preuve. La classe modulo p de disc(B/Z) est le discriminant de la F,-algebre B/pB,

et ce dernier est nul si et seulement si B/pB est réduit (ou encore un produit de corps),
d’apres 7.4.3 (3). O
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9.1.3 Cas des entiers d’un corps de nombres.

Soient K un corps de nombres et p un nombre premier. On pose A = Kz, et I'on
considere la décomposition de pA en produit d’idéaux premiers :

Er

_ €1
pA_ml ...mr

ou les m; sont les idéaux premiers (distincts) de A contenant p, et ou chaque e; = vy, (p)
est un entier positif. Pour chaque i, le quotient A/m; est un corps fini de caractéristique p
(puisque p € m;), donc on a

N(m;) = [A/m;| = p"

ou f; = [A/m; : F,] est un entier > 0.

9.1.4 Proposition. Avec les hypothéses et notations de 9.1.3, les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) p ne divise pas disc(Kz) ;
(ii) A/pA est réduit ;
(iii) tous les e; sont égaux a 1.

De plus, on a la relation
.

Zeifi = [K : Q]-

=1

Preuve. L’équivalence de (ii) et (iii) (resp. de (i) et (ii)) résulte de 9.1.1 (resp. de 9.1.2).
Pour montrer la derniere assertion, posons n = [K : Q. Alors on a

V2

p" = Ngsolp)

N(pA) (proposition 8.1.2 (i))
[T;—; N(m;)% (proposition 8.1.2 (ii))
[T, pei/i (définition de f;)
pi:l eifi

d’ou la conclusion. O

9.1.5 Définition. On dit que p est ramifié dans K, ou dans Kz, si la F-algebre Kz/pKz
n’est pas réduite.

Nous utiliserons un peu plus loin le résultat suivant.
9.1.6 Proposition. Soient Q — K — L des extensions finies, d’anneaux d’entiers respec-

tifs A et B.

(i) Pour tout x € A, on a xtBN A = xA. En d’autres termes, I’homomorphisme naturel
d’anneaux A/xA — B/xB est injectif.

(ii) Soit p un nombre premier. Si p est ramifié dans K, il I'est dans L.
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Preuve. (i) Soit z € A et soit z € BN A. Si x = 0, tout est clair. Sinon, z/x € BN K ;
donc z est un élément de K entier sur Z. Donc z € A, cqfd.

(ii) En appliquant (i) & = = p, on conclut que A/pA est (isomorphe &) un sous-anneau
de B/pB. Donc si A/pA n’est pas réduit, B/pB non plus. O

9.2 Le cas des corps quadratiques.

On suppose maintenant que K est un corps quadratique. Il est donc de la forme K =
@(\/3), ou d # 1 est un entier sans facteur carré, déterminé de facon unique par K.
L’anneau des entiers A de K est donné par le théoreme 4.3.3 ; comme le polynome minimal

de v/d (resp. %ﬁ) est X% —d (resp. X? — X — ©1), on en déduit que

X?—d sid#1 (mod 4)

A=Z[X]/(f), avecfZ{Xz_X_% sid=1 (mod 4)

et que par suite, le discriminant de A sur Z (qui est celui de f) est donné par

4d sid#1 (mod 4)

disc(A/Z) = A = {d sid=1 (mod 4).

On remarquera au passage que d, et donc K, est entierement déterminé par A.

Soit alors p un nombre premier. Vu la relation Y ;_, e;f; = [K : Q] de 9.1.4, les seules
possibilités pour la décomposition de pA sont, puisqu’ici [K : Q] =2 :

— pA =m? (m maximal de norme p) ;

— pA =mymy (my et my maximaux distincts de norme p) ;

— pA = m (maximal de norme p?).
Le premier cas est celui ou p est ramifié ; dans le second cas, on dit que p est décomposé
dans K. Dans le troisieme, on dit que p est inerte dans K (c’est le cas ou p est encore
irréductible dans K7).

Ces trois cas sont décrits dans le tableau suivant, ot A = A/pA, A = A mod p, et
f € F,[X] est le polynome f réduit modulo p :

p ramifié p décomposé p inerte

Racines de f dans F,:

une racine double deux racines aucune racine

Structure de A :
AT, Y]/(Y?) A2F,xF, corps & p? éléments

Condition sur le discriminant (si p # 2) :

A=0 A est un carré non nul A n’est pas un carré
Condition sur le discriminant (si p = 2) :
A =0 (mod 4) A =1 (mod 8) A =5 (mod 8)
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Seule la derniere ligne mérite une explication. Si 2 est ramifié, A est pair, donc divisible
par 4 (formule ci-dessus). Sinon, d est nécessairement = 1 (mod 4), et égal a A; si I'on
écrit d = A = 1+ 40, le polynome f est égal & X2 + X 4+ 0 € Fo[X]. Si A =1 (mod 8),
alors § = 0 et f = X(X + 1) a deux racines distinctes, donc 2 est décomposé. Sinon,
f=X24+ X 41 est irréductible et 2 est inerte.

Ce tableau montre que le type de décomposition de p dans K ne dépend que de la classe
du discriminant de K modulo p (ou modulo 8, si p = 2). A Tl'aide de la réciprocité quadra-
tique nous exprimerons cette propriété en termes de la classe de p modulo le discriminant

de K.

9.3 Quel est le sous-corps quadratique de Q(¢,) ?

Pour la preuve de la réciprocité quadratique que nous allons donner dans la section
suivante, il nous faut un renseignement dont nous nous occupons dans cette section.

9.3.1 Proposition. Soit p un nombre premier. Soit Q((,) I'extension de Q engendrée par
une racine de I'unité d’ordre p (dans C, par exemple). Alors le polynéme minimal de ¢,
sur Q est

P, =X -1)/(X-1)=1+X+-+ X"

L’extension Q — Q((,) est galoisienne, et on a un isomorphisme de groupes

[+ Gal(Q(G)/Q) — T,
tel que, pour tout o dans Gal(Q(¢,)/Q),

U(Cp) = CIJ;(U)-

Preuve. Notons K un corps de décomposition de X? — 1 sur Q, et ¢, une de ses racines.
Comme les racines de X? — 1 sont des puissances de (,, on a K = Q((,). Le polynome
®,, est irréductible par le critere d’Eisenstein (on applique ce critere a ®,(X + 1) et p).
L’extension Q — K est donc de degré p— 1. Notons G le groupe de Galois de K sur Q. Tout
élément de G induit un automorphisme du sous-groupe 1, (K) :={z € K | 2’ =1} de K*.
Comme p,(K) est d’ordre p, c’est un espace vectoriel de dimension un sur F,, donc son
groupe d’automorphismes est ;. Nous avons donc un morphisme de groupes f: G — Fj
tel que pour tout ¢ dans G, et tout z dans u,(K) : 0(z) = 2. Il reste & montrer que
f est un isomorphisme. Comme les deux sont d’ordre p — 1, il suffit de montrer que f est
injectif. Mais cela est clair, car comme K est engendré par (,, tout o dans G est déterminé

par o(Cp). J

9.3.2 Théoréme. Soit p un nombre premier et Q((,) comme ci-dessus. Alors I'inclusion
de Z[(] dans Q((,)z est une égalité. Tout nombre premier différent de p est non ramifié

dans Q(¢).
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Preuve. Nous allons appliquer le critere 6.9.3. Comme (, est entier sur Z, Z[(,] est
contenu dans Q((,)z. Le fait que la dérivée de XP — 1 soit pX?~' implique que dans
n’importe quel corps de caractéristique différente de p, X? — 1 n’a pas de racines multiples.
Il en résulte que le discriminant de ®, (qui est celui de Z[¢,] = Z[X]/(®,)) est, au signe
pres, une puissance de p, et qu’il en est de méme de disc(Q((,)z) qui le divise. Donc tout
premier différent de p est non ramifié dans Q(¢,).

Pour finir, il nous faut montrer que pour tout idéal maximal m de Z[(,] contenant p,
on a dimg,(m/m?) < 1. L'anneau Z[(,|/pZ[(,] est isomorphe & F,[X]/(X —1)P7!, et on
en déduit que Z[(,| a un unique idéal maximal m contenant p, et qu'on a m = (p, (, — 1).
Posons Y = X — 1. Alors on a :

CXP—1 (Y +lp-1
X -1 Y

o, =YP 4 pYP 24 4p
En « faisant Y = ¢, — 1 on en déduit que p € m?, ce qui implique que m/m? est engendré
par ¢, — 1, donc de dimension au plus un. O

9.3.3 Proposition. Soit p # 2 un nombre premier. Alors Q((,) contient un unique ex-
tension quadratique K de Q. On a K = Q(/p) sip =1 mod 4, et K = Q(\/—p) sip = —1
mod 4.

Preuve. Le groupe Gal(Q((,)/Q) est isomorphe a Fy, qui est cyclique d’ordre p — 1.
Comme p # 2, p — 1 est pair. Par conséquent, Gal(Q((,)/Q) a un unique sous-groupe
d’indice 2. Par la correspondance de Galois, Q((,) a un unique sous-corps K de degré 2
sur Q. Il est donc de la forme Q(\/E), avec d # 1 sans facteur carré. De plus, on sait, d’apres
9.1.6 et 9.3.2,que le seul nombre premier ramifié dans K est p. Donc le discriminant de
K est, au signe pres, une puissance de p. La formule donnant le discriminant de Q(\/E)
implique immédiatement le résultat. O

9.4 Réciprocité quadratique.

9.4.1 Proposition. Soit p # 2 un nombre premier. Le sous-groupe F;’z ={a®|ac I}
est d’ordre (p — 1)/2. Pour a dans F,, on définit :

1 sia€F:?

a .

(—) = 0 sia=0,
P —1 sia ¢ Fy2

L’application (5) : F, — {—1,0,1} C Z s’appelle le symbole de Legendre. Pour a € F,, on

a:
(2) = aP V2 dansT,.
p

L’application a — <%> induit un morphisme de groupes de F, dans Z*.
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Preuve. Considérons le morphisme de groupes f: F, — F;, a — a®. Son noyau est
{1,—1}, donc d’ordre 2 (1 # —1 car p # 2). L’image de f est F;Q, qui est donc d’indice 2.
Le quotient [ / IF;’Q est donc isomorphe, et cela de maniere unique, a Z*. Considérons le
morphisme g: F; — F;, a — a?~Y/2_ Son noyau est d’ordre (p — 1)/2, donc son image
d’ordre 2 et égale & {1, —1}. Pour a dans F;, on a g(a*) = a?~' = 1. On a donc F}* C ker(g),
et méme égalité car les deux ont meéme cardinal. Pour conclure : pour a dans F} on a
g(a) = 1 si et seulement si a est dans F?. O

9.4.2 Théoréme. (Réciprocité quadratique, Gauss) Soient p et ¢ deux nombres premiers,
différents de 2 et distincts. Alors on a :

ST ()
@ (2 = o

(iid) (%) _ (—D)E

Remarquer que, « concretement », I’énoncé peut se formuler ainsi :

9.4.3 Corollaire. (i) Sip et g sont premiers, impairs et distincts, alors :

p

()
—| = sinon.
p

(ii) Si p est premier impair, alors :

(—1> _J1 si p=1 (mod 4)
p) |-1 si p=—1 (mod4).
(iii) Sip est premier impair, alors :
<2> _J1  si p=#£1 (mod 8)
p) |-1 si p=+43 (mod38). O
Preuve. L’assertion (ii) est déja connue (9.4.1). Pour montrer (i) et (iii), fixons p et ¢

premiers distincts, avec p # 2 (mais on n’exclut pas que ¢ = 2).
Considérons le corps L = Q((,). D’apres la proposition 9.3.3, 'unique sous-corps qua-

dratique de L est K := Q(1/p*), avec p* = (%) p; on posera x = /p* € K. Notons que
le discriminant de K est p*; en particulier, ¢ est non ramifié dans K et, d’apres 9.2, on a :

—siq#2:

(p>: (@) si p=1 (mod4)oug=1 (mod4);

q

q est décomposé dans K < %* =1

q est inerte dans K < %* =—1.
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-sig=2:
2 est décomposé dans K < p*=1 (mod 8)
2 est inerte dans K < p* =5 (mod 8).

Par définition de p*, on remarque que (”i) = (—1)?71)5‘1_1) (§> si ¢ est impair, et que

p* =1 (mod 8) (resp. p* =5 (mod 8)) équivaut en fait & p = +1 (mod 8) (resp. a p = £+3
(mod 8)). Les assertions & démontrer peuvent donc, dans tous les cas, se résumer ainsi :

q est décomposé dans K &

"B TR
—~
-~
~—

q est inerte dans K <

Montrons donc (7). Nous avons un diagramme commutatif :

L=Q(¢) «—— Z[G] ZZY]/(®,(Y)) —— F[Y]/(2,(Y)) = Z[(]/(q)

| T

T
K=QWF) — ZW=ZX/(f) —  FX)/(

| | T

F

Q P z —

Z[x]/(q)

q

avec f = X? — X — (p* — 1)/4. Les anneaux Z[Y]/(®,) et Z[X]/(f) sont les anneaux
d’entiers respectifs de L et K ; application de F,[X]/(f) vers F,[Y]/(®,(Y)) est injective
d’apres 9.1.6 (ii).

Par la Proposition 9.3.1, Gal(L/Q) s’identifie a F;. D’autre part, Gal(K/Q) admet un
unique isomorphisme avec Z*. Ceci nous donne un diagramme :

Gal(L/Q) —— F;

Jg l(;)
Cal(K/Q) — Z

qui est nécessairement commutatif car il n’existe qu'un morphisme surjectif d’'un groupe
cyclique d’ordre pair vers {£1}.

On voit donc que le sous-groupe des carrés dans 7 est I'image par h de Gal(L/K) (qui
est le noyau de g).

En particulier, notons o, I'élément de Gal(L/Q) qui correspond a la classe de ¢ dans [, :
on a donc I'équivalence :

(2) =1 0, € Gal(L/K) & (0,)x = Id.

Or 0,(¢p) = ¢, donc o, induit "endomorphisme de Frobenius de F,[Y']/(®,,). Donc il induit
le frobenius de F,[X]/(f).

Regardons donc le frobenius de F,[X]/(f) = Kz/qKz : comme ¢ n’est pas ramifié dans
K, on a deux possibilités :
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— ¢ est décomposé dans K : alors F [ X]/(f) =2 F, x F,, et le frobenius est 'identité;
— ¢ est inerte dans K : alors F [X]/(f) est un corps & ¢* éléments, dont le frobenius
n’est pas 'identité.

Si (1) =1, o4 induit I'identit¢ sur K ; a fortiori il induit Iidentité sur Fo[X]/(f) donc
on est dans le premier cas, et ¢ est décomposé.

Si (1) = —1, o n’est pas I'identité sur K donc envoie \/p* sur —/p* et la racine z de f
sur 1 — 2. Donc il n’induit pas l'identité sur F,[X]/(f), et ¢ est inerte dans K. On a donc
bien montré (?7) O
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10 Exercices.

-1- Donner toutes les solutions dans Z et dans Q des équations :
2?4207 =6, P —ay+tyt=—1, 22+ =7 2*+20P=7 2°—6y =1

Indications : congruences modulo des puissances de deux; paramétrisation de courbes de
degré deux avec un point rationnel.

-2- Soient n € Net a = (ay,...,a,) € Z", non nul. On note A = Za le sous-Z-module de
Z" engendré par a. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) @ est primitif;
(ii) Z™/A est un Z-module sans torsion ;
(iii) Z"/A est un Z-module libre;
(iv) A a un supplémentaire dans Z" ;
(v) a fait partie d’'une base de Z".

-3- Soient A un anneau factoriel, n un entier naturel, et a, b, ¢ des éléments non nuls
de A. On suppose que ab = c¢" et que a et b sont premiers entre eux. Montrer qu’il existe
u€ A, a€ Aet B € Atels que a =ua" et b=u"15"

-4- Soient K un corps, et n un entier supérieur ou égal a 3 et inversible dans K. Montrer
que toutes les solutions dans K[t] de 1’équation :

at+ bt =c"

avec a, b et ¢ premiers entre eux, sont en fait des solutions dans K.

Indication : étendre la méthode donnée en cours : considérer, par ’absurde, une solu-
tion non constante avec le maximum des degrés de a et b et ¢ minimal parmi toutes les
solutions pour tous les corps K. (Il faudra donc peut-étre changer de corps pendant la
démonstration.)

Ou sert ’hypothese que n soit inversible dans K 7 Est-elle nécessaire ? Plus précisé-
ment : en fonction de la caractéristique de K, donner la liste des n pour lesquels il existe
des solutions non triviales.

-5- Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers p congrus a —1 modulo 4.
(Supposer le contraire : a I'aide du produit des nombres premiers en question, fabriquer
alors un entier qui n’est divisible par aucun d’eux et qui est congru a —1 modulo 4).
Meéme question modulo 6.
Si I'on applique la méthode aux congruences modulo n (donné et > 3), quel résultat
obtient-on 7
-6- Soit p un nombre premier impair. Montrer que x?> + 1 a une racine dans F, si et
seulement si p = 1 (mod 4). (Indication : le groupe Fj est cyclique, et d’ordre p — 1).
Montrer que pour n dans Z, tout premier impair qui divise n? + 1 est congru & 1 modulo 4.
Montrer qu’il y a une infinité de nombres premiers qui sont 1 modulo 4.
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-7- Donner une caractérisation des nombres premiers congrus a 1 modulo 3, analogue a
celle de I'exercice précédent. En déduire qu’il y a une infinité de nombres premiers congrus
a 1 modulo 3.

-8-  Comme la définition de la notion d’anneau euclidien n’est pas la méme dans tous les
textes, nous donnons une définition ici, et montrons qu’elle est équivalente a une autre que
I’on rencontre souvent. Voici donc la définition.

Soit A un anneau integre, et f: A — 7 une application. Alors f est une jauge
euclidienne si son image est minorée et si pour tout (a,b) dans A? avec b # 0 il
existe q et r dans A avec a = gb+1 et f(r) < f(b). Un anneau est dit euclidien
s’il existe une jauge euclidienne sur A.

(Juste pour mémoire.) Montrer qu'un anneau euclidien est principal.

Montrer que pour tout a # 0 dans A on a f(a) > f(0).

Montrer que f: Z — 7Z, n — |n|, est une jauge euclidienne.

=W D=

Soit K un corps. Montrer que f: K[z] — Z, a — deg(a) est euclidienne. Ici on
convient que deg(0) = —1. (Si on veut que deg(0) = —oo, on pourrait introduire
I'ensemble ordonné N U {—oo}, et la notion de jauge euclidienne a valeurs dans
NU {—o0}.

5. Soit A un anneau integre, et f: A — Z une application. Montrer que f est euclidienne
si et seulement si f + 1 (la fonction donnée par a — f(a) 4+ 1) lest.

6. (Plus difficile.) Soit A un anneau integre et ¢: A — Z une jauge euclidienne. Montrer
que f: A — 7Z, a — min{¢(azx)|0 # x € A}, est une jauge euclidienne, et a la
propriété supplémentaire que f(ab) > f(a) pour tous a et b avec b non nul.

-9- Montrer que 'anneau Z[i] est euclidien pour la jauge d: Z[i] — N, z — 2zZ. Méme
question pour Z[j]. Montrer que Z[iv/5] ne I'est pas : d’abord directement, puis en montrant
qu’il n’est pas factoriel.

-10- Soit ¢ l'automorphisme non trivial de Q(v/2). Evidemment, o préserve le sous-
anneau Q(v/2)z = Z[v?2]. Soit d: Z[v/2] — N la fonction donnée par : d(z) = |zo(x)|.
Montrer que d est une jauge euclidienne. (Pour les courageux : quels sont les corps qua-
dratiques dont 'anneau des entiers est euclidien pour la norme ainsi définie ?)

-11- Donner (et le cas échéant programmer) des algorithmes de division euclidienne dans
Z[i] et Z[j]; en déduire des algorithmes de calcul de pged dans ces anneaux.

-12-  Le but de cet exercice est de donner un algorithme efficace (en un sens « probabi-
liste ») pour trouver, pour un nombre premier p = 1 (mod 4), un élément d’ordre 4 dans
Fy (c’est-a-dire un solution dans F, de l'éuation 2® = —1). Soit donc p premier, congru a
1 mod 4.
1. Ecrivons p—1 = 2"m avec m impair (notez que n > 2). Pour a dans F;, U'ordre de a™
divise 2". On peut donc espérer trouver un élément d’ordre 4 dans F, en calculant,

pour a pris au hasard dans Fj, b := a™, et ensuite les b; := o b? 1 >0, jusqua
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ce que b, = 1. En effet, si £ > 0, alors b, = —1 et by_1 est d’ordre 4. Calculez la
probabilité que b # +1.

2. Expliquez-vous a vous-méme que pour calculer, pour a dans [F, donné, b := a™, et
ensuite les b;, ne prend au plus qu’environ n + 2log,(m) = O(log,(p)) multiplications
dans [F),, si on s’y prend intelligemment.

3. Expliquez-vous a vous-méme que les opérations élémentaires (+, —, *, /) dans F,
se font en au plus O(log(p)), O(log(p)), O(log(p)?) et O(log(p)?) opérations binaires
(c’est a dire, sur des 0 et 1), respectivement. En fait, il existe des méthodes plus
efficaces : par exemple, la multiplication de deux nombres < 2™ peut se faire en
O(nlog(n)log(log(n))) opérations binaires (voir [Cohen]).

-13- Factoriser en irréductibles : 7 + ¢ dans Z[i], et 5 + j dans Z[j].

-14- Chercher un nombre premier p qui est congru a 1 modulo 4 et raisonnablement grand
(disons au moins 1000), et 1’écrire comme somme de deux carrés.

-15-  Soit p premier, avec p = 1 (mod 4). On se propose de donner un algorithme calculant
des entiers a et b tels que p = a® + b

Pour cela on commence par trouver ¢ dans Z tel que |c| < p/2 et que ¢> = —1 (mod p),
grace a 'algorithme de I'exercice 12 par exemple.

Notons alors f: Z[i] — F, le morphisme d’anneaux tel que f(¢) = ¢ mod p. Montrer

que p et ¢ — ¢ engendrent le noyau de f, en tant que Z-module. En appliquant I’algorithme
d’Euclide dans Z[i] a p et i — ¢, on trouve un générateur a + ib de ker(f). Montrer que 'on
a alors a? + b = p.
Remarque : 1'algorithme obtenu (en utilisant celui de I'exercice 12) est probabiliste, et le
temps moyen qu’il nécessite est O(log(p)?). (Le nombre moyen de a & essayer dans I’exercice
12 est au plus 2, et le nombre d’étapes dans 'algorithme d’Euclide dans Z[i] a effectuer
est au plus O(log(p)).)

-16- « Calculer » Z[i]/(a + bi)Z[i] en tant que Z-module, pour des a + bi (a et b dans Z)
de votre choix. Par exemple, pour ceux avec |a| < 3, |b| < 3.

-17-  Trouver des isomorphismes d’anneaux de Fo[X]/(X? +2X —4) sur Fyg X Fyg, et de
Flg[X]/(XQ + 1) sur Flg[Y]/(QYQ +2Y + ].)

-18-  Généraliser le théoreme des deux carrés en donnant un critere pour qu'un rationnel
x soit somme de deux carrés dans Q, en termes de la décomposition de x en facteurs
premiers.

En déduire qu’un entier n est somme de deux carrés dans Z si et seulement si il est
somme de deux carrés dans Q.

-19- Soit p un nombre premier. En s’inspirant du cas de Z[i], étudier la décomposition
de p dans Z[j] en fonction de la classe de p modulo 3.

-20- Dessiner I'image de Z[v/2] dans R? par I'application a + bv/2 +— (a + bv/2,a — bv/2),
avec a et b dans Z. Dessiner aussi la courbe de niveau 1 pour la norme : |zy| = 1. Faire
I’analogue pour Q(v/5)z.
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-21- Soient A un anneau, B une A-algeébre, S une partie de B. On note A[S] C B
I'intersection de toutes les sous-A-algebres de B contenant S.

(i) Montrer que A[S] est la plus petite sous-A-algebre de B contenant .S. On l'appelle la
sous-A-algebre de B engendrée par S. Si A = Z, on dira aussi « le sous-anneau de B
engendré par S ». La notation A[S] est traditionnelle mais tres mauvaise (confusion
avec les algebres de polynomes).

(ii) Montrer que A[S] est engendré comme A-module par les « mondmes » si*...sS avec
r € N, les s; dans S et les ¢; dans N.

(iii) Quelle est la sous-A-algebre de B engendrée par () ? par B ? Si B est 'algebre de poly-
nomes A[X7, ..., X,], quelle est la sous-A-algebre de B engendrée par { X7, ..., X,,} 7

(iv) Si S = {s1,...s,} est fini, montrer que A[S] est I'image du morphisme de A-algebres
A[Xq,...,X,] — B donné par P +— P[sy,...8,].

(v) Pour S quelconque, montrer que A[S] est la réunion des A[T] ou T parcourt les
parties finies de S. Si vous connaissez les polyndmes en une infinité d’indéterminées,
généralisez (iv) aux parties S quelconques.

(vi) On dit que B est une A-algébre de type fini 8’1l existe S C B fini tel que A[S] = B.
Montrer que si B est une A-algebre de type fini, ¢’est un A-module de type fini, mais
que la réciproque est fausse.

Une A-algebre B est de type fini si et seulement si elle est isomorphe a un quotient
d’une algebre de polynomes A[X7, ..., X,].

(vii) Tout quotient d’'une A-algebre de type fini est une A-algebre de type fini. Si B est
une A-algebre de type fini et C' une B-algebre de type fini, alors C' est une A-algebre
de type fini.

(viii) Si B est une A-algebre de type fini, engendrée par une partie S non nécessairement
finie, alors il existe 7" C S fini tel que B = A[T].

(ix) Montrer que Q n’est pas une Z-algebre de type fini. (Utiliser (viii) en prenant pour
S, par exemple, 'ensemble des 1/n pour n entier non nul).

-22- Montrer « a la main » que V2 + /3 est un entier algébrique.
-23- Parmi les nombres complexes suivants, lesquels sont des entiers algébriques ?

6 1 .
VT — V6 4+ — BT/l e+
V3 V3

-24- Soit B I'anneau de toutes les fonctions de R dans R, et soit A le sous-anneau de
B formé des fonctions continues. Soit X une partie de R, et soit yx € B la fonction
caractéristique de X. A quelle(s) condition(s) sur X I'élément xx est-il entier sur A?

-25-  Soit d un entier sans facteur carré, avec d = 1 (mod 4). Montrer de deux maniéres
que A := Z[\/d] n’est pas factoriel :
(i) en remarquant qu’il n’est pas intégralement clos;

(ii) en remarquant que (1 +v/d)(1 —+/d) =1 —d et que 2 est irréductible dans A (pour
ce dernier point on pourra utiliser la norme N(a + bv/d) = a® — db?).
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-26- Soit A un anneau factoriel. Montrer que A est intégralement clos.
-27- Donner des exemples d’anneaux integres non intégralement clos.

-28-  Soient K un corps, et (A;);c; une famille de sous-anneaux intégralement clos de K.
Montrer que (,.; A; est intégralement clos.

-29- Soient x € C un entier algébrique, A = Z[z|, K = Q(z). Montrer 1'équivalence :
A est intégralement clos & A = K.

-30- Soient A un anneau et B une A-algebre de type fini. Montrer 1’équivalence :
B est entiere sur A < B est un A-module de type fini.

-31- Soient X et Y deux Z-modules libres de méme rang n, et soit v : X — Y un
homomorphisme. Si B; et B, sont des bases de X et Y respectivement, on peut représenter
u par une matrice Mp p(u) € M,,(Z). Montrer que :
(i) |det(Mp p(u))| est indépendant de B et B';
(ii) u est injectif si et seulement si det(Mp p/(u)) # 0;
(iii) si u est injectif alors |det(Mp p(u))| = |Y/u(X)| (utiliser le « théoreme de la base
adaptée »).

-32- Soient K un corps, n > 0 un entier, et ag,...,a,_1 dans K. Montrer que :
t ao
-1 t :
det -1 . : =t"+a, "+ a.
t Ap—2
-1 t+ Ap—1

Indication : on peut procéder de deux fagons au moins. Développer suivant la premiere ligne
et faire une récurrence sur n, ou dire qu’il s’agit d’une identité polynomiale en les a; que
I’'on démontre en notant que le polynome en question annule ’endomorphisme en question
et que si les a; sont des indéteerminées, alors le polynome en question est irréductible.

-33- Soient A un anneau, et soit
f=X"+a, 1 X"+ +a € AX]

un polynome unitaire de degré n a coefficients dans A.
(1) Montrer qu'il existe une A-algebre C' avec les propriétés suivantes :
(i) C est un A-module libre de rang n!;
(i) il existe Ai,..., A, € C tels que f =[], (X — ;) dans C[X].
(Indication : on procédera par récurrence sur n, en s’inspirant de la preuve de l'existence
d’un corps de décomposition pour un polynome a coefficients dans un corps).

(2) Soit B = A[X]|/(f), et soit z € B. En utilisant (1), justifier la méthode suivante pour
calculer (par exemple) la norme Np/4(2) :
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— on écrit z = h(z) = h(X) mod f (avec z = classe de X dans B, et h € A[X]);
— on calcule le polynéme S =[], h(L;) € A[L4, ..., L,] oules L; sont des indétermi-

nées ;

— on écrit S =T(01,...,0,) ou les g; sont les polynémes symétriques élémentaires en
les L;, et ou T est a coefficients dans A ;

— on renvoie N a(2) = T'(—an-1,n-2,...,(—1)"ao).

-34- Soient A un anneau integre, K son corps des fractions, L une K-algebre, x un élément
de L entier sur A. Montrer que les coefficients du polynome minimal P de x sur K sont
entiers sur A. (Indication : montrer que toute racine de P dans une extension de K est
entiere sur A).

Qu’en déduit-on si A est intégralement clos (par exemple si A =Z)?

-35- Soient A un anneau intégralement clos, K son corps des fractions, et f € A[X] un
polynéme unitaire. On suppose que f = gh avec g et h unitaires dans K[X]. Montrer que

g et h sont dans A[X]. (Indication : considérer les racines de f dans une cloture algébrique
de K).

-36- En utilisant 'exercice 33, généraliser ’exercice 35 comme suit :
Soient A un anneau, R une A-algebre, P et () deux polynomes unitaires dans R[X]. Si
les coefficients de P(@) sont entiers sur A, les coefficients de P et de () le sont aussi.

-37- Soient A un anneau et R une A-algebre. Soit P € R[X]. Montrer que P est entier
sur A[X] si et seulement si ses coefficients sont entiers sur A.

(Indication : supposons P racine de Q(Y) = Y™+ FiY™ 1 +... + F,, avec les F; dans
A[X]. On pose P, = P— X" avec r assez grand. Alors P; est racine de Q;(Y) = Q(Y+X") =
Y™+ G Y™ 4.+ G, On en déduit que (—P)(P" '+ -+ Gp1) = Gy, dans R[X].
Pour r convenable, G,,, = Q(X") est unitaire, ainsi que —P;. On en déduit que le facteur
P™ 4 ...+ G, est aussi unitaire, puis, en appliquant I'exercice 36, que P, et donc P,
est a coefficients entiers sur A).

-38- Soient A un anneau, R une A-algebre, n un entier naturel, A’ la fermeture intégrale
de A dans R. Déduire de l'exercice 37 que la fermeture intégrale de A[Xy,...,X,] dans
R[Xy,.... X,] est A[Xy,..., X,

En déduire que si A est intégralement clos, alors A[X7, ..., X,,] est intégralement clos.
-39-  Soit K = Q[X]/(X? — 2) (isomorphe & K' = Q(3/2) C R), et soit € K la classe
de X (correspondant & I’élément /2 de K'). Soient A = Z[z], et B 'anneau des entiers de
K. On se propose de montrer que A = B.

(1) Montrer que A C B, et donner une base du Z-module A.

(2) Soit 2 =a+bx+ca? € K, avec a,b, c € Q. Calculer le polynome caractéristique de z.
Calculer les traces de z, x z et 22 2 et en déduire que 6B C A.

(3) Soit z comme ci-dessus, supposé dans B. Ecrivant a = a’/6, b = ' /6 et ¢ = ¢//6 avec
a', b, € Z, montrer en utilisant les calculs de (2) que d/, b, € 6Z et conclure.

76



-40- Soient A un anneau, B une A-algebre qui est libre de rang fini n comme A-module,
z un élément de B. On suppose connu le polynome f := Pcarp a(z) € A[X]. Comment
calculer « simplement » le polynéme caractéristique de 227

-41- Soient K C L une extension de corps, z un élément de L algébrique sur K, f € K[X]
son polynéme minimal. Pour A € K, quel est le polynéme minimal de Az ? Et celui de 1/z,
siz#07

-42- Soient z € C* un entier algébrique, f son polynome minimal sur Q. Montrer que
1/z est un entier algébrique si et seulement si f(0) = £1. Montrer qu’alors 1/z € Z][z].

-43- Soient A un anneau integre, K son corps des fractions, L une K-algebre, d un élément
non nul de A. On considere la sous-A-algebre A[1/d] de K engendrée par 1/d.
(i) Montrer que A[l/d] =, cyd " A.
(ii) Soit z un élément de L. Montrer que z est entier sur A[1/d] si et seulement si il existe
n € N tel que d"z soit entier sur A.
(iii) Soit B la fermeture intégrale de A dans L. Montrer que la fermeture intégrale de
A[l/d] dans L est B[1/d].
(iv) Si A est intégralement clos, en est-il de méme de A[1/d]?

-44- On garde les notations de I'exercice 43.

(i) Montrer que A[1/d] est isomorphe (comme A-algebre) a A[X]/(dX —1). (On pourra
soit procéder directement, soit utiliser la question (iii)).

(ii) Pour dy,...,d, non nuls dans A, montrer que A[-,---, -] = A[z=7].

(iii) Soit f : A — R un morphisme d’anneaux. Montrer que pour que f se prolonge en
un morphisme d’anneaux f; : A[1/d] — R, il faut et il suffit que f(d) soit inversible
dans R. Montrer que le prolongement f; est alors unique.

(iv) On suppose que A est factoriel. Soit P un systeme de représentants des irréductibles
de A, et soit P' = {p € P|p ne divise pas d}. Montrer que A[1/d] est factoriel et
admet P’ comme systéme de représentants des irréductibles.

(v) On suppose que A est principal. Soit x = u/v un élément de K, avec u et v dans A
premiers entre eux. Montrer que A[z] = A[1/v]. En déduire que toute sous-A-algebre
rde type fini de K est de la forme A[1/f], pour f € A convenable.

-45-  On garde les notations de ’exercice 43.
(i) Soit J un idéal de A[1/d]. Montrer que J N A est un idéal de A, et que J est 'idéal
de A[1/d] engendré par J N A.
(ii) Montrer que si A est noethérien, il en est de méme de A[1/d].

(iii) Montrer que si A est un anneau de Dedekind, il en est de méme de A[1/d]. (Si J C J’
sont deux idéaux premiers non nuls de A[1/d], considérer I'inclusion JNA C J'NA).

-46- Un Z-module M est dit sans torsion si pour tout n € Z et tout x € M, I'égalité
nz = 0 implique n = 0 ou x = 0.
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Montrer que tout Z-module libre est sans torsion, et que tout Z-module de type fini
sans torsion est libre.
Montrer que Q est sans torsion mais n’est pas libre.

-47-  Soient M un Z-module libre de type fini,  un élément de M, n un entier. On suppose
que nx fait partie d’'une base de M. Montrer que n = +1.

Réciproquement, soit y € M tel que 'équation nz =y (enn € Z et z € M) n’ait que les
solutions évidentes (i.e. n = £+1). Montrer que y fait partie d’une base de M. (Indication :
montrer que le Z-module M /Zy est sans torsion, et utiliser I'exercice 46).

-48-  Soit K un corps. On appelle valuation (discrete) sur K une application v : K —
Z U {+o0} ayant les propriétés suivantes (avec les conventions évidentes pour 'addition et
l'ordre dans Z U {+o0}) : pour z et y dans K et

(i) v(z) =400 < x=0;
(ii) v(zy) = v(z) + v(y) (en particulier v induit un morphisme de groupes K* — 7Z);
(i) v(w +y) > min{v(z), v(y)}.
L’application valant 0 sur K* et 400 en 0 est une valuation sur K, dite triviale.

On dit qu’une valuation v est normalisée si elle est surjective (ou, de fagon équivalente,
s'il existe x € K tel que v(z) = 1). Montrer que toute valuation non triviale v est de la
forme k vy, pour une unique valuation normalisée vg.

Soient A un anneau factoriel, K son corps des fractions, p un élément irréductible de
A. Montrer que I'application v, définie par

(2) I’exposant de p dans la décomposition de x en irréductibles  si x # 0
vp(x) =
P +o00 stz =0

est une valuation normalisée sur K.

-49-  Soient K un corps et v une valuation sur K (cf. exercice 48).

(i) Montrer que v(—1) = 0.

(ii) Soient = et y dans K, tels que v(z) # v(y). Montrer que l'inégalité v(z + y) >
min{v(x),v(y)} est alors une égalité. (Déduire de (i) la formule v(z—t) > min{wv(z), v(t)},
puis 'appliquer avec z et ¢ convenables).

(iii) Pour tout m € Z, soit V,, := {x € K|v(x > n}. Montrer que V; est un sous-anneau
de K, de corps des fractions K, et que, pour tout n, V,, est un sous-Vy-module de K,
qui est libre de rang 1.

-50- Montrer que les seules valuations normalisées sur Q sont les v,, pour p premier.

Indications : si v est une telle valuation, noter d’abord que v est > 0 sur Z, et qu’il
existe un entier n tel que v(n) = 1. Montrer alors qu’il existe un unique facteur premier
p de n tel que v(p) = 1, puis, en utilisant I'identité de Bézout, que v(q) = 0 pour tout ¢
premier différent de p.
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-51- Soit A un anneau principal. Généraliser 1'exercice 50 comme suit : les seules va-
luations normalisées sur Frac(A) qui sont > 0 sur A sont les v,, pour p irréductible dans

A.

-52-  Soit k un corps. Montrer que les seules valuations normalisées sur k(X) qui sont
triviales sur k sont :

— les vp, pour P € k[X] irréductible;

— Vs définie par v (F/G) := deg G — deg F pour F' et G non nuls dans k[X].
Indications : si v est une valuation qui est > 0 sur k[X], utiliser Iexercice 51. Sinon,
remarquer que a := v(1/X) est strictement positif, et en déduire que v(F) = —adeg(F)
pour tout polynome F' # 0.

-53- Soient A un anneau integre, K son corps des fractions, M un sous-A-module non
nul de K.

(i) Montrer que tout morphisme de A-modules f : M — K est de la forme = +— ax,
pour un unique a € K.

(ii) En déduire un isomorphisme canonique entre le dual M* := Hom4 (M, A) de M et le
sous-A-module M’ :={zx € K | zM C A} de K.

(iii) On suppose que M est inversible, c’est-a-dire qu'il existe un sous-A-module N de
K tel que MN = A. Montrer que M et N sont des idéaux fractionnaires, et que
N =M

(iv) On suppose que A est un anneau de Dedekind. Montrer que deux éléments M et
M de I(A) ont méme classe dans C'(A) si et seulement si ils sont isomorphes comme
A-mocdules.

-54- Soient I un ensemble et A un anneau. Montrer que I’anneau A’ n’est noethérien que
dans les cas suivants :

(i) A={0};

(ii) A est noethérien et I est fini.
-55-  Soit X un intervalle de R, non vide et non réduit a un point. Montrer que I’anneau
C(X,R) n’est pas noethérien. (Utiliser une suite strictement décroissante de fermés de X).
-56- Généraliser 55 au cas d’un espace métrique infini.

-57-  Soit V un voisinage de 0 dans R. Dans 'anneau C(V,R), montrer que l'idéal J des
fonctions nulles en 0 n’est pas de type fini. (Indication : si fi,..., f, € J, considérer la

fonction (3=, |f:[)'/?).
Montrer que 'idéal similaire dans I'anneau C*(V,R) (en supposant V' ouvert) est en-
gendré par un élément, mais que C*(V,R) n’est pas noethérien.

-58-  Soit U un ouvert de C. On note H(U) 'anneau des fonctions holomorphes sur U.

(i) Montrer que H(U) est integre si et seulement si U est connexe et non vide.
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(ii)) On suppose U connexe non vide. Pour tout p € U et tout f € H(U), on note
ord,(f) € NU{oo} l'ordre de f en p. Montrer que ord, se prolonge en une valuation
(encore notée ord,) sur le corps des fractions M(U) de H(U). Pour f € M(U),
montrer que f € H(U) si et seulement si ord,(f) > 0 pour tout p € U. En déduire
que H(U) est intégralement clos.

(iii) Montrer que H(C) n’est pas noethérien. (Pour chaque n € N, considérer I'idéal I,, des
fonctions qui s’annulent en tous les entiers > n, et utiliser les fonctions [sin 27(z —

n)l/(z = n)).

-59- Soient A un anneau noethérien, et B une A-algebre qui est un A-module de type
fini. Montrer que B est un anneau noethérien.

-60- Soient A un anneau, [ et J deux idéaux de A. On dit que [ et J sont étrangers si

I+J=A

(i) («lemme chinois ») Si I et J sont étrangers, alors INJ = [.J et A/(INJ)=(A/I) x
(4/J).
(ii) Si I et J sont étrangers, et si I et K sont étrangers, alors I et JK sont étrangers.

(iii) Si I et J sont étrangers, alors I"™ et J" sont étrangers (m et n quelconques dans N).
(On donnera deux démonstrations : 'une par récurrence en utilisant (ii), 'autre en
partant d'une relation 1 =i+ j avec i € [ et 7 € J, et en en déduisant une relation
1=74¢+7 aveci € I et j € J").

-61- Deux éléments a et b d'un anneau A sont dits étrangers si les idéaux aA et bA sont
étrangers (cf. exercice 60). Expliciter cette condition. Montrer qu’elle implique que a et b
sont « premiers entre eux » (tout diviseur commun est inversible), et que la réciproque est
vraie si A est principal. Donner un exemple ou elle est fausse (avec A integre).

-62- Soit A un anneau de Dedekind.

(i) Soit p un idéal premier non nul de A, et soit e € N. Montrer que p/p® est engendré par
un élément (commencer par e = 2). En déduire que tout idéal de A/p° est engendré
par un élément.

(ii) Soit J un idéal non nul de A. Montrer que tout idéal de A/.J est engendré par un
élément. (Utiliser la décomposition en idéaux premiers, la question précédente et
'exercice 60).

-63- Généralisation de 'exercice 51 : soient A un anneau de Dedekind, et K son corps
des fractions. Montrer que toute valuation normalisée v sur K qui est positive ou nulle sur
A est de la forme v, ol p est un idéal premier non nul de A, uniquement déterminé par
v).

Indications : on pose p = {x € A | v(z) > 0}. C’est un idéal premier non nul de A; on
va montrer que v = v,.

On fixe m € A tel que v(m) = 1. Alors 7 est dans p mais pas dans p?, ce qui entraine
que p = 1A + p? (cf. exercice 62 (i)), et que p® = 1A + p°*! pour tout e € N. Soit alors
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x € A non nul, et soit e = v,(z). On en déduit que z = ym® (mod p*™'), ot y € A vérifie
vp(y) = 0. On en tire v(x) = e en utilisant 1'exercice 49 (ii).

-64- Soient k un corps, et A une k-algebre de dimension finie n en tant que k-espace
vectoriel.

(i) Montrer que le nombre d’idéaux maximaux de A est au plus n. (Si mq,...,m, sont
des idéaux maximaux distincts, alors le morphisme A — A/my X --- X A/m, est
surjectif, par le théoréme chinois.)

(ii) Montrer qu’il existe une suite de sous-A-modules A = My D M;--- D M, = 0 tel
que les M;/M;;; avec 0 < j < s soient simples (c¢’est-a-dire sans sous-module non
trivial), et qu’alors s < n.

(iii) Soient my, ..., m, les idéaux maximaux distincts de A. Montrer que tout A-module
simple est isomorphe a l'un des A/m,;.

(iv) Soient xi,...,z, dans 'intersection des m;. Montrer que z; -- -z, = 0. Indication :
montrer que x --- ;A C M.

(v) Montrer que A — A/m} x -+ x A/m!" est un isomorphisme.

Notez que les résultats de cet exercice s’appliquent aux sous-k-algebres commutatives
des M, (k), donc généralisent la décomposition en sous-espaces caractéristiques pour un
endomorphisme au cas d’endomorphismes commutant entre eux, et sans que les polynomes
caractéristiques soient scindés.

-65- Soit K une extension finie de Q. Soit m un idéal maximal de K. Soit p la ca-
ractéristique de Kz/m (rappelons que ce dernier est fini). Soit m’ I'ensemble des = dans
K tels que xm C Ky. En appliquant l'exercice 64 a la F,-algebre K7 /pK7, montrer que
m' # Ky. Indication : il suffit de voir qu’il existe un élément non nul de p~' Ky, /K7 annulé
par m. La multiplication par p induit un isomorphisme de Kz-modules de p~' K7 /K7 vers
Kz/pKz. Ceci donne donc une démonstration plus directe que celle du cours du fait que
les idéaux maximaux de K7 sont inversibles dans le monoide des idéaux fractionnaires.

-66- Dans cet exercice nous nous intéressons aux idéaux de A := Z[/=5], 'anneau des
entiers de K := Q(+/—5). Nous avons déja vu que cet anneau n’est pas factoriel (6 se
factorise comme 2-3, mais aussi comme (14 +/—5)(1 —+/=5)). La premiere chose & étudier
est comment se factorisent les idéaux pA avec p dans N premier. Nous allons regarder en
détail d’ou vient le probleme avec les deux factorisations en irréductibles de 6. En méme
temps, nous anticipons la suite de ce cours : borne pour le groupe C(A), et réciprocité
quadratique. Notons f := 22 + 5, dans Z|x].

(i) Soit p dans N premier. Montrer que la F,-algebre A/pA est isomorphe a F, x F,,
a F,2 ou a F,[t]/(t?) suivant le cas ot f se décompose dans F,[z] en deux facteurs
distincts, est irréductible, ou un carré. Indication : considérer Z[z]/(f).

(ii) Montrer que le discriminant de f est —20. Conclure que le dernier des trois cas de
I’exercice précédent se produit seulement pour p =2 et p = 5.

(iii) Calculer aussi le déterminant de la matrice donnant la forme trace de K sur Q, par
rapport a une Z-base de A.
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(iv) Soit p dans N premier, différent de 2 et de 5. La réciprocité quadratique, que nous
montrerons plus tard, dit que la condition « —5 est un carré dans F, » dépend uni-
quement de I'image de p dans (Z/207Z)*. Mieux, il existe un morphisme de groupes
g: (Z/20Z)* — {1,—1} tel que la condition « g(p) = 1 » équivaut a « —5 est un
carré dans F,, ». Calculez ce g, et vérifiez ce résultat dans quelques cas (i.e., prendre
quelques p; et py avec méme image dans Z/207Z, et vérifiez que —5 est un carré
modulo p; si et seulement si c¢’est un carré modulo ps).

(v) En regardant A/2A, montrer qu’il existe un unique idéal maximal my de A qui
contient 2. Montrer que my = (2,1 + 1/=5), et que 24 = m3.

(vi) Montrer que les idéaux maximaux de A contenant 3 sont mz := (3, —1 + +/=5) et
ms = (3, —1 — \/=5). Vérifiez que 3A = mzms.

(vii) Donner la factorisation de I'idéal 6A en idéaux maximaux de A. Montrer que mgy, ms
et T3 ne sont pas principaux, mais que maoms et moymmz le sont, ainsi que m3 et msms
(et aussi m3). Ceci explique les différentes factorisations de 6.

(viii) Calculer des Z-bases de tous les idéaux maximaux de A qui contiennent un premier
p dans N avec p < 19. Lesquels sont principaux ? Montrer que si deux d’entre eux ne
sont pas principaux, alors leur produit I'est, en calculant cas par cas. Comment cela
pourrait-il s’expliquer en termes du groupe C'(A)?

-67- (extrait du partiel de mars 2002) On désigne par m un entier positif, impair et sans
facteur carré. On note K le corps quadratique Q(v/—2m) = Q[X]/(X? + 2m) (on désigne
par v—2m € K la classe de X) et A = Kz 'anneau des entiers de K. (1) Soit [ l'idéal de
A engendré par 2 et v/—2m. Montrer que N(I) = 2. (Indication : on pourra calculer A/I,
ou bien montrer que I? = 2A).

(2) On suppose que m > 1. Montrer que A ne contient aucun élément de norme 2, puis
que A n’est pas factoriel.

-68- (extrait de examen de mai 2003) Soit f = X? +3X + 1 € Z[X]. Soient A I'anneau
Z|X]/(f), et K Panneau Q[X]/(f). On notera x la classe de X dans A, et l'on posera
y=ux+ 1.

(i) Montrer que f est irréductible dans Z[X].

(ii) Calculer le discriminant de f.

(iii) Trouver (en en donnant des générateurs) les idéaux maximaux de A contenant 2, et
donner leurs normes.

(iv) Méme question pour les idéaux maximaux de A contenant 3.
(v) Soit I I'idéal (3,y) de A. Montrer que 3 € I? (on pourra chercher une relation vérifiée
par y).
(vi) Montrer que A est 'anneau des entiers de Q[X]/(f).
(vii) Quels sont les nombres premiers ramifiés dans A ?
(viii) Quelle est la décomposition de 3A en produit d’idéaux maximaux de A7

-69- Soit A un anneau.
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(i) Calculer disc(X? + X?).
(i) Pour n € N et a € A, montrer que disc(X" — a) = (—1)n"D(=2)/2pn gn=1,

(iii) Pour f € A[X] unitaire et a € A, on pose g( ) = f(X + a). Calculer disc(g) en
fonction de disc(f) et de a.

-70- Soit K un corps, et soient f et g unitaires dans K[X].

(i) Montrer qu’il existe r € K tel que disc(fg) = r?disc(f)disc(g). (On distinguera
suivant que f et g sont ou non premiers entre eux; s’ils le sont, on considérera
K[X]/(f9))-

(ii) Si B = K[X]/(f), montrer que I'on peut prendre r = N,k (g(z)), oit x est la classe
de z. (On pourra considérer les racines de f et de g dans une extension convenable

de K).
(iii) Généraliser au cas ou K est un anneau quelconque.

-71-  Soit f € R[X] unitaire. Calculer le signe de disc(f) en fonction du nombre de racines
réelles (resp. nulles, resp. non réelles) de f.

-T2- Soient p un nombre premier, et soit ¢ une puissance de p. On pose f = X?—p € Z[X].
Montrer que f est irréductible dans Z[X], et que I'anneau des en,tiers de Q(/p) est Z[¢/p|.

-73- Soit f = X3 — X? — 1 € Z[X]. Montrer que f est irréductible, que disc(f) = —31,
et que Z[X]/(f) est un anneau de Dedekind.

-74- Calculer les symboles de Legendre suivants, par exemple en utilisant la réciprocité

quadratique : (%)7 (%)’ (%)) (%)

-75-  Soit p premier, p > 2.

1. Montrer que ¢*+1 est scindé sur F,2. (Indication : les racines de t* 41 dans un corps
K de caractéristique différente de 2 sont les éléments d’ordre 8 de K*.)

2. Soit x une racine de ¢*+1 dans Fj2. Montrer que x, —x, 1/x et —1/2 sont des racines
distinctes de t* + 1.

3. Montrer que (z + 1/z)* =

4. Montrer que = + 1/x est dans F, si et seulement si p = £1 mod 8. (Indication :
r+1/x € F, équivaut a (z + 1/z)P =z + 1/x.)

5. Retrouver la formule du cours pour (%)

-76- Le symbole de Jacobi (extrait de 'examen de septembre 2002).

On note M l'ensemble des entiers positifs impairs; on le munit de la structure de
monoide commutatif donnée par la multiplication.

On note ¥ le monoide multiplicatif {0, 1, —1}.

On considere les applications x,w : M — Z /27 définies par

x(n) = %+ mod2
2

w(n) = == mod2.

oo
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(1) Montrer que y et w sont des morphismes de monoides de (M, x) dans (Z/27Z,+).

Soient a et b deux entiers, avec b € M. On définit le symbole de Jacobi (%) € X dela
fagon suivante : on écrit b = [[;_; p; ol les p; sont premiers impairs, et I'on pose

(5 =TT (%)

i=1

ou (pi) € X est le symbole de Legendre. En particulier, (%) coincide avec le symbole de

7

Legendre si b est premier.

(2) Vérifier les propriétés suivantes (en indiquant leur domaine de validité) :

(i) (%) ne dépend que de la classe de @ modulo b

(i) (%) # 0 < a et b sont premiers entre eux

(3) Soient a et b € M. Prouver les identités :
0 () =00 @) () =00 @) (5) () = (1o,

(4) Soit a € Z et soit p > 2 un nombre premier. Expliquer comment trouver si a est un
carré modulo p, en utilisant les questions précédentes, et sans décompostition en facteurs
premiers. Ou sert I’hypothese que p est premier ?

-77- Soit K un corps quadratique. Montrer que les conditions quun premier p soit dé-
composé, inerte ou ramifié dans K sont données par des congruences modulo disc(K). (On
pourra commencer par un exemple, disons Q(y/15)).

On pourra exprimer les résultats a I’aide du symbole de Jacobi.

-78-  Soit p un nombre premier ; on considere le polynéome cyclotomique ®,(X) = 5— =
1+ X 4. .+ XL

(1) Si k est un corps de caractéristique différente de p, quelles sont les racines de ®,, dans
k7 Que se passe-t-il en caractéristique p?

(2) Soit [ # p un nombre premier. Montrer que ®, a une racine dans F; si et seulement si
=1 (mod p).

(3) Montrer qu'’il existe une infinité de nombres premiers congrus a 1 modulo p.
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