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Feuille d’exercices 8 : indications de solutions

Exercice 1 - Non. La partie 2-primaire de A est isomorphe & (Z/27Z) x (Z/AZ), celle de B a
Z/8Z. On voit par exemple que B admet un élément d’ordre 8 mais que A n’en a pas. Si l'on
calcule les facteurs invariants, on trouve (18,180) pour A et (3,1080) pour B.

Exercice 2 - Le théoréme de structure implique que A contient un sous-groupe isomorphe
a (Z)d\Z) x (Z/doZ), ot 2 < dj | da. Ce cernier contient les deux sous-groupes (Z/d17Z) x {0}
et {0} x (%Z/dQZ), qui sont distincts et cycliques d’ordre dj.

Exercice 3 - 1 : posons H := {z € K*|z¢ = 1}. Comme 'ordre de tout élément de G' divise
d,on a G C H. Mais d’autre aprt, H est I’ensemble des racines dans K du polynéme X% — 1,
donc Card H < d = Card G, d’ou I'égalité. 2 : la question 1 montre que K* admet au plus
un sous-groupe fini d’ordre donné. La méme propriété vaut donc pour tout sous-groupe fini
de K*, et 'exercice 2 permet d’en déduire qu'un tel sous-groupe est cyclique.

Exercice 5 - (i) un seul morphisme, le morphisme nul; (ii) aucun sauf si A est nulle; (iii)
un seul morphisme, le morphisme structural.

Exercice 6 - 1 : pour l'injectivité, remarquer que mul, 4(1) = . 2 : il résulte de 1 que «
et mul, ont les mémes polynémes annulateurs. 3 : si A est de dimension finie n sur k, alors
Endg_module(A) est isomorphe & M,, (k). 4 : application a — mul, est un anti-homomorphisme
de k-algebres (elle « renverse la multiplication »).

Exercice 7 - 2 : remarquer que si P = a,;,, X™ 4 (termes de degré < m) et si Q = b, X™ +

(termes de degré < n), alors PQ = a;,b, X" + (termes de degré < m +n). Si a,, est ré-
gulier et b, # 0, alors amb, # 0, donc PQ # 0. 3 : « seulement si » est trivial puisque k
est un sous-anneau de k[X], et «si» résulte de 2. 6 : utiliser 1 et 3. 7 : si P est nilpotent,
alors P(0) (le terme constant) l'est aussi donc P — P(0) est nilpotent. Ce dernier est de la
forme X@Q avec deg @ < deg P, et @Q est nilpotent (puisque X est régulier dans k[X]). On
gagne donc par récurrence sur le degré. 8 : pour « si», utiliser 7. 9 : un polynéme de la forme
indiquée est somme d’un inversible et d’un nilpotent donc est inversible. Réciproquement,
supposons P = >, a; X" inversible. Alors ag = P(0) est inversible dans k. Montrons que a;
est nilpotent pour tout j > 1 : il suffit pour cela de voir que les a; appartiennent a tout idéal
premier J de k. Or I'image de P par le morphisme canonique k[X| — k[X]/JE[X] = (k/J)[X]
est encore inversible, donc est constante puisque k/J est intégre (question 3). Autrement dit
les a; (j > 1) appartiennent a J, cqfd.

Exercice 13 - (i) vrai; (ii) faux (prendre § = —«); (iii) vrai (par 'absurde, en écrivant 5 =
(a+B)—B); (iv) vrai (si « est annulé par Zg:o a; X", alors o~ ! est annulé par Z?:o a; X471,
(v) faux (prendre a = 0); (vi) vrai (8 = a~*(a3)); (vii) vrai (si a est algébrique et régulier,
il est inversible) ; (viii) vrai; (ix) faux.



Exercice 14 - 1 : /2 + /5 est racine de X* — 14X2 +9. 2 : x est racine de X% — 9X*4 —
4X3 +27X% — 36X — 23.

3 : soit S I'ensemble des '3 (0 < i < m,0 < j < n). Alors Q[a, 3] est engendré par S
comme Q espace vectoriel. En particulier on peut écrire explicitement v comme combinaison
Q-linéaire des éléments de S : par exemple on peut, par divisions euclidiennes successives par
P et Q, écrire F(X,Y) = A(X,Y)P(X)+ B(X,Y)Q(Y) + R(X,Y) ou R est de degré < m
en X et de degré < m en Y ; on a alors v = R(a, 3). On peut aussi faire la méme chose pour
les puissances v* (0 <k <mn).Ily en amn+1, donc elles sont Q-linéairement dépendantes
puisque Card S < mn. Par résolution d’un systéme linéaire a coefficients dans Q, on peut
trouver une relation de dépendance linéaire entre les v*, donc un polynoéme de degré < mn
annulant .

Le méme raisonnement peut se présenter de fagon matricielle : Q(«, 3) est un quotient de
la Q-algébre A := Q[X,Y]/(F(X),G(Y)) qui admet pour base la famille des z'y’ (0 < i <
m,0 < j < n), ol x et y sont les classes de X et Y. La matrice de la multiplication par x
(resp. y) dans cette base se déduit directement de P (resp. @) ; on peut donc en déduire la
matrice I' de la multiplication par F(z,y) (élément de A dont I'image dans Q(«, 3) est 7).
On est donc ramené au probléme de trouver un polynéme annulateur d’une matrice carrée
donnée, qui se résout par un systéme linéaire (ou, plus brutalement, par Cayley-Hamilton).

Exercice 15 - 1 : (i) Ny/p(a) = 15 (i) Nyjp(a) = o5 (iil) Nyjp(a, ..., on) = [[in; oi;
(V) Najp(o +iy) = 2% + 3% (5,5 € R); (v) Naj(o + 9v2) = 2% — 2 (2, € Q); (vi)
Ny/k(a) = det(a)?. 2 : Ny p(af) = Ny/p(a) Nasi(B). 3 : a € A* si et seulement si mul, est
inversible. 4 : le seul changement consiste & remplacer, dans la question 3, « Ny /i(a) # 0»
par « Ny /(o) € KX ».

Exercice 16 - 3 : la liste des invariants de similitude est (puy,. .., ty) (r fois); le polyndéme
caractéristique est (—1)%pf. 4 : Ny (x) = (=1)4u2(0)". 5 : soit (y1,...,yr) une K (z)-base de

L : prendre la concaténation des r familles (yj, zY;, T2Yj, ... ,xg_lyj) (1<ji<nr).



