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‘1. Intégrales curvilignes ‘

Exercice 1.1. Calculer la longueur de chacun des arcs de courbes suivant :
1) z=y?avec 0 <y < 1;
2) x =acost, y=asint, z = bt avec 0 < t < to;

3) La cardioide d’équation polaire p = a(1 + cosf) aveca >0et 0 < p< a
) z(t) = cos® t
y(t) =sin®t '
z(t) =t —sint
y(t) =1 —cost’

4) L’astroide de paramétrage t € [0,2n]

5) Une arche de cycloide de paramétrage t €10,27].

Exercice 1.2. La chainette est la courbe décrite par un fil pesant, homogene, tenu a ses deux extrémités.
Dans un repére approprié, elle admet pour équation y = cosh(z). Déterminer la longueur d’un arc de
chainette

Exercice 1.3. Calculer I'intégrale curviligne / (x4y)dx+ (z —y)dy
C+

ot C'" est le cercle unité orienté dans le sens direct (sens inverse des aiguilles d 7une montre).

Exercice 1.4. Calculer I'intégrale curviligne / zydr + (z+y)dy
C+

Exercice 1.5.

1. Calculer le travail du champ de vecteurs V(m, y) = (y2,2?) sur la demi ellipse 22 +4y> —4 = 0;y > 0
parcourue une fois dans le sens direct.

—

2. Calculer le travail du champ de vecteurs V(z,y) = (cos(x),sin(y)) sur le cercle unité parcouru deux
fois dans le sens des aiguilles d’'une montre.

3. Calculer le travail du champ de vecteurs V(z,y) = (22 + 32,22 — y2) sur le triangle OAB avec
A = (1,0), B =(0,1) parcouru une fois dans le sens direct.

Y+ z z+x z+y
T d
2242 + Y+

x2 4+ y? z2 4y
1) ~y est le segment de droite d’origine A = (1,1, 1) et d’extrémité B = (2,2, 2).
2) ~v est I'hélice définie par x = cost, y = sint et z = ¢, ¢ variant de 0 & 2.

Exercice 1.6. Calculer l'intégrale curviligne / 5 dz lorsque :
¥

Exercice 1.7. Calculer I'intégrale curviligne / y? dx — 2% dy lorsque :

r
1) T est le segment de droite d’origine A = (1,0) et d’extrémité B = (0, 1).
2) T est l'arc de cercle de centre (0,0), de rayon 1 d’origine A = (1,0) et d’extrémité B = (0, 1).

Exercice 1.8. Montrer que lintégrale curviligne [ 2y* dz + 2*y dy est nulle lorsque T' est un arc simple
fermé (sans calcul de primitive). Calculer cette intégrale lorsque I' =T'y UT9 UT's ou I'y = AB est l'arc de
parabole d’équation y? = 4 — 3z limité en A par la droite d’équation y = x et en B par I'axe des z > 0,
I'5 est le segment de droite allant de B a O et I's est le segment de droite allant de O a A.
Calculer une primitive de zy? dz + %y dy. Retrouver fFi xy? dr + 2%y dy pour i € {1,2,3}.

Exercice 1.9. Déterminer une fonction u, dont on précisera le domaine de définition, telle que :

T+ 2y Y
du = ——doz + ———d
wry)? " @ry?

— - —
Exercice 1.10. Calculer le travail effectué par la force F= (y+2)i +(x+2)j +(x+y)k pour
déplacer une particule de lorigine O au point C = (1,1,1) :

1. le long de la droite (OC).

2. le long de la courbe z = ¢, y = t2, z =¢>.



— — —
Méme question pour la force = (t4+yz)i +(y+ax2)j +(z+ay) k.

Exercice 1.11. Soit D le domaine limité par le cercle d’équation z2 + y2 — 2y = 0 parcouru dans le sens
direct. Calculer & l'aide de la formule de Green-Riemann | fD (22 — y?)dxdy.

Exercice 1.12. Calculer I'intégrale curviligne I le long de la courbe fermée v constituée par les deux arcs

de parabole y = 22 et = y?, orientée dans le sens direct ot [ = [ (2zy — xz)dx + (z + y2)dy. Vérifier le
¥
résultat en utilisant la formule de Green-Riemann.
Exercices supplémentaires :
x(t) =3t* — 1
Exercice 1.13. Calculer la longueur de la boucle de la courbe de paramétrage ) 3y ,teR
yi) = -

Exercice 1.14. Soit w = P(z,y)dz 4+ Q(x,y) dy avec :

(32 —y?)(2* +y°)
P = t =
(z,y) 2y e Q(z,y) p”
1) Montrer que, dans le domaine D = {(z,y);x > 0, y > 0}, w est une forme différentielle totale.
2) Déterminer u dans D, telle que du = w.
3) Calculer l'intégrale curviligne fF w lorsque I' est l’arc défini par : & =t + cos?t, y = 1 + sin? ¢ avec
0<t<2m.

(By* —2?)(2* +¢°)

Exercice 1.15. Le follium de Descartes est une courbe définie, en coordonnées cartésiennes, par 1’équation

2 + 93 — 3azy = 0.
sin () cos(6)

cos3(6) + sin®(9)

2. En posant y = tx, montrer q;le la courbe peut aussi étre paramétrée, en coordonnées cartésiennes,
t t

Tre VT

3. Utiliser cette derniere paramétrisation pour calculer, a 1’aide de la formule de Green-Riemann, laire
de la surface délimitée par la boucle du follium.

1. Montrer que 1’équation de la courbe en coordonnées polaires est r = 3a

par x = 3a

Exercice 1.16. Aire en coordonnées polaires. Soit D le domaine limité par r = p(f) avec 0 < 6 < 27; et
— 1 27

§(0)0< r < p(2m). Montrer que laire de D est égale a A(D) = 5/0 p2(0) db.

Trouver laire : a) de la cardioide : 7 = a(1 + cos(f)), b) de 'escargot : r = af, (a > 0).

Dessiner les lignes de coordonnées r = Ct¢ et ¢ = C'° dans le plan des z,y.

Dessiner les lignes de coordonnées x = C* et y = C*¢ dans le plan des r, ¢.
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