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L2 : Outils mathématiques 4
Feuille de TD 𝑛∘5

Exercice 1. Une plaque d’un matériau a la forme d’une surface délimitée par la parabole 𝑥 = 𝑦2 et la
droite 𝑥 = 4. La densité de masse par unité de surface, 𝜌, est proportionnelle à la distance du point de
l’axe 𝑂𝑦. Déterminer les coordonnées du barycentre de la plaque.

Exercice 2. On considère trois figures planes dans le plan 𝑂𝑥𝑧 :
–Un rectangle 𝑅 dont les sommets ont comme coordonnées (0, 0), (𝑎, 0), (𝑎, ℎ) et (0, ℎ) .
–Un triangle 𝑇 dont les sommets ont comme coordonnées (0, 0), (𝑎, 0) et (0, ℎ) .
–Un demi-cercle 𝐶 de centre (0, 0) , de rayon 𝑎 et situé dans le demi-plan 𝑥 ⩾ 0.
Pour chacune de ces 3 figures, calculer : (a) l’aire 𝑆, (b) l’abscisse 𝑐 de son centre de gravité, (c) le volume
𝑉 du solide obtenu par révolution de la figure autour de l’axe 𝑂𝑧.
Comparer 2𝜋𝑐𝑆 et 𝑉 pour ces figures ? Pouvez-vous formuler rigoureusement votre conclusion et la
démontrer en toute généralité ?

Exercice 3. Déterminer le centre de gravité de la surface située à l’extérieur du cercle de rayon 1 et
délimitée par la cardiöıde 𝜌 = 1 + cos 𝜃.

Exercice 4. Soit 𝐷 le domaine 𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3 / 𝑥 ⩾ 0, 𝑦 ⩾ 0, 𝑧 ⩾ 0, 𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 ⩽ 1}. Représenter
graphiquement 𝐷. Calculer ensuite de deux manières différentes l’intégrale triple

∫︁∫︁∫︁
𝐷

𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧

(a) en intégrant “par piles”, (b) en intégrant “par tranches”.

Exercice 5. Associer à chaque équation son graphe :

𝑎) 𝑥2 + 𝑦2

9 + 𝑧2 = 1 𝑏) 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧2 = 1 𝑐) 𝑧 = −𝑥2 + 𝑦2 𝑑) 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2
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8. (a) (8 points) Matching: draw lines connecting each equation to its graph.

x2 +
y2

9
+ z2 = 1 x2 + y2 � z2 = 1 z = �x2 + y2 z = x2 +

y2

4

If the equations are numbered 1 through 4 left to right, then the graphs are 3, 4, 1, 2

(b) (8 points) Show that if the point (a, b, c) lies on the hyperbolic paraboloid z = y2 � x2, then the
line with parametric equation (a + t, b + t, c + 2(b � a)t) lies on the hyperbolic paraboloid. (Thus,
even though the paraboloid is curvy, it contains lots of lines!)

If (a, b, c) lies on the paraboloid, then by definition this means that c = b2 � a2. To check whether
(a + t, b + t, c + 2(b � a)t) lies on the paraboloid, we a + t for x, b + t for y, and c + 2(b � a)t for z
into the equation defining the paraboloid. We get

c + 2(b � a)t ?
= (b + t)2 � (a + t)2.

Factoring using difference of squares on the right-hand side, we get (b + a + 2t)(b� a) on the right-
hand side. Substituting b2 � a2 for c on the left-hand side and factoring that as (b � a)(b + a), we
get (b + a + 2t)(b � a) for the left-hand side as well. Thus both sides are in fact equal, and that
means the point (a + t, b + t, c + 2(b � a)t) lies on the hyperboloid.

(Note: it is also possible to solve this problem by expanding both sides out rather than factoring.)

1) 2) 3) 4)

Exercice 6. Calculer l’intégrale triple :
∫︁∫︁∫︁

𝐵

√︀
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 où 𝐵 est la boule de centre (0, 0, 0)

et de rayon 1.

Exercice 7. Représenter graphiquement et calculer le volume limité par les surfaces de R3 d’équation
𝑧 = 2𝑥2 + 𝑦2 et 𝑧 = 4 − 𝑦2.

Exercice 8. Calculer le volume de l’ellipsöıde d’équation : 𝑥2

𝑎2 + 𝑦2

𝑏2 + 𝑧2

𝑐2 = 1.
Quelles sont les coordonnées de son barycentre, sous l’hypothèse que le matériau de construction est
homogène ?

Exercice 9. Un solide a la forme d’un cylindre de base de rayon 𝑅 et de hauteur ℎ. La densité volumique
𝜌 du matériau varie avec la hauteur ; elle est proportionnelle à la distance du point à la base du cylindre.
Calculer le moment d’inertie du solide autour de son axe de révolution.

Exercice 10. Transformer l’intégrale suivante en coordonnées cylindriques puis en coordonnées sphériques :∫︁ 3

0

(︃∫︁ 0

−
√

9−𝑥2

(︃∫︁ √
9−𝑥2−𝑦2

0
𝑦𝑧2𝑑𝑧

)︃
𝑑𝑦

)︃
𝑑𝑥



Exercice 11. Calculer l’intégrale triple :
∫︁∫︁∫︁

𝑉

𝑧 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 où 𝑉 est le domaine limité par le demi-ellipsöıde

supérieur 𝑥2

𝑎2 + 𝑦2

𝑏2 + 𝑧2

𝑐2 = 1 et par le plan d’équation 𝑧 = 0.

Exercice 12. Déterminer le volume 𝑉 de la partie de la boule 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ⩽ 4 contenue dans le cylindre
(𝑦 − 1)2 + 𝑥2 = 1.

Exercice 13. Calculer l’intégrale triple :
∫︁∫︁∫︁

𝑉

𝑧 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 où 𝑉 est le domaine limité par le cône d’équation

𝑧2 = ℎ2

𝑅2 (𝑥2 + 𝑦2) et le plan 𝑧 = ℎ.

Exercice 14. Déterminer le volume du domaine Ω de R3 sous la sphère 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 4 et au-dessus du
cône 𝑧2 = 3(𝑥2 + 𝑦2), (𝑧 ⩾ 0).

Exercice 15. Calculer l’intégrale triple :
∫︁∫︁∫︁

𝑉

𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 où 𝑉 est le domaine limité par la surface

d’équations 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 2𝑅𝑧 et 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2 et contenant le point (0, 0, 𝑅).
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