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5.0.16 EXEMPLE. Soit à calculer
ZZ

D
(x2 + y2)dxdy où D = {(x, y) 2 R2 | y 2 [0, 1], y 

x  py}, c’est un domaine de type II.

A double integral on a Type II domain.

Example
Find the integral of f (x , y) = x2 + y2 on the domain
D = {(x , y) 2 R2 : y � x � p

y , 0 � y � 1}.

Solution:
This is a Type II domain,
with left boundary

x = h1(y) = y ,

and right boundary

x = g2(y) =
p

y .
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x = h (y) =   y

y

Remark:
This domain is both Type I and Type II: y = x2 � x =

p
y .
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5.0.17 EXEMPLE. On veut claculer I =
Z 1

0

Z p
x

x

ey

y
dydx, on sait que I existe puisque la

fonction à intégrer est continue, par contre comme y ! ey

y n’a pas de primitive
(qui s’exprime avec les fonctions élémentaires) on ne peut la calculer, une solution
comme c’est une intégrale double, c’est d’échanger l’ordre d’intégration:

1) le domaine d’intégration est D = {(x, y) | 0  x  1 et x  y 
p

x} ( de type I),
qu’on peut écrire en domaine de type II D = {(x, y) | 0  1  y et y2  x  y}

2) Alors

I =
Z 1

0

Z y

y2

ey

y
dxdy =

Z 1

0

ey

y
(y � y2)dy =

Z 1

0
ey � yeydy = [�yey + 2ey]10 = e � 2.
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5.0.3 Les coordonnées polaires:

5.0.18 EXEMPLE. On se propose de calculer I =
ZZ

D
(1 � x2 � y2)dxdy où

D = {(x, y) | x2 + y2  1 et x � 0, y � 0}.
Comment trouver les bornes? on fixe x constant; et considère l’intersection de

la parallèle à l’axe des y avec D. on trouve y = 0 et y =
p

1 � x2 pour l’intégrale
intérieure. Pour l’integral extérieure: x = 0 et x = 1. Ainsi

I =
Z 1

0

Z p
1�x2

0
(1 � x2 � y2)dydx.

1)
R p

1�x2

0 (1 � x2 � y2)dy = [(1 � x2)y � y3/3]
p

1�x2

0 =
2
3
(1 � x2)3/2

2) I =
R 1

0
2
3 (1 � x2)3/2dx, on fait un changement de variable:

x = sin q, dx = cos qdq, et les bornes q = 0 et q = p
2 et (1 � x2)3/2 = cos3(q).

D’où I =
2
3

Z 1

0
(1 � x2)3/2dx =

2
3

Z p
2

0
cos4(q)dq =

p

8
.

( on a utiliser pour calculer la dernière intégrale la linéarisation: cos4(q) = cos(4q)
8 + cos(2q)

2 + 3
8 )

Le calcul qu’on vient de faire n’est pas très approprié en coordonnées cartésiennes,
on va voir qu’il est beaucoup plus aisé en coordonnées polaires.

les coordonnées polaires

On rappel qu’en coordonnées polaires, un point M = (x, y) du plan est entièrement
déterminé par sa distance r à l’origine et l’angle q que fait

#     »
OM avec l’axe Ox.

Les relations traduisant le passage aux coordonnées polaires sont alors x = r cos(q)
et y = r sin(q).
On va voir maintenant, comment l’élément d’aire dA = dxdy ( ou dydx) s’écrit en
coordonnées polaires.
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Soit h l’application définie par
h(r, q) = (r cos q, r sin q) = (x, y)

5

If we are careful to ensure that r ! 0, the absolute value of jJj is also r; and so this
is our scaling factor. Hence,

ZZ

R

f(x; y) dx dy =

ZZ

R!

f(x(r; '); y(r; ')) r dr d';

where R! is the region in the polar coordinate system corresponding to R. The
next example illustrates this geometrically.

Example 4 Consider the square S in the (r; ') (polar) coordinate system with left bottom cor-
ner at (2; "6 ); width &r = 0:1; and height &' = 0:1: The image R of this square in

the (x; y) system under the polar coordinate map
"
x = r cos '

y = r sin '
is shown in Figure

5.
Now, the square S has area &r&' = (0:1)(0:1) = 0:01; and thus the area of R

is approximately equal to the product of the Jacobian determinant, r = 2, with the
area of S. Hence, the area of R # 2(0:01) = 0:02:

To understand this approximation, recall that the columns of the Jacobian ma-
trix represent vectors tangent at the corner point to the curved edges of R. When
these vectors are scaled properly by multiplying by &r and &', respectively, they
represent the sides of a parallelogram (shown in Figure 6) whose area approximates
the area of R. (In this particular case, the dot product of the columns is zero, and
so the parallelogram is a rectangle.)

Finally, we compute the actual area of R for comparison purposes. The actual
area of R is "#2" (the portion of the circle involved) times the di§erences of the areas
of the circles of radii 2:1 and 2:0. Hence,

area of R =
&'

2+
(+(2:12)$ +(22)) =

0:1

2+
(+(0:41)) =

0:041

2
= 0:0205:

Thus, in this case, the scale factor obtained from the Jacobian induces an error
of only 0:0005, or, 2:5%. Of course, in the actual integration, both &r ! 0 and
&' ! 0; which makes the percent error approach 0 as well (although we do not
prove this here). !

Figure 5: Image R of polar coordinate system square S in rectangular coordinates
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h

Par l’application h, le rectangle S = [r, r0] ⇥ [q, q0] est transformé en un morceau
de couronne situé dans le secteur angulaire délimité par les rayons r et r0 et d’angle
Dq = q0 � q. On pose Dr = r0 � r.
On remarquera alors que l’aire du rectangle est égale à Dr ⇥ Dq et que celle de son
image est

1
2
(r02 � r2)Dq =

1
2
(r0 + r)DrDq

Lorsque r0 est très proche de r, 1
2 (r0 + r) ⇠ r, par suite l’aire se retrouve multipliée

par r, ainsi on a dA = rdrdq.

5.0.19 EXEMPLE. On reprend l’intégrale I =
ZZ

D
(1 � x2 � y2)dxdy où

D = {(x, y) | x2 + y2  1 et x � 0, y � 0}.

-8-8 -7-7 -6-6 -5-5 -4-4 -3-3 -2-2 -1-1 11 22 33 44 55 66 77 88

-8-8

-7-7

-6-6

-5-5

-4-4

-3-3

-2-2

-1-1

11

22

33

44

55

66

77

88

00

En coordonnées polaires D = {(r, q) | 0  r  1 et 0  q  p
2 } = [0, 1] ⇥ [0, p

2 ],
l’intégrand (1 � (x2 + y2))dA = (1 � r2)rdrdq d’où

I =
Z p

2
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5.1 Applications

Plusieurs quantités physiques peuvent être exprimées comme des intégrales multi-
ples. De tels expressions sont fondées sur la définition de l’intégrale comme la limite
d’une somme.
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1) La masse d’un solide (plat)

On a vu par exemple que si D est un domaine borné du plan, alors

Aire (D) =
ZZ

D
dxdy.

Plus généralement, si D a une densité de masse (par unité d’aire) r, alors Dm =
rDA, par suite la masse totale de D est donnée par l’intégrale

M(D) =
ZZ

D
dm =

ZZ

D
r(x, y)dxdy.

5.1.1 EXEMPLE. De la farine est éparpillée sur le sol selon une densité r(x, y) =
1

(
p

x2 + y2 + 1)2
,

où (x, y) 2 R2.

Déterminer la quantité totale de farine éparpillée sur un disque D de rayon R > 0
centré en l’origine.

Réponse: En coordonnées polaires, on a

r(r, q) = 1
(r+1)2 et D = {(r, q)| r 2 [0, R], q 2 [0, 2p[}. Ainsi:

la quantité totale de farine = la masse totale M(D)

=
ZZ

D

1
(r + 1)2 rdrdq =

ZZ

D

r
(r + 1)2 drdq =

Z 2p

0
dq ⇥

Z R

0

✓
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dr
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� 1
◆
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ln(R + 1) � R

R + 1

◆
.

5.1.2 REMARQUE
Comme une masse est positive, on obtient du calcul précédent, l’inégalité:

ln(t + 1) � t
t + 1

, pour tout t � 0.


