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EXEMPLE ( DE CALCUL D'INTEGRALES DOUBLES). .

1 /2
dxd :/ d / d
//[O,l}X[O,n/Z]xcosy xdy= | xdx | cosydy

xz ! 7-[/2 1
5] o

1+ a2
dxd —/ 1 d/ d
//[ o 1+y2 Y (1+2%)dx T+2 Y

342
— [x—k);]o[arctan(}/)] (2“‘2)(2) 7%

1 1
3// 2—1dd=//2—1dd
) [illl]x[o,”(xy Jdxdy = [ (| xy—1dy)dx

L1, T 1 5
_/ dx-/_l(ix —1)dx—[6x —x]_l——g

REMARQUE
On aurait pu opérer de cette maniere:
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1)

2)

EXEMPLE. Soit a calculer l'aire de D la partie bornée de R? délimitée par la
parabole d’équation, y = x? et la droite y = 1.

AN

y=1

X

On peut représenter D par D = {(x, y) € R*|x € [-1, 1], x> <y < 1]},
c’est un domaine de type L.
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1,1
Par conséquent: / dxdy = / ( / dy)dx
-1

= Lhdx= [ (1—x%)dx
- [~ [
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— [y — —43 —(1=2 =
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5.0.16 EXEMPLE. Calculer l'intégrale // (x* + y*)dxdy ot D est le triangle de
D

sommets (0,1), (0,—1) et (1,0).
Pour cela on décrit D comme un domaine de type I:
D={(x,y) eR?|0<x<1,x—1<y<1-x}onaura

// x* 4+ y?)dxdy = / (/ x2+y2)dy>dx—/ [x? y+ dx—2/ 1_3x>3)dx

ot (1-xt, 11 1o 4-3+10 4 1
=23y hEAG 000 ) =2 = =g

5.0.17 EXEMPLE. Soit a calculer // (x> +y*)dxdy ou D = {(x, y) € R*|y €
D
[0, 1], y < x < /y}, c’est un domaine de type IL

y

1 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

On a alors

//D(x2 +y?)dxdy = /01
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EXEMPLE. Onveutcalculer I = / / —dydx on sait que I existe puisque

la fonction a intégrer est continue, par Contre comme y — e? n’a pas de

primitive (qui s’exprime avec les fonctions élémentaires) on ne peut la cal-
culer, une solution comme c’est une intégrale double, c’est d’échanger 1’ordre
d’intégration:

1) le domaine d’intégration est D = {(x,y) |0 < x < letx <y < /x}
( de type I), qu’on peut écrire en domaine de type I, D = {(x,y) |0 <
1<yety’> <x <y}

2) Alors

Y
I=//yedxdy / (y—y*)dy = /(ey—yey)dy:[—yey+26y]6=
0

Intégration sur un domaine réunion de domaines élémentaires

Si D C R? n’est pas un rectangle et ne peut étre défini en utilisant les
graphes de deux fonctions, on décompose si possible, D en domaines du
type I et Il et on utilise ensuite la propriété 3.

Si D est réunion de deux domaines D; et D, et que D; et D, ont une
intersection vide, ou contenue dans leur bord (autrement dit, les intérieurs
des deux domaines ne se rencontrent pas).

Dans ce cas, si f : D — R est une fonction continue sur D on a

//Df(x, y) dxdyZ//le(x, v) dxdy+//sz(x, y) dxdy

EXEMPLE. Soit D = {(x,y) e R?| —2<x < ¥ +1et—2<y<*x +3}

D1

. /

: 7. o . \Z
'

e—2.



5. Intégrales doubles: 52

Alors D =D;UDjyavecD; = {(x, y) € Dlx € [-2,2],2<y < fo2+3]}
et
D, ={(x,y)eDlye[-22], 2<x< yszLl]}

_x2 1/2
11

R 2
Par conséquent: //D f(x,y)dxdy = /2(/2 o f(x,y)dy)dx+ / 2(/ , f(x,y)dx)dy
5.0.20 EXEMPLE. Quelle est 'aire du domaine D = {(x,y) € R?|y?> +2y < x <
y+2}?
Un calcul nous donne les ordonnées des deux points d’intersection des
courbes x = y?> + 2y et x = y +2, soity = —2 et y = 1. En utilisant une
intégration par tranches, on aura

3 2

1 py+2 1 1 9
Aire(D :/ / dxd :/ +2—y* —2y)dxd :[—y—y+2} = .
(D)= [, Jasg, ¥y = | W+ 2-y = 2y)dxdy I
5.0.21 REMARQUE

Le calcul de l'aire de D par piles est moins simple, il faudrait résoudre

y? 4+ 2y = x pour trouver les bornes d’intégrations et faire un découpage
de D.

5.0.22 EXEMPLE (VOLUME D'UNE BOULE DE RAYON R). Soit une boule de rayon
R > 0, par translation on se rameéne a Bg = {(x,y,z) € R3|x?* + y?> + 22 <
R?},laboule centrée en l'origine et de rayon R > 0. D’autre part Volume(Bg) =
Volume(Bj)R?, il suffit donc de calculer Volume(By).
Par symétrie, son volume est égal au double de celui de la demi-boule
supérieure

Bt ={(x,y,z) e R®|x¥*+y*+2* <1,z >0},

(qui forme le volume délimité par le graphe de la fonctionz = /1 — x2 — y2.
et le disque X2+ y2 <1

On a alors
Volume(B :2// J1— 22 —y2dxd
olume(By) b, x2 — y?dxdy

ot D1 = {(x,y) € R?| x? + y*> < 1} est le disque de rayon 1.

On peut représenter D; comme un domaine de type I,

Di={(x, y) eR¥|xe[-1,1], —V1—-2 <y <V1—x2]},
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1—x2
d’ot: Volume(By) —2/ (/ \/1—x2—y2dy>

1 122 2
:2/ (/ V1—x? 11yx2dy>dx.

-1 VI=xZ
y T
En posant =sint, —— <t < —,onaurady = v/1—x%costdt et
V1—2x2 -T2
yZ
1-— T2 = Cost.
y

1— x2
D X
— /1 — x2

Volume(By) = 2/ dx/ \/7

7w/2
= 2/ (1- xz)dx/ cos? t dt
-1 —7t/2

/2 /2 2t 1
puisque / cos’ t dt = / Mdt =T
—m/2

/2
—2/ dx/ vV1—2x2costv1— x2costdt

/2

—m/2 2 2
1
Volume(B;) = 7 [ (1 - )dx = x — 2L, = 2|
-1
par suite
3
Volume(Bg) = 47T3R )

On verra, qu’avec un changement de variables, les calculs sont beau-
coup plus simples.
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5.0.4 Les coordonnées polaires:

Le calcul de l'intégrale I = // (1—x*—y*)dxdyouD = {(x,y) | x> +y* <
D

letx > 0,y > 0} en coordonées cartésiennes (voir page 46) n’est pas tres
adapté a ces coordonnées, le domaine est circulaire et la fonction ne dépend
que de la distance a l'origine; on va voir qu’il est beaucoup plus aisé en
coordonnées polaires.

les coordonnées polaires

On rappel qu’en coordonnées polaires, un point M = (x,y) du plan est
entierement déterminé par sa distance r a I’origine et I'angle 6 que fait OM
avec 'axe Ox.

Les relations traduisant le passage aux coordonnées polaires sont alors x =
rcos(0) ety = rsin(0).

On va voir maintenant, comment 1’élément d’aire /A = dxdy ( ou dydx)
s’écrit en coordonnées polaires.

Soit h I'application définie par
h(r,0) = (rcosf,rsinb) = (x,y)

>

Ar

Par l'application h, le rectangle S = [r,7'] x [0, 6] est transformé en un
morceau de couronne situé dans le secteur angulaire délimité par les rayons
retr’ etd’angle A =0’ — 6. Onpose Ar = 1" —r.
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On remarquera alors que l’aire du rectangle est égale a Ar x A8 et que celle
de son image est

%(1”2 —1?)A0 = %(r’ +7)ArA0

Lorsque ' est trés proche de r, 1(r' + ) ~ r, par suite l'aire se retrouve
multipliée par r, ainsi on a dA = rdrd6.

5.0.23 EXEMPLE. On reprend l'intégrale I = // (1 —x* — y*)dxdy otx
D
D={(xy)|x*+y>*<letx >0,y >0}

™

0 1

En coordonnées polaires D = {(r,0) |0 < r < 1let0 < 0 < 7} =
0,1] x [0, F], Vintégrand (1 — (x* + y?))dA = (1 — r?)rdrd6 d’otr

2 1 7 1 r [r ' #x
1://1—2dd9:/ d9></ —3d:x[—}:x
; 0( r)rdr, ; 0(r r)dr 5 274,72 (
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5.1 Applications

Plusieurs quantités physiques peuvent étre exprimées comme des intégrales
multiples. De telles expressions sont fondées sur la définition de 'intégrale
comme la limite d"une somme.

1) La masse d"un solide (plat)

5.1.1

5.1.2

On a vu par exemple que si D est un domaine borné du plan, alors

Aire (D) :/ dxdy.
D

Plus généralement, si D a une densité de masse (par unité d’aire) p, alors
Ay = pAA, par suite la masse totale de D est donnée par I'intégrale

://de://Dp(x,y)dxdy.

EXEMPLE. De la farine est éparpillée sur le sol selon une densité p(x,y) =

1
( / x2 + yZ + 1)2
Déterminer la quantité totale de farine éparpillée sur un disque D de
rayon R > 0 centré en l’origine.

,ott (x,y) € R2

Réponse: En coordonnées polaires, on a
o(r,0) = (r+1)2 etD={(r,0)|r [0, R|,0 € [0,27]}. Ainsi:

la quantité totale de farine = la masse totale M(D)

27 r+1 1
_ — d
// (r+ 1 7 rdrdd = // r+ 1 7 drdf = / 49 / < (r+1)2 (r+ 1)2> !

ZnéR(r—lkl (r£1§>drzn[1n(r+1)+l+l] —zn<1n(1z+1)+R1+1—1>
=27 (In(R+1) = -5

REMARQUE
Comme une masse est toujours positive, on obtient du calcul précédent,
I'inégalité:

t
In(t+1 e our tout t > 0.
t+1 P



