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1. Rappels sur l’intégrale de fonctions d’une variable réelle (Intégrale de Rie-
mann )

2. Intégrales doubles

3. Intégrales triples

4. Applications: Calculs d’aire, de volume, moyenne, centre de gravité et mo-
ment d’inertie

3.1 Une introduction à la mesure

3.1.1 Mesure des figures canoniques

• Si l1 = [a1, b1] ( un segment), avec �• < a1  b1 < •, alors sa longueur
l1(l1) = b1 � a1.

• Si I2 = [a1, b1] ⇥ [a2, b2] (un rectangle)

Mesure de figures
40 siècles d’histoire en . . . une demi-heure

Les temps modernes
Motivation

Mesure de figures canoniques

Si I1 = [a1, b1], avec �� < a1  b1 < �, alors �1(I1) = b1 � a1.

Si

a1 b1

a2

b2 I2
alors �2(I2) = (b1 � a1) ⇥ (b2 � a2).

Plus généralement, si Id = ⇥d
i=1[ai , bi ] avec ai  bi pour tout i

(parallélépipède canonique), alors �d(Id) =
�d

i=1(bi � ai ).

Remarquer que
les points ont une longueur nullle, car �1({a1}) = 0 et
les segments (canoniques) de droite ont une aire nulle car
�2({a1} ⇥ [a2, b2]) = 0.

Conséquence : �1([a, b[) = �1(]a, b[) = �1(]a, b]) = �1([a, b]) = b � a.
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alors son aire l2(l2) = (b1 � a1) ⇥ (b2 � a2).

• Plus généralement, si d est un entier � 3 et

ld =
d

’
i=1

[ai, bi] = [a1, b1] ⇥ · · · ⇥ [ad, bd]

avec ai  bi pour tout i (un parallélépipède en dimension d),

• alors son volume ( en dimension d) est égal à:

ld(ld) :=
d

’
i=1

(bj � aj) = (b1 � a1) ⇥ · · · ⇥ (bd � ad).

Remarques

• les points ont une longueur nulle:

• en effet {a1} = [a1, a1], par suite l1({a1}) = a1 � a1 = 0

• Par conséquent : l1([a, b[) = l1(]a, b[) = l1(]a, b]) = l1([a, b]) = b � a.

• tout segment de droite a une aire nulle car

l2({a1} ⇥ [a2, b2]) = 0 ⇥ (b2 � a2) = 0.
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• Plus généralement, les parallélépipèdes ( ou pavés droits) de Rd�1 ont un vol-
ume nul pour la mesure de Rd.

• Une figure élémentaire J est une réunion finie de parallélépipèdes canoniques
disjoints J1, J2, . . . , Jn de Rd.
( ou les intersections sont de dimension  d � 1)

• Additivité disjointe :

J =
nG

i=1
Ji ) ld(J) = ld(J1) + · · · + ld(Jn) =

n

Â
i=1

ld(Ji) .

Le symbole
G

désigne une réunion disjointe c-à-d une union d’ensembles
deux à deux disjoints.

• Invariance par translations :

pour tout vecteur v 2 Rd, ld(J + v) = ld(J).

• Plus génétalement : Invariance par isométrie: Soit h : Rd ! Rd une isométrie
(application qui préserve les distances) alors

ld(h(J)) = ld(J) .

• Utiliser les règles précédentes pour se ramener à des figures élémentaires.

• Exemple: le calcul de l’aire d’un triangle de base b et de hauteur h

Mesure de figures
40 siècles d’histoire en . . . une demi-heure

Les temps modernes
Motivation

Mesure de figures plus compliquées

Utiliser les règles précédentes pour se ramener à des figures
élémentaires.
Exemple :

�2( ) =
1
2
�2( ) =

1
2
�2( ) =

1
2
�2( )

�2(
b
h ) =

1
2
b ⇥ h.
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3.1.2 Le problème de la mesure

• Pour des figures encore plus compliquées, la règle d’additivité doit être éten-
due en additivité dénombrable disjointe (ou s-additivité):

J = t•
n=1Jn ) ld(J) =

•

Â
n=1

ld(Jn) .

• Idée : approcher une figure arbitraire par des réunions dénombrables de fig-
ures plus simples dont on sait calculer le volume.
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• Exemple: le calcul du périmètre et l’aire d’un disque à l’aide de polygones
réguliers.

Le problème suivant concerne le lien entre découpage et mesure (de l’aire ou
du volume).

• On appelle isométrie est une transformation qui conserve les longueurs ( les
aires, les volumes). Par exemples, les translations, les rotations et les symétries
sont des isométries.

•
3.1.1 DÉFINITION

Soient A et B deux parties de Rd. On dit qu’elles sont équivalentes par dé-
coupage et recollement (ou équivalentes par puzzle) s’il existe une partition
finie de A (resp. de B),

A = A1 [ A2 [ · · · [ An ( resp. B = B1 [ B2 [ · · · [ Bn)

et, pour chaque i = 1, 2, . . . , n, une isométrie gi telle que

gi(Ai) = Bi

Autrement dit, on a découpé A en n morceaux A1, . . . , An, on a déplacé ces
morceaux et on les a recollé pour reconstituer B, le tout, bien entendu, sans
perte ni chevauchement

Figure 3.1: *
A B

Question: Il est facile de voir que deux parties équivalentes par découpage
et recollement ont même aire (dans le plan) ou même volume (dans l’espace).
La question qui se pose est celle de la réciproque : si deux parties du plan ont
même aire, peut-on passer de l’une à l’autre par découpage et recollement ?
(Ou encore : existe-t-il un puzzle passant de l’une à l’autre ?)

La question est identique pour deux parties de même volume dans l’espace.

Les réponses sont différentes entre le plan et l’espace.
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Deux parties du plan, de même aire, sont équivalentes par découpage et rec-
ollement:

3.1.2 THÉORÈME
Théorème[Bolyai, 1832, Gerwien, 1833)] Soient A et B deux polygones du plan
qui ont une même aire.
Alors A et B sont équivalents par découpage et recollement.

Idée de la preuve: On découpe A en triangles T1, T2, . . . , Tn . On montre ensuite que chaque triangle Ti est équivalent à un rectangle Ri de

même aire et dont un côté est de longueur 1. On obtient alors un rectangle R équivalent à A en mettant bout à bout tous les Ri . On fait de

même pour montrer que B est équivalent à R.

Scissors-congruence

Theorem

Two polygons of the same area are scissors-congruent.

Proof. Using triangulation and lemma 1, we observe that any
polygon of area S is scissors-congruent to the 1-by-S rectangle:

Hence, two polygons of the same area are scissors-congruent to
the same rectangle.
Since scissors-congruence is transitive, the result follows. ⌅

UMN Math Club Hilbert’s third problem and Dehn’s invariant

• Le résultat est faux dans l’espace. On montre que le cube unité n’est pas équiv-
alent par découpage et recollement au tétraèdre régulier ( de volume 1).

Le problème de la mesure:
Existe-t-il une application non-nulle m : P(Rd) ! [0, +•], où P(Rd) désigne
l’ensemble des parties de Rd, telle que:

1. m(∆) = 0, où ∆ est l’ensemble vide

2. m(
+•G

n=0
Jn) =

+•

Â
n=0

m(Jn) , où, pour tout n 2 N, Jn est un sous-ensemble de

Rd

3. m est invariante par isométrie
4. m([0, 1]d) = 1

• une telle application est appelée mesure universelle ( elle permet de mesurer
toute partie de Rd )

• Question: existe-t-il dans l’espace R3 une mesure universelle (définie pour
toutes les parties bornées), non nulle, simplement additive et invariante par
isométries ?

• La réponse est non et cela est une conséquence de ce qu’on appelle le paradoxe
de Banach-Tarski:

3.1.3 THÉORÈME (BANACH-TARSKI, (1924))
Soient A et B deux parties bornées d’intérieur non vide de R3. Alors, il existe
des partitions finies de
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A = A1 [ A2 [ · · · [ An et B = B1 [ B2 [ · · · [ Bn

et pour chaque i = 1, 2, . . . , n, une isométrie gi telle que

gi(Ai) = Bi

• Autrement dit, on peut découper A en un nombre fini de morceaux (certaine-
ment pas simples !), les déplacer, et reconstituer B avec ces morceaux (un puz-
zle).

• On pensera par exemple au cas suivant : A est une pomme et B est la lune.

• On montre même que pour passer d’une boule de rayon donnée à deux boules
disjointes de même rayon, il suffit d’un découpage en 5 morceaux. On peut par
exemple dédoubler la terre en la découpant en 5 parties puis en les rassem-
blant.

S1 S2 O1 O2 O1 O2

S1 S2

(A1, B1, C1, D1) S1
��!
OO1

(A, B, C, D) S

BDADA1

S � D

8
<

:

A D B [ C P A1 [ A2

B D C [ A P B1 [ B2

C D A [ B P C1 [ C2

�
�

� (S1 � D1) [ (S2 � D2)

(S � D) P (S1 � D1) [ (S2 � D2)
S P (S1 [ S2)

S (Ai)i=1..n S1[S2

(Bi)i=1..n n Di Ai Bi

8i A
�
i = {]O; x]; x 2 Ai} B

�
i = {]O1; x1]; x1 2 Bi \ S1}

�
{]O2; x2]; x2 2

Bi \ S2}
8i B

�
i = Di(A

�
i)

K/{O} P (K1/{O1} [ K2/{O2})

B P ( B1 [ B2 )

n

K1 K2 O1 O2

• Il y a certainement dans cette partition des morceaux qu’on ne peut pas mesurer,
sinon le volume de la terre serait égal à son double ce qui donne 1 = 2 et cela
est absurde.

• à noter que ces découpages ne sont pas réguliers; un tel découpage ressem-
blerait un peu à ceci (les éléments d’une même couleur forment une piece du
Puzzle)

•

Note. The above argument dealt with the two-dimensional surface of a sphere, and not with a

solid ball. This part can be easily revised by taking every point on the sphere and adding an open

line segment from that point to the center of the sphere. This can be done to each of the sets above

as well. The same construction as above can be used, with the center of the original sphere going

into one copy, and the center of the second taken care of by shifting from infinity.

Note. You probably noticed that the “cutting template” trick which was used to create a second

copy of the Kis, could be used over and over to ultimately produce as many copies of the sphere as

you want from the original one. Things, it turns out, are even a little stranger! There is another

version of the Banach-Tarski Paradox which states that for any two bounded three-dimensional

sets with nonempty interiors, one can be decomposed into a finite number of pieces and the pieces

rigidly rearranged (rotated or translated) to produce the other. This implies, among other o�ensive

things, that a sphere the size of a pea can be decomposed and rearranged to produce a sphere the

size of the Sun. That’s why the Banach-Tarski Paradox is sometimes called the “Pea and the Sun

Paradox.”

Note. How should we try to visualize this? What do the pieces look like? Several websites have

images in which the sphere is cut into small, solid pieces. We know the pieces must be rather

exotic, or else they would be measurable and the paradox would not appear (because of additivity).

I imagine something like this:

You might think of the sets K1, K2, and K3 as being the yellow, green, and blue points, respec-
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Chapter 4

Rappels sur l’intégrale de Riemann

4.0.1 DÉFINITION (DÉFINITION DE L’INTÉGRALE)
• Soit f : [a, b] ! R une fonction.

•

On appelle somme de Riemann asso-
ciée à f , n et x⇤

i , la somme

Sn =
n

Â
i=1

f (x⇤
i )Dx =

b � a
n

n

Â
i=1

f (x⇤
i )

où Dx = b�a
n , xi = a + iDx et x⇤

i est un
point quelconque de [xi�1, xi]

Review: Integral of a single variable function.

Definition
The definite integral of a function f : [a, b] ! R, in the interval
[a, b] is the number

Z b

a
f (x)dx = lim

n��

n�

i=0

f (x�
i ) �x .

where x�
i 2 [xi , xi+1] is called a

sample point, while {xi} is a
partition in [a, b], i = 0, · · · , n,
and with xi = a + i�x , and

�x =
(b � a)

n
.

i

y

f(x)

x

x 1
x 0 x 2

x3 x 4

n = 4 x  = x
x

*
i

4.0.2 THÉORÈME
Si f est continue, alors la suite (Sn) converge. On appelle intégrale ( au sens
de Riemann) de f sur [a, b], la limite de cette suite, et on note

Z b

a
f (x)dx = lim

n!+•

n

Â
i=1

f (x⇤
i )Dx

L’intégrale
Z b

a
f (x)dx est l’aire

du domaine délimité par le graphe de
f et l’axe des abscisses.

The integral as an area.

The sum Sn =
n�

i=0

f (x�
i ) �x is

called a Riemann sum. Then,Z b

a
f (x) dx = lim

n��
Sn.

i

y

f(x)

x

x 1
x 0 x 2

x3 x 4

n = 4 x  = x
x

*
i

The integral

Z b

a
f (x) dx is the

area in between the graph of f
and the horizontal axis.

b

y

f(x)

xa

22
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4.0.3 REMARQUE
Cette définition est valable aussi pour les fonctions continues par morceaux sur [a, b]
c’est-à-dire les fonctions continues sauf en un nombre fini de points où elle admet-
tent des limites à droite et à gauche.

Ce qui suit donne la définition (générale) des fonctions intégrable au sens de
Riemann, qui inclus un plus grand nombre de fonctions, par exemple les fonctions
monotones sur [a, b].

• En utilisant la définition, on va calculer
Z 1

0
xdx

• Dans ce cas, on a:

a = 0, b = 1, f (x) = x, Dx = 1
n et on prend x⇤

i = xi = i
n alors

•

Sn =
1
n

n

Â
i=1

f (
i
n
) =

1
n

n

Â
i=1

i
n

=
1
n2

n

Â
i=1

i =
1
n2 ⇥ n(n + 1)

2
=

n(n + 1)
2n2

• D’où,
Z 1

0
xdx = lim

n!+•
Sn = lim

n!+•

n(n + 1)
2n2 =

1
2

.

•
4.0.4 REMARQUE

On a utiliser le résultat suivant: pour tout entier naturel m on a

m

Â
k=1

k := 1 + 2 + · · · m =
m(m + 1)

2
à démontrer en exercice !

Plus généralement

4.0.5 DÉFINITION
On appelle subdivision d’un intervalle réel [a, b] toute famille finie s = (ai)0in
d’éléments du segment [a, b] telle que :

a = a0 < a1 < . . . < an = b

On appelle pas (ou diamètre) de la subdivision s le réel positif

d = max
1in

(ai � ai�1)
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4.0.6 DÉFINITION
Définition des sommes de Riemann

• Soit f : [a, b] ! R une fonction d’une variable, s = (ai)0in une subdivision
de [a, b] et des points x1, . . . , xn tels que xi 2 [ai�1, ai] :

• La somme de Riemann de f associée à la subdivision s et aux points x1, . . . , xn
est la somme (finie)

S( f , d, xi) :=
n

Â
i=1

f (xi)(ai � ai�1)

4.0.7 DÉFINITION
Soit f : [a, b] ! R. On dit que f est intégrable (au sens de Riemann) si

lim
d!0

n!+•

S( f , s, xi)

existe, est finie et ne dépend pas du choix des xi. Dans ce cas

Z b

a
f (x) dx := lim

d!0
n!+•

S( f , s, xi)

4.0.8 THÉORÈME
Les fonctions continues par morceaux, en particulier les fonctions continues,
sont des fonctions intégrables. Les fonctions monotones sont des fonctions
intégrables.
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•
Z b

a
f (x) dx = Aire algébrique

•
Z b

a
| f (x)| dx = Aire géométrique

4.0.1 1) Rappels sur l’intégrale de Riemann: Techniques d’intégrations

1. Une primitive de f sur [a, b] est une fonction F dérivable telle

F0(x) = f (x)

2. pour calculer une intégrable il suffit de connaître une primitive

4.0.9 THÉORÈME (FONDAMENTAL DU CALCUL INTÉGRAL)
Si F est une primitive de f sur [a, b] alors

Z b

a
f (x) dx = F(b) � F(a)

• "Lu à l’envers”, un tableau de dérivées est un tableau de primitives ( à une
constante près) .

• Le calcul d’une primitive consiste souvent après quelques transformations à
”reconnaître” une des fonctions du tableau :
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Définie sur I f F(x) =
Z

f (x)dx

R � {0} ou R+ � {0} xa, (a < 0 et a 6= �1)
xa+1

a + 1

R ou R+ � {0} xa, (a � 0)
xa+1

a + 1
R � {0} 1

x
ln(|x|)

R � {�a} 1
x + a

ln(|x + a|)

R eax, (a 6= 0)
eax

a
Définie sur I f F(x) =

Z
f (x)dx

R sin(x) � cos(x)
R cos(x) sin(x)

R sin(ax + b), (a 6= 0) �cos(ax + b)
a

R cos(ax + b), (a 6= 0)
sin(ax + b)

a
R � {p

2
+ kp, k 2 Z} tan(x) � ln(| cos(x)|)

R � {kp, k 2 Z} cotan(x) ln(| sin(x)|)
Définie sur I f F(x) =

Z
f (x)dx

R � {p

2
+ kp, k 2 Z} 1

cos2(x)
= 1 + tan2(x) tan(x)

R � {kp, k 2 Z} 1
sin2(x)

= 1+ cotan2(x) � cotan(x)

R
1

1 + x2 arctan(x)

] � 1, 1[
1p

1 � x2
arcsin(x)

] � 1, 1[
�1p
1 � x2

arccos(x)

f F(x) =
R

f (x)dx
u0

um , m 6= 1 �1
(m�1)um�1

u0

u ln |u|
u0
p

u 2
p

u
u0cos u sin u
u0sin u � cos u

Intégration par parties

Soient f et g deux fonctions de classe C1 sur un intervalle I,
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De la règle de dérivation d’un produit

( f g)0 = f 0g + f g0 () f g0 = ( f g)0 � f 0g

En intégrant, de part et d’autres de cette égalité, on obtient
Z

f (x)g0(x)dx =
Z

( f (x)g(x))0dx �
Z

f 0(x)g(x)dx

nous déduisons la formule d’intégration par parties

Z
f (x)g0(x)dx = f (x)g(x) �

Z
f 0(x)g(x)dx

on a aussi
Z

f 0(x)g(x)dx = f (x)g(x) �
Z

f (x)g0(x)dx

4.0.10 EXEMPLE. Example

Soit à calculer
Z

ln(x) dx.

En posant

8
<

:
f (x) = ln(x) =) f 0(x) =

1
x

g0(x) = 1 =) g(x) = x

on obtient
Z

ln(x) dx = x ln(x) �
Z

dx = x ln(x) � x + C
où C est une constante.

4.0.11 EXEMPLE. Exemple d’intégration par parties successives

Soit à calculer
Z

sin(x)ex dx.

En posant

(
f (x) = sin(x) =) f 0(x) = cos(x)

g0(x) = ex =) g(x) = ex

on obtient
R

sin(x)ex dx = sin(x)ex �
R

cos(x)ex dx.
Ce n’est pas fini: on est ramener à calculer une primitive de cos(x)ex, on
utilise une intégration par parties.

En posant

(
u(x) = cos(x) =) u0(x) = � sin(x)

v0(x) = ex =) v(x) = ex

4.0.12 EXEMPLE. on obtient
R

cos(x)ex dx = cos(x)ex +
R

sin(x)ex dx.

Ainsi,
R

sin(x)ex dx = sin(x)ex � cos(x)ex �
R

sin(x)ex dx,

par suite 2
R

sin(x)ex dx = sin(x)ex � cos(x)ex d’où

R
sin(x)ex dx = sin(x)ex�cos(x)ex

2 = ex(sin(x)�cos(x))
2 .
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4.0.13 EXEMPLE. Exemples

• Calculer
Z p

0
t sin(t) dt

• Faisons une intégration par parties en posant u = t et v0 = sin t, d’où u0 = 1 et
v = � cos t. Ainsi,
Z p

0
t sin tdt = [�t cos t]p0 +

Z p

0
cos tdt = �p cos(p)+ [sin t]p0 = �p cos(p) = p.

1) Changement de variable

• (Intégration par changement de variables) x = u(t) alors
Z b

a
f (x)dx =

Z d

c
f (u(t))u0(t)dt

où u : [c, d] ! R est une fonction de classe C1 telle que u(c) = a et u(d) = b.

4.0.14 REMARQUE
– La méthode d’intégration par changement de variable n’a d’autre but que

de remplacer une intégrale compliquée par une intégrale plus simple.
– La difficulté majeure consiste à trouver le changement de variable qui

convient. Il faut essayer de choisir u égal à une certaine fonction qui
apparait sous le signe d’intégration et dont la dérivée s’y trouve aussi à
un facteur constant près.

4.0.15 EXEMPLE. Calcul de l’aire du disque unité.

Aire du demi-disque D+ est égale à l’intégrale de la fonction f (x) =
p

1 � x2 sur
l’intervalle [�1, 1].

• Aire (D) = 2Aire (D+) = 2
Z 1

�1

p
1 � x2dx

• On va utiliser pour cela le changement de variable: x = sin t pour t 2 [�p

2
,

p

2
]
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• AIors dx = cos t dt et puisque
p

1 � x2 = cos t on aura

Aire (D) = 2
Z p/2

�p/2
cos2 t dt = 2

Z p/2

�p/2

cos(2t) + 1
2

dt

= [
1
2

sin(2t) + t]p/2
�p/2 = (0 +

p

2
� 0 +

p

2
) = p.


