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7.2 Intégrales curvilignes d’une forme différentielle
et circulation d’un champ de vecteurs

On va commence par définir maintenant les objets a intégrer sous deux formes.

7.2.1 DEFINITION
Une forme différentielle w ( de degré 1) sur un domaine D est une expres-
sion de la forme :

w(x) = ay(x)dxy + ...+ ay(x)dx,

oupour touti € {1,...,n}, a; estune fonction de classe Cldans D Cc R"
a valeurs dans R.
Par exemple, on notera

1. (en dimension n = 2): w(x,y) = P(x,y)dx + Q(x,y)dy ou P et Q sont
des fonctions de classe C! de D C RR? a valeurs dans R.

2. (endimensionn = 3): w(x,y,z) = P(x,y,z)dx+ Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz
ot P, Q et R sont des fonctions de classe C! de D C R? a valeurs dans
R.

7.2.2 EXEMPLE. Soient D un domaine de R3 et f : D — R une fonction de classe
C2. Alors sa différentielle

_df of of
df(x,y,z) = g(x,y,z)dx%—@(x,y,z)dy%—g(x,y,z)dz

est une forme différentielle ( de degré 1) sur le domaine D.

7.2.3 DEFINITION
On associe a la forme différentielle w le champ de vecteurs V défini sur D
a valeur dans R” par:

7(3() = (a1(x),...,a,(x))

oupour touti € {1,...,n}, a; estune fonction de classe Cldans D C R"
a valeurs dans R.
Par exemple, on notera
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1. 7 (x,y) (x, y) i +Q(x, y) (en dimension n = 2)

2. 7 (x,y,2) = P(x,y,2) i +Q(x,y,z)j + R(x,y,2) k (en dimension
n =23)

7.2.4 REMARQUE
Le champ de vecteur associé a la différentielle df est le gradient grad f.

7.2.5 DEFINITION
1) La forme différentielle w est dite exacte (ou totale) s’il existe une fonc-
tion f de classe C? de D dans R telle que

w=df

et la version correspondante pour les champs de vecteurs :

2) Un champ de vecteurs V est un champ de gradient (ou dérive d'un
potentiel) s'il existe une fonction f de classe C? de D dans R telle que

V = grad f

7.2.6 DEFINITION
1) Une fome différentielle w(x) = a1 (x)dxq + ...+ a,(x)dx, est dite

2 . .. Bai aﬂ]
fermée si pour tousi,j € {1,...,n},ona — = FYo
Xi

ox;

]
Par exemple en dimension 3: une fome différentielle w = P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz
oP _9Q oJP 9dR 0Q dR

est dite fermée si @ 5 92~ ax et e @

2) Un champ de vecteurs 7 = (a1(x),...,a,(x)) est dit
da;  9a;

irrotationnel sur D si pour tous i,j € {1,...,n},ona — = —.
ax]- axi

Par exemple en dimension 3: un champ de Vecteurs V est dit irrota-
—
tionnel sur D si son rotationnel est nul (rot (7) o ) sur D.
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= (9R 0Q\ —=> 0P OR\ — 0Q dP\
ou r°t7_<ay az> : +(az 8x> J +(ax 8y> k
- - —
. i ]k
que nous pouvons écrire formellement | rot V = det % % a%
P QO R

REMARQUE (IMPORTANTE)
Une condition nécessaire pour qu'une forme différentielle w soit exacte

(resp. pour quun champ de vecteurs V(x, Y, z) soit un champ de gradient)
est qu’elle soit fermée ( resp. qu'il soit irrotationnel).

C’est une application du lemme de Schwarz, qui dit que pour une fonction
de classe C?, les dérivée partielles secondes ne dépendent pas de I'ordre de
dérivation: c-a-d pour tous 7,j € {1,...,n},

*f  0%f

8xi8xj N axjaxi '

Cette condition n’est en général pas suffisante.

DEFINITION (INTEGRALE CURVILIGNE)
Soit v une courbe paramétrée (de classe C!)

v:lab] — R"
t — (x1(8), x2(8), ... xu(t))

de support C = {y(t) = (x1(¢), x2(¢),...xx(t))| t € [a,b]}, contenu dans D
et w(x) = ai(x)dx; + ...+ a,(x)dx, une forme différentielle ( de degré 1)
sur D.

L'intégrale curviligne de w le long de -y est le nombre réel :

[wi= [ @O0+t a5 0) d

Par exemple en dimension 3: l'intégrale curviligne d'une forme dif-
férentielle de classe Ct,

w = P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz
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le long de la courbe <y de représentation paramétrique

est le nombre réel :

[ = [ (P00, 200)2'(0) + Qx(0), (0 20}/ + REe0) w(0), (007 1)

La version en dimension 2, s’obtient en Otant la variable z et la composante
R c-a-d:

/w:/mem+Qmw@=/memwmwm+gumﬂmwm»w
Y Y a

x = x(t)

y=y(t)
Si 7y est une courbe fermée (c-a-d y(a) = y(b)), on notera aussi dans ce
cas, l'intégrale curviligne de w le long de la courbe -y par

]iw

ou 7y est de représentation paramétrique , t€la,bl.

7.2.9 EXEMPLE. Soity : [0,1] — R®la courbe définie par y(t) = (2t +1,t,3t — 1)
et w = —zdx + xdy + ydz. On va calculer I'intégrale curviligne fv w.
Ona®/(t) = (X'(t),y'(t),Z(t)) = (2,1,3) et par suite
fw=[o (=Bt =1)(2) + (2t +1)(1) + £(3))dt = [y (—t +3)dt = 5.

7.2.10 PROPOSITION
L'intégrale curviligne d'une forme différentielle le long d'une courbe ne
dépend que de 'orientation, pas du choix de paramétrisations équivalentes.

7.2.11 PROPOSITION (PROPRIETES DES INTEGRALES CURVILIGNES)
1. Si on note par —7 la courbe y parcourue dans le sens inverse, alors:

o=t
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2. Soient wq et wy deux formes différentielles, a et b deux nombres réels,

alors
/aw1+bw2:a/w1+b/w2.
Y Y Y

3. (Relation de Chasles) Soit Py un point de la courbe I', a partir de Py
on décompose I' en deux courbes d’extrémités Py, notons les I'; et I'y,
alors: T =T7UT5 et frw = frlurz w = fh w + sz w.

EXEMPLE. L'intégrale curviligne de la forme différentielle w(x, y,z) = zdx — ydy + xdz
le long de l'arc d'hélice y(t) = (cost,sint, t) avec t € [0, 27| est égale a:

(¥ d(cost) . d(sint) t, . 7 . .
Aw_/o (t i —sint 7 +Costa)dt—/0 (—tsint —sint cost+ cos t)dt

5 27 27 27 1
= [tcost]y” —/ cos tdt —/ sin t cos tdt+/ cos tdt = 271 — [E sin? 3" = 27
0 0 0

On peut aussi retrouver ce résultat, en remarquant que la forme différen-

2
tielle 7 est exacte, en effet w = df ou f(x,y,z) = xz — % par suite le
théoréme précédent nous donne:

[w=[df = flrm) ~ f(2(0) = £(1,0,27) = £(1,0,0) = 2.
Y Y

Exercice Soit n € IN. Calculer I'intégrale curviligne de la forme différen-
tielle w(x, y) = —ydx + xdy le long de y(t) = (¢, t"), 0 <t < 1.

Le théoreme suivant est une généralisation du théoréme fondamental du calcul
intégral

THEOREME (LE THEOREME FONDAMENTAL DE L INTEGRALE CURVILIGNE)
L'intégrale curviligne d’une forme différentielle exacte (ou totale) w = df
ne dépend que des extrémités y(a) et y(b) de la courbe 7, on a:
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[ af = 5469 - (o)

En particulier, si y est une courbe fermée (c-a-d y(a) = (b)) alors,

ﬁdf:o.

Démonstration: En donne la preuve pour le cas n = 3, la cas général s’obtient
de la méme manieére. Par le théoréme de dérivation des fonctions com-
posées on a:

Jar = [0, 200 t+ L w0900, 200w O+ Z x0),v00), 20002

_ /ah (gi(x(t),y(t),z(t))x’(t) + gi;(x(t),y(t)/Z(t))l/(ﬂ * Z(x(t)’y(t)’z(t))zl(t)> o

-/ YA 4y — fi(0)) - Flata)). .

7.2.1 Circulation (ou travail) d’'un champ de vecteurs

Soit v : I = [a, b] — R" une courbe paramétrée de classe Cl, et soit V :
v(la, b]) — R"™ un champ de vecteurs continu. D’un point de vue physique,
on se représente y(t) comme étant la position d'une particule a I'instant t, qui se
déplace sous l'influence du champ de forces V (ainsi V (y(t)) est la force agissant
sur la particule a l'instant t). L'intégrale curviligne du champ de vecteurs le long

de la courbe vy, notée / V, est par définition le travail effectué par ce champ de

g
forces pour déplacer la particule le long de la courbe de y(a) a v(b). Mathéma-
tiquement, cela se traduit de la manieére suivante

7.2.16 DEFINITION
Soient V' : D C R" — R" un champ de vecteurs de R" ety : [a, b] — D C
R" une courbe paramétrée.

On appelle circulation (ou travail) de Ve long de -y l'intégrale curviligne

[,7 = /ab7(7(t)) - (t)dt
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ol 7(’)/(1‘)) indique que le champ V est évalué sur les points de la
courbe et - désigne le produit scalaire entre vecteurs.

e Si 7y est une courbe fermée, la circulation de 7 le long de -y s’écrit aussi

ﬁ?

REMARQUE (IMPORTANTE)
Soit V' un champ de vecteurs et w la forme différentielle associée alors la

circulation (ou travail) de Ve long de toute courbe y est égal a I'intégrale
curviligne de w le long de vy
[V=[w
v Y

Les propriétés suivantes du travail d'un champ de vecteurs sont des traductions de
celles de I'intégrale curviligne.

PROPOSITION (PROPRIETES)
Les principales propriétés sont:

1) /77:—/77.
2) /7(a71+b72)=a[y71+b/72.

@Aﬁ;7547+ﬂf7

EiEMPLE). Calc_1>11 de la circulation du champ de vecteurs 7(9(, Y, z) =
zi —yj +xk lelong dela courbe fermée C* = C UC; UCS
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—
e La circulation du champ 7(3{, Y, z) = 27— y? + x k le long de la

parabole Cl:m() =(tt?)te(01]

2
/7017 / ,—t1)-(1,1,2¢) dt = /t2 t+ 202 dt = /3t2—tdt [—%1521
C+

%
e La circulation de V(x, y,z)=z1i —y ] +x % le long du segment C;' :
T2(f) =(1—t,1—1¢,1)t€[0,1] est:

/C+7 / ~1,1-1)-(~1,-1,0)dt = Al—l—(t—l)dt:/ol—tdt:[_t;]}):_,

e Enfin, la circulation de 7(3(, Y, z) = 27— y? + ¥ K le long du
segment C; : y3(t) = (0,0,1 — ) t € [0,1] est:

1
/7 / —1,0,0) - (0,0, — dtz/OdtzO
s 0

e En conclusion, la circulation de 7 le long de la courbe fermée Ct =
C UCy UGS vaut:

[V-[ V[ 7+[V-1-Lioo

7.2.20 Exercice Montrer que la circulation du champ de vecteurs 7(9{, y) = (x%y, y°)

le long du segment I d’origine (0,0) et d’extrémité (1,1) est égale a 3.

7.2.2 Circulation (ou travail) d'un champ de gradient
7.2.21 DEFINITION

Un champ de vecteurs V estun champ de gradient (ou dérive d"un poten-
—
tiel) s'il existe f de classe C? de D a valeurs dans R telle que V= grad f.

7.2.22 EXEMPLE. 1) 7(3(, y) = (y, x) est un champ de gradient sur D = RR?, on
peut prendre f(x,y) = xy.
2) 7(x,y,z) = (y+z+ %,x +z+ ;,x +y+ %) est un champ de gradient
sur D = {(x,y,z) € R®| x >0, y > 0, z > 0}. En effet, 7(x,y,z) est le

gradient de la fonction f(x,y,z) = xy + yz+zx + In(x) + In(y) + In(z) (a
vérifier)
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3) V(Jc,y,z_)> = (x,x,x) n'est pas un champ de gradient. En effet, r?t (7) =
(0,1,1) # 0.

7.2.23 Exercice Montrer que le champ de vecteurs

— — —
7(%%2) = (ax+by+cz) i +(dx+ey+fz)j +(gx+hy+iz)k

a b c
est irrotationnel sur R® si et seulement si la matrice A = |d e f | est
g h i

symétrique. Montrer que dans ce cas V estun champ de gradient.

Dans le cadre des champs de vecteurs, le théoréeme suivant est une traduction du
théoreme fondamental de I'intégrale curviligne

7.2.24 THEOREME (LE THEOREME FONDAMENTAL DES CHAMPS DE GRADIENTS)
Soit V = grad f un champ de gradient de domaine D, alors

e La circulation de grad f le long d’une courbe 7y contenue dans D joignant
deux points A et B ne dépend pas de la courbe mais seulement des valeurs de f
aux points A et B ( on dit quun champ de gradient est conservatif ). On a

Aﬁfzf(B)—f(A)-

—
e En particulier, la circulation de V= grad f le long d’une courbe fermée C

est nulle
7{ grad f = 0.
,y

e
7.2.25 EXEMPLE. Le champ vecteur ?(x, y,z)=z1 —yj +xk estunchamp

—
de gradient. En effet, 7 = grad f ou f(x,y,z) = xz — y;, ainsi la circula-
tion le long de la courbe fermée de 1'exercice 7.2.19 est nulle (on retrouve

facilement le résultat).

7.2.26 EXEMPLE. Calculons la circulation du 7(x,y,z) =(—y,x,0) = —y?%—x?
le long du cercle y(t) = (cost,sint,0), t € [0,27], on aura

o [—sint —sint . .
7{7:/ cost |- | cost dt:/ (sin®t + cos® t) dt = dt =21 #0
Y 0 0 0 0 0
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NN A e v YN Y N
P L

Le champ de vecteurs v tourne autour de 'origine

On en déduit que le champ de vecteurs V nest pas un champ de gra-
dient, puisque sa circulation le long d"une courbe fermée n’est pas nulle.
=

- -
o i ]k

; : — 9 9 d —

On aurait pu aussi remarquer que, comme rot (V' ) = det x ay | =
-y x 0

%
2 k n’est pas nul, % n’est pas un champ de gradient.

7.2.27 EXEMPLE. Maintenant, on va a partir du champ de 'exemple précédent,
en modifiant son amplitude, obtenir un champ de vecteurs irrotationnel
mais qui n’est pas un champ de gradient.

Ceci montre que la condition nécessaire (m = ﬁ) pour avoir un champ
de gradient n’est pas suffisante.

Soit W de classe C! défini sur D = R3\{(0,0,z)|z € R} par
—y = x>

Wi2) = 217 Tty

%
1) W estirrotationnel car
%

i
Hf(ﬁ) =det| 2

Yy _x
x2+y2 x2+y2

(9 vy N_ 9 ( x \\P_
~\9y \ a2+ 2 dx \ x2 4 y? N

@\w\.\l/
o Flo =]

2) On va maintenant calculer le travail du champ W le long du cercle unité
du plan xOy, orienté dans le sens trigonométrique. Une paramétrisation
est donnée par 7 : [0,271] — RR?, avec (t) = (cost, sint,0). On aura

ainsi,
— 27
% W = dt = 27
¥ 0
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On peut en déduire que W n’est pas un champ de gradient puisque
sa circulation le long de la courbe fermée y n’est pas nulle. Le champ

de vecteurs IT\} tourne autour de 1’axe Oz qui n’est pas contenu dans le
domaine D.

En fait, ici le domaine D est assez particulier, par exemple le centre du
cercle 7y n’est pas dans le domaine. On verra dans ce qui suit, que si le

: n n PR} 2 . _> _>
domaine "n’a pas de trous" alors la condition nécessaire (rot = 0) est
aussi suffisante.

Exercice Soit ?(x, y) = (x® +y?,2xy). Calculer l'intégrale curviligne de V
le long des courbes suivantes:

1) C:x=t y=2tte[0,1]
2) Cp:x=t, y=2t3tel0,1]
3) C=C3UCsiouCs: x=0,y=tte€0,2]etCs: x=t,y=2,tec]0,1]

7.2.3 Primitive d'une forme différentielle (potentiel d’un champ
de vecteurs)

; G = ,
On a vu (voir exemple 7.2.27) que la condition nécessaire (rot = 0 ) pour qu’un
champ de vecteurs sur un domaine D soit un champ de gradients n’est pas suff-
isante. Pour que pour cette condition nécessaire soit aussi suffisante, il faudrait

que le domaine D "n’ait pas de trous” ( on va donner dans ce qui suit une classe
d’ensembles qui n’ont pas de trous).

DEFINITION
1) Soit w une forme différentielle ( de degré 1) sur D. Une primitive de w
est une fonction différentiable ¢ : D — R telle que w = d¢.

2) Soit V un champ de vecteurs sur D. Un potentiel de V est une fonction
. . —
différentiable ¢ : D — R telle que V= grad ¢.

DEFINITION
Un sous-ensemble D de R" est dit étoilé s’il existe un point a € D tel que
pour tout point p € D, le segment joignant 2 a p est contenu dans D.
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E]

dah
N

@¥

ensemble étoilé ensemble convexe
ensemble non étoilé

On rappelle que le segment [a, p] est par définition 1’ensemble

0,p) = {a+tp—a)[0<t<1)

7.2.31 ExEMPLE. 1) R?, R3, pluds généralement IR” sont des ensembles étoilés.
2) tout disque dans IR? (resp. toute boule dans IR®) est un ensemble étoilé.

3) tout ensemble convexe est étoilé ( en fait, il est étoilé par rapport a cha-
cun de ses points). Par exemple, R", les triangles, tétraedres, disques,
boules sont des ensembles convexes, donc étoilés.

4) Les ensembles R? \ {(0,0)} et R*\{(0,0,z)|z € R} ne sont pas étoilés.

7.2.32 THEOREME (DE POINCARE)
Soit D un domaine étoilé de R3.

1) Soit w une forme différentielle sur D.
Alors w est une forme différentielle totale si et seulement si w est une
forme différentielle fermée.
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2) Soit V un champ de vecteurs sur D.

Alors V est un champ de gradient si et seulement si V estun champ
irrotationnel.

Par exemple en dimension 3: Sur un domaine étoilé D de R3 on a

i) w= R(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz est une forme différentielle
totale sur D si et seulement si
oP 9Q OP 0R 0Q O9R

o oz x e oy

— — —
ii) V= R(x,y,2z) i +Q(x,y,z) j +R(x,y,2z) k un champ de vecteurs sur
D.
Alors V est un champ de gradient si et seulement si il est irrotationnel c-a-d
si les équations suivantes sont satisfaites
9P _5Q 9P _9R 30 3R
dy 9x 9z Ix 9z Iy’
7.2.33 REMARQUE
1) Cet enoncé est équivalent a : "sur un domaine étoilé D, une forme dif-
férentielle w est exacte si et seulement si elle est fermée "

2) En terme de champs de vecteurs: "sur un domaine étoilé D, un champ

de vecteurs V est un champ de gradient si et seulement si il est irrota-
tionnel".

En dimension 2, le théoréme de Poincaré s’énonce comme suit:
Soit D un domaine étoilé de R?.

1) Soit w = P(x,y)dx + Q(x,y)dy une forme différentielle sur D.

. . . 0P 0
Alors w est une forme différentielle totale si et seulement si 3y = %
- -
2) Soit V = P(x,y) i +Q(x,y) j un champ de vecteurs sur D.
v ) . .0P  0Q
Alors V' est un champ de gradient si et seulement si — = —.
dy  ox

Démonstration: On donne la preuve en dimension 3, le cas général s’obtient
sans difficultés en suivant les mémes étapes.
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On a déja vu que les équations i sont nécessaires, il reste a montrer
qu’elles sont suffisantes, on doit construire une primitive f de

w = P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz sur D.

On peut supposer que D est étoilé par rapport a I'origine, en ce ramene a
ce cas par translation. Comme D est étoilé par rapport a ’origine pour tout
(x,y,z) € Dettoutt € [0,1], t(x,y,z) = (tx, ty, tz) € D. On définit alors,
'application ¢ : D x [0,1] — R par

o((x,y,2),t) = x.P(tx, ty, tz) + y.Q(tx, ty, tz) + z.R(tx, ty, tz).

La formule de dérivation d"une fonction composée donne:

g B aP 9Q aR
a((x,y,z), t) = P(tx, ty, tz) + txa(tx, ty, tz) + tyg(tx, ty, tz) + tza(tx, ty, tz).
Comme

P _9Q P _ R

dy  ox oz T o
On obtient
g B P aP oP B
g((x,y,z),t) = P(tx, ty, tz) +tx$(tx, ty, tz) +ty®(tx, ty, tz) +tzg(tx, ty, tz) =
On trouve de la méme maniere que ?;((x,y,z),t) = d(t'Q(t;C; . £2)) et
1) _ d(t.R(tx, ty, tz))
% (x,9,2), 1) = WAL,

1
On introduit alors la fonction f : D — R définie par f(x,y,z) = / ¢o((x,y,2),t)dt.
0
Nous allons montrer que w est la différentielle de f.

of _ [log _[Yd(t.P(tx, ty, tz)) , 1
Ona ax(x,y,z) = /0 ax((;c,y,z),t)dt = /0 Eg dt = [t.P(tx, ty, tz)], =
P(x,y,z) de méme on aura ajyr(x, y,z) = Q(x,y,z) et a{;(x, v,z) = R(x,y,2)
ainsi w = df i.e. f est une primitive de w sur D. m

Maintenant, si on a un champ de vecteurs irrotationnel défini sur un domaine
étoilé, d’apres le théoréme de Poincaré, c’est un champ de gradients. Comment
déterminer un potentiel de ce champ?

On va donner deux méthodes pour déterminer un potentiel. Les méthodes
s’appliquent aussi a la recherche d’une primitive pour une forme différentielle fer-
mée.

d(t.P(tx, ty, tz))

dt
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7.24 Méthode pour déterminer une primitive d’'une forme
différentielle (ou un potentiel d’'un champ de vecteurs)

Soit 7(x,y, z) = a(x,y,z)?> +b(x,y,z)7> +c(x,y,z )? tel queav =0

et cherchons ¢ tel que V= grad¢ c-a-d %P _ 847 =bet — 9P _

ox ay 0z
Ona g‘ﬁ =a = ¢(x,y,2) = /a(x, Y, 2)dx +g(y, z)
puis
8<P aa ag

/bdy // —dxdy+h(z) etdonc¢(x, y, z /adx+/bdy // —dxdy +h(z)

o e [ [
Enfin, 5, =e==e= | 58+ | 5 329y"
ob 0%a
/7[1 a Edy-l-// 0zd
h—/cdz—//—dd —// dyder///aadxdydz On remplace

hdans ¢(x, y, z) = /adx + /bdy — // @dxdy + h(z) pour obtenir finale-

ment :

o(x, v, 2 /adx+/bdy+/cdz—/ (/ dx) /(/ dx> /( g:dy> dz
+/</< aaydx) dy> dz.

EXEMPLE. Soit V : R® - R® défini par

7(x,y,z) = ny? + (2 Jrz)7> + y?

—
Un simple calcul montre que rot V = 0et puisque D = RR? est convexe
donc et011e, le théoreme de Poincaré assure 'existence de ¢ : R?® — R tel

que V= grad ¢.
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o
X9
b
1) Par integration du systeme: 8(5 =x*+z
% _
az 7Y
Ona gglz =2xy = ¢(x, y, z) = /nydx +¢(y, z) = ¥’y +g(y, z). On
en déduit ?7(5 =x%*+ % et ?7(5 = x? + z ce qui impose donc gi(y, z) =z

d'oug(y, z) = /zdy +h(z) = zy + h(z). En reportant dans l'expression
de ¢ on obtient
¢(x,y,z) = x*y +zy + h(z) .

9¢ op

Ainsi 5 = YT W (z) . La troisitme équation impose 5 =V d’out
h'(z) = 0 c-a-d h est constante. On peut choisir cette constante égale
a0 car

grad ¢ = grad (¢ + Cte) .
Finalement, ¢(x,vy,z) = x?y + zy convient.

2) En utilisant la fonction donnée dans la preuve du théoréeme de Poincaré:

On pose
o((x,y,z),t) = x.P(tx, ty, tz) + y.Q(tx, ty, tz) + z.R(tx, ty, iz)
= 282x%y + (Px°y + tzy) + tyz = 3t2x%y + 2tyz.
Alors,
1 1
¢(x,y,z) = /0 o((x,y,z),t)dt = /0 (32x%y +2tyz)dt = [Px%y + tzyz]é = X’y +yz,
est un potentiel de V.

.Y X
7.2.36 EXEMPLE. Soit w = ———=dx + e

i dy définie sur R? \ {(0,0)}.

i) wes’cferméecari Y = y - _9(_x
oy \x2+y2)  x2+y2)2  ox \x2+y?
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ii) w n’est pas exacte car, si y est la courbe paramétrée fermée, y(t) =
(cost,sint), t € [0,27t] ona

27
j'{ w:/ dt = 27 # 0.
e 0

Comme R?\ {(0,0)} n’est pas étoilé, le théoréme de Poincaré ne s’applique
pas dans ce cas. Par contre, si on restreint w au domaine D = R?\ {(x,0) | x <
0}, qui lui est étoilé, le théoreme de Poincaré permet d’affirmer que w ad-
met une primitive sur D.

En effet, w = df ot f : D — R est la fonction définie par f(x,y) =

¥
x+/2+y2 )

2 arctan



