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EXEMPLE (CALCUL D'INTEGRALE EN UTILISANT LES SYMETRIES). .
Soit a calculer I = / / / (ax + by + cz)?dxdydz o1 By est la boule de centre
Bg

O =(0,0,0) et de rayon R.
On a (ax + by + cz)? = ax* + b*y? + c2z* + 2(abxy + acxz + beyz),
d’autre part en raison des symétries du domaine Br on aura:

/ / / xydxdydz = / / yzdxdydz = / / / zxdxdydz = 0,
BR BR BR
/// xdxdydz = // y2dxdydz = /// Z2dxdydz.
BR BR BR
I=(a®+b*+c?) /// Z*dxdydz.
Br

On utilise les coordonnées sphériques

Alors,

x = rcosflcos@, y = rsinfcos ¢, z= rsing.

le domame BR est transformé en By = [0, R] X [—7, 7| x [-7/2, /2], e
72 = r?sin® ¢. La formule de changement de variables nous donne:

/// Zdxdydz = /// 1% sin” ¢) 1% cos pdrdfd = /// r*sin” ¢ cos @drfdg.
Br

Comme les variables sont séparables, on a

/2

T /2 5 i3 /
/// Z2dxdydz = / ridr) (/ do) (/ cos @sin® pdg) = 2R [sm QD] =
Br -7 —t/2 5 3 —/2

d’oll

47TR?
1= b? )
(a +b"+c ) 15

6.0.3 Applications: Masse, centre de gravité et moment d’inertie

11 existe un grand nombre d’applications de I'intégrale multiple. 1l suffit de penser
aux notions d’espérance et de variance en probabilités ou encore des équations in-
tégrales. Beaucoup de ces applications seront discutées dans d’autres cours. Ici
nous n'énumérerons que quelques-unes, surtout reliées a la physique. Plusieurs
quantités physiques peuvent étre exprimées comme des intégrales multiples. De
tels expressions sont fondées sur la définition de l'intégrale comme la limite d’une
somme.
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On a vu par exemple que si D est un domaine régulier de I'espace, alorsVolume

(D) = / / / dxdydz.

Plus généralement, si D a une densité de masse (ou de charge) p = dq/dvol,
alors la masse ( ou charge) totale de D est donnée par I'intégrale

_ / / /D o(x,y,z)dxdydz

Une autre notion fondamentale en mécanique du solide est celle de centre de
gravité G (ou centre d'inertie) d'un domaine D.

eSiD CR3o0naG=(xgvyc, zg) ot

_M(lD)///Dxp(x'y'Z)dxdydz’ yG:M(lD)///Dyp(x,y,z)dxdydz
= M(lD)///sz(x, y, z)dxdydz

o Si la densité p est constante, on dit que D est homogene, et les expressions se
simpliﬁent On obtient alors

Volume / / xdxdydz
e = Volurne / / ydxdydz

Volume / / zdxdydz .

6.0.32 REMARQUE
Le centre de gravité G a des propriétés physiques trés importantes. Une
d’entre elles est utile pour avoir l'intuition de sa position: le domaine D
reste a 1’équilibre s'il est posé sur son centre de gravité. A noter que G n’est
pas toujours situé dans D, par exemple si D est un pneu.

Xg =

ZG =

Pour revenir aux notions mathématiques que nous avons abordées ici, le centre
de gravité se comporte trés bien par découpage des domaines. Le centre de gravité
du tout est alors le barycentre des centres de gravités des morceaux. On a plus pré-
cisément : Si le domaine D se découpe en la réunion de domaines Dy, D, - - - Dy,
alors

M(D)xg = M(Dl)xG] + ]\/I(Dz)xG2 +--+ M(Dn)xcn
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et des expressions similaires pour yc et zg. C'est une conséquence immédiate du
découpage de l'intégrale

M(D)xg = //D xp(x, y)dxdy = é//l}xp(x, y)dxdy = éM(Di)xGi.

On peut ainsi déterminer le centre de gravité de domaines constitués de fig-
ures géométriques simples, en tout cas en principe pour l'instant, car il nous faut
d’abord avoir des outils de calculs d’intégrales multiples efficaces sur ces figures.

6.0.33 REMARQUE
Notez enfin la similitude des formules valables pour un systéme fini de
masses. En effet, la formule s’écrit aussi

et la formule n’est que la version continue de cette expression, ot I'on au-
rait découpé D en une infinité de morceaux infinitésimaux D; de masse
dm; ~ pdxdy, tout a fait dans 'esprit de découpage et d’échantillonage des
sommes de Riemann qui nous on permis d’introduire la notion d’intégrale
multiple.

6.0.34 EXEMPLE. On cherche a déterminer le centre de gravité du demi-cylindre
homogene Q = {(x, y, z) e R®|x> +y*> < R?%, z € [0, H], y > 0}.
Dans, ce cas, Il est naturel de travailler en coordonnées cylindriques et
d’écrire le demi-cylindre comme

QO={(r,0,2)|re0,R],0€]0, ], z€ [0, H}.

Le calcul de la masse totale donne

R T H 2
M:/// dxdydz :///~ rdrd()dz:/ rdr/ dG/ dz = 7R H.
0 O 0 0 0 2

e Le centre de gravité G a pour coordonnées cartésiennes

1 dxdyd 1R2dn9d9Hd0
xG_M///QxxyZ_M/O T 1’/0 COS /0 zZ =

(on aurait pu déduire ce résultat de la symétrie du domaine par rapport au
plan y0z)
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/// dxdydz — / 2dr/ sm9d6/ dz — R 4R
Y6 ="M yaxayaz = 7rR2H3 ~ 37

2 R? H2 H
M///zdxdydz —/ rdr/ dG/ zdz = RHEI " =73

4R H
Ainsi G = (0, =, 2.
insi G = (0, A 2)

Moment d’inertie

11 est aussi possible dans la situation précédente de décrire le moment d’inertie par
rapport a un axe . En physique, le moment d’inertie d’un systéme de n particules
par rapport 4 un axe de rotation est défini par I'équation

myrs + mors .. A mr?

dans laquelle m; est la masse et r; est la distance a I'axe donné de la i-iéme particule.

DEFINITION

Soit p: Q) — [0, +o0o] la densité volumique d’'un matériau Q). Soit A une droite.
On note par r(x, y, z) la distance du point (x, y, z) ala droite A. On appelle
Moment d’inertie de () par rapport a la droite A le nombre réel

J[[ e v, 20, v, vy

REMARQUE
1) Si (xa,ya,za) est la projection orthogonale de (x, y, z) sur la droite A
alors le moment d’inertie I5 (D) de Q) par rapport a la droite A est égal a

N ///Q((x —xa) 4 (y —ya)® + (z = 2a)*)p(x,y, 2)dxdydz.

EXEMPLE. Soit a calculer le moment d’inertie du cylindre homogene () =
{(x, v, z) € R3|x*+y? < R?, z € [0, H]} par rapport a son axe de révolu-
tion, qui n’est autre que 'axe 0z.

Soit u la densité volumique de Q et r(x,y,z) = \/x% + y? la distance
d’un point (x,y,z) al’axe Oz.
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Comme dans I’exemple précédent, on va travailler en coordonnées cylin-
driques et d’écrire le cylindre comme

Q={(r,0,2)|re0,R],0¢c[-m r,ze[0, H} =10, R x [-7, 7] x [0, H].

Le moment d’inertie de () par rapport a I’axe 0z est égal a

Io:(D) = ///Q(r(x, y,2))*dxdydz = ///Q(x2 +y?)dxdydz = u ///Q rdrdfdz

R T H R4H
- ar [ a0 [ dz = "
]/l/(]]"rin 0 z 2 5
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Intégrale curviligne et intégrale
de surface

94



Chapter 7

Intégrale curviligne

7.1 Courbes paramétrées

Il existe plusieurs facons mathématiques de décrire formellement la notion de courbe.
En voila trois:
o au moyen des graphes de fonctions d une variable

o au moyen d’équations implicites: on parle alors de courbes définies implicite-
ment

X2 4 y? — 1 ER

o au moyen d'un paramétre, le temps t: on parle alors de courbes paramétrées

95
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x(t) = cos t, y(t) = sin3t
x(t) = acost,y(t) = bsint

— |
P —
J
P —
@x Yy

x(t) = cost,y(t) =sint, z(t) =t

Dans ce chapitre, on donne la préférence aux courbes paramétrées (elles s’expriment
facilement en toute dimension).

7.1.1 DEFINITION
Une courbe paramétrée est une fonction vectorielle ( de classe C')

v:la,b] — R"
t s (x(t), x2(8), ... xu (1))

Le support de la courbe paramétrée est le lieu des points

C={7(t) = (xa(t), xa(t), ... xu(t))| t € [a, ]},

e Une courbe paramétrée est naturellement orientée par le sens croissant
du parametre . On note dans ce cas le support par C* et on dit qu'il est
orienté dans le sens direct (ou positif).

e Le support de y parcouru dans le sens inverse (ou négatif) est noté —y (
son support est noté C~ ou —C) il est par exemple paramétré par

¥ : [a,b] — R" définie par ¥(t) = y(a+b —t).

e On dit que la courbe 7y est fermée lorsque son origine coincide avec son
extrémité si I = [a, b] et y(a) = y(b).

e On dit que la courbe 7y est simple lorsque I = [a, ], t,t' €]a,]],

t#t = () # ().
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e On appelle vecteur vitesse la dérivée premiére de :

76 =1~ (0,500, 5,)

DEFINITION
Une courbe paramétrée «y : I — R" est dite réguliere si pour tout t € I,

17" (B[ #0

autrement dit, si son vecteur vitesse ne s’annule jamais. La droite passant
par y(t) et de vecteur directeur 7/ (t) est appelée la droite tangente en t a 7.

Longueur de courbe paramétrée

Soit un arc de courbe AB, paramétré par

v:lab] — R"
t — (xq(F), x2(8), ... xn(£))

On considere un point M qui se déplace le long de la courbe de A a B, par déplace-
ments infinitésimaux d M.

Y
v

—
Chacun de ces déplacements a une longueur égale a ||dM]||, et la longueur
totale L de I'arc AB est la somme de ces longueurs infinitésimales. Donc

B —
L= [ laM]
A

Si on travaille en coordonnées cartésiennes, on a

— —
AM = x] +dxs + -+ X,
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Il en résulte immédiatement que,

Lﬁz/B\/dx%—l—dx%—i—n-—i—dx%.
A

Ona A = vy(a)et B=y(b), commedx; = x}(t)dt pourtouti € {1,2,...,n}
alors

1 :/AB \/dx§+dx§+---+dx% :/ﬂb EDO + (02 4 -+ (xh(6)? .

Ainsi la longueur de la courbe <y entre A et B est donnée par la formule

L) = [ I @lde= [ JEORT 502+ ()2 a

7.1.3 EXEMPLE. Soit y(t) = (t,t,t) avect € [0, 1].
Puisque y(t) = (t, t, t) ,ona/(t) = (1,1,1) d’ou

V()] = VIFI+1 =3 £0.
Ainsi 1y est réguliere.

7.1.4 EXEMPLE. Soit y(t) = (3cost,0,2sint) avec t € [0,27]. On a x(t)/3 =
cost, y(t) = 0 et z(t)/2 = sint, ainsi le support de la courbe est I'ellipse
contenue dans le plan {y = 0},

N

S
9
Puisque y(t) = (3cost, 0,2sint) ,on a

7' (t) = (—3sint, 0,2cost)

d’ott

17 (8)|| = V/9sin? t + 4 cos? t # 0
Ainsi vy est réguliere.
7.1.5 EXEMPLE. Soity(t) = (cost,sint, t) avect € [0, 67].

On a x2(t) + y?(t) = 1, le support de la courbe est contenue dans un cylin-
dre de base un cercle unité. La hauteur z(f) est le parametre angulaire.
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|
P m—
D
P —
@x v

Le support de la courbe est donc une hélice.
Puisque y(t) = (cost,sint, t) ,on aura 9/(t) = (—sint,cost, 1) par suite
17/ (#)|| = Vsin? t + cos? £ + 1 = /2

ainsi la courbe 7y est réguliere.
¢ La longueur de <y entre 0 et 27t vaut

27
L37(q) = /O V2dt = 2v/21

7.1.6 REMARQUE (LONGUEUR DE COURBE PARAMETREE EN COORDONNEES POLAIRES)
Soit 7y une courbe définie en coordonnées polaires par: p = p(6) avec 8 €

[61,602]. Onay(0) = (x(0),y(0)) = (p() cos(8),p(0) sin(P)) en dérivant on
obtient 7/(8) = (p'(0) cos(0) — p(0) sin(8), o’ (0) sin(0) + p(0) cos(P)), par
suite
Iy ()17 = x'(0)% +/(8)* = (' (6) cos(8) — p(8) sin(6))* + (o' (6) sin(6) +p(6) cos(6))?
=0'(0)* +p(0)".
D’ou1 la longueur de la courbe:

L) = [0 02 +ot0ras

7.1.7 Exercice Soit a calculer la longueur de la cardioide 7y d’équation en coor-
données polaires p(8) = 1+ cos(0) avec 8 € [—m, 7T].

Y

OnalL™ (v) = [ +/(=sin(6))2 + (1+cos(0))2d0 = [* /2 +2cos(0)d0 =
\@f_”ﬁ 1+ cos(6)d = \/Effn \/Zcosz(%)de

_ 2/_7; | cos(g)]de _2 [ZSin(g)] :T _s.




