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Outils Mathématiques 4

Corrigé du contréle Continu n°2

Exercice 1

A) 1) La fonction f(z,y) est la somme de deux fonctions & savoir g(z,y) = zy et

$2y .
h(l’ y) — ) +y2 s (l‘,y) 7é (0a0)3

0 si (z,y) = (0,0).

La fonction g(z,y) = xy est une fonction polynomiale donc continue sur R2.
Comme la somme de deux fonctions continues est une fonction continue, pour montrer que f est continue
il suffit de montrer que h est continue.

En utilisant des coordonnées polaires on trouve
|h(r cos 0,7 sin )| = r|cos? #sin ] < r — 0 = h(0,0),

lorsque r = y/22 4+ y2 — 0. Donc h est continue en (0, 0).
En un point (zo,yo) # (0,0), h(z,y) est continue comme quotient de deux fonctions continues dont le
dénominateur ne s’annule pas, en effet 23 + y2 # 0 si (z0,90) # (0,0). Donc h est continue sur R2.

Par suite f(z,y) = g(z,y) + h(z,y) est une fonction continue sur R2.

2) On a
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d’ot V£(0,0) = (0,0).

B) La distribution de la température dans le plan est donnée par la fonction
T(x,y) = 10 + 6 cos(z) cos(y) + 3 cos(2x) + 4 cos(2y)

1) T(x,y) ets de classe C', comme somme de fonctions de classes C'*.
Par suite, la dérivée directionnelle de T'(x,y) en un point = (xg,yo) et dans une direction v = (a, b)
avec [[v]| = 1 est donnée par T, (xo,yo) = VT'(x0,y0)-(a,b) = aT;(z,y) + 0T, (z,y).
T, (v,y) = —6sin(x) cos(y) — 6sin(2z) et T, (z,y) = —6 cos(z) sin(y) — 8sin(2y)

Py T omy_ (_9Y/3 _ 1138 / T omy_ _10v3 _
dott VT (5, %) = (— 242, —1LY3) et T(%,%)(g, 5) =105 =-5V6
2) La direction de croissance maximale de la température au point (5, %) est la direction du gradient

ie. VI(Z, 1) = (- 243, ~1L/3),

3) Une valeur approchée de T'(§ — 5=, 3 — 3=

T(x,y) ~T(5,5) + To(5, 5) (@ — 5) + (Ty(
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Exercice 2 Soit f(z,y) = cos(zy) — y est de classe C2.

(i)

(i)

(iii)

(iv)

(vi)

filx,y) = —ysin(zy), f(z,y) = —wsin(zy) — 1, £, (z,y) = —y* cos(zy),
y) = (

v (T, y) = [l (x,y) = —sin(zy) — zy cos(xy) o (T —x2 cos(xy
Au point (0,1) on a f,(0,1) =0, f;(0,1) = —1, f/.(0,1) = 0 (0,1) =0et f’ (0,1) =0 d'ou le
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En utilise la question précédente pour donner une valeur approchée de (% %)
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1
développement limité a 'ordre 2 de f(z,y) au voisinage de (0 1) f(z,y)

f

P, 2y~ (2 —1) = U2 —0,1-0,005=0,095|

On vérifie aisément que f(0,1) = cos(0) —1 = 0 et que g—l;(o, 1) = —zsin(zy) — 1) = -1 # 0;
d’apres le théoreme des fonctions implicites, ’équation f(z,y) = 0 définie implicitement au voisinage
de (0,1) y en fonction de x , il existe donc un voisinage V' de & = 0 et une fonction ¢ définie dans V'
telle que (x,y) vérifie la relation f(z,y) = 0 si et seulement si y = p(x).

De la relation f(z,¢(x)) = 0 sur le voisinage V' de = 0 on obtient.

(a) ¢(0) =1
8(0,1) —ysin(zy)l o 0

0) ¢'0) = =3 5 =~ ZrsinGey) ~ 1o = =1 ="
%(07 1) T sin(xy (0,1)

(¢) f(z,o(x)) = cos(xp(x)) — p(x) = 0 dans un voisinage de = = 0.

En dérivant deux fois cos(z¢(x)) — ¢(x) par rapport & x, on obtient
—(z¢ () + ¢(x))? cos(x(x)) — ((¢'(2))* + 2" (x)) sin(zp(z)) = " (x) = 0.

En évaluant cette derniere relation en z = 0 ¢(0) = 1 et ¢’(0) = 0, on obtient : —1 — ¢”(0) = 0 d’ou
©"(0) = —1.

Le développement limité de ¢ a l'ordre 2 en x = 0 est donné par :

£(0)

5 x? + 2%e(x)

p(z) = (0) + ¢'(0)x +

avec lim,_,g e(z) = 0. Donc | p(z) =1 — ""2—2 + 2%¢(x)

En utilisant le développement limité de ¢ a l'ordre 2 en = 0 on obtient
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Remarque : On pouvait utiliser le développement de f(z,y) dans (ii) pour obtenir celui de ¢(z), en
2 R =2
effet, 0 = f(z,(2)) ~ —(p() — 1) — 2 doi p(x) ~1— 2.



