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Feuille d’exercices n°4. Equations différentielles.

1 Equation différentielle du premier ordre
y' = a(x)y +b(z) (E)

sont toutes de la forme y =y + y, ol yp, est solution de

Y = a(2)y. (E1)

et y, est une solution particuliére de (E).

En d’autres termes
Solution générale = solution de ’équation homogéne + solution particuliére.

— Les solutions de (E) sont y,(t) = AeA®, X € R, ott A(z) = [ a(z)da.

— une solution particuliére est donéée par, la méthode de la variation de la constante,
yp =A@ [b(x)e=A®) dx.

2 Résolution d’équations d’ordre 1

Résoudre les équations différentielles suivantes:
(a) Y +y=6
Solution: Les solutions de 1’équation homogeéne y’' + y = 0 sont yp(z) = Ce™*, C € R.

On cherche une solution particuliére de type y = a, alors ¢y’ = 0 et donc ¥’ + y = a, ainsi y = 6 est solution de
I’équation y' + y = 6.

D’ou la solution générale de 3’ + y = 6 est ’y(x) =Ce *+6 ‘ avec C € R.

(b) ¢'(z) = —y(x)sin(z)
Solution: On a a(z) = —sin(z) d’ou A(z) = [a(z)dr = [ —sin(x) dx = cos(z) et les solutions de 'équation

(homogéne) 3’ = —y(x)sin(x) sont | yp,(z) = Cec®) C € R.

(c) ¥'(z) =ylz) + €
Solution: Les solutions de I’équation homogene y' = y sont y,(x) = Ce*, C € R.

On cherche une solution particuliére par la méthode de la variation de la constante, on a b(z) = €3 alors
x 63.7:

fb(x)e‘A(””) de = [e*e " dx = [e**dx = %, don y, = eA@) fb(m)e‘A("”) dr = e?% =&,

D’ott la solution générale de ¢/ (z) = y(x) + €3 est |y(z) = Ce® + % avec C' € R.

(d) ¥'(z)tan(z) = y(=)
Solution:

L’équation homogéne est y’ = tanl(m)y = ZTE&) Yy

cos(x)
sin(x)

est de la forme % avec u = sin(z) d'ou A(z) = [ cos(@) gy = [ dy = In(|u]) =

on a alors a(z) = sin(z)

In(| sin(z)]).

Ainsi les solutions de y/(z) tan(z) = y(z) sont |y () = Ce™E®) = Csin(x), C € R.

(e) ¥'(x) = 2zy(x) + 2
Solution: Les solutions de I’équation homogene y' = 2zy sont y(x) = Ce*”, C €R.
On cherche une solution particuliére par la méthode de la variation de la constante, on a b(x) = 2° alors

[b(x)e=4®) dx = [ 3¢~ dzx, une intégration par parties ( voir exercice 1 (2-¢) de la feuille 3) donne [ 23" dx =
. r267z2 e 2 6712 x 2

o .2
=t =—¢ (2 + 1) dou y, = @ [b(z)e 4@ dy = —ezz%(ﬁ +1)=-2 -1

2

D’oit la solution générale de y'(x) = 2zy(x) + 23 est |y(x) = Ce®” — Z — Llavec C €R.




(f)

y'(z) tan(z) = y(z)
Solution:

Léquation homogéne est y’ = my = zifé;))y, on a alors a(x) =

Alz) = [ @) gy — [ du gy — In(ju|) = In(|sin(z)]).

sin(x)

cos(z)
sin(x)

!
est de la forme % avec u = sin(x) d’ou

Ainsi les solutions de y/(z) tan(x) = y(x) sont |y, (x) = Cet®) = Csin(z), C € R.

{y'(t) —2y(t) = 22
Y 1

(0) =

Solution: Les solutions de I’équation homogéne y' = 2y sont yp,(t) = Ce?’, C € R.

Une solution particuliére, par la méthode de la variation de la constante, y, = eA®) [ b(t)e=A®) dt = et [ 2t2e=% dt
—2t

Deux intégrations par parties donne [ b(t)e =AM dt = [ 2t?e=2t dt = —t?e=2t+ [2te 2 dt = —t2e 2 —te 2 -~

d'ott y, = eA® [b(t)e A dt = €2t [ 2422t dt = —12 —t — 1

La solution générale de y/(t) — 2y(t) = 2t? est alors |y(t) = Ce* —t* —t — 1, C € R.

[S][eY

2t_t2_t_l

La condition initiale y(0) = 1 donne C' — £ =1 c-a-d C' = 2 et la solution | y(t) = 5

€

{ y'(t) + y(t) = cost
y(0)=0

Solution: Les solutions de I’équation homogéne ' = —y sont y;,(t) = Ce™t, C € R.

Une solution particuliére, par la méthode de la variation de la constante, y, = eA® [b(t)e=A®) dt = e~ [ cos(t)e! dt.

Deux intégrations par parties donne [ cos(t)e! dt = et.w dotty, = AW [b(t)e A1) dt = e_tet.ws(%w =
cos(t)+sin(t)
oL,

. L. _ cos(t)+sin(t
La solution générale de y/(t) + y(t) = cos(t) est alors | y(t) = Ce™ ' + %, CeR.

La condition initiale y(0) = 0 donne C — 2 = 0 c-a-d C' = % et la solution | y(t) = 2e~! + w
3 Equation différentielle du second ordre
On veut résoudre 1'équation différentielle
ay” +by' +cy = f(). (E)
a # 0. On lui associe ’équation homogéne
ay”" + by +cy=0. (E1)

On a encore

solution générale = solution de I’équation sans second membre + solution particuliére.

Pour résoudre I'équation (E;), on regarde ’équation caractéristique ar? + br + ¢ = 0. On cherche ses racines.

Pour cela, on calcule son discriminant A = b — 4ac et on distingue trois cas

1.

% et ro = %. Les solutions de

si A > 0. L’équation caractéristique a deux racines simples r; =
(E1) sont alors

yh(‘r) = A6T11 + BeT2m7 Aa B eR.
si A = 0. L’équation caractéristique a une racine double rg = 5—;’. Les solutions de (F7) sont alors

yn(x) = (Ax + B)e™®, A,BeR.

si A < 0. L’équation caractéristique a deux racines complexes

b VA g o by VA
TL= g, Tlhg, ety =op

a

. Les solutions de (E7) sont alors

V-A mx> e

Bsi 2a%  A,BeR.
% T + D sin %

yn(z) = (A cos



4 Reésolution d’équations d’ordre 2

Résoudre les équations différentielles suivantes:

(a) y"(z) = 5y'(x) + 6y (z) = 0

Solution: L’équation caractéristique r2—5r46 = 0 a pour discriminant 25—24 = 1 > 0, donc deux racines réelles
distinctes r; = 2 et ro = 3, d’oit les solutions de y”' (x) -5y’ (x)+6y(z) = 0 sont ’ y(z) = Ae** + Be3*, A,BeR.

(b) y"(x) = 9y(z) =0
Solution: L’équation caractéristique 72 — 9 = 0 c-a-d 72 = 9 a donc deux racines réelles distinctes r; = 3 et

ro = —3, d’ou les solutions de y”(z) — 9y(z) = 0 sont ’y(x) = Ae3® + Be 3, A BeR. ‘

(©) ¥"(z) +y'(x) =0
Solution: L’équation caractéristique 72 + 7 = 0 c-a-d 7( ) = 0 a donc deux racines réelles distinctes 71 = 0

r+1
et ro = —1, d’out les solutions de y”'(x) + y/(x) = 0 sont ’y(m) =A+Be® A BeR. ‘

(d) ¥'(z) — 2y (2) + 2y(z) = 0
Solution: L’équation caractéristique 72 — 2r + 2 = 0 a pour discriminant A = —8 = —4 < 0, et a donc deux
racines complexes conjuguées 11 = 1 — 14 et 7o = 1+ ¢, d’on les solutions de y”(x) — 2y'(z) + 2y(x) = 0 sont

(A cos %x + Bsin gx) e T = (Acos(z) + Bsin(z))e®, A,BeR.

(€) ¥'(z) — 4y (2) +dy(z) = 2°
Solution: L’équation caractéristique 2 — 4r +4 = 0 a pour discriminant 16 — 16 = 0, donc une racine réelles

double ro = 2, d’ou les solutions de y”(z) — 4y’ (x) + 4y(x) = 0 sont ’yh(m) = (Az + B)e**, A,BeR. ‘

On cherche une solution de type polynéme y, = ax® + bz + ¢; y; =2ax+bety’,=2a

Ainsi y) (z) — 4y, (x) + dyp(x) = 22 est équivalent & 2a — 4(2ax + b) + 4(az® + bz + ¢) = 2? c-a-d (da — 1)2° +

da—1=0—= a=1

(4b — 8a)x + (2a — 4b + 4c) = 0 e qui revient & résoudre le systéme: ¢ 4b—8a=0= b=2a =1
2a —4b+4c=0= c =222 =3

01 —1,2,1 3
Dot y, = 32° + 50+ 5.

Par suite la solution générale de y” (x) —4y/ (z)+4y(z) = 2% est | y(z) = (Az + B)e** + 122 + Lo+ 3, A BeR

5 Application

1. Solution: D’aprés la formule donnée, la concentration de [NoOs] est solution de l'équation différentielle
homogeéne —y’'(t) = —0,0005 y(¢) c-a-d y'(¢) = 0,0005 y(¢)

qui a pour solution y(t) = Ae®%0%¢ ayvec A € R.

La condition initiale y(0) = C, entraine que A = C par suite la concentration de [N2Os] aprés T secondes est
('¢0-0005T

2. Solution: On sait que q(t) est solution de E = Ry’ + &y c-a-d solution de y/ = — 5=y + %
L’équation homogéne y' = —H5y & pour solution générale yj, (t) = Ae~re avec A € R.

Comme % est une constante, on cherche une solution particuliére de ' = —%y + % de type constante et on
trouve y, = EC.

Ainsi, la solution générale de y' = f%y + % est y(t) = Ae~re + EC avec A € R
c-a-d que ¢(t) = Ae~ e + EC.

La condition initiale ¢(0) = @, entraine que Q = A+FEC c-a-d que A = Q—EC, d’on|¢(t) = EC — (EC — Q)e_% .




