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Feuille d’exercices n°3. Primitives.

Exercice 1 (Calculs de primitives) Calculer les primitives suivantes:

(1) Solution:

7
(a) /73:5 +2x 4 1dx = 63:6 + 22 4+ + C; C constante réelle arbitraire.

(b) /63w+5dx_€5/63wdx_6563w+C_63z+5+C
B -3 3

1)\’ 1 5 1
(c)/(a:2+m2> dx=/<x4—|—2—|—x4) dmz%—kh‘ ﬁ—FC’

(d) /sinQ(x) +sin(2z) do = /sinQ(x) dx+/sin(2x) dx = /1_%5(2@ dx+/sin(2x) dz

_x sin(2x)  cos(2z)
S 2 4 2 ¢

(2) par intégration par parties [uw'v=uv — [u’
Solution:

(a) OTLPOSBU—IQ’U—IH doncu—ﬁ

3
23 3
/x ln(x)da:: ln / dx )—%—i-C

(b) On pose v =1,v= ln(Zx), donc u =xz,v' = %

/ In(22) do = 2 In(2z) — / do = 2In(22) — 2+ C

H%%\»—A

(¢) On pose v’ =sin(x),v = z; donc u = —cos(x),v =1

/:csin(x) dx = —x cos(z) + /Cos(x) dx = —x cos(z) +sin(z) + C

(d) On pose u' = sin(x),v = In(cos(z)); donc u = — cos(x),v’ = _Cilsl(lg)

— sin(z)

/sin(x) In(cos(z)) dr = — cos(x) In(cos(x)) — / — cos(x)

= — cos(x) In(cos(z)) — /Sin(x) dx = — cos(z) In(cos(z)) + cos(x) + C

cos(x)

(e) Pour calculer cette primitive, on remarque que la dérivée de e est égale a —21‘6_‘"’32, on écrit alors
2
3 —z? € —z?
z°e der = [ —(—2xe dx
/ [ 55 2ae)
2
on pose alors u' = —2re~*", v = L doncu=e -2’ =g
2 2 —xz2 2 —x? —z?
x e x°e e
/x?’e_””2 dx = /_—2(—2me_w2)dx: — —|—/xe_””2 de = — 7 T 3 +C

(3) du type /u’(x)f(u(x)) dx:

(a) La fonction & intégrer est de la forme k“' dont la primitive est kIn(Ju|) ot u =1+ 2% et donc v/ = 62°

a’ 1 62°
/de_é/md 1n(|u|)+C_ 1n(1+x)+C,

(b) La fonction & intégrer est de la forme ku'u dont la primitive est k:“; ot u = sin(z) et donc v’ = cos(x)

/sin(x)cos(x)d:c:/u’u dac:/u du:%erC:wwLC.

(¢) La fonction & intégrer est de la forme ku'u dont la primitive est k“; ot u = In(z) et donc v’ =

/mix)dx:/u’udx:/u du=%2—|—C’= (ln(;C))Q‘FG




(d) La fonction a intégrer est de la forme ku'e® dont la primitive est ke* ou u = x? et donc v’ = 2x
1 1 2
/xexp(:cQ)dx = 5/2xexp(x2)dx = 5/’[/6“ dx = /e“du =e"+C = % +C.

(e) ga fon/ctionQd int(ég)rer est de la forme ku'u® dont la primitive est ki;l ot =—3, u=9—2sin(z) et
onc v = —2cos(x

_cos(z) 1 _ —2cos(z) 1 , =1 1 -1

d P T e
_ uu 2 €r = — ’U,T’U,Zi + -
Vo2 Jo—zem@ T 2 2 2\ +1
-1

- <1>+C’u2+0 9 — 2sin(z) + C.

2

(4) a Uaide du changement de variable proposé:

Solution:

(a) Onposeu— VvV +1, alors u*> =z + 1 donec v = u? — 1 et dov = 2udu;
2 2
\/ﬁ / 2udu—2/u2—1du:§u3—2u+C:§(M)3—2\/x+l+C
2
=§(x+1)%—2\/x—|— +C

(b) Onposeu:\/gx alorsx:\/gu etdx:\/gdw
1 1 1
——d — [ ——d
/3x2+2 o 32u2+2\[ \[/ 21" \ﬁ/uul !
1
:\/garctan( )—i—C’—%arctan (\/Q)—i—C

(¢) On pose u = e*, d’ou du = e* dx
/ez sin(e®) dr = /sin(u) du = cos(u) + C = cos(e”) + C.

(d) On pose x = sin(u), alors u = arcsin( ) et du = ———dx

Vi—z?
—22dx = —x z = [ sin(w)(1 — sin®(u w= [ sin(u)cos®(u) du
/N13 o= [ a1 1ﬁd (w1 sin () du = [ sin(u)cos? () d
:_M+C:_(7vl_gc)+c

3 3
(e) On pose u = sin’(x), alors du = 2 cos(z) sin(z)dz = sin(2z)dz

Exercice 2 Solution:

0 1 0 1
1./ x3+2x—1dx:[x4+x2—x} =0—-(-+1+1)=—-.
. 4 B 1

2
2./ e’ dr = [ez]g =e? — 1.
0
1

1 1 1
1 1 1
3./ x(2x2+1)dm:/ 20 4 xdr = |Za* + —2?| =-+--(8+2) =-9
_2 _2 2" T2t | T 272

In3 In3 In3
1 5
4./ e2m+1dx:e/ e2mdx:e|:62w:| :E(e2ln3_e2ln2):E(32_22):£.
In2 In2 2 m2 2 2 2

—(z+ 3)%. On calcule alors

2 14
8—1
3( )= ER

5. La primitive de /t + 3 = (z +3)? es

/ Vi +3dr = |:3($U+3)

3
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5 1 & 1, 4 1, 1 1
6./1 Sin4mdx:[—4cos4x} :—Z(cosg—cosw):—Z(—i—i—l):—f.

B

4

1 1 -1 Lo 1 -1 1" 1.1 1
7. La primitive de est = On calcule alors/ ——dr = - =—(——-(-1) =<
Qr+12 2211 o (2z+1)2 2 2'73 3

1 2 1
8. La primitive de ze™* est —56_””2. On calcule alors / ze ™ dx = [—26_952] =——(et=1)=
0



Exercice 3 (Applications) .

1) Solution:
c (ax +b)(x —1)+c ax®+ (b—a)x+ (c—b)

0 b = =
e art +ﬂc—l z—1 rx—1

241 4 (b— —b

d’oﬂx—’— —— + )z + (e );cequientmineazl,b:azletc:1+b:2;
rz—1 z—1

oz 2 o 2+ 1 )

ainst =z+1+ 7 Une primitive de sur les intervalles | — 0o, 1] et |1, 400[, est obtenue par
x — T — x—

3,2 2 2
1 2
/’x+_dx:/é+1+;—jdx:%;+x+ﬂmu—ﬂﬁ¥%+x+mwwﬁf)
, =

z—1
32?41 2 ’ 4 1
pont= [ T =[S vr (@17 = J43+mE) - Grorma) = D) -4 =L+
s o1 2 , 2 2 2 2
— — B A
2) On a /Aexp(—ﬁt) — Bexp(—At) dt = Aexpﬁg@t) - Bexpﬁ)\)\t) = exp(At) — 7 exp(—6t).

B A
La quantité totale de substance au temps t > 0 est donc 5y exp(At) — vl exp(—0t) + C ou C est une constante a

déterminer.
, ) ., B A .
On sait qu’au temps t = 0, il n’y a pas desubstance dans le sang, c-a-d Xexp(O) — gexp(O) +C =0, dou
A B
C= 7N La quantité totale de substance au temps T > 0 est alors égale a
B A A B B A
3 exp(A\T) — 7 exp(—0T) + 7= X(exp()\T) -1)+ (5(1 — exp(—0T)).

50
@cma/mm+muﬁ:mm+§ﬁ=2muﬂm?

10
Ainsi la population a augmenté entre la quatriéme et la diziéme année de / 200 + 50t dt = [20075 + 25752]10 =
4
200(10 — 4) + 25(100 — 16) = 1200 + 2100 = 3300 individus.

450, 268
1,12567

4) On a /450, 268 112567 g1 — et 12567t - On note par N(t) Ueffectif au temps t.

3
Alors, Ueffectif de cette population aprés trois heures est égale & N(3) = (N(3)—N(0))+N(0) = / 450, 268 12567t gt 4
0

450, 2 3 450, 2
50,268 115070, g — 430,268

119567 I 12567(e1J2567X3-—1)4-400 = 400(e337TL — 1) 4400 = 400¢3770" ~ 11713
? 0 )

400 = [



