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Feuille d’exercices n°l. Etude de fonctions.
Domaine d’étude

Donner le domaine de définition des fonctions suivantes et éventuellement réduire le domaine d’étude :

Comme z% + 12 > 12 > 0, Va2 + 12 est définie et ne s’annule pas, d’ou f est définie sur R c-a-d que Dy = R.

) = (=)® 2t
t)= V(o212 IRVZZESv R
le domaine d’étude & D = [0, +o0].

De plus, pour tout = € R, f(— —f(z), f est donc impaire, on peut alors réduire

Dy =R car le domaine de définition des fonctions sinus et cosinus est R.

Comme les fonctions sinus et cosinus sont périodiques de période 27, on a f(z+27) = cos(x +27) sin(z +27)2 =
cos(x) sin(r)? = f(x), donc f est périodique de période 27, on peut dans un premier temps réduire le domaine
d’étude a [—m, 7).

D’autre part, f(—z) = cos(—z)sin(—xz)? = cos(x)(—sin(z))? = cos(z) sin(x)? = f(z), donc f est paire, on peut
donc dans un second temps réduire le domaine d’étude a [0, 7].

On remarque enfin, que la restriction de f a [0, 7], & (5, 0) comme centre de symeétrie, car

f(53—x)+ f(5 +x) = cos(§ —x)sin(§ —x)? +cos(5 +2) sin(§ +x)? = sin(z) cos(x)? —sin(x) cos(x)? =0 = 2.0

On peut finalement réduire le domaine d’étude a D = [0, ].
Diy={zeR|l+z#0}={zeR|z# -1} =R\ {-1} =] — 00, —1[U] — 1, +00].

On va montrer que le point (—1, —1) est centre de symétrie, pour tout « € Dy on a:
1-(-1-2) 1-(-142z) 242 2—-2z —-2—-2 2-—-2 -2z

ul D)1t 1—|—(—1—x)+1+(—1+x) —x+ x x * x x (=1)
On peut donc réduire le domaine d’étude & D =] — 1, 4o00].

f(x) =1/2 = Vx est définie &= 2 — /x> 0etx >0 4>zet x>0+ 4> >0,

d'ont Dy = [0, 4].

Dérivées, sens de variation
Calculer les dérivées des fonctions suivantes
(@)= ((z+1)%e*) =2(x +1)e® + (z + 1)%e* = (z + 1)(z + 3)e”
f'(z) = (cos(ax + b)) = —asin(az +b)
f
f

c) fl(z) = (Va2 +1)) = (3In(a® + 1)) = 3(In(z* + 1)) = 3 27 =
d) f'(z) = (Arctan(In(z))) = 2@ _ = _ 1
1+In(x)? 1+In(x)? z(1+1In(z)?)
) . / ) : —1 sicos(z) >0
’ o r_ __ (sin(z)) __ _cos(z) __  cos(x) __

g'(x) = (Arccos(sin(x)))’ = Visim(@? | Jeos@? | Teos@] {1 si cos(z) < 0
3) On note f P'application polynomiale définie sur R par f(x) = 42 —3x—1. On a f'(x) = (42® -3z —1) = 1222 -3
fl@)=0<=1222 -3=0<= 122 = 3 4<:>x—%oux——f Onaf():—2etf(—%):0.
Le calcul des limites donne lim 4z% — 3:r —1= lim 42° =+4ocoet lim 42> -3z —1= lim 42° = —c0.

Tr—+0o0 r—+00 T—r—00 T——00
D’ou le tableau de variations de f.

T —00 —% % +00
bl + 0 — 0 +
0 400
— 00 -2

4) Une population de bactéries a la taille f(t) = Ae!/7 ot A et 7 sont des constantes.
Son taux de croissance au temps t = 7 est f'(7) = éeT/T = %.



Limites et asymptotes

4) Calculer, si elles existent, les limites suivantes:

(a) lim —222 4224 1= lim —22°=—o0;

T—+00 r—+00
—r+1 - 1
(b) lim _ im —% = lim — =0
sot00 322 +x+1  wo400 322 a4 3
1
lim o —vZ= lim z(l— —=) =400 ;
@t o= Vo=l o(- ) = oo
1 1 2 1 -2 1 —1
(d) lim ——(—— — ) = lim Sr45-2rt3) v
sl —1'243 3z+5" s=1xz—1 (x+3)(3z+5) a=12—1 (x4 3)(3x +5)

. 1 1
=lm - ———— = —
a=1 (x +3)(B3z+5) 32

) ~ i Vz+5—-Ve-3)(Vr+5+Vz—-3) - (x+5)—(x—3)
(¢) Jim (Vot5-vr-3)= lim (VZ 5+ vz_3) = dm (V154 vz _3)

8
li =0
2—+too (Vx+5+Vx—3)

. x . z(V1+a2+1) ox(Vi4+a?2+1) o x(V1+a22+1)
(f) lim —— = lim =lim ————— = lim = lim
e=20/14+22 -1 220 (VI4+22-1)(VI+22+1) 20 (1+22-1) z—0 2 z—0

Il nous reste maintenant & considérer les limites & droite et & gauche de 0:

x . (WV14+22+1) x (V1+2241)

(V14224 1).

lim — =+ et lm —=lim ——* = -

lim — =
e=0t VI+a2 -1 a0t e>0- V/T+a22—1 a-0-

5) Einstein a montré que la masse d’un corps est fonction de sa vitesse; si ¢ est la vitesse de la lumiére

(c = 300000 km s~1) et v est la vitesse du corps, la masse de ce corps est m(v) = —22— ou v est exprimé en km.s~
1— 22

T2

1

c

et 0 < v < ¢ et mp une constante > 0.

(a) Pour v =0 on a mg = m(0) c’est donc la masse du corps au repos .

(b) lim m(v) = lim L~
v—cT v—cT 1— %

Etude de fonctions, applications diverses

2% 4+ 322 -3

7) Etudier la fonction f : x +— 5
s —1

et représenter son graphe dans un repére orthonormé.

i) Domaine de définition de f: , Dy = {z € R|2?> —1# 0} =R\ {-1,1} =] — 00, —1[U] — 1, 1{U]1, 4+00]

3 e (32?4 62)(2? — 1) — 2x(a® + 322 —3)  x* —32?  a?(a? - 3)
ii) Sens de variation: f'(z) = e S Eo1ET @1

fl(x)=0<=22(2?-3)=0<=2=00uz=+V3ouz=—3.

tableau des signes de f’

x —00 -3 -1 0 1 V3 +00
z? -3 + 0 - 0+
2 + 0 +
(z? —1)? + 0 + 0o+

f + 0 - -0 - -0+




ili) Limites aux bornes de Dy,

. 23+ 322 -3 . z3 .
a) lim ————— = lim — = lim z=+o0.
z—+00 2 —1 z+o00 12 x—+o00
. 23 4322 -3 . x5 .
Iim ——— = lim — = lim z=—-c0.
T——00 2 —1 z——oc0 12 T——00
.28 +322 -3 . 23 +32%-3 . w3 +322-3 1 .11
b) lim ——— = lim —— = lim = lim — = —00
a=1-  x?2—1 a=1- (x—D(z+1) 201 (z41) 2-1 251-2z2-1
. a3 4322 -3 o 234322 -3 1 o101
lim ——— = lim = lim — = 400
a—1t  x2 -1 a—1t (z+1) -1 a-s1+t2z-—1
. 23 4322 -3 . 23 +322 -3 . 22 +322-3 1 . 1 1
¢) lim ——= lim — = lim = lim = =—
z—o-1- a2 -1 zo—1- (= 1)(x+1) 25-1- (z—1) z+4+1 25-1-22+1
. 23 +32%-3 . a3 +322-3 1 .1
lim ——— = lim = im - = 400
z——1+  x?2-—1 z—>—1+ (x—1) x+4+1 zo-1+2zx+1
iv) Tableau de variation de f
x —00 —V3 -1 0 1 V3 +00
i + 0 - — 0 — 0 +
—3v/346 400 +00 400
2 3
3v3+6
—00 —00 —00 2
v) Directions asymptotiques:
La représentation graphique de f admet des asymptotes verticales d’équations z =1 et z = —1.

On va maintenant déterminer si elle admet des asymptotes oblique en +o0o et —o0.

3 3 2 _ 3 3
On a lim f(@) = lim A = lim ro_ lim 1=1.
r—+oco X r—+00 ;E(;C2 — 1) T—+00 I T—+00
3 2 3 2 2
3z —3 3x —3— -1
et lim f(z)—z= lim L = lim = +or 2@ )
r—r+00 r—+00 ;C2 — 1 Tr—r+00 ,’)3‘2 — 1
. 3 +3x2 -3 -3+ . 322 -3 +zx . 3z .
= lim = lim — = lim = lim 3=3.
z—~+00 2 -1 zo+oo  x2—1 T—+oo I T—+00
Le méme calcul donne lim f@) =let lim f(z)—2x=3.
r——00 I T——00

Ainsi, la droite y = x 4 3 est une asymptote oblique & la représentation graphique de f en +o00 et —oc.

vi) Esquisse du graphe de f :




8) Tout échantillon radioactif se désintégre spontanément de telle sorte que le nombre de noyaux radioactifs
présents dans I’échantillon décroit en fonction du temps selon la loi

N = Nye M
ot Ny est le nombre de noyaux a ¢ = 0 et A une constante caractéristique de 1’échantillon.

(a) Le temps T nécessaire a la désintégration de la moitié des noyaux (appelé période doit vérifier

N, 1 1 In(2
Noe M = 70 = e M= ;= In(e *7T) = ln(ﬁ) = - N'=-ln(2)<—=T-= ni )

In(2 n ¢ 7 ;
Dot A= 22 ainsi N(t) = Noe=™ = N = Noe 221 = Npe @7 = N, (é“(?)) T = N2 .

(b) Le Polonium 210 a une période T = 138 jours. Evaluer le pourcentage de noyaux radioactifs encore présents au

bout d’un an. Il s’agit d’évaluer %ﬁs) =27 ~ 0,16 = 16%.

9) On injecte un médicament par voie intraveineuse a un malade (ici une dose de 200 ml). Un dosage de concentration
est effectué a divers instants (I'instant ¢ = 0 correspond a la fin de 'injection). On désigne par C(¢) la concentration
du médicament dans le sang & 'instant ¢. Aprés I'injection, la concentration suit les valeurs données dans le tableau
ci-dessous ( t en heures et C' en mg/ml) :

t 0 1 2 4 6 8 12 16 20 24
C(t)| 11.0] 102 ] 95| 82| 7.0| 6.1 | 45| 34| 25| 1.8

On montre que la concentration C' suit une loi exponentielle:
C(t)=f(t)on f(t) = Qe "
ol v vaut 75.1073.
(a) Q= f(0) =11, dou f(t) = 11"

(b) f'(t) = —11ye % est < 0, donc f est strictement décroissante, qui est bien en accord avec les données du
tableau.

() lim f(t)= lim 1le " =0.

t——+oo t——+o0

(d)

(e) On note T l'intervalle de temps nécessaire pour que la concentration baisse jusqu’au tiers de sa valeur a l'instant
t,

Ct+T)=C(t)/3 = 11770+ =

e ZC T ot T _ Lot oy o
3

In(3)
Y

11e™7t
3

1
D’ou —T = 1n(§) = —1In(3), par suite T = , ne dépend que de ~.



