RESUME : RESOLUTION EQUATION DIFFERENTIELLE
LINEAIRE DU 1ER ORDRE

(E):y"=a(x)y+b(x)
solution générale= solution de I'équation homogéne + solution particuliere

© On cherche d’abord les solutions y, de I'équation homogéne (sans second
membre) (E1): y' = a(x)y
> Elles sont de la forme yx(x) = CeA(¥)

» ol A(x) = [ e3*) dx et C une costante réelle.

@ On recherche ensuite les solutions de (E)

> Pour cela on doit trouver une solution particuliére y,
> |la méthode de la variation de la constante, donne :

o= [ B0

© Les solutions de (E) : y' = a(x)y + b(x) sont alors :

T YE=hty=
5
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Une équation différentielle linéaires d’ordre 2 a coefficients constants est une
équation de la forme

(E): ay’(x)+by'(x)+cy(x) =f(x)

ou a, b et ¢ sont des coefficients constants (des réels) avec a# 0 et f est une
fonction
(on ne considérera que des fonctions f particuliéres).

A
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LEXEMPLE DU RESSORT

@ Considérons le mouvement d’'un objet de masse m suspendu au bout d’un
ressort vertical.

@ D’aprés la loi de Hooke, le ressort étiré (ou comprimé) de x unités par
rapport a sa longueur initiale exerce une force proportionnelle a x :

@ la force de rappel égale a —kx, ou k est une constante positive (appelée la
constante du ressort).

@ En faisant abstraction de toute autre force extérieure (telle que la force de
résistance due a I'air), on a, conformément a la deuxiéme loi de Newton (la
force est égale a la masse fois I'accélération) :

mx" (t) = —kx(t)
@ Side plus, on tient compte du poids, I'équation devient :
mx" (t)+ kx(t) = mg
)
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LEXEMPLE DE LA MODELISATION D’UNE ARTICULATION

@ Une articulation est modélisée par un systéme comprenant un piston
amortisseur (le cartilage...) et un ressort (le muscle).

@ Léquation différentielle a laquelle obéit le déplacement x de la masse m
soutenue par l'articulation s’écrit :

mx" + ' + kx = F(t)

@ ouU k est la raideur du systéme tandon-muscle, f un coefficient positif relié a
I'amortissement donné par le cartilage et F(t) une force extérieure
appliquée a l'articulation.

A
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EQUATIONS LINEAIRES D’ORDRE 2 A COEFFICIENTS
CONSTANTS

@ Soit I'équation différentielle linéaire a coefficients constants du second ordre

(E): ay”(x)+by'(x)+cy(x) =f(x)
@ ou a, b et ¢ sont des coefficients constants (des réels) avec a non nul et ou f
est une fonction (on ne considérera que des fonctions particuliéres).
@ L’équation homogene associée est

(Ev): ay"(x)+by'(x) +cy(x) =0

THEOREME

Toute solution de (E) est la somme de la solution générale y, de (E1) et d'une
solution particuliére yy, de (E) i.e. y = yn+ yp

)]
@ Pour résoudre (E) on procéde en deux étapes :
5 1) Résolution de (Ey)

2) Trouver une solution particuliére de (E)
ution des equations linéairés d’ordre 2 a
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RESOLUTION DE L'EQUATION HOMOGENE

@ Résolution compleéte de I’équation homogeéne associée (E;)
(E1): ay"(x) +by'(x) +cy(x) =0

@ Son équation caractérisrique associée est ar® + br+c = 0.
@ On commence par calculer son discriminant A = b — 4ac,

@ le tableau ci-dessous donne les solutions générales de (E;), suivant le
signe de A
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RESOLUTION DE L'EQUATION HOMOGENE

(E1): ay"(x)+by'(x)+cy(x)=0

A=b?—4ac | Racines de I'équation caractéristique ar® + br +c =0 Solution générale de (Ey)
une racine réelle double yh=e*(Ax+B)
A=0
r= 52 ou A et B sont des réels arbitraires
deux racines réelles distinctent yh = Ae"X + Be2X
A>0

n=

_b+‘F etrp= bz_a‘/g ou A et B sont des réels arbitraires

deux racines complexes conjuguées
yh = e*!(Acos(Bx) + Bsin(px))
A<O rn=a+ipetrn=a-ip

b v=A ou A et B sont des réels arbitraires
aveca=-—etf=——
2a 2a
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EXEMPLE D'INTEGRATION PAR PARTIES SUCCESSIVES

Q Soit a calculer y”'(x) —4y'(x) +4y(x) =0
Le discriminant A =16 — 16 = 0; donc I'équation caractéristique
r2—4r+4=0, a une racine double, r = 2.
D'ou la solution générale est y, = €2*(Ax + B), ol A et B sont des réels
arbitraires.

@ Soit a calculer y”'(x) +3y'(x) +2y(x) =0
Le discriminant A =9—8 = 1 ; donc I'équation caractéristique r° +3r+2=0, a
deux racines réelles , ry = —2etrn=—-1.
D’oll la solution générale est y, = Ae~2* + Be™, ol1 A et B sont des réels
arbitraires.

© Soit a calculer y"(x) —2y'(x) +5y(x) =0
Le discriminant A = —16; donc I'équation caractéristique r> —2r+5=0, &
deux racines complexes conjugées , ri =1+2ietro =1-2i.
D'oul la solution générale est y, = e*(Acos(2x) + Bsin(2x)), ou A et B sont
des réels arbitraires.
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RECHERCHE D’UNE SOLUTION PARTICULIERE DE (E)

On va maintenant traiter des cas particulier de I'équation avec second membre.
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SECOND MEMBRE POLYNOME

@ Sile second membre f(x) = P(x) ou P est un polynéme de degré d.
@ On cherche une solution particuliére y, sous la forme d’'une fonction
polynomiale Q(x) :
1) sic#0: Q(x) polynéme de degré d.
1) sic=0etb#0: Q(x)=xQ(x), avec Qs(x) polynéme de degré d.
1) sic=b=0:Q(x)=x2Qi(x), avec Qi(x) polynéme de degré d.

Résolution des équations linéaires d’ordre 2 a -
Technique de résolution coefficients constants 1er décembre 2015

37/47



EXEMPLE

Soit

arésoudre y”(x) —4y'(x) +4y(x) = 4x? +2.

On a déja montrer que la solution générale de I'équation homogéne associée

y"(x) =4y’ (x) +4y(x) =0, est de la forme y;, = €**(Ax + B).

Comme le second membre f(x) = 4x? + 2 est un polynéme de degré 2 et
que ¢ =4 # 0, on peut chercher une solution particuliere de la forme fonction

polynomiale de degré 2, y, = ax®+Px +.

Ona y;, =20x+p— yF’,’ = 2« et en substituant dans I'’équation on aura
(40)x® + (—8a + 4PB)x + (2o — 4P + 4y) = 4x2 + 2, ce qui revient & résoudre

doa=4— a=1
le systéme : —80(+4[3:0:>ﬁ:%°‘
20(—4[5+4y:2z Y=—"F—

D'ou yp = X2 +2x+2.

Ainsi la solution générale est | y(x) = é®*(Ax + B) +x? +2x +2|
ou A et B sont des réels arbitraires.

TN,
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SECOND MEMBRE PRODUIT POLYNOME ET EXPONENTIELLE

@ Sile second membre du type f(x) = €™ P(x) ou P est un polynéme de
degré d.
@ On cherche une solution particuliére y, sous la forme d’une e**Q(x) ou
Q(x) est un polynéme :
A) Q(x) de degré d si a n'est pas racine de I'équation caractéristique
ar®+br+c=0.
B) Q(x)=xQ:(x), avec Qi(x) polyndme de degré d, si a est racine simple de
I'équation caractéristique ar® + br+c = 0.
€) Q(x)=x2Q(x), avec Q;(x) polynéme de degré d, si « est racine double de
I'équation caractéristique ar® + br + ¢ = 0.
@ Remarque : On pose y(x) = e™*u(x), alors I'équation vérifiée par u est du
type &u” + b'u' + ¢'u= P(x), on se raméne ainsi au cas précédent i.e & la

recherche d’une solution particuliére sous forme de polynéme.
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EXEMPLE
Trouver la solution de y” — 6y’ +9y = &3 avec y(0) =1 et y'(0) = 0.
o L’équation homogéne associée est y”' — 6y’ +9y = 0, donc I'équation
caractéristique est r> —6r +9 = 0 de discriminant nul, qui a une racine
double r=3.

e ses solutions sont donc yy(t) = (A+ Bt)e®, A, BeR.

e Comme le second membre f(x) = €3 et que 3 est racine double de
I'équation caractéristique, on cherche alors une solution particuliere sous la
forme yp(t) = A2e™.

o Ainsi y,(t) =3A2e + 2\ 6% — y (1) = 2Ae® + 12tAe% + 9N e donc
y;,' - Gy;, +9y, =2Ae. On veut yg —Gy;, +9y, = €% donc A = ] etune
solution particuliére est y,(t) = 3t2€®'.

o La solution générale est y(t) = (A+ Bt + 3t%) €%, ou A, BER.

o)
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CONDITIONS INITIALES
On cherche a trouver la solution qui vérifie y(0) =1 et y'(0) =
@ Onay(0)=Aeton veut y(0 )—1, il faut donc que A=1.

e Onay'(t) =3(A+Bt+1t2)e® + (B+1t)e® donc y'(0) = 3A+ B et on veut
y'(0)=0donc B= —3A_ -3.

o La solution recherchée est ainsi| y(t) = (1 -3¢+ 312) €%
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ANNEXE : EXPONENTIELLE D’UN NOMBRE COMPLEXE

@ Pour tout nombre réel 8, on note e = cos0 +isin®.
© (Formules d’Euler)

2
e_elﬁ

2i

sinB =

© (Formule de Moivre.) Pour tout nombre réel 0 et tout entier n, on a
o n i0)" inB ‘i
(cosO+isinB)" = (e ) =™ =cosnB +isinnd.
@ Pour tout nombre complexe z=a+ i on a

6% = &P = % e = 6% (cos(B) +isin(p))
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