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LA TAILLE D’UNE POPULATION

@ Supposons que I'on fasse une expérience dans laquelle nous étudions la
taille d’une population. En un point particulier du temps t, notons W(t) la
taille de la population. Nous avons, voir le chapitre 1, que la dérivée de W(t)
par rapport a t donne une formule pour le taux de variation de la population

@ ou v est une fonction qui représente I'évolution du taux de variation de la
population en fonction du temps.

A
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LA TAILLE D’UNE POPULATION

@ Supposons maintenant que nous soyons confrontés au probléme inverse,
c'est a dire que I'on connaisse I'expression v(t) du taux de variation de la
population et que I'on ait besoin de connaitre la valeur W(t) de la taille de la
population en tout temps t.

e Pour calculer W(t), on utilise la notion de primitive (et d'intégrale)

W(t) = f v(t)at

A
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A

Si I'on connait |a taille de la population a un instant précis par exemple au
début de I'expérience alors au temps T la population vérifie I'identité :

Par exemple, supposons qu’une population de bactéries croisse a la vitesse
de

individus par heures et qu’au début de I'expérience il y ait 10% individus dans
la population.
Alors, une heure plus tard, la population vaut W(1), et est donnée par :

]
w(1) :/ 102%™ dt +10°.
0

Généralités Introduction 10 novembre 2015 5/31



RESPIRER

A

L'acte de respirer est cyclique et une respiration compléte depuis le début de
l'inhalation jusqu’a la fin de I'expiration, dure environ 5s. Le débit de I'air qui
entre dans les poumons ne dépasse pas 0,5 L/s environ, ce qui explique en
partie que la fonction f définie par

f(t) = %sin(?)

est souvent utilisée pour modéliser le débit de I'air qui entre ou sort des
poumons. Sur la base de ce modéle, le volume de l'air inhalé par les
poumons au moment T est

V(T) = v(T) = v(0) :fT%sin(?)dt

0
Cette partie du cours va nous montrer comment calculer ces valeurs.
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DEFINITION

DEFINITION
Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Une primitive de f sur | est une
fonction F dérivable sur | et telle que pour tout x élément de |

F'(x) = f(x)

@ Notation :

ff(x) ax

désigne une primitive de f.

A
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EXEMPLES
@ Une primitive d’une constante f(x) = asur / =R est
F(x) = ax,
puisque la dérivée de F est a.
@ Une primitive de f(x) = x" sur / =R (avec n entier positif) est

Xn+1

F(x) =

T n+t’
puisque la dérivée de x™* est (n+1)x", et pour avoir comme dérivée x”, il
suffit de diviser par n+1.

© Une primitive de f(x) = v/x sur I =[0, +oo] est

F(x)= x%,

Wi

. i 3 1 . . .
puisque la dérivée de x2 est gx2, il suffit ensuite de diviser par g
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THEOREME

Toute fonction continue sur un intervalle | admet des primitives sur |.

En particulier, toute fonction dérivable sur un intervalle | admet des primitives sur
l.

PROPOSITION (INFINITE DES PRIMITIVES)

Soit F une primitive de la fonction f sur |.

Alors pour toute constante C, F + C est une primitive de f, et toute primitive de f
s’obtient de cette maniere i.e. en ajoutant a F une constante.

e Eneffet, (F+C) =F +0=F'=T1.

A
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REMARQUE
Une primitive n’est définie qu’a une constante pres sur un intervalle. J

REMARQUE (UNICITE DE LA PRIMITIVE, LORSQU’ON IMPOSE UNE
CONDITION INITIALE)

Parmi toutes les primitives, il n’en existe qu’une qui prend, en un point xy fixé, une
valeur donnée yy. En effet, si I'on impose que F(xo) + C = yy, alors

C= Yo— F(Xo).

EXEMPLE

La primitive de f(x) = x® et qui ’annule en x = 2 est

w

X
3
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RESUME

@ Soit F une fonction dérivable sur un intervalle / telle que F'(x) = f(x).
o
Dériver
F f
Intégrer
@ F primitvede f < F'=f

F primitive de f, alors F + C l'est aussi

Chaque primitive de f est notée
f f(x)ax

A
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@ "Lu al'envers”, un tableau de dérivées est un tableau de primitives.

@ Le calcul d'une primitive consiste, souvent aprés quelques transformations

A

que nous allons étudier au paragraphe suivant, a "reconnaitre” une des
fonctions du tableau :

Définie sur | f F(x) :ff(x)dx
Xa+1
R—{0} ou R* — {0} | x%, (x<Oeta#—1)
a+1
X(x+1
R ou R* — {0} x%, (a=0)
a+1
]
° R-{0 — |
{0} - n(Ix])
1
R-{-a} In(Ix +al)
X+a
R e* e*
eax
R eax, (a;éO) ?
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Définie sur | f F(x)= f adx

R sin(x) —cos(x)
R cos(x) sin(x)
R sin(ax+b), (a#0) —%;”b)
R cos(ax+b), (a#0) M

R—{g+kn,k€Z} tan(x) —In(Jcos(x)I)

R—{km, ke z} cotan(x) In(Isin(x)I)
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Définie sur | f F(x):ff(x)dx
n 2
R—{=—+km, ke”Z ——— =1+tan“(x tan(x
{2 T } cos?(x) (x) (x)
R— {km, k € Z} —— =1+ cotan®(x) — cotan(x)
sin“(x)
R ! arctan(x)
1+x2
1-1,1] ! arcsin(x)
1, r
1—x?
1-1,1] _ arccos(x)
) r
V1-x?
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A
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INTEGRALE DEFINIE

DEFINITION

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Pour tous points a et b éléments
de I on appelle intégrale de a a b d’e f la différence F(b) — F(a), F étant une
primitive quelconque de f sur I. Cette intégrale est notée :

f: f(x)dx

o
@ Ainsi, par définition :

f H(x)x = F(b) — Fl(a),
a b

on éerit aussi f f(x)ax = [F(x)] = F(b) - F(a).

a
b
S L écriture f f(x)dx se lit " intégrale de a a b de f(x)dx".
B a
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REMARQUE

@ @ Vérifions que dans la définition de l'intégrale ne dépend pas du choix de la primitive.
Soit G, une autre primitive de f sur |, alors il existe une constante C telle que
G=F+C.

b
Dot G(b) — G(a) = (F(b)+ C) - (F(a)+ C) = F(b)—F(a) = f f(x) dx.
a
Ainsi, la définition de l'intégrale est cohérente, c-a-d qu’elle est indépendante de la
primitive choisie.
© Cas ou une borne de l'intégrale est variable
Gréce a la définition précédente on a aussi :

X
f ()t = [F(D]% = F(x) = F(a).
a
Dans ce cas, l'intégrale dont une borne est x, est une primitive, en fait c’est la
primitive de f qui s’annule en x = a.

EXEMPLE

[(t+t+1 )dt = ftdt+f tdt+f at=

Généralités Intégrale définie 10 novembre 2015 17/31

1

+—+t =1/4+1/2+1=7/4.
0




CALCUL D’AIRE

o Géométriquement, l'intégrale de a a b de f représente I'aire A (algébrique)
de I'ensemble des points situés entre la courbe de f et I'axe des abscisses
dans un repére orthonormé, délimité par x =aet x = b.

@ Laire algébrique peut étre positive ou négative.

@ Par définition c’est la somme des aires (géométriques) situées au dessus de
I'axe des x, diminuée de celle des aires (géométriques) situées en dessous
de I'axe des x.

e Exemple, lorsqu’une fonction change de signe sur [a, b] avec b > a,
l'intégrale est toujours égale a l'aire algébrique :

(]
b
R f f(x)dx = "aire au dessus de I'axe des x" - "aire en dessous de I'axe x"
a
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@ Pour calculer I'aire, on découpe l'intervalle [a, b], en nintervalles de taille

a . .
constante Ax = ——, on note fmin k resp. fmax,k l& minimum respectivement

le maximum de f sur I mtervall [a+kAX, a+ (k+1)Ax].

On peut alors écrire Z fninkAX < A< Z frnax,k AX
k=1 k=1
@ Lorsque ntends vers +oo, Ax tend vers 0 et ces sommes convergent vers

f: f(x)dx

Par exemple, pour f(x) =sin(x), [a,b] = [0, 7], et les valeurs n=10, n=20

et n=>50, on aura les découpages suivants e

10 ntervalles

Dintervalles
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VALEUR MOYENNE D’UNE FONCTION

@ Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b).
@ La valeur moyenne de f sur [a, b] est donnée par :

1 b

b—ala

f(x)dx

EXEMPLE

@ la fonction sin(x) sur [0,27] a pour valeur moyenne

—fzn sin(x)dx = [— cos(x)]5"

Coe™M

f Coe Mdt =

@ La fonction f(t) =

Généralités

—)\t

A

( cos(2m) + cos(0)) =

.
C
Sl

Interprétation géométrique

sur lintervalle [0, T] a pour valeur moyenne
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RELATION DE CHASLES

@ Soit f une fonction continue sur un intervalle /. Pour tous points a, b et ¢ de |,
ona

b

Lbf(x)dx:f:f(x)dx+f f(x) dx

c

@ Conséquences :

) faaf(x)dxzo
) fabf(x)dx:—fbaf(x)dx
o)
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POSITIVITE DE L'INTEGRALE ET RESPECT DES INEGALITES :

e Sif(x) = g(x) sur[a b] avec b> a, alors

f:f(x) dxsfbg(x) dx

a

Ainsi I'intégration respecte I'inégalité, lorsque les bornes sont dans le sens
croissant.

Conséquences :
b

f(x) =0 sur [a,b] avec b> a, alors | f

(x)dx=0
f(x)dx=<0

f(x) < 0 sur [a,b] avec b > a, alors

fab
[

A
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LINEARITE DE L'INTEGRALE

Soient f et g des fonctions continues sur [a, b], a et p des constantes, alors

fab((xf(x) +ﬁQ(X))dX=O(fabf(x)dxﬂ?)fabg(x)dx

EXEMPLE

1 1 1
f (2x® +56* +1)d f xdx+5f edx+f dx
0 0
[ 1

7
+5[e"]g,+[x]g,: S+5(e—1)+1=—2+5e.

A
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INTEGRATION ET PARITE

@ Si f(x) est une fonction paire alors,

f_aaf(x)dx:Zfaf(x)dx

0
@ Si f(x) est une fonction impaire alors,

/af(x)dx:o

-a
EXEMPLE

I

] cos(x)dx =2

I
2

pis

f2 cos(x)dx =2[sint]Z =2.
0

/

s

f_z sin(x) dx =0.

n
2

)
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