REGLE DE L'HOPITAL

THEOREME (REGLE DE L'HOPITAL)
Soient f et g deux fonctions de la variable réelle dérivables sur J = | —{xp} et telle
que g et g’ ne s’annulent pas sur J.

f(x
On suppose que —) présente lorsque x — Xy

a(x)
) . .. 0 L )
soit une forme indéterminée 6 ou une forme indéterminée —.
(o.e]
f'(x)
g'(x)

Alors, si lim existe, on aura
X—Xo

lim f—X): lim F(x)
=xg(x) = g'(x)

( sous la condition que I'on connaisse l'existence de la deuxieme limite, celle-ci
pouvant étre infinie.)

A
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EXEMPLE (INTERET DE LA REGLE DE L' HOPITAL :)

Dans de nombreux cas, il est plus facile de chercher la limite du rapport des
dérivées des fonctions, que celle des rapports des fonctions elles-mémes :
Soient, f(x) =1—cosx et g(x) =tanx sur /=]0, Z].

fx) _ 1-
Alors m = ta‘i?jx

0
présente lorsque x — 0" une forme indéterminée —.
D’autre part, f'(x) = sinx, g'(x) = 1 + (tanx)? et comme limy_.¢- % =0, ainsi

d’apreés la regle de 'Hopital

fx)  f(x)
B 500 T ()
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EXEMPLE

n()_ . (n()) . F

° xli»n(;*Xln(X) - xin& I x—0* (l), x—0" = Xll)n&(—x) =0
X X X
sin sin(x))’ cos
0 iim SN _ i SNOO) L eos(d)
x—0 X x=0  (x) x—0 1
-4 (&) (e*) -4
(3] XB,TOOF - XB,TOO (XZ)’ = el (2X)' = X£+oo? =400
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EXPRESSION CONJUGUEE

Soient f et g deux fonctions telles que lim f(x) = +oo et )!imag(x) = —00.0n
cherche a calculer )!ima(f+ 9)(x).

@ Simplification possible est d’utiliser la quantité conjuguée :

EXEMPLE
Soit & calculer liMy— 400(x —1—Vx2—1).

Xx—1+Vx2-1
Onax—-1-Vx2—-1=(x-1-Vx3—-1)——MM
( )x—1+\/x2—1

_ 1P (VR1)2  oxd2

x—1+\/2))((2—1 x—=1+Vx%-1

doulimy_yoox—1—Vx2—1=-1,
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PRODUITS D’EXPONENTIELLE

@ Pourtousa>0etp>0o0na

(04
. —xB . X
lim x%¢™ = lim — =0
X— 400 x—+00 gxP
@ Pourtousa>0etp>0o0na
; p
. —a X .
lim x "e" = Iim — =400
X—+00 X—+oo x&
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PRODUITS DE LOGARITHME

@ Pourtousa>0etPp>0o0na

lim x*In(x*) =0
x—0*

@ Pourtousa>0etp>0o0na

In(xP
lim x~*In(x*) = lim D g
X—+00 x—+oo x«
@ Pourtousa>0etp>0o0na
(04
= +o00

lim
x—|>+oo|n(xl3)
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THEOREME DES GENDARMES

THEOREME (THEOREME DES GENDARMES)

Soient f, g et h des fonctions définies au voisinage de a (c’est a dire un intervalle
ouvert contenant a ou admettant a comme extrémité) et vérifiant sur ce voisinage

f(x) < g(x) < h(x).

Si lim f = )I(anah(x) =/ alors )I([nag(x) =1

EXEMPLE
sin(x)
X241 ° in(x)
. S sin(x 1
Pour tout x e R ona -1 <sin(x) <1, dol 75 < 75 < 77
Comme liMy— 400 = = liMy—. 100 s = 0. D'aprés le théoréme des gendarmes,
sin(x) _
X2+1 =0.

Soit a calculer limy_, ;o

on déduit que limy_ +co

o)
o
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DERIVEE

DEFINITION

Une fonction f est dite dérivable au point a si le taux d’accroissement

dérivée de f au point a et notée f'(a).

0= 1(a)
x—a x-—a

=1f'(a).

f(x)-f(a)

X—a
admet une limite finie lorsque x tend vers a. Cette limite est appelée alors la

‘56 o
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INTERPRETATIONS GRAPHIQUE ET PHYSIQUE

@ L'équation de la tangente a la courbe représentative de la fonction f en a est :

° ’y: f(a)+f'(a)(x—a) ‘
La dérivée f'(a) correspond géométriquement a la pente d’'une tangente a la
courbe.
Physiquement, une dérivée s'interpréte comme une taux instantané de
croissance ou une vitesse instantanée.

EXEMPLE
La tangente & la courbe de f(x) =2x3 en a=1 a pour équation

y=f(a)+f(a)(x-a)=2+6(x—1)=6x-4.

A
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SENS DE VARIATION

A partir de I'étude du signe de la dérivée, on va déterminer le sens de variation de
la fonction a étudier. En effet, graphiquement, "si la pente de la tangente est
positive alors la fonction croit".
Soit / un intervalle de R dans le domaine de dérivabilité de f.
@ Si, pour tout x de /, f'(x) =0 alors f est constante sur /.
@ Si, pour tout x de /, f'(x) = 0 (resp < 0) alors f est croissante (resp.
décroissante) sur /.
© Si, pour tout x de /, f'(x) >0 (resp. < 0) alors f est strictement croissante
(resp. décroissante) sur /.

A

Dérivée ; sens de variation Sens de variation 21 octobre 2015 66 /95



OPERATIONS SUR LES DERIVEES

Soient u et v deux fonctions dérivable sur un domaine D, soit A une constante
alors pour tout x élément de D on a

(Au)'(x) = Au'(x)
(u+v)' (x)=d' (x)+V'(x)
(uv)'(x) = ' (x)v(x) + u(x)v'(x)
o)
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OPERATIONS SUR LES DERIVEES

1
@ — est dérivable en tout point x de D ou v ne s’annule pas et
%

R u
@ de méme pour —
%

@ Fonction composée : soit u une fonction dérivable en xp et soit v une
fonction dérivable en u(xp), alors v o u est dérivable en xp et

(vou) (x0) =v'(u(x0))u'(x)
)
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EXEMPLE

X
La dérivée de la fonction f(x) = Vx?> +1 est f'(x) = =

Vi1

-

"RENNES 1
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Petit tableau récapitulatif

/ _ /
M M sur un intervalle ot v ne s’annule pas
v(z) v(z)?
1 -/(z) , . ,
— sur un intervalle ot v ne s’annule pas
v() v()?
(vou)(z) u'(z)(v' o u)(x) pour z tel que u dérivable en x et v en u(z)
RENNES 1
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EXEMPLE

4_,2 0

_ X
Soit f(x) = ———
domaine d’étude est [0,2[U]2, +oo|. La fonction f est dérivable sur son domaine
d'étude car c’est une fonction rationnelle. Pour tout x dans [0,2[U]2, +oo[

4
. La fonction f est paire et définie sur R\ {—2,2}. Son

, 2x3(x*-8
0=

f'(x) est du signe de x3(x? - 8) sur le domaine d’étude de f, donc du signe de
x?—8: pour tout x € [0,2[u]2,2v/2], f'(x) < 0 et pour tout x € [2/2, +o0],
f'(x)=0.

A
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42
Tableau de variation de f(x) = XZ—X+4
xc—4
T |0 ) 32 T
| ]
fla) [ 0 ¥
[
[
R N O N N 6] / 10
[

RENNES 1
Dérivée ; sens de variation
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LES DROITES ASYMPTOTES

Soit f une fonction numérique définie sur une partie de R et soit Cy la courbe
représentative de f dans un repéere orthonormé.

@ Si )!ima f(x) = oo alors Cr admet une asymptote verticale d'équation x = a.
o Si Xlim f(x) = b alors Cr admet une asymptote horizontale d'équation y = b.
—00

@ Si lim f(x) = oo on recherche une éventuelle direction asymptotique en
X—00

f(x)

étudiant —=.
X

. f(x) .
e Si lim —==a,etsi lim f(x)—ax=b
X—00 X X—00
alors la droite d’équation y = ax + b est asymptote a Cs

A
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LES BRANCHES PARABOLIQUES

Soit f une fonction numérique définie sur une partie de R et soit Cr la courbe
représentative de f dans un repere orthonormé. On suppose Xlim f(x) = co.
—00

o Si XILHJO@ =0 alors I'axe (Ox) est direction asymptotique. On dit que Ct
admet une branche parabolique dans la direction (Ox).

e Si XILngof(X—X) = oo alors I'axe (Oy) est direction asymptotique. On dit que Cr
admet une branche parabolique dans la direction (Oy).

@ Si lim M = aetsi XILngo(f(x) —ax) = oo alors Cy présente une branche

X—00
parabolique dans la direction de la droite d’équation y = ax.

A

Droites asymy branches parab
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EXEMPLE

x*—x%+4

La fonction f : x — ———— tend vers +oo lorsque x tend vers 2% et vers —oco

X p—
lorsque x tend vers 2™, elle admet donc une droite asymptote verticale d’équation
X =2.
f(x)

D’autre part = tend vers +oo en +oo donc admet une branche parabolique

dans la direction (Oy). R

A

Droites asy
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FONCTION RECIPROQUE ET DERIVABILITE

THEOREME

Soient | et J deux intervalles de R et f : | — J qui admet une fonction réciproque
f~1:J— 1. On suppose que f' ne s’annule pas sur I, alors pour tout x € J on a

1

(X)) = ———
G
o
EXEMPLE
La fonction Arcsin[-1,1] — [~ 7, 3] est la fonction inverse de
sin: [_E’ E] — [—1,1]
Alors pour tout x €] —1,1[, sin(Arcsin(x)) = x et
1 1 1
Arcsin’(x) = =
cos(Arcsin(x \/1 (sin(Arcsin(x)))? vi-
o)
* ]
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LOGARITHME NEPERIEN

Logarithme népérien

DEFINITION

La fonction logarithme népérien notée In définie sur |0, +oo[ est la fonction telle
que sa dérivée est In'(x) =1 et In(1) =0.

e In(ab) =In(a )+In(b),
@ In(§) =In(a) —In(b), pour tous a,b >0
@ In(a*) = alIn(a), pour tous a> 0 et a réel

W~

A
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EXPONENTIELLE

Exponentielle

DEFINITION

La fonction exponentielle notée e*, est la fonction réciproque de In(x), elle est
définie sur R et vérifie, y = e* = exp(x) © x =In(y).

o (ex)l — eX
o %=1, el =e=2,718...
0 eathb = gagh
0 & = ().

7

j o

¥ ,

//
- — b/’;
Fonctions usuelles Logarithme et exponentielle
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FONCTIONS PUISSANCES

Les fonctions puissances

Cas particuliers :
@ xavec nun entier naturel,

k

@ x" avec k un entier relatif

@ x" avec r un nombre rationnel
Cas général :

@ x?avec aun réel quelconque.

A
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x™ avec n un entier naturel
DEFINITION
Pour tout réel x et tout entier naturel n on a

x"T=x.x...x
—

n fois

Par convention : x° =1.

e sadérivée (x")" = nx".

@ x" est une fonction paire (resp. impaire) si n est pair (resp. impair)
sa fonction réciproque sur [0, +oo] est la fonction racine nieme

° ‘ y:x”@x:\"/}_/“

A
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x" avec r un nombre rationnel

@ Sinestun entier>0etx;éOonpose:x‘":%

EXEMPLE

-1_1 2 _ 1
X —Xetx = =5,

. . 1
@ Sinestunentier >0, et x>0 on pose : x7 = V/x.
EXEMPLE

x%:\/)_(etx%:w.

DEFINITION
Pour tout nombre rationnel r = 7 on définit la fonction x" sur |0, +oo| par

x"=xn =V/xm

313

Sa dérivée est : (x") =",

RENNED 1
Fonctions usuelles Logarithme et exponentielle 21 octobre 2015
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EXEMPLE

1 1 1
o (X%)lz EX%_1 = EX_% = —2\/)_(
o (X%)IZ%X%_1 :%X_g = 31 >
3Vx

“RENNES 1
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Généralisation : x@ avec a un nombre réel

DEFINITION
Pour tout nombre réel a on définit pour x > 0, x2 par

Jv ealn(x).

La fonction x — x? est définie sur 0, +oo|, sa dérivée est :

(x3) = ax? .

Soient aet bdeuxréelset x>0ety >0
xatb — ya,b

o xa = (Xa)b — (Xb)a.

Fonctions usuelles Logarithme et exponentielle 21 octobre 2015
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FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

@ Sinus
@ Cosinus
@ Tangente

@ Cotangente

A
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Fonction sinus

La fonction sinus, notée sin(x), est définie et dérivable sur R,

elle est impaire et périodique de période 21t. On peut I'étudier sur [0, 7.

Pour tout x dans R,
sin’(x) = cos(x)

T T
Elle est croissante sur [0, E] et décroissante sur [E’ 7.

A
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Fonction cosinus

@ La fonction cosinus, notée cos(x), est définie et dérivable sur R,
o elle est paire et périodique de période 21t. On peut I'étudier sur [0, .
@ Pour tout x dans R,

cos’(x) = —sin(x)

o Elle est décroissante sur [0, 7].

]
2]
0
oar
o
s 5 -
e

A
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Fonction tangente

T
e La fonction tangente, notée tan(x), est définie sur R — {E +kn, ke Z} par
sin(x
tan(x) = ( )
cos(x)’
o elle est impaire et périodique de période . On peut I'étudier sur [0, 3.

B
@ Pour tout x élémentde R — {E +km, ke Z} on a,

]
tan’(x) = pvcrmtell +tan?(x)

s?(x)

ay °o |
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Fonction cotangente

e La fonction cotangente, notée cotan(x), est définie sur R — {kmt, k € Z} par
cos(x)

sin(x)’

T
e elle est impaire et périodique de période 1. On peut I'étudier sur |0, 5]'

cotan(x) =

@ Pour tout x élémentde R— {kmt, k€ Z} on a,
-1
sin(x)

cotan’(x) = = —(1 +cotan?(x))

LTV
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FONCTIONS RECIPROQUES DES FONCTIONS
TRIGONOMETRIQUES

@ Arcsinus
@ Arccosinus
@ Arctangente

@ Arccotangente

A
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Fonction Arcsinus

@ Arcsinus est la fonction réciproque de la restriction de sin :
notée Arcsin(x), est définie sur [-1,1],

e y =Arcsin(x) © x =sin(x)

o elle est impaire et pour tout x dans | —1,1],

) 1
Arcsin’(x) =
1-x2
y=Arcsinx 7 /
] S .
- Lioans
y 1
1 7[)2 x

Fonctions usuelles Fonctions trigonométriques
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A

Fonction Arccosinus

Arccosinus est la fonction réciproque de la restriction de
cos: [0,mt] — [-1,1], notée Arccos(x), elle est définie sur [—1,1].

y = Arccos(x) © x = cos(x)

elle est paire et pour tout x dans | —1,1][,

-1
V1—x2

Arccos’(x) =

y=Arccosx
ki

| y=x

| /
| y

| /

i a2 /
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Fonction Arctangente

@ Arctangente est la fonction réciproque de la restriction de

tan:] - %, 2[—] — 0o, +oo|, notée Arctan(x) est définie sur R,

@ y =Arctan(x) & x =tan(y)
@ elle est impaire et pour tout x nombre réel on a,

1
/
Arctan’(x) = >
1+x
: Y /
. /
S [ 2 e Ao
: y=Arctanx :
! 1 o
: /- |
-f2! -1 1 17[/2 X
E / :
—) A :
S |
2R I

) o
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@ Arccotangente est la fonction réciproque de la restriction de

Fonction Arccotangente

cotan :]0, t[—] — 0o, +00], notée Arccotan(x), est définie sur R,

@ y =Arccotan(x) < x = cotan(y)

@ elle est impaire et pour tout x élément de R on a,

A

Fonctions usuelles

Arccotan’(x) =

—1

14+ x2
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Sinus et cosinus : formules fondamentales

sin?(a) +cos?(a) = 1

cos(a+ b) =cos(a) cos(b) —sin(a)sin(b)
cos(a— b) =cos(a)cos(b) + sin(a)sin(b)
sin(a+ b) =sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
sin(a— b) =sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)
tan(a+b) = tan(a) +tan(b)

1 —tan(a)tan(b)

En particulier avec b= adans (1) et (3) :

cos(2a) = cos?(a) —

sin(2a) = 2sin(a) cos(a)

A

Fonctions usuelles

sin?(a) =2cos?(a) —1=1-2sin?(a)
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A

Fonction f Domaine de f Fonction ' Domaine de f/
X" neN R x=1 R
1 * * -n *
30 eN R T R
1
Ux=xT, neN* Ry 1 R*
nQ/x -1 +
X% aeR Ri axa71 Ri
1
I R* = R
n(x) + X +
e R eX R
a, a>0 R 2In(a) R
sin(x) R cos(x) R
cos(x) R —sin(x) R
bLe 1 2 b
1 R—4—= +kn, keZ ———— =1+tan“(x R—{—=+kn, keZ
an(x) {2 s } 2052 (x) () {2 }
-1 2
cotan(x R—{kn, ke Z =—(1+cotan“(x R—{kn, ke Z
() b kez | oot = ) thn, ke Z)
Arasin(x) [-1,1] 1 1-1,1]
1-x2
Arccos(x) [-1,1] =1 1-1,1]
1-x2
1
Arctan(x R R
) 14x2
—1
Arccotan(x R R
) 14x2

Fonctions usuelles
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