GRAPHE D’UNE FONCTION

DEFINITION

Le graphe d'une fonction f est I'ensemble des points (x, f(x)) avec x € Dy

graph(f) = {(x,f(x))| x € Ds}.

EXEMPLE

]
Pour f(x) =/ ~—7ona Dy =]1, +o0[ et son graphe
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Soient f et g deux fonctions réelles définies sur Dy et D, respectivement.

@ Le produit est défini par : (fg)(x) = f(x).g(x).

@ La somme est définie par : (f+g)(x) = f(x) +g9(x)

o 1 1 i
© La fonction inverse : (—) (x) = —— est définie sur
f f(x)
D1? ={xe Df| f(X) # 0}.
. f f(x) e
© Lequotient : | — | (x) = —— est défini sur
g 9(x)

D: = {x € D;n Dyl g(x) #0}.

1
g

A
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@ La compositon : (fog)(x) = f(g(x)) est définie
Drog = {x € Dgl g(x) € Df}
@ La multiplication par un réel A : : (Af)(x) = Af(x).
Dys = Dy.
En particuliersiA=—-1,on a

(—f(x)) =— f(x) et D_f = Dy.

A
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FONCTION RECIPROQUE

Soit f une fonction définie sur un intervalle / et telle que f(/) = J.

© f admet une fonction réciproque s’il existe une fonction g : J — [ telle que
gof(x)=xetfog(y)=y

pour tous xe /et y e J.

@ g estalors notée 1.

A
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EXEMPLE

]
Pour f(x) =/ ~_7ona Dr =]1, +oo[

_ 1
f 1(y)=1+? et D;-1 =R —{0}.

-

RENNES 1
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FONCTION PAIRE ET GENERALISATION

DEFINITION

La fonction f est paire si :

le domaine de f est symétrique par rapport a0 : i.e. pour tout x dans D¢, —x est
dans Dy et pour tout x dans Dy

f(=x) = f(x)

OBSERVATION
Le graphe de f est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées.
Conséquence : On restreint le domaine d'étude D = Dy [0, +oo].

A
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EXEMPLE

x*=x?+4
—2_1

La fonction f(x) = *7;

est paire a étudier sur]0,2[U]2, +oo].

@ Généralisation : symétrie par rapport a une droite verticale.
Le graphe de f sera symétrique par rapport a la droite x = xp si
@ Le domaine Dy est symétrique par rapport a xp : pour tout x réel, si x — xp est
dans Dr alors xg + x est dans Dy ;
@ lafonction f présente une symétrie : pour tout x réel tel que x + xo est dans
Dy, et

f(xo+x)=f(x—x)

On restreint alors le domaine d’étude a Dy N [xo, +0o].

EXEMPLE
La fonction g(x) = $x? —1908x + 1822000 est symétrique par rapport & x = 1908.J

o)
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FONCTION IMPAIRE ET GENERALISATION

DEFINITION

La fonction f est impaire si :

le domaine de f est symétrique par rapport a0 : i.e. pour tout x dans D¢, —x est
dans Dy et pour tout x dans Dy

f(=x) = ~f(x)

OBSERVATION

Le graphe de f est symétrique par rapport a l'origine 0.
Conséquence : On restreint le domaine d'étude D = Dy N [0, +oo].

A
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EXEMPLE

La fonction x — % est définie sur R — {0} et impaire, on peut restreindre son étude
a[0,+oo|.

°
@ Généralisation : symétrie par rapport a un point. Le graphe de f présente
une symeétrie par rapport a (xo, ¥o) Si:
@ Le domaine Dy est symétrique par rapport a xp : pour tout x réel, si x — xp est
dans Dy alors xp + x est dans Dy;

@ lafonction f présente une symétrie : pour tout x réel tel que x + X est dans
Dy,

f(xo+x)+f(x0—x)=2y

On restreint alors le domaine d'étude & D N [xg, +00].
EXEMPLE

1+x
Le graphe de la fonction x — —— a pour centre de symétrie le point (0,1).
X

A
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FONCTION PERIODIQUE

DEFINITION

Soit T un réel strictement positif, T > 0. On dit que f est périodique et de période
T si
@ 1) pourtout x dans D¢, x+ T est dans Dy ;

2) pour tout x dans Dy, f(x+ T) = f(x)

OBSERVATION 1

Le graphe de f est invariant par les translations de vecteurs horizontaux de
longueur T.

Conséquence : On restreint alors le domaine d’étude a un intervalle de longueur
T, par exemple DN [—%, %]

A
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OBSERVATION 2

Danscecas f(x)=f(x+T)=f(x+2T)=...=f(x+nT) et

f(x)=f(x-=T)=f(x—-2T)=...=f(x—nT) pour tout n€ N.
o

EXEMPLE

La fonction sin est périodique de période 2, il suffit de I'étudier sur [, 1t]. Mais,
si on prend en compte sa parité, on peut restreindre I'étude a :

D=[-m,7n|N[0,+oo[=[0,7].

EXEMPLE

La fonction x — cos(2x) est a la fois périodique de période Tt et paire donc on
peut réduire son domaine d’étude a [0, %].

o)
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LIMITES

Soit f une fonction définie sur un domaine Dy, et ae R

f admet une limite / a gauche (respectivement a droite) en a si et seulement si :

@ ac€ Dr ou aestune borne de Df
e lorsque x tend vers a par valeurs inférieures, f(x) tend vers /

@ respectivement

lorsque x tend vers a par valeurs supérieures, f(x) tend vers /.

@ On note alors
lim f(x)=1

X—a

( respectivement lim f(x) =1)
x—at

EXEMPLE

. X2+1 _ . X2 +1 _

limy_g+ 2 =+00, limy_o- W =—00
)
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DEFINITION

La fonction f admet une limite | € R lorsque x tend vers a,
(aeR, a=+ooou —o0) si :

lim f(x)= lim f(x)=1.

X—a x—at

-

RENNES 1
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EXEMPLE

o Iim12x3+5x+6: -1
om

) 1 1
0 i (-t )=seo

x=1"{1-x 1-x2

o im (L—L)zo

x——oo\1-x 1-x2

2
X< —4
Q Iim =
x—2 X—2

-

RENNES 1
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QUELQUES TECHNIQUES DE CALCUL

@ Limite d’une fonction polynomiale a l'infini : mettre en facteur le terme de
plus haut degré.

© Limite d’'une fonction rationnelle a l'infini : mettre en facteur le terme de plus
haut degré, pour le numérateur et pour le dénominateur.

EXEMPLE

x*—x2+4 =L al) Bi=Lal)

) O Soitf(x)=————. Alors f(x) = X X2 x
(= R

X PX;

Dot limy— 400 f(X) = +00 et limy_._oo f(x) = +oo0.

. o 1 x*=—x%2+4
@ D’autre part si on écrit, f(x) = —.

———, onvoitque lim f(x)=+oo et
xX-2 x+2 x—2*

que lim f(x)=—oo.
x—2"

A
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OPERATIONS SUR LES LIMITES

lim f(x) | lim g(x) )I(ilpa(f+g)(x) lim (fg)(x)

X—a X—a X—a

o B a+p op
a#0 +o00 +oo +o00

0 B#0 B 0

0 +oo +oo f.i.0xo00
+oo +oo f.i. oo x +o00 +oo
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OPERATIONS SUR LES LIMITES

f

im0 | Jmet) | gm[)w) | m{rea)
a#0 B#£0 % lim,_g f(x)

a#0 0 +00 limy—o f(x)

a#0 +00 0 liMy— 400 F(X)
0 0 forme indeterminée 2 | limy_o f(x)

0 +oo 0 liMx— 400 F(X)
+00 0 +00 limy—o f(x)

+o0 +oo forme indéterminée 2 | limy— 100 f(X)

%)
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FORMES INDETERMINEES

|8

6, 0xo00, ©00—00,
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EXERCICES

Exercice 1

A raide des opérations sur les limites, déterminer les limites suivantes :

1) Xﬂrpoox(x—S)
2) lim _(=x*(x+2)-1)

3) lim x
X——00

S_x2+4

, 3
4) lim —x3(x+2)
X——00 X
5 | x*—x2+4
m —-
x—2= x2-—4
Réponse
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EXERCICES

Exercice 2

Montrer que les fonctions suivantes sont définies sur R et déterminer les limites

en +oo eten —oco

1) f:ix—-x3+2x2-4
2) gix—=Vx2+1-1

3) hix—» ——
) 2+3x2

9x3 +1
4) Kix—> ———
x?>—4x+5

Réponse
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CORRECTION

Réponse : exercice 1

1) lim x(x—-3)=+c0
X——00

2) Xﬂrpoo[—xz(x +2)—1] = +o0

XY —x? 14 1 x*=x?+4 ) 1
5) On écrit, > = . ,comme |lim —— = —o0 et
Xxc—4 X—-2 X+2 x—2"X—2
o xt—x?+4 o xt—x?+4
lim ——— =4onaura Im —— = —-o0.
X—2~ X+2 x—2- x2—4
6
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Réponse : exercice 2

4
. _ 2 4
1) o X_I[TOOf(x)—X_I[moox( X+2 x2)
or lim (—x+2-—)=-occet lm x*=+ocodou lim f(x)=-oo
X—+00 X' X—+00 X—+00
4
2 —_— —_——
(5] Xllmoof(x)— lim x( xX+2 x2)
)

. 4 ,
or lim (=x+2——)=+ocoet lim x*=+oodol Nim f(x) = +oo
X——00 X X—+00

2) @O lim g(x)=+oo:

X—+00

car, Iim x°+1=+ocodou, lim Vx2+1=+00

X—+00 X—+00

dot lim g(x)= lm Vx2+1-1=+c0
X—+00 X—+00
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(2]

3) o

lim X)=+00:

im _g(x)

car, Iim x°+1=+ocodol, lim Vx2+1=+o00
X——00 X——00

ainsi_lim g(x)= lim Vx2+1—1=+co.
X——00 X——00

im h(x)=0:

car, lim h(x)= lm -
x—-+00 x—+00 2 | 3y
X
.2 . Ca +
or, lim —+3x= lim 3x=+ocodol, lim h(x)=0
X—+00 X X—+00 X—+00
lim h(x)=0:
im h(x)
car lim h(x)= lim
X——00

x——00 2
£ +3x

2
or, lim —+3x= lim 3x=-ocodol, lim h(x)=0".
X——00 X X——00 X——00
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4) @ lim k(x)=+oco:
X—+00
X+ &5
car lim k(x)= lim X (ox ) = lim —"2
X—+00 X—~+oox2(1_§ %) x—»+oo1__+

1 4 5 .
or, lim 9X+——+oo et lim 1-—+—=1dou lim k(x)=+oo
X X X—+00

X—+00 X—+00
@ lim k(x)=-o0:
X——00
x2(9x+x1—2) 9x+X1—2
car lim k(x)= lim ————7—= Im ———
X——00 x—»—oox2(1_;+x_2) X_’_°°1—;+X—2

1 4 5
or, lim 9x+ — =-ocoet lim 1——+—==1dou lim k(x)=-o0
X——00 X2 X——00 X x2 X——00
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