
GRAPHE D’UNE FONCTION

DEFINITION

Le graphe d’une fonction f est l’ensemble des points (x , f (x)) avec x ∈Df

graph(f )= {(x , f (x))| x ∈Df }.

EXEMPLE

Pour f (x)=
√

1

x −1
on a Df =]1,+∞[ et son graphe

Introduction Généralités Limites Dérivation

Définitions

Graphe d’une fonction

Le graphe d’une fonction f dans un repère cartésien (Ox ,Oy) est
l’ensemble des points de coordonnées (x , f (x )) avec x 2 Df .
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Soient f et g deux fonctions réelles définies sur Df et Dg respectivement.

1 Le produit est défini par : (fg)(x)= f (x).g(x).

Dfg =Df ∩Dg

2 La somme est définie par : (f +g)(x)= f (x)+g(x)

Df+g =Df ∩Dg

3 La fonction inverse :
(

1

f

)
(x)= 1

f (x)
est définie sur

D 1
f
= {x ∈Df | f (x) 6= 0}.

4 Le quotient :
(

f

g

)
(x)= f (x)

g(x)
est défini sur

D f
g
= {x ∈Df ∩Dg |g(x) 6= 0}.
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1 La compositon : (f ◦g)(x)= f (g(x)) est définie

Df◦g = {x ∈Dg |g(x) ∈Df }

2 La multiplication par un réel λ : : (λf )(x)= λf (x).

Dλf =Df .

En particulier si λ=−1, on a

(−f (x))=− f (x) et D−f =Df .
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FONCTION RÉCIPROQUE

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et telle que f (I)= J.

1 f admet une fonction réciproque s’il existe une fonction g : J → I telle que

g ◦ f (x)= x et f ◦g(y)= y

pour tous x ∈ I et y ∈ J.

2 g est alors notée f−1.
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EXEMPLE

Pour f (x)=
√

1

x −1
on a Df =]1,+∞[

f−1(y)= 1+ 1

y2 et Df−1 =R− {0}.

Introduction Généralités Limites Dérivation

Opérations sur les fonctions

Fonction réciproque

f une fonction réelle définie sur I telle que f (I ) = J

f admet une fonction
réciproque s’il existe une
fonction g : J ! I telle que
f � g = IdI et g � f = IdJ .

g est notée f �1

Exemple :

f : x 7!
r

1

x � 1

f �1 : y 7! 1 +
1

y2
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FONCTION PAIRE ET GÉNÉRALISATION

DÉFINITION

La fonction f est paire si :
le domaine de f est symétrique par rapport à 0 : i.e. pour tout x dans Df , −x est
dans Df et pour tout x dans Df

f (−x)= f (x)

OBSERVATION

Le graphe de f est symétrique par rapport à l’axe des ordonnées.
Conséquence : On restreint le domaine d’étude D =Df ∩ [0,+∞[.
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Introduction Généralités Limites Dérivation

Parité, périodicité

Parité : fonction paire

Soit f : Df ! R une fonction réelle d’une variable réelle.

f est paire si et seulement si

8x 2 Df , (�x ) 2 Df

8x 2 Df , f (�x ) = f (x )

Exemple : f (x ) = x 2
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EXEMPLE

La fonction f (x)= x4−x2+4
x2−4 est paire à étudier sur ]0,2[∪]2,+∞[.

Généralisation : symétrie par rapport à une droite verticale.
Le graphe de f sera symétrique par rapport à la droite x = x0 si

1 Le domaine Df est symétrique par rapport à x0 : pour tout x réel, si x −x0 est
dans Df alors x0 +x est dans Df ;

2 la fonction f présente une symétrie : pour tout x réel tel que x +x0 est dans
Df , et

f (x0 +x)= f (x0 −x)

On restreint alors le domaine d’étude à Df ∩ [x0,+∞[.

EXEMPLE

La fonction g(x)= 1
2 x2−1908x +1822000 est symétrique par rapport à x = 1908.
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FONCTION IMPAIRE ET GÉNÉRALISATION

DÉFINITION

La fonction f est impaire si :
le domaine de f est symétrique par rapport à 0 : i.e. pour tout x dans Df , −x est
dans Df et pour tout x dans Df

f (−x)=−f (x)

OBSERVATION

Le graphe de f est symétrique par rapport à l’origine 0.
Conséquence : On restreint le domaine d’étude D =Df ∩ [0,+∞[.
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Introduction Généralités Limites Dérivation

Parité, périodicité

Parité : fonction impaire

Soit f : Df ! R une fonction réelle d’une variable réelle.

f est impaire si et seulement si

8x 2 Df , (�x ) 2 Df

8x 2 Df , f (�x ) = �f (x )

Exemple : f (x ) = x 3
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EXEMPLE

La fonction x 7→ 1
x est définie sur R− {0} et impaire, on peut restreindre son étude

à [0,+∞[.

Généralisation : symétrie par rapport à un point. Le graphe de f présente
une symétrie par rapport à (x0, y0) si :

1 Le domaine Df est symétrique par rapport à x0 : pour tout x réel, si x −x0 est
dans Df alors x0 +x est dans Df ;

2 la fonction f présente une symétrie : pour tout x réel tel que x +x0 est dans
Df ,

f (x0 +x)+ f (x0 −x)= 2y0

On restreint alors le domaine d’étude à Df ∩ [x0,+∞[.

EXEMPLE

Le graphe de la fonction x 7→ 1+x

x
a pour centre de symétrie le point (0,1).

Généralités Parité, périodicité 21 octobre 2015 40 / 95



FONCTION PÉRIODIQUE

DÉFINITION

Soit T un réel strictement positif, T > 0. On dit que f est périodique et de période
T si
1) pour tout x dans Df , x +T est dans Df ;

2) pour tout x dans Df , f (x +T )= f (x)

OBSERVATION 1
Le graphe de f est invariant par les translations de vecteurs horizontaux de
longueur T .
Conséquence : On restreint alors le domaine d’étude à un intervalle de longueur
T , par exemple Df ∩ [−T

2 , T
2 ].
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Introduction Généralités Limites Dérivation

Parité, périodicité

Périodicité

Soit f : Df ! R une fonction réelle d’une variable réelle.

f est périodique de période p si
et seulement si

8x 2 Df , (x + p) 2 Df

8x 2 Df , f (x + p) = f (x )

Exemple : f (x ) = cos x est paire
et périodique de période 2⇡
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OBSERVATION 2

Dans ce cas f (x)= f (x +T )= f (x +2T )= . . . = f (x +nT ) et
f (x)= f (x −T )= f (x −2T )= . . . = f (x −nT ) pour tout n ∈N.

EXEMPLE

La fonction sin est périodique de période 2π, il suffit de l’étudier sur [−π,π]. Mais,
si on prend en compte sa parité, on peut restreindre l’étude à :

D = [−π,π]∩ [0,+∞[= [0,π].

EXEMPLE

La fonction x 7→ cos(2x) est à la fois périodique de période π et paire donc on
peut réduire son domaine d’étude à [0, π

2 ].
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LIMITES

Soit f une fonction définie sur un domaine Df , et a ∈R
f admet une limite l à gauche (respectivement à droite) en a si et seulement si :

a ∈Df ou a est une borne de Df

lorsque x tend vers a par valeurs inférieures, f (x) tend vers l

respectivement

lorsque x tend vers a par valeurs supérieures, f (x) tend vers l .

On note alors
lim

x→a− f (x)= l

( respectivement lim
x→a+ f (x)= l)

EXEMPLE

limx→0+ x2+1
x2 =+∞, limx→2− x2+1

(x−2)(x+1) =−∞
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DÉFINITION

La fonction f admet une limite l ∈R lorsque x tend vers a,
(a ∈R, a=+∞ ou −∞) si :

lim
x→a− f (x)= lim

x→a+ f (x)= l .

Introduction Généralités Limites Dérivation

Limites finies l

Limite finie en a

Soit f une fonction définie sur un domaine Df ⇢ R, et a 2 R.
f admet une limite finie l 2 R en a si et seulement si

Si a 2 Df ,
lim

x!a�
f (x ) = lim

x!a+
f (x ) = f (a) = l .

Si a /2 Df ,
lim

x!a�
f (x ) = lim

x!a+
f (x ) = l .

On peut prolonger f par continuité
en écrivant f (a) = l .

On note alors

lim
x!a

f (x ) = l
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EXEMPLE

1 lim
x→−1

2x3 +5x +6=−1

2 lim
x→1−

(
1

1−x
− 1

1−x2

)
=+∞

3 lim
x→−∞

(
1

1−x
− 2

1−x2

)
= 0

4 lim
x→2

x2 −4

x −2
= 4
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QUELQUES TECHNIQUES DE CALCUL

1 Limite d’une fonction polynomiale à l’infini : mettre en facteur le terme de
plus haut degré.

2 Limite d’une fonction rationnelle à l’infini : mettre en facteur le terme de plus
haut degré, pour le numérateur et pour le dénominateur.

EXEMPLE

3 1 Soit f (x)= x4 −x2 +4

x2 −4
. Alors f (x)=

x4(1− 1
x2 + 4

x4 )

x2(1− 4
x2 )

=
x2(1− 1

x2 + 4
x4 )

(1− 4
x2 )

D’où limx→+∞ f (x)=+∞ et limx→−∞ f (x)=+∞.

2 D’autre part si on écrit, f (x)= 1

x −2
.
x4 −x2 +4

x +2
, on voit que lim

x→2+
f (x)=+∞ et

que lim
x→2−

f (x)=−∞.
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OPÉRATIONS SUR LES LIMITES

lim
x→a

f (x) lim
x→a

g(x) lim
x→a

(f +g)(x) lim
x→a

(fg)(x)

α β α+β αβ

α 6= 0 ±∞ ±∞ ±∞
0 β 6= 0 β 0
0 ±∞ ±∞ f. i. 0×∞
±∞ ±∞ f. i. ±∞×±∞ ±∞
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OPÉRATIONS SUR LES LIMITES

lim
x→a

f (x) lim
x→a

g(x) lim
x→a

(
f

g

)
(x) lim

x→a
(f ◦g)(x)

α 6= 0 β 6= 0 α
β limx→β f (x)

α 6= 0 0 ±∞ limx→0 f (x)
α 6= 0 ±∞ 0 limx→±∞ f (x)
0 0 forme indeterminée 0

0 limx→0 f (x)
0 ±∞ 0 limx→±∞ f (x)
±∞ 0 ±∞ limx→0 f (x)
±∞ ±∞ forme indéterminée ∞

∞ limx→±∞ f (x)
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FORMES INDÉTERMINÉES

0

0
, 0×∞, ∞−∞,

∞
∞
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EXERCICES

Exercice 1

À l’aide des opérations sur les limites, déterminer les limites suivantes :

1) lim
x→−∞x(x −3)

2) lim
x→−∞(−x2(x +2)−1)

3) lim
x→−∞x3 −x2 +4

4) lim
x→−∞−x3(x + 3

x
)

5) lim
x→2−

x4 −x2 +4

x2 −4
Réponse
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EXERCICES

Exercice 2
Montrer que les fonctions suivantes sont définies sur R et déterminer les limites
en +∞ et en −∞
1) f : x →−x3 +2x2 −4

2) g : x →
p

x2 +1−1

3) h : x → x

2+3x2

4) k : x → 9x3 +1

x2 −4x +5
Réponse
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CORRECTION

Réponse : exercice 1

1) lim
x→−∞x(x −3)=+∞

2) lim
x→−∞[−x2(x +2)−1]=+∞

3) lim
x→−∞x3(1− 1

x
+ 4

x3 )=−∞

4) lim
x→−∞−x3(x + 3

x
)=−∞

5) On écrit,
x4 −x2 +4

x2 −4
= 1

x −2
.
x4 −x2 +4

x +2
, comme lim

x→2−
1

x −2
=−∞ et

lim
x→2−

x4 −x2 +4

x +2
= 4 on aura lim

x→2−
x4 −x2 +4

x2 −4
=−∞.
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Réponse : exercice 2

1) 1 lim
x→+∞ f (x)= lim

x→+∞x2(−x +2− 4

x2 )

or lim
x→+∞(−x +2− 4

x2 )=−∞ et lim
x→+∞x2 =+∞ d’o‘u lim

x→+∞ f (x)=−∞

2 lim
x→−∞ f (x)= lim

x→−∞x2(−x +2− 4

x2 )

or lim
x→−∞(−x +2− 4

x2 )=+∞ et lim
x→+∞x2 =+∞ d’où lim

x→−∞ f (x)=+∞
2) 1 lim

x→+∞g(x)=+∞ :

car, lim
x→+∞x2 +1=+∞ d’où, lim

x→+∞
√

x2 +1=+∞
d’où lim

x→+∞g(x)= lim
x→+∞

√
x2 +1−1=+∞
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2 lim
x→−∞g(x)=+∞ :

car, lim
x→−∞x2 +1=+∞ d’où, lim

x→−∞
√

x2 +1=+∞
ainsi lim

x→−∞g(x)= lim
x→−∞

√
x2 +1−1=+∞.

3) 1 lim
x→+∞h(x)= 0 :

car, lim
x→+∞h(x)= lim

x→+∞
1

2
x +3x

or, lim
x→+∞

2

x
+3x = lim

x→+∞3x =+∞ d’où, lim
x→+∞h(x)= 0+

2 lim
x→−∞h(x)= 0 :

car lim
x→−∞h(x)= lim

x→−∞
1

2
x +3x

or, lim
x→−∞

2

x
+3x = lim

x→−∞3x =−∞ d’où, lim
x→−∞h(x)= 0−.
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4) 1 lim
x→+∞k(x)=+∞ :

car lim
x→+∞k(x)= lim

x→+∞
x2(9x + 1

x2 )

x2(1− 4
x + 5

x2 )
= lim

x→+∞
9x + 1

x2

1− 4
x + 5

x2

or, lim
x→+∞9x + 1

x2 =+∞ et lim
x→+∞1− 4

x
+ 5

x2 = 1 d’où lim
x→+∞k(x)=+∞

2 lim
x→−∞k(x)=−∞ :

car lim
x→−∞k(x)= lim

x→−∞
x2(9x + 1

x2 )

x2(1− 4
x + 5

x2 )
= lim

x→−∞
9x + 1

x2

1− 4
x + 5

x2

or, lim
x→−∞9x + 1

x2 =−∞ et lim
x→−∞1− 4

x
+ 5

x2 = 1 d’où lim
x→−∞k(x)=−∞
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