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Algèbre et Arithmétique 1

Feuille no2 : entiers naturels, combinatoire

1 Exercices à savoir faire
Exercice 1
1 Montrer que, pour tout entier n, 4n + 5 est un multiple de 3.
2 Montrer que, pour tout entier n, si 10n + 7 est multiple de 9, alors 10n+1 + 7 l’est
aussi. Que peut-on en déduire ?

Exercice 2
On considère une suite arithmétique (un) de premier terme u0 et de raison a et on

pose Un = u0 + · · · + un = qn
k=0 uk. Montrer que Un = (n+ 1)(u0 + 1

2an).

Exercice 3
On considère une suite géométrique (un) de premier terme u0 et de raison a et on

pose encore Un = u0 + · · · +un. On suppose que a ”= 1 ; montrer alors que Un = u0
an+1≠1
a≠1 .

Que vaut Un dans le cas où a = 1 ?

Exercice 4
Soit (un) la suite définie par récurrence par la relation un+1 = 3un + 2 et u0 = 1.

1 Déterminer un nombre réel a tel que la suite (vn) définie par vn = un + a soit une
suite géométrique.
2 En déduire une formule simple pour vn puis une formule simple pour un.
3 Déduire de l’exercice une méthode générale pour calculer le n-ième terme d’une suite
(un) définie par une récurrence un+1 = aun + b, où a et b sont des nombres réels.

Exercice 5
1 Montrer que, pour tout entier n Ø 5, on a 2n < n!.
2 Déterminer un entier A tel que pour tout n Ø A, on ait 3n < n!.

Exercice 6
Soit (un)nœN la suite définie par u0 = 1, u1 = 1 et, pour tout entier naturel n,

un+2 = 5un+1 ≠ 6un. On cherche une formule close pour le terme général de cette suite.
1 Calculer u2, u3, u4.
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Exercice 1 ( points)

Soit la fonction 𝑓 définie par 𝑓(𝑥) = 4𝑥2 − 5𝑥 + 17
𝑥 − 1 .

1) Le domaine de définition de 𝑓 : 𝐷𝑓 = R ∖ {1} =] − ∞, 1[∪]1, +∞[

2) 𝑓 ′(𝑥) = (8𝑥 − 5)(𝑥 − 1) − (4𝑥2 − 5𝑥 + 17)
(𝑥 − 1)2 = 4𝑥2 − 8𝑥 − 12

(𝑥 − 1)2 = 4(𝑥 + 1)(𝑥 − 3)
(𝑥 − 1)2 .

3) Le tableau des signes de la dérivée :

𝑥

𝑥 + 1

𝑥 − 3

(𝑥 − 1)2

𝑓 ′(𝑥)

−∞ -1 1 3 +∞

− 0 + + + + +

− − − − − 0 +

+ + + 0 + + +

+ 0 − − 0 +

4) lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −∞

lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = +∞ lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = −∞

5) Le tableau de variation de 𝑓 .

𝑥

𝑓 ′

𝑓

−∞ -1 1 3 +∞

+ 0 − − 0 +

−∞−∞
−13−13

−∞
+∞

1919
+∞+∞

6) Par identification on a

4𝑥−1+ 16
𝑥 − 1 = (4𝑥 − 1)(𝑥 − 1) + 16

𝑥 − 1 = 4𝑥2 − 5𝑥 + 17
𝑥 − 1 = 𝑓(𝑥) par suite lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥)−

(4𝑥 − 1) = lim
𝑥→+∞

16
𝑥 − 1 = 0 et lim

𝑥→−∞
𝑓(𝑥) − (4𝑥 − 1) = lim

𝑥→−∞
16

𝑥 − 1 = 0, alors
la courbe représentative de 𝑓 admet une asymptote oblique d’équation 𝑦 = 4𝑥 − 1 .
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7) L’allure de la courbe représentative de 𝑓 dans un repère orthonormé.

8) Question bonus : on a 𝑓(1+𝑥)+𝑓(1−𝑥) = 4(1 + 𝑥)2 − 5(1 + 𝑥) + 17
1 + 𝑥 − 1 +4(1 − 𝑥)2 − 5(1 − 𝑥) + 17

1 − 𝑥 − 1 =
4(1 + 𝑥)2 − 5(1 + 𝑥) + 17

𝑥
+ 4(1 − 𝑥)2 − 5(1 − 𝑥) + 17

−𝑥
= 6𝑥

𝑥
= 6,

le point (1, 3) est donc un centre de symétrie de la courbe représentative de 𝑓.

Exercice 2 ( points)

1) Le nombre 𝑁(𝑡) d’individus d’une population d’animaux augmente au cours du temps
𝑡 exprimé en années à la vitesse de 𝑁 ′(𝑡) = 2𝑡 + 𝑒𝑡.
La population a augmenté entre la troisième et la sixième année de

𝑁(6) − 𝑁(3) =
∫︁ 6

3
𝑁 ′(𝑡) 𝑑𝑡 =

∫︁ 6

3
(2𝑡 + 𝑒𝑡) 𝑑𝑡 =

[︁
𝑡2 + 𝑒𝑡

]︁6

3
= 62 + 𝑒6 − 32 − 𝑒3 = 407

2) L’effectif de cette population après six années est de

𝑁(6) =
∫︁ 6

0
(2𝑡 + 𝑒𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑁(0) =

[︁
𝑡2 + 𝑒𝑡

]︁6

0
+ 300 = 62 + 𝑒6 − 1 + 300 = 735

Exercice 3 ( points)

1) La solution générale de l’équation différentielle homogène 𝑦′(𝑥) − 3𝑦(𝑥) = 0 est

𝑦ℎ(𝑥) = 𝜆𝑒3𝑥 , où 𝜆 ∈ R

2) On pose 𝑢′ = 𝑒2𝑥, 𝑣 = 𝑥; donc 𝑢 = 𝑒2𝑥

2 , 𝑣′ = 1, alors
∫︁

𝑥𝑒2𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥𝑒2𝑥

2 −
∫︁

𝑒2𝑥

2 𝑑𝑥 = 𝑥𝑒2𝑥

2 − 𝑒2𝑥

4 .
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3) Une solution particulière de l’équation différentielle avec second membre
(𝐸) 𝑦′(𝑥) − 3𝑦(𝑥) = 𝑥𝑒5𝑥 est

𝑦𝑝(𝑥) = 𝑥𝑒5𝑥

2 − 𝑒5𝑥

4

4) Les solutions de l’équation différentielle (𝐸) sont

𝑦(𝑥) = 𝜆𝑒3𝑥 + 𝑥𝑒5𝑥

2 − 𝑒5𝑥

4 , où 𝜆 ∈ R

5) La solution de (𝐸) qui vérifie 𝑦(1) = 0 doit vérifier : 0 = 𝑦(1) = 𝜆𝑒3 + 𝑒5

2 − 𝑒5

4 c-à-d
1 = 𝜆𝑒3 + 𝑒5

4 d’où 𝜆 = − 𝑒5

4𝑒3 = − 𝑒2

4 ainsi

𝑦(𝑥) = −𝑒3𝑥+2

4 + 𝑥𝑒5𝑥

2 − 𝑒5𝑥

4

Exercice 4 ( points)

Les mesures du rayon 𝑟 et de la hauteur ℎ d’un cône de révolution donnent :
𝑟 = 2 ± 0, 2 m et ℎ = 5 ± 0, 5 m.
l’incertitude relative sur la mesure du volume 𝑉 = 4𝜋

3 ℎ𝑟2 est donnée par

△𝑉

𝑉
= △ℎ

ℎ
+ 2△𝑟

𝑟
= 0, 5

5 + 20, 2
2 = 10% + 20% = 30%
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