Chapitre 2

Différentielles d’ordre supérieur et
formule de Taylor

Partant, d'une application f : U — F de classe C!, ot U est un ouvert de 'evn E,
on considere 'application continue

Df : U — £L(EF)
x +— Df(x)

On peut se demander si D f a son tour est différentiable, au quel cas la diddérentielle
de Df serait une application : D(Df) : U — L(E,L(E,F)). Dans ce cas, on dit
que f est deux fois différentiable et on note D?f I'application D(Df), qu'on appelle
différentielle d’ordre 2 ( ou différentielle seconde) de f sur U.
Si en plus d?f est continue, on dit que f est de classe C2 sur U.

Pour généraliser, on commence par définir par récurrence la suite d’evn :
LY(E,F) = L(E,F) et pour tout entier r > 2, L"(E,F) = L(E,L"1(E, F)).

Par récurrence sur l’entier naturel r, on dit qu'une application f est r fois dif-
férentible sur U si D"~!f est différentiable sur U. On note D’ f(a) la différentielle
d’ordre r de f en un point a € U. dans ce cas D" f(a) est un élément de L' (E, F).

2.0.29 DEFINITION
1. On dit que f est de classe C?, si I'application Df est de classe C'. La différen-
tielle seconde au point a € U, notée D?f(a) est un élément de £L2(E, F).

2. Par récurrence sur l'entier naturel 7, on dit qu'une application f est de classe
C" sur U (r fois continiment différentiable) si sa différentielle Df est de classe
C'~1. On note D’ f(a) la différentielle d’ordre r de f en un pointa € U.

3. On dit que f est de classe C* (ou indéfiniment différentiable) si f est de classe
C" pour toutr € IN.
Notations : Pour tout entier, ¥ € IN, on note par C’(U, F) 'espace vectoriel des
applications de classe C" de U dans F et par C*(U, F) celui des applications de classe
C.
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A noter que C°(U, F) est I'espace des fonctions continues, on a les inclusions

c’(u,F) > CY(U,F) > C*(U,F) > C}(U,F)>...> C(U,F) D

et que

C®(U,F) = () C"(U,F).
relN

EXEMPLE. (a) Si f € L(E,F),onavuque Df = f est constante, d’ott D?f = 0, ceci
entratne que pour tout r > 2, D" f = 0. Donc f est de classe C*.

(b) Si B : Eq x E; — F est bilinéaire continue, alors en tout point (a,b) € E; X Ey,
DB(a,b) est une application linéaire, par suite, D?B est constante et D'B =
D'~'DB = 0sir > 3. Donc B est de classe C*.

(c) Plus généralement, pour tout entier n > 1, toute application r-linéaire continue
est de classe C* et ses différentielles d’ordre > r + 1 sont nulles.

DEFINITION

On dit que f : U — F est r fois différentiable en un point a € U, s’il existe un ouvert
Vtel quea € V C U, tel que f soit r — 1 fois différentiable sur V et D"~!(f|y) soit
différentiable en a.

2.0.2 Différentielles secondes (ou d’ordre 2)
Dérivées partielles secondes

Soit f : U C R" — R? une application différentiable, alors les fonctions dérivées

partielles sont bien définies, af U—-RP1<i<n.
On peut alors définir (quand elles existent) leurs dérivées partielles. On les ap-
pellent les dérivées partielles secondes et on les notera par :

2
D;D;f := Dj(D;f) ou encore o P <E)f> 1<ij<n

0x;0x; 0x;
REMARQUE 2
o . . g . h Tiia o°f
Sans conditions supplémentaires sur f, il n’y a pas en général d’égalité entre Sx o
j0Xi
92 f !
8x i0x;

- xy(x —y?)
EXEMPLE. Soit f(x,y) = =y si (x,y) # (0,0) et £(0,0) = 0. On va montrer
*f

02 f
que 5 2-(0,0) # 52(0,0)
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On va commencer par déterminer les fonctions % a—f Pour (x,y) # (0,0), on

et
o y(x* +4x°y —yh) oy x(x* — 4%y — y)
obtient 5. (x,y) = R et ay(x y) = T .
Au point (0,0) en aura af (0,0) = limy_,o Mw = limx_mg =0et %(0,0) =
0
iy FRAZGE = timy oy = 0.
y(x*+4x“y -y .
Ainsi, %(JC,]/) — 2127 S1 (x,y) 7 (0, 0) ot
0 si (x,y) = (0,0)

4_4x22 A .
gf (X y) W S1 (xry) 7é (0/ 0)
Y 0 si (x,y) = (0,0)
On peut passer maintenant au calcul des dérivées partielles secondes en (0, 0).

f f
2 =(x,0) — =-(0,0 5 2
Par définition of (0,0) = lim w(0) = 5(0.0) —lim Y = Tet of (0,0) =
oxady X0 x—0 x50 X° dyox

0, —yp
lim 2 ( y) - a( )—lim—Z:—l
y—0 y— 0 y—=0 Yy

aZ aZ
Ainsi, axé[y(O,O) #—1= ay—aj;(0,0).

Le théoreme suivant donne une condition suffisante pour que les dérivées se-
condes mixtes soient égales.

THEOREME
Soit U un ouvert de R". et f : U — R” une application de classe C! telle que les

*f *f
axjaxl ax i0%;

2 2
S @)=L ().

axjaxi axlax]

dérivées partielles secondes

soient continues dans un voisinage

d"un point a € U. Alors,

Démonstration: En utilisant une permutation des indices et le fait que le calcul des
dérivées partielles ce fait sur chaque composante de f, on peut supposer sans perdre
de généralité quen =2etp = 1.

On est donc dans la situation ou U est un ouvert de R?, f : U — R est de
classe C! et dont les dérivées partielles secondes sont continues. On doit montrer

*f o*f
que 5.5, () = 8y8x<y' x).

of f
92 x+h, X,
Par définition o°f (x,y) = — —f = lim ay( y) - ( y) —
oxdy dy h—0 h
lim; Of(x+h,y+k) flx+hy) limk fy+k)—f(xy)
lim ~ k

h—0 h

i SO YR — ft hy) — fxy k) — f(x,y)
h—0k—0 hk
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On trouve de méme que

> f o fxthy+k) — f(x+hy) - f(xy+k) — f(xy)
Fyox */¥) = fim lim, Hk ‘

Sionpose A(h,k) = f(x+h,y+k)— f(x+hy)— f(x,y+k)— f(x,y), alors

02 f ... A(hk) . *f ... A(hk)

aray FrY) = Hmlim == et 55y (vy) = Jim Him ==

Ainsi, le résultat qu’on doit montrer est un résultat sur 'égalité aprées permuta-
tion des limites.

Posant ¢(x) = f(x,y+k) — f(x,y). alors A(h, k) = ¢(x +h) — ¢p(x) et d’apres le
théoreme des accroissement finis (pour les fonctions a valeurs dans R)
il existe 0 €]0,1] tel que ¢(x +h) — ¢p(x) = ¢'(x + 6h).h,

d'ott A(h, k) = ¢/ (x + 0h).h = ( I (x+0h,y +k) — 2L (x+6n, y)) h

le théoreme des accroissements finis donne 1’existence d'un theta’ €]0,1] tel que
S (x4 0h,y+k)— L (x+0ny) =% (af(x +Oh,y+ 9’k)> k= gk (et 0hy +0'K)k
on a ainsi montrer que

A(hK) = ¢(x+h) — d(x) = a;f (x+ 01,y + 0Kk

En posant maintenant, ¢(y) = f(x +h,y) — f(x + h,y) on aura
A(h k) = 9y +k) = ¢(y)-

Un raisonnement analogue au précédent donne, l'existence d'un theta; €]0,1]
tel que

Py+k) = py) = @'y + 0k k = (S (x+hy+0k) = 5 (x,y+6:k) ) k puis
'existence d'un 0] €]0, 1] tel que
L+ y+01k) — % (x,y +01k) = 54 (x81h, y + 0:1K)h et donc

82
Al k) =9y +k) —ypy) = axéfy (x + 61h,y + 01k)kh.

On a donc montrer 'existence de 6,6, 6, et 6] €10, 1] tels que

A(hk)  0*f

82
k= aygox (x+6h,y+6'k) = f (x + 01h,y + 61k)

oxay

Comme, 6h, 611, 0’k et 01k tendent vers 0 lorsque h et k tendent vers 0,

f . Pf

et 'hypothése de continuité sur o ay Bya (y,x)

donne l'égalité des limites i.e ’f (x,y) = ’f (y,x). m
& T oxdy & dyox yx
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Différentielle d’ordre 2

On va commencer par voir la différentielle seconde comme une application bi-
linéaire. Soit f : U — F de classe C!. La différentielle seconde en un point a € U,
D?f(a) € L(E,L(E,F)) c-a-d que pour tout h € E, D*>f(a)h € L(E,F) ou encore
que pour tout b,k € E, (D?f(a)h) k € F

On voit alors que 'application (h,k) — (D?f(a)h) k est bilinéaire.

On va donc, en utilisant cette manipulation, identifier £2(E, F) avec l'espace des
applications bilinéaires continues de E x E — F, noté L, (E, F).

2.0.36 THEOREME
L'application yi : L*(E,F) — Ly(E,F), ¢ — u(¢) = B, telle que pour tout (h,k) €
E x E, By(h,k) = ¢(h)k, est un isomorphisme isométrique.

Démonstration: L'application y est évidemment linéaire, on va montrons d’abord qu’elle
est surjective. Soit B € £L,(E, F), On définit ¢p : E — L(E, F), par ¢g(h) = B(h,.),
alors on a bien y(@p) = B. Pour l'injectivité, il suffit de remarquer que si B, = 0,
alors pour tout (h,k) € E X E, p(h)k = B, (h, k) = 0, donc pour touth € E, ¢(h) =0,
par suite ¢ = 0. Donc p est un isomorphisme linéaire.

De plus on a,

losl 1B, 1B(h, )|
=Sup ————— =Sup ——— = Ssupsup ————-—--— = B
Izl = sup == = sup A = supeup g my = 1B

Donc, I'application y est une isométrie.m

Maintenant, la différentielle seconde D?f(a) vue comme une application bili-
néaire, est 'application

ExXE—F
(h, k) = D2f(a)(h,k) = Dy, (Df) (a)

ou Dy, f est la dérivée directionnelle dans la direction h.

2.0.38 REMARQUE (ET NOTATIONS). Si E =R" et {ey,...,e,} sa base canonique, alors

2
D£(a) (e}, ) = Dy, (D f) (a) = D; (Dif) () = (.f] (af) @) =27 ().

axk - E)xjaxk

2.0.39 DEFINITION
Une application bilinéaire u € £, (E, F) est dite symétrique si pour tout (h,k) € E X E
ona:

u(h, k) = u(k,h).
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Le résultat suivant exprime le symétrie de la différentielle seconde (c’est un ré-
sultat plus général que 2.0.34, la condition de continuité des dérivées partielles se-
condes n’est pas requise)

THEOREME (THEOREME DE SYMETRIE DE SCHWARZ)
Soient f : U — F une application différentiable. Si f est deux fois différentiable
ena € U, D?*f(a) est une application bilinéaire symétrique c-a-d pour tout (h, k) €
EXE

D?f(a)(h,k) = Df(a)(k, h).

Démonstration: Soit (h, k) € E x E fixé.

Puisque U est un ouvert, il existe r > 0 tel que pour tout A,y € R, [A| < ret
|u| < ronait:a+ Ah+ puk € U.

Posons pour tout t € [—7,7],

A(t,hk) = f(a+t(h+k)) — f(a+th) — f(a+tk)+ f(a)

etg(v) = fla+t(v+k)) — fla+tv) — f(a+ tk)
Alors A = g(h) — g(0)

Supposons que 1’on ait pu montrer que %in% téz = D?f(a)(h, k), comme A(t, h,k) =
%

A
A(t, k, ), on aurait prouvé la symétrie de D?f (). On doit alors montrer que }im = =

=0 t2
D?f(a)(h, k).
On a d’apres 1.8.16

IA(t k) — 2D?f (a) (h, k)| = Ig(h) — g(0) — £2D*f () (h, k) |

< || <sup |Dg(x) - t2D2f<a><.,k>||> oD

x€]0,h[

car 'application i +— t2D?f (a) (h, k) est linéaire.En différentiant g, on trouve Dg(x) =
tDf(a+t(x+k)) —tDf(a+ tx)d’ou

IA(t, 1 k) — £2Df (a) (B, k)| < [[1]] (Sup [tDf(a + t(x +k)) = tDf(a + tx) — 2D*f (a) (., k)|

x€]0,h[
2.2)
D’autre part, f deux fois différentiable en g, entraine
Df(a+t(x+k)) = Df(a)+tD*f(a)(., x+k)+|[t(x+k)|[er(t(x+k)) et Df (a+tx) =
Df(a) +tD?f(a)(.,x) + ||tx||e2(tx) avecla limite quand ¢ tends vers 0 de 7 et e; égale
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a 0. Alors, 2.2 devient

I4(61,6) = D (a) b )| < B sup (1 [DF )+ D (@) 340 + oo+ )l 1x-+ )

—t[Df(a) +tD*f(a) (., x) + || tx||ea(tx)] — 2D (a)(, K)|)

< |n| ( sup ||[|(x + k) l[ea (£(x + k) — ||x||82(tX)||>

x€]0,h[
2.3)
[ |
Finalement,
At h,k
1AEEE D ayh b)) < (s?gz[r|<x+k>||r|s1<t<x+k>>|| 4 uxuuez(tx)\r)
x€|0,

s i A
d’out %13% 2= D*f(a)(h,k).m

Cas particulier E = R" et F = R.
Soit f : U — F deux fois différentiable en a € U, alors D?f(a) est une forme
bilinéaire symétrique.
Comme une forme bilinéaire symétrique B sur R” est représentée, dans la base
canonique de R”, par une matrice symétrique A € M, (R) c-a-d
Y n
B(x,y) =< Ax,y >=<x, Ay >= (x1,...,x)A : =
Yn

axyi+2 ) axiyj,

i=1 1<i<j<n

pour tout x,y € R".

2.0.42 DEFINITION (MATRICE HESSIENNE)
La matrice symétrique qui représente D?f(a), dans la base canonique de R", est
appelée matrice hessienne de f au point a et est notée H¢(a).

2
Les coefficients de la matrice Hy(a) sont les dérivées partielles secondes of (a),

ox;0x;
1<k j<n,

& i
a7/%‘(61) gt (a)

Hf(a) = az}. . ce 82}- .

. Pf *f

< < = .
et pour tout1 < k,j <mn, axjaxk (ﬂ) axkax]- (“)
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2.0.43 REMARQUE. 1. Si f n’est pas deux fois différentiable, la matrice hessienne n’est
pas nécessairement symétrique.

Par exemple, si f(x,y) = xy.g(x,y), alors g(O y) = lim fry) = fOy) _
5 ox x—0 x—0
yl lim g(x,y), de méme ajy((x, 0)=x hm g(x,y),
> f 7Oy~ (0 0 _ .
dott 7.5¢(0.0) = 1}—>0 y— 0 = jm (?i%g(x y)>
9’ f : :
Un calcul analogue montre que e ay(O ,0) = J15151% (}lil’(l) g(x,y)> . Pour obte-

nir ayax(O 0) # aay £(0,0), il suffit de choisir g telle que 11m <l1m g(x, y)> #

lim <hmg(x y))

Par exemple g(x,y) = z;zz si (x,y) # (0,0) et g(0,0) = 1 convient.

2. D’autre part, la symétrie de la hessienne n’entraine pas que f est deux fois
différentiable. En effet, la fonction f : R* — R définie par f(x,y) = x®sin(1)
si (v,y) # (0,0) et £(0,0) = 0; vérifie 74.(0,0) = #4(0,0) = 0, mais n’est
pas deux fois différentiable. (exercice)

2.0.3 Généralisation a l'ordrer > 2

On va commencer par voir la différentielle d’ordre r comme une application r-
linéaire. Soit f : U — F de classe C" 1. La différentielle d’ordre r en un pointa € U,
D'f(a) € L"(E,F) = L(E,...,(L(E,L(E,F))...) dou pour tout (hy,...,h,) € E',

M
D’ f(a).hy.hy.. ... h, = (D" f(a)h1)hy) ...)h, € F.

On voit alors que l'application (hy,...,h,) — D" f(a).hy.hy.. ... h, est r-linéaire.

On va donc, pour rendre les choses plus simples, en utilisant une généralisation
de 2.0.36, identifier L' (E, F) avec 'espace des applications r-linéaires continues de
E" — F,noté L,(E, F) (voir 1.5.1)

Ainsi la différentielle d’ordre r de f au point a sera vue comme une application
r- linéaire continue.

L'espace L7 (E, F) est muni de la norme d’opérateur : ||| = sup, , miﬂ

..... B
V'espace £, (E, F) est muni de la norme : ||L|| = sup, W

et

2.0.44 THEOREME
L'application y : L"(E,F) — L/(E,F), ¢ — p(¢) = Ly telle que pour tout (hy, ..., h,) €
Ex...xE, Ly(hi,hy... . hy) = ¢y ho.. ... hy, est un isomorphisme isométrique i.e.
une bijection linéaire qui préserve la norme.

Démonstration: Voir 2.0.36 ]



2.0.46

2.0.47

2.0.48

2.0.49

2. Différentielles d’ordre supérieur et formule de Taylor: 48

DEFINITION

Une application r-linéaire u € L,(E, F) est dite symétrique si pour tout (hy,... h,) €
E" et toute permutation o € S(r) i.e. toute bijection

c:{1,...,r} - {1,...,r}ona:

Ll(hg(l) .. '/ha(r)) = u(hl,. . .,hr)

Le résultat suivant exprime le symétrie de la différentielle d’ordre r.

THEOREME (THEOREME DE SYMETRIE DE SCHWARZ)

Soient f : U — F une application r fois différentiable . Alors D' f(a) est une ap-
plication r-linéaire symétrique i.e.pour tout (hy,...,h,) € E’ et toute permutation
ceS(r)ona

Drf({)l) (l’ll, . ,hy) = Drf(ll)(hv(l) ey ha(r))'

EXEMPLE. Si f : R? — R, (x,y) — f(x,y) est 3 fois différentiable en un point
a € R?, alors :

? ? ? ? ? &
angy(”) = axayfax (@) = aya{cz () et axaj;z (@) = ByBJ{E)y(a) = ayzgx(”)

2.04 Dérivées partielles d’ordre supérieur

Soit f : U — R?, U ouvert de R" et {e, ..., e, } la base canonique.
Pour r € IN*, des indices 7, . .., i, € {1,...,n} on appelle le vecteur

If(x)
%, ox, -~ Dea D f()

une dérivée partielle d’ordre r de f en x.

THEOREME
Soit f : U — RP, U ouvert de R" et r € IN*.

1. f € C"(U,RP) si et seulement si f a toute ses dérivées partielles d’ordre k
continues pour tout 0 < k <r.

2. Pour f € C"(U,R?), on a

JIf(x) Jf(x)

axil, ey axi, 8xiﬂ(1), ey axim

pour toute permutation ¢ € S(r), i.e. les dérivées partielles ne dépendent pas
de l'ordre de dérivation.
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Démonstration: On observe que pour1 <k <rethy,...,hx € R"ona:

Dkf(x) (hl, e ,]’lk) = D( .. (D(Df(x)hl)hz) .. )hk

pour tout x € U. En particulier,

9*f (x) (2.4)

ax,-l, e ,axik

Dkf(x)(eil,. . "eik) = D€i1 ...Deikf(x) =

Par conséquent, pour I; = }.i; hf.' ¢j, en utilisant la multilinéarité de D*f(x) on a

n . n akf ) . .

k _ 11 e 51 U3
D f(x)(hlllhk) - il Zlk:l Deil : elkf( )h hk - Zl:il axl akah hk
(2.5)

|

1. La formule 2.4 montre que si f € C"(U,R?), alors ses dérivées partielles

d’ordre k < r sont continues. Inversement, on suppose que f a toutes ses déri-
vées partielles d’ordre k < r sont continues.
On sait que pour r = 1, il y a équivalence entre dérivées partielles continues
et f € C1(U,R?). On suppose, par récurrence que le résultat est vrai a I'ordre
r — 1. D’aprés la formule 2.5, on voit alors que les dérivées partielles D; (D"11)
existent et sont continues pour tout i € {1,...,n}, d’ott D(D"~!f) existe et est
continue. On a ainsi montrer que D’ f = D(D’'~1f) existe et est continue i.e.
feC(URP).

2. Conséquence du théoreme de symétrie de Schwarz.g

2.0.5 Polyndémes et puissances symboliques d’une différentielle

2.0.51 DEFINITION (POLYNOME GENERALISE)
1. Soient E et F deux espaces vectoriels normés et r € IN*.
Une application f : E — F est un polynéme k-homogeéne si il existe une
application k-linéaire continue et symétrique ¢ : E¥ — F telle que pour tout

x €E, f(x)=g(x...,x).

2. Une application P : E — F est dite polynomiale de degré n, si elle s’écrit :
Zak ), pour tout x € E ot pour tout k € {0,...,r}, a est un

polynome k-homogene et a; # 0.

2.0.52 PROPOSITION
Soit f : E — F un polyndme k-homogeéne application tel que pour tout x € E,
f(x) = g(x,...,x) ou g est une application k-linéaire symétrique et continue.
R h,...,h) si0<r<k
(k_r)!g(x,...,aﬁ,_,..., <r<
Alors, D" f(x)(h,..., h) = ks y
0 sir >k
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Démonstration: On sait déja voir 2.0.30, que f est de classe C* etque D' f = 0sir > k.
On va démontrer par récurrence sur r la formule pour 1 <r < k.
Sir=0,onaD"f(a) = f(a) =g(a,...,a).
Supposons que D’ f est’application r-linéaire, telle que D" f (x) = =] e(x,...,x, \/)

Soit h € E, alors D" f(x) (h,...,h) = lim;_ w
——

r+1
gx—+th,...,x+th, ...)—g(x,...,x )

X X
k! k—r r k—r ’
k—r)! t

Par multilinéarité de g on a

D'f(x+th) —D'f(x) = (kf!r)! g(x+th,...,x—|—th,\..f./) —g(x, .., x, ... ))

k—r r k—r r

= lim; 4o (

- t(kf!r)! ( y g(x,...,x,h,x...,x,\..f.)> +0(#))

1<i<k—r M

D’oﬁDr+1f(x)h:(k_'r)'( Z g(x,...,x,'\h/,x...,x,\.././)).

C1<i<k—r

i¢ place r
Par symétriede gona g(x,..., x, h,x,...,x,...) =g(x,...,x,h, ...),
k—r—1 r
par suite Z elx,...,x,hx. o, x, )= (k=r)g(x,...,x,h _...).
1<i<k—r 11 r
Finalement, D"*! f(a)h = (kf!r)! (k—r)g(x,...,x,h,...) = (k_'r‘!_l)!g(x, e X,
1
Donc D" f(a) = (kfr‘;l)!g(x,...,x, co )
k—r—1 1+1

2.0.54 THEOREME
Soient E, F deux espaces vectoriels normés et P de E dans F une application poly-

n
nomiale de degré n. Alors, P(x) = ) | %DkP(O) (x,...,x).
k=0 "

Démonstration: Comme P(x) = Y}, ar(x,...,x) et que d’apres la proposition précé-
k! :
e (x, .., x, .. ) si0<r<k
(k*l’)! k N 7 //, , = =
dente pour toutk € {0,...,n}, D"ay(x,...,x) = ey r
0 sir >k

onaalors D*P(0) = klay. D'ott P(x) = Yp_gar(x,...,x) = Yp_o #D*P(0)(x,...,x).m



2.0.56

2.0.58

2.0.59

2. Différentielles d’ordre supérieur et formule de Taylor: 51

COROLLAIRE
Soient P = Y[ ,aret Q = Y}, by deux applications polynomiales de E dans F de
degré n. Alors P = Q si et seulement si pour tout k € {0,...,n}, ay = by.

Démonstration: P = Q < P —Q = 0 < pour toutr € {0,...,n},
D"(P—-Q)(0) =0 < pourtoutr € {0,...,n},a, = b,. m

DEFINITION

Soient E et F des evn. a € U ouvert de E. Soit f : U — F une application r fois
différentiable en a. L'application ¢ : E — F définie par ¢(h) = D" f(a)(h, ..., h) est
appelée la puissance symbolique d’ordre r de la différentielle de f en a.

Notation : On notera D" f(a)(h, ..., h) par D" f(a).h".

REMARQUE

Soit f : U — F une application r fois différentiable en a € U.

On suppose que [a,a+ h] C U et on définit g : [0,1] — F par g(t) = f(a + th).
Alaide delaregle de composition et d"une récurrence sur r on obtient la formule

k
2® () = ‘;tf(t) — DMt ), 1<k<r.

En effet, si ¢*~1(t) = D*"1f(a+th) (h,...,h) alors,
e
g0() = (gD (1) = (DL f(a -+ th) (h,...., 1)) = D(D*"f(a+ H)(h, ..., )
= DFf(a + th).h*.
En particulier ¢ (0) = D¥f(a)hX, 1<k <r.

1. Formule développée pour les fonctions de 1 variables: E = R" et F = R.

Si{ey, ..., en} estlabase canonique de R", alors pour i = }_I' ; hje; on a

D”f(ﬂ).hr:fo(a)(h,...,h): Z ]’lil...]’l,‘raxia‘rf(g)

1<i, . ir<n - 0x;,

ol la somme est étendue a toutes les suites (i ...,i,) de {1,...,n}.
Cette écriture ne tient pas compte des symétries ( Théoréme de Schwarz).

Ce qui importe le plus est le nombre de fois ot I'indice is apparait dans cette
formule .

Pour chaque suite (iy, ..., i), on note &; le nombre d’indices i; = i, pour tout
1 < i < n.On associe alors a (i, ..., i) le multi-indice « = (aq,...,a,) € IN". On
remarquera que la longueur |a| = Y/ a; = 1.

Notations : On note a! := a1!...a,! pour & = (aq,...,a,) € N,

h* = hi'...hy" pourh = (hy,..., h,) € R" et D* := D' ... Dy".

Pour un multi-indice donné &« = (a3, ...,a,) € IN”, on note par m(a) le nombre
de suites (iy, ..., i) qui lui sont associées.
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LEMME

r! r!

ma) =— =

Cal mlag!
Démonstration: En effet, m(«) est déterminé par l'identité

Y om@ht = Y hy k= (4R

|1x|:r 1§i1,..,,ir§71

Alors, m(«) est égal au choix de a1 éléments parmis 7, puis de ap parmis ¥ — a7, ...
et enfin de &, parmis r — (a1 + ... + ay_1).

Dot m(a) = () () = e =

COROLLAIRE (GENERALISATION DE LA FORMULE DU BINOME )
pour tout entierr > 1ethy,...,h, ERona

| |
(... +h) = Y ﬁh‘i‘l---hﬁ%iih%

|
ety =r &1+ &n la]=r &

la somme est étendue & tout multi-indice « = (ay,...,a,) € N" tel que |«

Yo =r.

COROLLAIRE

1. Avec cette notationon a :

D (@) = D f @)k ) = Y D f(a)

o!

r!

|a|=r

Cette derniere formule tient bien compte des symétries.
n
1
2. Si P est le polynome défini par P(h) = ) | ﬁDr f(a).h" alors sa différentielle
r=0""

DP(h) =Y D' f(a)

= (r—1)!
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2.0.6 Formules de Taylor

2.0.64 THEOREME (FORMULE DE TAYLOR-YOUNG)
Soient U C E, un ouvert et f une application de U dans F.
Si f est r fois différentiables au point a € U, alors elle admet un développement
de Taylor-Young a I’ordre r au point a c-a-d : qu’ il existe une fonction e : R" — RRP,
avec limy,_,ge(h) = 0 telle que :

Flath) = (@) + Y, ZDf (@) + [l e(h)

Démonstration: 11 s’agit de montrer par récurrence 1’assertion P, suivante

P, : " I'application, dite reste d’ordre 7, R,(h) = f(a + h) Z k! Dkf

Ry (h
T =Y

La défmltlon de la différentielle d"une fonction en un point montre que P; est vraie.
Soit un entier > 2. Nous supposons, que P,_1 est vraie et montrons P;.

Soit f r fois différentiable en a et associons-lui le polynéme P(h) = Y.b_, D" f(a).l".
Alors DP(h) =Y, ﬁDr fla).n 1.

On constate que DR, (h) = Df(a+ h) — DP(h) est le reste d’ordre r — 1 pour
I'application Df.

vérifie : hm

DR, (h)
o [[h]"!
||k|| < ¢ entraine || DR, ( )H <ellk|I”t.

Soit i € E tel que ||k|| < d. Pour tout k € [0, 1], vérifie ||k|| < ||k||"~! < J et alors
IDR, (k)| < e[t < efnllr.

D’apres le théoreme des accroissements finis appliquée dans le convexe [0, ] on
aura ||R,(h)|| = ||R,(h) — R,(0)|| < el|k||"~L.(||k]| — 0) = €||h||". On a ainsi montré
que pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que ||}|| < ¢ entraine ||R,(h)|| < e|k||" i.e.

lim Ry (k)

AT = 0 et donc P, est vérifiée. n

Mais, d’apres P,_1, hm = 0, i.e. pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que

2.0.66 REMARQUE. Soit f € C"(U,R) , alors f admet un développement de Taylor-Young
en tout point a € U. En particulier si E = R" on a

1. Sir=1,0ona
f(x) = f(a)+ Df(a)(x—a) + |[x—al|.e(x) = f(a) + (Vf(a), (x —a)) +[|x —al.e(x)
o)+ 3 5@ el sl
=1

avec limy_,;¢(x) = 0.
(on utilise la formule de Taylor-Young a 'ordre 1, en posant h = x — a.)
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2. Sir=2,ona

f(x) = f(a) + Df(a)(x —a) + %sz(ﬂ)(x —a,x—a)+|x —affe(x)

—_

= f(a) +(Vf(a), (x = a)) + 5 (Hy(a) (x — a), (x = a)) + [|x — al"e(x)
n 2
Y ) % X aa T (0 + [ — a2 (x)

:l ]

avec limy_,;e(x) = 0.

2.0.67 REMARQUE. 1. Cethéoreme est une généralisation du développement de Taylor-
Lagrange pour les fonctions d'une variable réelle, comme 1'inégalité des ac-
croissements finis est une généralisation du théoréme des accroissements finis.

2. La réciproque de ce théoreme est fausse pour n > 2.

Psin(l) six#0

0 six =0
admet un développement de Taylor-Young a l'ordre 2 en 0, avec P = 0, mais
n’y est pas 2 fois différentiable. (a vérifier!)

En effet, la fonction f : R — R définie par f(x) =

in(vITx—4/1
2.0.68 EXEMPLE. Soit f : B((0,0),1) — R définie par f(x,y) = e Zij—y i

On se propose de déterminer le développement de Taylor-Young de f a l'ordre
2ena = (0,0).

e =100+ 7500, (5 g0 (5 ). (5 )+ (7)

2 2 2
= 0,00+ L (0,0 + Z(0,0)y—k (a 9 (0,002 + zai;y(o, 0)xy + gyJ;(O,O)y2> (P + el y)

avec limy ), 00) €(x,y) = 0
?Tf(x/]/) _ 1cos(\/1+7x—\/@)€sin(\/mf\/ﬂ) (VTR VTH)

2 V1tx(2+x—y) pa—
g(x ) — 1o (m—\/ﬁ) sin(VI+x—/14y) i esin(m,M)
ay 'Y 2 m(2+x Y) (2+x_y)2
)

£(0,0) =3, 3(0,0) = 0, 5£(0,0) = 0

of of
?)ZT{(O/O) = limy—0 M -0

2 f _Af

%(0,0) = hmy—mM — 1

f (0,)—
Z1(0,0) = limy o #0200 _ 1

Ainsi, f(x,y) = 3 — gxy + 5> + (x> + y?).e(x, y)
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2.0.7 Annexe : d’autres formules de Taylor

THEOREME (FORMULE DE TAYLOR AVEC RESTE INTEGRAL)
Soient U un ouvert de R”, f : U — R une application de classe CP™!, a € U et
h € R" tels que le segment [a,a + h] C U. Alors

P 1 1 1
fla+h) = f(a)+ Y D f(a)Jik + 7/ (1— £)PDP* f(a + th). WP dt
= k! p! Jo

Démonstration: On applique le lemme suivant a la fonction g : [0,1] - R, t — g(t) =
f(a+th).

LEMME
Soit I un intervalle ouvert de R, contenant [0,1] et ¢ : I — R une fonction de classe
CP*+L. Alors :

P
1) = 80) + L a0+ [ 070 e

Démonstration: (du lemme) On utilise une recurrence sur I'entier p. Le lemme est vrai
pour p = 0, par le "théoreme fondamentale de 1’analyse" a savoir g(1) — g(0) =

fo t)dt. Supposons le lemme vrai a l'ordre p — 1, donc

1 1-7\/ 1—t)P—1
g(1 ) Yo 2g®(0) + Wfo (1—t)P1gP) (¢ )dt.Enutlhsant(( p!) ) = —((pf)l)!

et une intégration par parties on obtient

1 1 B 1 1
@_MAO—W”WWW=MWN>H/a—wwmmw
D’ou .
pP— 1 1 1

=Y —¢® ———/1—N4Wtw
= 1 1! (1) 4

= L 80+ s @+ [ —0rg
L i i

THEOREME (FORMULE DE TAYLOR-LAGRANGE)
Soient U un ouvert de R”, f : U — R une application p + 1 fois différentiable, a € U
et h € R" tels que le segment [a,a + h] C U. Alors il existe 6 €]0,1] tel que :

1
(p+1)!

fla+h) ) + 2 Dk f(a) DP f(a + 0n)hP !
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Démonstration: On applique le lemme suivant a la fonction ¢ : [0,1] — R, t — g(t) =
f(a+th).

2.0.75 LEMME
Soit I un intervalle ouvert de R, contenant [0,1] et ¢ : I — R une fonction p + 1
dérivable. Alors il existe 8 €]0, 1] tel que

1

2.0.76 REMARQUE. Ce théoreme n’est pas vrai pour les fonctions vectorielles c-a-d a va-
leurs dans R™, m > 2 ( voir la remarque 1.8.6)



