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1.2.2 REMARQUE.
∂ f
∂xj

(a) est la dérivée au point t = aj de la jeme fonction partielle, c-à-d

la fonction d’une variable définie par : t 7! f (a1, . . . , aj�1, t, aj+1, . . . , an).

1.2.3 PROPOSITION
Si f est différentiable en a alors :

(1) f a des dérivées suivant tout vecteur v 2 E � {0} et Dv f (a) = D f (a)v.
De plus l’application de E dans F, v 7! Dv f (a) est linéaire.

(2) Si E = Rn. La différentielle D f (a) est complètement déterminée par les déri-
vées partielles : et pour tout vecteur v = Ân

j=1 vjej 2 Rn,

D f (a)v =
n

Â
j=1

vjDj f (a) =
n

Â
j=1

vj
∂ f
∂xj

(a)

Démonstration: 1) Soit v 2 E � {0} donné. La définition de la différentiabilité de
f au point a, appliqué au vecteur tv donne :

f (a + tv) = f (a) + D f (a)tv + ktvk#(tv) = f (a) + tD f (a)v + |t|kvk#(tv)

= f (a) + tD f (a)v + |t|#1(t) ⌅

où #1(t) = kvk#(tv)
Comme #1(t) ! 0 quand t ! 0, ceci entraîne que

D f (a)v = lim
t!0

f (a + tv) � f (a)
t

:= Dv f (a).

Par suite l’application v 7! Dv f (a) est linéaire puisque v 7! D f (a)v l’est.
2) Dans la base (e1, . . . , en) de Rn, v = Ân

j=1 vjej, et par linéarité on a :

Dv f (a) = D f (a)v = D f (a)

 
n

Â
j=1

vjej

!
=

n

Â
j=1

vjD f (a)ej =
n

Â
j=1

vjDj f (a).

1.2.5 REMARQUE.
�

La réciproque est fausse i.e. l’existence des dérivées dans toutes les
directions n’entraîne pas toujours la différentiabilité.

1.2.6 EXEMPLE. Soient E = R2 et F = R. L’application f : R2 ! R définie par :

f (x, y) =

⇢
1 si x.y 6= 0
0 si x.y = 0

admet des dérivées partielles en (0, 0), mais n’est pas continue, donc n’est pas diffé-
rentiable en (0, 0).
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Démonstration: En effet,
f (t, 0) � f (0, 0)

t
= 0, et par passage à la limite, lorsque t tend

vers 0, on obtient que
∂ f
∂x

(0, 0) = 0. De même on trouve que
∂ f
∂y

(0, 0) = 0. Ainsi

f admet des dérivées partielles en (0, 0). Elle n’est pas continue en (0, 0) car par
exemple lim

x!0
x 6=0

f (x, x) = lim
x!0

1 = 1 6= 0 = f (0, 0). ⌅

1.2.8 EXEMPLE. Soient E = R2 et F = R. L’application f : R2 ! R définie par :

f (x, y) =

8
<

:

x|y|
(x2 + y2)

1
2

si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

est continue en (0, 0), y admet des dérivées suivant tout vecteur, mais n’est pas
différentiable.

En particulier, l’existence des dérivées partielles n’implique pas la différentiabi-
lité.

Démonstration: f est continue en (0, 0), car 0  | f (x, y)|  x2 + y2

(x2 + y2)
1
2

= (x2 + y2)
1
2 ,

d’où lim(x,y)!(0,0) | f (x, y)| = 0 = f (0, 0).

D’autre part, on peut écrire : f (th, tk) = t
h|k|

(h2 + k2)
1
2

= t f (h, k) ainsi,

f (th, tk) � f (0, 0)
t

= f (h, k) et par passage à la limite, lorsque t tend vers 0, f admet
des dérivées suivant tout vecteur v = (h, k) et Dv f (0, 0) = f (h, k).

En particulier,
∂ f
∂x

(0, 0) = D(1,0) f (0, 0) = f (1, 0) = 0 et
∂ f
∂y

(0, 0) = D(0,1) f (0, 0) =

f (0, 1) = 0.
Maintenant, si on suppose que f est différentiable en (0, 0), la proposition précé-

dente nous dit que pour tout v = (h, k), Dv f (0, 0) = h.
∂ f
∂x

(0, 0) + k.
∂ f
∂y

(0, 0) = 0.

Ce qui est absurde car, D(1,1) f (0, 0) = 1p
2

6= 0. Donc, f n’est pas différentiable en
(0, 0).

1.2.10 Exercice Soit h : R2 ! R définie par : h(x, y) =
p

x2 + y2 est continue, mais n’ad-
met pas de dérivées partielles en (0, 0).

1.2.11 Exercice Soit g : R2 ! R définie par :

g(x, y) =

8
<

:

xy2

(x2 + y4)
si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

1) Montrer que g admet des dérivées suivant tout vecteur en (0, 0)
2) Montrer que g n’est pas continue en (0, 0).
3) Est-elle différentiable en (0, 0)?
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1.3 Remarques sur la notion de fonctions différentiables en
dimension infinie

1.3.1 EXEMPLE. Soit K l’espace vecctoriel des suites réelles à support fini i.e. pour x =
(xn)n2N 2 K, il existe N > 0 tel que xn = 0 pour tout n � N.

1) dimR K = •.

En effet, si dnk =

(
1 si n = k
0 si n 6= k

et ek = (dnk)n2N

Alors le système {ek}k2N est libre et infini.

2) k.k1 et k.k• définies par :
kxk1 = Â+•

n=0 |xn| et kxk• = supn2N |xn| sont des normes sur K.
Ces normes ne sont pas équivalentes (voir 1.0.7 pour la définition).
En effet, si (xk)k2N⇤ désigne la suite de K telle que pour tout k 2 N⇤,

xk = (xk
n)n2N où xk

n =

(
1p
k

si n  k � 1

0 si n > k � 1

Alors, kxkk1 = Âk�1
n=0

1p
k

=
p

k et kxkk• = 1p
k
, ainsi limk!+• kxkk1 = +• et

limk!+• kxkk• = 0, donc elles ne peuvent êtres équivalentes.

3) Soit L : K ! R l’application linéaire définie par :

pour x = (xn)n2N 2 K, L(x) =
+•

Â
n=0

xn.

L est bien définie, car pour tout x 2 K, la somme
+•

Â
n=0

xn, n’a qu’un nombre fini de

terme non nuls.

(a) L n’est pas continue (donc n’est pas différentiable) si on munit K de la norme
k.k•.
En effet, lorsque k tends vers +•, kxkk• tends vers 0, alors que L(xk) =

p
k

tend vers +•.

(b) L est différentiable si on munit K de la norme k.k1.
En effet, dans ce cas, on a pour tout x = (xn)n2N 2 K, |L(x)|  kxk1.
Soit a 2 K. Par linéarité on a pour tout h 2 K, L(a + h) � L(a) � L(h) = 0,
ainsi pour h 6= 0 on aura |L(a+h)�L(a)�L(h)|

khk1
= 0, ce qui entraîne,

limh!0
|L(a+h)�L(a)�L(h)|

khk1
= 0. D’où L est différentiable en tout point a 2 K et

DL(a) = L.

1.3.2 Exercice Montrer qu’un espace vectoriel normé de dimension infinie admet tou-
jours une forme linéaire non continue.

L’exemple précédent, montre qu’en dimension infinie, contrairement à la dimen-
sion finie, les normes ne sont pas toujours équivalentes et les applications linéaires
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ne sont pas toujours continues. On doit donc en tenir compte dans la définition de
fonction différentiable, si on veut que la différentiabilité entraîne la continuité.

le tableau suivant résume les différentes implications rencontrées :
f différentiable en a ) f continue en a proposition1.1.4
f différentiable en a ) f admet des dérivées

en a suivant toutes di-
rections

proposition1.2.3

f continue en a 6) f différentiable en a exemple1.2.8
f admet des dérivées
en a suivant toutes di-
rections

6) f différentiable en a exemple 1.2.8

f admet des dérivées
en a suivant toutes di-
rections

6) f continue en a exemple 1.2.11

f continue en a 6) f admet des dérivées
partielles en a

exemple 1.2.10

1.4 Un critère de différentiabilité (une condition suffisante)

On a vu que l’existence des dérivées partielles d’une fonction en un point ne ga-
rantit pas sa différentiabilité en ce point. Pour s’assurer la différentiabilité, des condi-
tions supplémentaires sont nécessaires. On va montrer qu’il est suffisant d’avoir en
plus la continuité des dérivées partielles (sauf peut-être une ) .

1.4.1 THÉORÈME
Soit f : U ! R, U ouvert de Rn et a 2 U. On suppose que les dérivées partielles de
f existent en a.
Si de plus les dérivées partielles de f sont continues en a, sauf eventuellement une,
alors f est différentiable en a.

Démonstration: On munit Rn, de la norme k(x1, . . . , xn).k• = max1in{|xi|}.
On a par hypothèse : les dérivées partielles ∂ f

∂x1
(a), . . . , ∂ f

∂xn
(a) existent et les fonc-

tions ∂ f
∂x2

, . . . , ∂ f
∂xn

(a) sont continues en a.
On définit l’application L : Rn ! R par :

pour h =

0

B@
h1
...

hn

1

CA 2 Rn, L.h = Ân
j=1 hj

∂ f
∂xj

(a)

Notre but est de montrer que f est différentiable en a et que D f (a) = L i.e.
limh!0

| f (a+h)� f (a)�L.h|
khk•

= 0.
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On pose a0 = a et pour i 2 {1, . . . , n}, ai = ai�1 + hiei où ei est le ieme vecteur de
la base canonique de Rn. Alors

f (a + h) � f (a) = ( f (a + h1e1) � f (a)) +
n

Â
i=2

( f (ai) � f (ai�1)) .

1.4.3 LEMME (THÉORÈME FONDAMENTAL DE L’ANALYSE)
Si g : [a, b] ! R est dérivable et admet une dérivée g0 intégrable alors :

g(b) � g(a) =
Z b

a
g0(t) dt.

En appliquant ce lemme, pour i 2 {2, . . . , n}, à g(t) = f (ai�1 + thiei), a = 0 et b = 1
on aura g0(t) = hi

∂ f
∂xi

(ai�1 + thiei) et

g(1) � g(0) = f (ai) � f (ai�1) = f (ai�1 + hiei) � f (ai�1) = hi

Z 1

0

∂ f
∂xi

(ai�1 + thiei) dt.

On peut alors écrire :

f (a + h)� f (a)� L.h =

✓
f (a + h1e1) � f (a) � ∂ f

∂x1
(a)h1

◆
+

n

Â
i=2

hi

Z 1

0

✓
∂ f
∂xi

(ai�1 + thiei) � ∂ f
∂xi

(a)
◆

dt

D’où

| f (a + h)� f (a)� L.h| 
���� f (a + h1e1) � f (a) � ∂ f

∂x1
(a)h1

����+
n

Â
i=2

|hi|
Z 1

0

����
∂ f
∂xi

(ai�1 + thiei) � ∂ f
∂xi

(a)
���� dt

En utilisant l’inégalité triangulaire on obtient

| f (a + h) � f (a) � L.h|
khk•



��� f (a + h1e1) � f (a) � ∂ f
∂x1

(a)h1

���
|h1|

+
n

Â
i=2

sup
t2[0,1]

����
∂ f
∂xi

(ai�1 + thiei) � ∂ f
∂xi

(a)
���� .

Comme, pour i 2 {2, . . . , n}, ∂ f
∂xi

est continue et lim
h!0

ai = a on aura

lim
h!0

����
∂ f
∂xi

(ai�1 + thiei) � ∂ f
∂xi

(a)
���� = 0

d’autre part, l’existence de ∂ f
∂x1

(a) équivaut à lim
h!0

��� f (a + h1e1) � f (a) � ∂ f
∂x1

(a)h1

���
|h1|

= 0

ainsi, limh!0
| f (a+h)� f (a)�L.h|

khk•
= 0, d’où f est différentiable en a et de différentielle

D f (a) = L. ⌅
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1.4.4 COROLLAIRE
Soit f : U ! R, U ouvert de Rn et a 2 U.

Si les dérivées partielles de f existent et sont continues en a alors, f est différen-
tiable en a.

1.4.5 EXEMPLE. Soit f : R2 ! R définie par :

f (x, y) =

8
<

:

x4

(x2 + y2)
+ y si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

on veut montrer que f est différentiable en (0, 0).
On commence par vérifier que les dérivées partielles existent en ce point.

1. limx!0
f (x,0)� f (0,0)

x = limx!0
x2

x = 0 d’où ∂ f
∂x (0, 0) = 0.

2. limy!0
f (0,y)� f (0,0)

y = limy!0
y
y = 1 d’où ∂ f

∂y (0, 0) = 1.

Maintenant, il suffit de montrer que l’une des dérivées partielles est continue
en (0, 0). On a pour (x, y) 6= (0, 0), ∂ f

∂y (x, y) = ∂

∂y f (x, y) = �2yx4

(x2+y2)2 + 1. On doit

montrer que lim(x,y)!(0,0)
∂ f
∂y (x, y) = ∂ f

∂y (0, 0) = 1. On a lim(x,y)!(0,0)

��� �2yx4

(x2+y2)2

��� 

lim(x,y)!(0,0)

���2y x4

(x2+y2)2

���  2|y| = 0.

Ainsi lim(x,y)!(0,0)
∂ f
∂y (x, y) = lim(x,y)!(0,0)

�2yx4

(x2+y2)2 + 1 = 1 = ∂ f
∂y (0, 0). ⌅

1.4.6 REMARQUE.
�

Attention : La différentiabilité n’entraîne pas la continuité des dé-
rivées partielles. Des exemples sont fournis par les exercices suivants.

1.4.7 Exercice La fonction f : R2 ! R définie par :

f (x, y) =

8
<

:
(x2 + y2) sin

✓
1

x2 + y2

◆
si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

est différentiable en (0, 0), mais ∂ f
∂x et ∂ f

∂y ne sont pas continues en (0, 0).

1.4.8 Exercice Soit f : R2 ! R définie par :

f (x, y) =

8
<

:
yx2 sin

✓
1
x

◆
si x 6= 0

0 si x = 0

Montrer que f est différentiable en (0, 1), mais que ∂ f
∂x n’est pas continue en (0, 1).


