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1. Applications différentiables

Exercice 1.1.
i) Soit f : R — R définie par f(x) = x>. Calculer Df(x) et f’(x).
ii) Calculer Df(a), pour f : R — R définie par f(x) = xsinx eta € R.

iii) Soit f : R” — R? et une constante M > 0 telle que pour tout x € R”,
| f(x)|| < M| x||>. Montrer que f est différentiable en x = 0 et que
Df(0) = 0.

Exercice 1.2.
1. Soit f : R” — R? une application différentiable en a € R".
Montrer que pour tout vecteur u € R” \ {0}, la dérivée de f en a dans la
1
direction u i.e. D, f(a) = lim ;(f(a + tu) — f(a)), existe et I’exprimer
t—0
al’aide de Df (a).

2. Soit f : R* x R — R? définie par f(x, y) = (v/x? + y2, arctan 2).
Montrer que D, f(1,0) = v, pour tout v € R?\ {(0, 0)}.

3. On considere [ : R? — R définie par f(0,0) = 0 et, si (x,y) # (0,0),
f(x,y) = )&Lﬁyz Montrer que f est dérivable en (0, 0) dans toutes les
directions, mais que f n’est pas différentiable en (0, 0).

Exercice 1.3. Soit / : R? — R définie par

2
foy) = —2— si (x.y) # (0,0)

x2 4 y?

et £(0,0) = 0. Montrer que f est continue sur R?, et que pour tout
u € R2\ {(0,0)}, D, £(0,0) existe, mais que f n’est pas différentiable en (0, 0).
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Exercice 1.4. Soit « > 0. Etudier, en fonction de «, la continuité puis la dif-
férientiabilité a I’origine de I’application f : R*> — R définie par f(0,0) = 0
et
|xy|*
X2+ 3y?

flx.y) = si (x,y) # (0,0).

Exercice 1.5. Soit E I’espace des polyndmes de degré < n. Etudier la différen-
tiabilité des applications P +> fOI(P3(t) — P%(t)) dtet P+ P’ — P2,

Exercice 1.6. Soita € R" et f : R"\{a} — R" définie par f(x) = ﬁ
1. Calculer Df (x) pour tout x € R*\{a}.

2. Montrer que Df(x).h = ﬁ ou S est la symétrie orthogonale d’axe
X —a.

Exercice 1.7. Soit f une application de £ dans F espaces vectoriels normés de
dimension finie.

On rappelle les implications suivantes : pour x¢y € E,
“f declasse C! en xo” = “/ différentiable en xo” = “f continue en x,”.
De méme que “f différentiable en xo” = “f admet des dérivées partielles en
X0 D
Montrer que les réciproques sont fausses en général en étudiant :

x=sin + y=sin si xy #0

2 cin 1 . _ xy? )
flx.y) = Xy SLY=0 ey =1 For s @) #0.0
Yoy Stx =0 0" si (x.»)=(0,0)

0 en (0,0)

Exercice 1.8. Soit B une application bilinéaire de E x F dans G, ou E, F, G sont
des evn de dimension finie.

1. Calculer DB(a,b), sa différentielle en un point (a,b) de E x F .

2. En déduire, pour f et g deux applications différentiables de [ intervalle de
R dans R3, la différentielle des I’applications:
(a) I — R? définie part — f(¢) A g(1).
(b) I — R définie par ¢ +— (f(¢), g(¢)).
3. Application : Soit A € M, (R) telle que pour tout x € R”, Ax_1x.
Montrer que pour tout f € R, e’ est une isométrie c-a-d pour tout x € R”,

le* x| = [l
(Ind: Dériver I’application ¢ — ||e’“x[|?.)
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Exercice 1.9. On suppose R” muni de la norme euclidienne. Soit F' un sous-
espace vectoriel et soit f : R” — R définie par f(x) = d(x, F).

1. Montrer que pour chaque x il existe y € F tel que f(x) = ||x — y|[.

Montrer que f est 1-lipschitzienne

2. On suppose que [ est différentiable en x & F.
Montrer que || Df (x)| zrr,r) < 1.

3. Soit ¢ :€ [0,1] — R”, la fonction définie par t — f((1 — t)x + ty);

en calculant ¢’(0) de deux fagons, montrer que: Df(x).—2 = 1 et

=1
IDf ()l c@nmy = 1.

4. En déduire que y est unique.

Exercice 1.10. Soit g : R — R une application de classe C? et F : R? — R

(x)—g()

définie par F(x, y) = £ six #y, F(x,x) = g'(x). Montrer que F

est de classe C! en tout point de R? et calculer sa différentielle.

Exercice 1.11.

1. Soit /' : M,(R) — R I’application qui associe a une matrice 4 son déter-
minant f(A4) = det(A). Montrer qu’elle est différentiable et déterminer

Df.

2. Pour n > 1, on considére I'application ¢,(4) = A" de M,(R) dans
M, (R) . Montrer qu’elle est différentiable en toute matrice A € M, (R).

3. On désigne par GL,(R) I’ensemble des matrices inversibles de M, (R).
Montrer que GL,(R) est un ouvert de M,(R) et calculer la différentielle
de I'application 4 > A~! de GL,(R) dans GL,(R).

Exercice 1.12. Soit £ un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire (x, y) +
(x, y) et de la norme associée ||x|| = (x, x)%. Soit # un endomorphisme continu
de £ que I’on suppose symétrique, i.e.

(u(x),y) = (x,u(y)) pourtout x,y €& .

1. Montrer que I’application x € £ — (u(x),x) est différentiable sur £ et
calculer sa différentielle. L application x > ||x||? est donc différentiable.
(u(x),x)
(x.x) -
Etablir qu’il s’agit d’une application différentiable. Calculer ensuite Dg.
Montrer que, pour un élément non nul @ € £, on a Dgp(a) = 0 si et seule-
ment si a est vecteur propre de u.

2. On définit une application ¢ : £ \ {0} — R en posant ¢(x) =




