
Chapitre 2

Rappels d’intégration

2.0.14 DÉFINITION
Une algèbre (ou clan) sur un ensemble X est un sous-ensemble A de P(X) tel que :

1. X 2 A.

2. A 2 A entraîne X \ A = A{ 2 A. (stable par passage au complémentaire)

3. Si A, B 2 A alors , A [ B 2 A.
(stable par réunion finie)

2.0.15 DÉFINITION
Une s-algèbre (ou tribu ) sur un ensemble X est un sous-ensemble S de P(X) tel
que :

1. X 2 S.

2. A 2 S entraîne X \ A = A{ 2 S. (stable par passage au complémentaire)

3. Si (Ai)i2N est une suite (dénombrable) dans S, alors
S

i2N Ai 2 S. (stable par
réunion dénombrable)

2.0.16 REMARQUE
∆ 2 S et S est stable par intersection dénombrable.

2.0.17 LEMME
1) Soit {S

a

}
a2L une famille de s-algèbres. Alors

\

a2L
S

a

est aussi une s-algèbre.

2) Soit S ⇢ P(X), alors il existe une unique plus petite s-algèbre contenant S, notée
S(S), elle est égale à l’intersection de toutes les s-algèbres sur X contenant S.

34
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2.0.18 DÉFINITION
La s-algèbre S(S) est appelée la s-algèbre engendrée par S.

2.0.19 EXEMPLE. Soit (X, t) est un espace topologique.
La s-algèbre borélienne est la s-algèbre engendrée par tous les ouverts de X i.e.

c’est la s-algèbre S(t).

Un espace X muni d’une s-algèbre S est appelé espace mesurable, et tout élé-
ment de S est appelé ensemble mesurable dans X. On notera (X, S) l’espace mesu-
rable.

2.0.20 EXEMPLE. Si Y est un espace toplogique et t est famille d’ouverts, alors, (Y, S(t))
est un espace mesurable. Dans la suite, un espace topologique sera considéré muni
de sa s-algèbre borélienne.

2.0.1 Mesures

Soit S une algèbre (ou s-algèbre) sur X. Une mesure (positive) sur (X, S) est une
application µ : S ! [0, +•] telle que :

1. µ(∆) = 0

2. pour toute suite {An} d’élément de A, telle que [•
n=1An 2 S et An \ Am = ∆

pour n 6= m on a : µ(
•[

n=1
An) =

•

Â
n=1

µ(An) (s-additivité)

On dit que la mesure est finie si µ(X) < +•.
On dit que la mesure est s-finie si X admet un recouvrement X = [•

n=1Xn avec
µ(Xn) < +• pour tout n � 1.
Propriétés de la mesure :

1. A ⇢ B ) µ(A)  µ(B).

2. Si An ⇢ An+1 alors lim
n

µ(An) = µ(
•[

n=1
An).

3. Si An+1 ⇢ An et µ(A1) < +• alors lim
n

µ(An) = µ(
•\

n=1
An).

Démonstration: 1. On écrit B = A [ (B \ A) alors µ(B) = µ(A) + µ(B \ A) � µ(A).

2. On pose Bn = An \ An�1 alors lim
n

µ(An) = µ([•
n=1Bn) =

•

Â
n=1

µ(Bn) = µ([•
n=1An).

3. On pose Cn = A1 \ An, µ(Cn) = µ(A1) � µ(An) alors la suite est croissante et
µ(A1) � lim

n
µ(An) = lim

n
µ(Cn) = µ([•

n=1Cn) = µ(A1) � µ(\•
n=1An). ⌅
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2.0.22 EXEMPLE. 1. Soit X un ensemble. La mesure de comptage est la mesure définie

sur P(X) par A 2 P(X) : µ(A) =

(
]A si A est fini
+• si A est infini

où ]A est le cardinal de A.
Si X = N et An = {k 2 N|j � n} alors µ(An) = +• et An+1 ⇢ An.
Mais µ(\•

n=1 An) = µ(∆) = 0 6= limn µ(An), d’où la nécessité de l’hypothèse
µ(A1) + • dans la proposition précédente.

2. Mesure de Dirac :
Soit X un ensemble (non vide) et a 2 X un point fixé.

On définit da : P(X) ! {0, 1} par : da(A) =

(
1 si a 2 A
0 si a 62 A

On vérifie que da est une mesure sur (X, P(X)), que l’on appelle mesure de
Dirac.

2.0.23 Exercice Soit S une algèbre (ou s-algèbre) sur X et µ : S ! [0, +•] une application.
Montrer que µ est une mesure si et seulement si

1. µ(A [ B) = µ(A) + µ(B) si A \ B = ∆.

2. Si {An} est une suite décroissante telle que µ(A1) < +• et
•\

n=1
An = ∆ alors

limn µ(An) = 0 (propriété de Carathéodory)

On a le théorème fondamental suivant :

2.0.24 THÉORÈME (THÉORÈME D’EXISTENCE ET D’UNICITÉ DE CARATHÉODORY)
Toute mesure (positive) m définie sur une algèbre A d’un ensemble X se prolonge
en une mesure (positive) µ sur la s-algèbre S = S(A) engendrée par A.

Si de plus, la mesure m est s-finie (resp. finie), alors ce prolongement est unique
et µ est s-finie (resp. finie).

Applications :

la mesure de Lebesgue

Pour a < b, on note (a, b) pour l’un des intervalles ouvert, fermé ou semi-ouvert
de R d’extrémités a et b.

Un pavé de Rn est un ensemble de la forme
n

’
i=1

(ai, bi) où pour tout i 2 {1, . . . , n},

ai, bi 2 R et ai < bi. Son volume usuel est donné par l

 
n

’
i=1

(ai, bi)

!
= ’n

i=1(bi � ai)

( ce volume est égal à +• si l’un des ai ou bi est infini.)
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On étend l par additivité finie aux réunions finies de pavés disjoints, i.e. si

P1, . . . , PN sont des pavés disjoints alors l

 
N[

i=1
Pi

!
=

N

Â
i=1

l(Pi)

On désigne par A l’ensemble des réunions finies de pavés deux à deux disjoints
de Rn. Tout éléments de A 2 A s’écrit de manière unique sous la forme A = [l

i=1Pi
où les Pi sont des paves deux à deux disjoints, l’on peut alors définir sans ambiguïté

la mesure de A par l(A) =
l

Â
i=1

l(Pi).

2.0.25 PROPOSITION
A est une algèbre et l est une mesure s-finie sur (Rn, A).

Démonstration: Puisque, Rn =
[

r2Zn

tr([0, 1[n) où tr est la translation de vecteur r i.e.

tr(x) = x + r et que l (tr([0, 1[n)) = l ([0, 1[n) = 1, on en déduit que l est s-finie.
On vérifie que A est une algèbre et pour tout A, B 2 A tels que A \ B = ∆ on a

l(A [ B) = l(A) + l(B).
Il reste à montrer la propriété de Carathéodory de l’exercice2.0.23 est satisfaite.

Soit {Ak} est une suite décroissante telle que l(A1) < +• et \•
k=1Ak = ∆. On doit

montrer que lim
k!+•

l(Ak) = 0.

Soit e > 0. Dans chaque Ak, on choisit un compact Kk, réunion finie de pavés
fermés, tel que l(Ak \ Kk)  e

2k . On pose C1 = K1, C2 = K2 \ C1, . . . Ck = Kk \ Ck�1,
ainsi de suite, par récurrence on construit une suite décroissante de compacts Ck 2
A et Ck ⇢ Ak.

Alors, \•
k=1Ck ⇢ \•

k=1Ak = ∆, et par compacité il existe un k0 tel que Ck0 = ∆.
D’autre part Kk \ Ck = Kk \ (Kk \ Ck�1) ⇢ Ak \ Ck�1 ⇢ Ak�1 \ Ck�1. On a donc

l(Ak \ Ck) = l(Ak \ Kk) + l(Kk \ Ck)  e

2k + l(Ak�1 \ Ck�1).
On trouve alors par récurrence que l(Ak \ Ck)  e

2k + e

2k�1 + . . . + e

2 , d’où pour
tout k, l(Ak \ Ck)  e. En particulier si k � k0, on a l(Ak)  e. En conclusion, pour
tout e > 0, il existe N tel que pour tout k � N, l(Ak)  e. ⌅

Comme la s-algèbre engendrée par A est égale à la s-algèbre des Boréliens de
Rn, le théorème de Carathéodory permet d’obtenir.

2.0.27 THÉORÈME
Il existe une unique mesure définie sur la s-algèbre des boréliens de Rn, qui à tout
pavé associe son volume usuel. Cette mesure est appelée la mesure de Lebesgue
sur Rn et notée l. Elle est invariante par translation et finie sur les sous-ensembles
compacts.

2.0.28 Exercice 1. Montrer que tout compact est un borélien.
2. Montrer que la la mesure de Lebesgue ne charge pas les points i.e. pour tout

x 2 Rn
l(x) = 0.
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3. Montrer que la la mesure de Lebesgue est invariante par translation : pour tout
borélien B ⇢ Rn et a 2 Rn : l(a + B) = l(B).

4. Montrer que la la mesure de Lebesgue est invariante par symétrie : pour tout
borélien B ⇢ Rn

l(�B) = l(B).

2.0.29 DÉFINITION
Une mesure µ sur la s-algèbre borélienne est une mesure borélienne si pour tout
compact K, µ(K) < +•.

Une mesure borélienne est dite régulière si pour tout ensemble mesurable A on a :
(

µ(A) = inf{µ(O) |A ⇢ O, O ensemble ouvert }
= sup{µ(K) |K ⇢ A, K ensemble compact }

2.0.30 Exercice Montrer que la mesure de Lebesgue sur Rn est une mesure borélienne ré-
gulière.

2.0.31 DÉFINITION
Un sous-ensemble A ⇢ X est dit négligeable s’il est contenu dans un ensemble de
mesure nulle. i.e. il existe B 2 S tel que A ⇢ B et µ(B) = 0.

Une propriété dépendant de x de X est dite vérifiée presque partout si elle l’est
pour x appartenant au complémentaire d’un ensemble négligeable.

Ainsi, on dira que deux fonctions f et g sont égales presque partout si l’ensemble
des x tels que f (x) 6= g(x) est un ensemble négligeable ; une suite de fonction fn
converge presque partout vers une fonction f s’il existe un ensemble négligeable Y
tel que limn fn(x) = f (x) pour tout x 62 Y.

On écrira souvent p.p. à la place de presque partout.

2.0.32 REMARQUE
La réunion dénombrables d’ensembles négligeables est négligeable.

2.0.33 PROPOSITION
Soit (X, S, µ) un espace mesuré. Un ensemble A ⇢ X est négligeable si et seulement
si pour tout e > 0, il existe une suite {Ak}k2N d’ensembles mesurables telle que
A ⇢ [•

k=1Ak et µ

�[•
k=1Ak

�
< e.

Démonstration: Exercice ⌅

Exemples :

(1) Tout hyperplan de Rn, plus généralement toute variété affine de dimension
p  n � 1, est négligeable.
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(2) Q est de mesure nulle par rapport à la mesure de Lebesgue, car le mesure d’un
singleton est nulle et la réunion dénombrable d’ensembles de mesure nulle est
un ensemble de mesure nulle. Plus généralement tout ensemble dénombrables
est de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue.
Il existe des ensembles de mesure nulle et non dénombrables, en effet

(3) L’ensemble triadique de Cantor C : est construit par récurrence comme suit :
C0 = [0, 1], C1 = [1, 1

3 ] [ [ 2
3 , 1], C2 = [1, 1

9 ] [ [ 2
9 , 1

3 ] [ [ 2
3 , 7

9 ] [ [ 8
9 , 1] etc... i.e.

Cn+1 =

✓
1
3

Cn

◆
[
✓

1
3
(Cn + 2)

◆
et C =

\

n
Cn

La suite Cn est décroissante et chaque Cn est constitué de 2n intervalles de lon-
gueur (chacun) 1

3n d’où l(Cn) =
� 2

3
�n . Ainsi l(C) = limn l(Cn) = limn

� 2
3
�n

=
0.

D’autre part, C est égale à

(
+•

Â
n=1

an

3n | an 2 {0, 2}
)

, il est donc en bijection avec

{0, 2}N⇤ qui est équipotent à R, C n’est donc pas dénombrable.

(4) Un exemple d’ensemble non mesurable :
On considère sur [0, 1[ la relation d’équivalence ⇠ définie par : x ⇠ y si et seule-
ment si x � y 2 Q. On construit, à l’aide de l’axiome du choix, un ensemble
V, en prenant un seul représentant par classe d’équivalence. L’ensemble V n’est
pas mesurable.
Supposons que V soit mesurable :
On remarquera que [0, 1[⇢ V + Q \ [0, 1[= [rn2Q\[0,1[ V + rn ⇢ [0, 2[.
1er cas : µ(V) = 0 alors
1 = µ([0, 1[)  µ(V + Q \ [0, 1[) = Â

rn2Q\[0,1[

µ(V + rn) = Â
rn2Q\[0,1[

µ(V) = 0.

2eme cas : µ(V) = e > 0 alors
µ(V + Q \ [0, 1[) = Â

rn2Q\[0,1[

µ(V) = Â
rn2Q\[0,1[

e = +•  µ([0, 2[) = 2.

Dans les deux cas on obtient une absurdité, donc l’ensemble V n’est pas mesu-
rable.

2.0.2 Fonctions mesurables

Dans, l’intégrale de Riemann, on décompose l’axe des x en petits intervalles et
on approche la fonction dans chaque intervalle par son minimum et son maximum.

Le problème avec cette approche est que la différence entre le minimum et le
maximum va tendre vers 0, lorsque la longueur de l’intervalle tend vers 0, seulement
si la fonction est "suffisamment régulière" (par exemple uniformément continue).

Pour éviter ce problème, on pourrait forcer la différence à tendre vers 0, en consi-
dérant à la place des d’intervalles, des ensembles de la forme {x | a  f (x)  b} i.e.
f �1([a, b]).
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Mais pour que ceci puisse être utilisé il faudrait que ces ensembles soient mesu-
rables. Ceci nous conduit à la définition suivante :

2.0.35 DÉFINITION
Soit (X, S) est un espace mesurable et Y un espace topologique. Une application
f : X �! Y est une fonction mesurable si pour tout ouvert O dans Y, f �1(O) est un
sous-ensemble mesurable dans X i.e. f �1(O) 2 S.

Une fonction à valeurs complexe est mesurable si ses paries réelles et imaginaire
sont des fonctions mesurables.

2.0.36 REMARQUE
Il suffit de vérifier cette conditions sur les générateurs de la s-algèbre.

Par exemple dans le cas de la s-algèbre borélienne Bn sur Rn, pour montrer
qu’une fonction est mesurable, il suffit, de vérifier la condition pour les pavés du
type ’n

i=1]ai, +•[.
En particulier, une fonction f : X ! Rn est mesurable si et seulement si ses

composantes fi, 1  i  n, sont des fonctions mesurables.

2.0.37 DÉFINITION
Si S est une s-algèbre borélienne, on dit qu’une fonction mesurable est une fonction
borélienne, dans ce cas on a :

2.0.38 THÉORÈME
Soit g : Y �! Z une fonction continue entre espaces topologiques. Si (X, S) est un
espace mesurable et f : X �! Y une fonction mesurable, alors h = g � f est une
fonction mesurable.

2.0.39 LEMME
Toutes fonctions continue est mesurable, la composée de fonctions mesurables est
mesurable.

Démonstration: On doit utiliser que f �1(Rn \ A) = X \ f �1(A) et que
f �1([i2I Ai) = [i2I f �1(Ai). ⌅

Il est parfois utile de permettre à f de prendre des valeurs • i.e. f : X ! R =
R [ {�•, +•}). Dans ce cas un ensemble A ⇢ R est borélien si et seulement si
A \ R l’est.

2.0.41 PROPOSITION
L’ensemble des fonctions mesurables est une algèbre. En particulier, la somme et le
produit de fonctions mesurables à valeurs dans C sont des fonctions mesurables.
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Démonstration: Il suffit, de remarquer que l’addition et la multiplication sont des fonc-
tions continues de R2 ! R. ⌅

2.0.43 PROPOSITION
Soit fn : X ! R une suite de fonctions mesurables alors : inf fn, sup fn, lim inf fn et
lim sup fn sont des fonctions mesurables.

Démonstration: Il suffit de montrer que sup fn est mesurable et le reste suit, car inf fn =
� sup(� fn), lim inf fn = sup

n
inf
k�n

fk et lim sup fn = inf
n

sup
k�n

fk.

Comme, (sup fn)
�1(]a, +•[) =

[

n
f �1(]a, +•[ est mesurable (réunion dénom-

brable d’ensembles mesurables), il s’en suit que sup fn est une fonction mesurable.⌅

2.0.45 COROLLAIRE
Si f et g sont mesurables alors, min( f , g), max( f , g), | f | = max( f , � f ), f + = max( f , 0)
f � = max(� f , 0) = � inf( f , 0) et | f | = f + + f � sont des fonctions mesurables.

2.0.46 EXEMPLE. Soit f et g deux fonctions à valeurs réelles, définies sur un espace mesu-
rable X. Montrer que

E = {x 2 X : sin f (x) � cos g(x)}
est un sous-ensemble mesurable de X.

Solution: Soit h = sin � f � cos �g. Par continuité de sin et cos, et la h est mesurable.
De plus, E = h�1(�•, 0){, et (�•, 0) sont des ouverts. alors l’image réciproque de
(�•, 0) par h est mesurable, et sont complémentaire est aussi mesurable. ⌅

2.0.3 Intégration de Lebesgue

On va maintenant définir l’intégrale d’une fonction mesurable, on commence
par les fonctions simples.

Une fonction mesurable S : X ! R est une fonction simple (ou étagée) si

son image S(X) est finie i.e. il existe {a1, . . . , ap} tels que S =
p

Â
i=1

ai1Ai où Ai =

S�1({ai}).
On rappelle que 1A est la fonction indicatrice de A et est définie par

1A(x) =

(
1 si x 2 A
0 si x /2 A

La fonction indicatrice de A est parfois appelée fonction caractéristique et notée
dans ce cas par cA.
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Pour une fonction simple positive S : X ! R+, on définit son intégrale sur un
sous-ensemble mesurable A par :

Z

A
S dµ =

p

Â
i=1

ai µ(Ai \ A)

(on utilise la convention 0.• = 0.)

2.0.48 PROPOSITION
1.

R
A S dµ =

R
X 1AS dµ

2. Si {Ai}i�1 est une famille d’ensembles mesurables, deux à deux disjoints, alors

Z

[•
i=1Ai

S dµ =
•

Â
i=1

Z

Ai

S dµ.

3. Si S et T sont deux fonctions simples, a et b deux réels alors
Z

A
aS + bT dµ = a

Z

A
S dµ + b

Z

A
T dµ.

4. Si A ⇢ B alors
R

A S dµ  R
B S dµ.

5. Si S  T alors
R

A S dµ  R
A T dµ.

Démonstration: 1. Clair d’après la définition de l’intégrale
2. Conséquence de la s-additivité de la mesure.

3. si S =
p

Â
i=1

ai1Ai et T =
q

Â
j=1

bi1Bj Cij = Ai [ Bj alors

R
A aS + bT dµ = Âij

R
Cij

aS + bT dµ = Âij(aai + bb j) µ(Cij)

= Âij a
R

Cij
S dµ + b

R
Cij

T dµ = a
R

A S dµ + b
R

A T dµ.

4. propriété de la monotonie de la mesure
5. t � s � 0 et on utilise 4. ⌅

On va étendre la notion d’intégrale à toute fonction mesurable positive
f : X ! [0, +•] par :

Z

A
f dµ = sup

⇢Z

A
S dµ

�� S est une fonction simple et 0  S  f
�

.

pour A 2 S On remarquera que les résultats de la proposition 2.0.48 sont valables
pour cette extension.

2.0.50 THÉORÈME (THÉORÈME DE LA CONVERGENCE MONOTONE )
Soit { fn} une suite de fonctions mesurables positives sur (X, S) telle que

1. 0  f1(x)  f2(x)  . . .  •, 8x 2 X,
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2. fn(x) ! f (x) lorsque n ! •, 8x 2 X.
Alors, f est mesurable, et pour A 2 S on a

Z

A
fn dµ !

Z

A
f dµ lorsque n ! •.

Démonstration: La suite des intégrales est croissante
R

A fn dµ  R
A fn+1 dµ, donc converge

dans R̄ i.e. il existe l 2 R̄ tel que limn!•
R

A fn dµ = l. D’où l  R
A f dµ.

Pour la réciproque, on prend une fonction simple S  f et un réel a 2]0, 1[ et
on pose An = {x 2 A| fn(x) � aS(x)}. Alors An ⇢ An+1 et \n An = A. D’où,R

A fn dµ � R
An

fn dµ � a
R

An
S dµ et lorsque n ! +•, on voit que l � a

R
A S dµ.

Maintenant en faisant tendre a vers 1+ on obtient l � R
A S dµ et comme S  f est

arbitraire, on a

l � sup
S f

Z

A
S dµ =

Z

A
f dµ.

2.0.52 REMARQUE
Pour toute fonction mesurable et positive f , on peut trouver une suite croissante de
fonctions simple Sn % f , par exemple

Sn(x) =
n2

Â
k=0

k
n21 f �1(Ak)(x)

où Ak = [ k
n , k+1

n [ pour 0  k  n2 � 1 et An2 = [n, +•].
Par construction on a, 0  f (x) � Sn(x) < 1

n si f (x) < n + 1. la convergence est
donc uniforme si f est bornée.

Comme conséquence du théorème de convergence monotone on aura pour une
telle suite

lim
n

Z

X
Sn dµ =

Z

X
f dµ.

2.0.53 COROLLAIRE
Soit fn : X �! [0, •] une suite de fonctions mesurables, n 2 N, et

f (x) =
•

Â
n=1

fn(x) 8x 2 X.

Alors Z

X
f dµ =

•

Â
n=1

Z

X
fn dµ.
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Démonstration: Appliquer le théorème de la convergence monotone à la suite Sn =
n

Â
k=1

fk. ⌅

Si la suite fn n’est pas nécessairement monotone on a le résultat suivant :

2.0.55 THÉORÈME (LEMME DE FATOU)
Soit fn : X �! [0, •] une suite de fonctions mesurables, n 2 N, alors

Z

X

⇣
lim inf

n!•
fn

⌘
dµ  lim inf

n!•

Z

X
fn dµ

Démonstration: On pose gn = inf
k�n

fk. Alors gn+1 � gn et gn  fn ainsi
R

X gn dµ 
R

X fn dµ. En passant à la limite inf on aura par le théorème de la convergence mono-
tone

lim inf
n

Z

X
gn dµ = lim

n

Z

X
gn dµ =

Z

X
lim

n
gn dµ =

Z

X
lim inf

n
fn dµ  lim inf

n

Z

X
fn dµ.

2.0.57 REMARQUE
1. On n’a pas toujours l’égalité dans le lemme de Fatou :

Par exemple, si fn = n1]0, 1
n ], n � 1 alors lim inf

n
= fn lim fn = 0 mais,

lim inf
n

Z
fn =

Z

R
fn = 1.

2. On n’a pas, sous les mêmes conditions, de résultat analogue pour la limite
supérieure :

i) Dans l’exemple précédent, on a
Z

R
lim sup

n
fn < lim sup

n

Z

R
fn

ii) Si fn =

(
1[0,1] si n est pair
1]1,2] si n est impair

Alors, lim supn fn est la fonction 1[0,2], d’où
Z

R
lim sup

n
fn = l([0, 2]) = 2 et

comme
R

R
fn = 1 on aura

Z

R
lim sup

n
fn > lim sup

n

Z

R
fn

Passant, à la définition de l’intégrale pour une fonction mesurable (non nécessaire-
ment positive).

Soit f : X ! R̄ une fonction mesurable. Si
R

X f + dµ et
R

X f � dµ sont finies on
dira que f est intégrable et on pose

Z

R
f dµ :=

Z

R
f + dµ �

Z

R
f � dµ
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Pour une fonction à valeurs complexes f : X �! C [ {•} on dira que f est
intégrable si ses parties réelle et imaginaire sont intégrables et on pose dans ce cas

Z

X
f dµ :=

Z

X
Re( f ) dµ + i

Z

X
Im( f ) dµ

2.0.58 REMARQUE
On a alors f est intégrable si et seulement si | f | est intégrable. (à vérifier)

2.0.59 DÉFINITION
Soit (X, S, µ) un espace mesuré. On définit l’espace L1(X) par

L1(X) =

⇢
f : X �! C = C [ {•} :

Z

X
| f | dµ < •

�
.

On note aussi cet espace par L1(X, S, dµ) ou L1(X, dµ).

2.0.60 PROPOSITION
Soient f , g 2 L1(X), alors

1. ����
Z

X
f dµ

���� 
Z

X
| f | dµ.

2. Z

X
| f + g| dµ 

Z

X
| f | dµ +

Z

X
|g| dµ.

Démonstration: Si a =
R

X f dµ 6= 0, on pose a = a

|a| .
Alors

��R
X f dµ

�� = a
R

X f dµ =
R

X a f dµ =
R

X Re(a f ) dµ  R
X | f | dµ.

Pour le second point, il suffit d’utiliser | f + g|  | f | + |g|. ⌅

2.0.62 Exercice 1. Soit f une fonction mesurable.
Montrer que f 2 L1(X) ) l ({x | f (x) = •}) = 0.
Donner un contre-exemple qui invalide la réciproque.

2. Soit f une fonction mesurable.
Montrer :

R
X | f | dl = 0 , l ({x | f (x) 6= 0}) = 0 i.e. f = 0 p.p.

2.0.63 Exercice Soit { fn} une suite de fonctions mesurables sur X. telle que ( fn(x)) converge
µ-p.p. i.e. il existe A ⇢ X, µ(A) = 0 et pour tout x 2 Ac la suite ( fn(x)) converge.

On pose f (x) =

(
lim

n
fn(x) si x 2 Ac

0 si x 2 A
Montrer que f est fonction mesurable. (voir la proposition 2.0.43)
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2.0.64 THÉORÈME (CONTINUITÉ ABSOLUE)
Soit f 2 L1(Rn). Soit e > 0. Alors il existe d > 0 tel que pour tout en sous-ensemble
mesurable E ⇢ Rn on a

����
Z

E
f dl

���� < e

Démonstration: .
On peut supposer que f est positive et que l ({x | f (x) = •}) = 0. D’après la défi-
nition de l’intégrale de f , il existe une fonction simple s telle que
0  s  f et

R
Rn s � R

Rn f � e

2 .
Comme s ne prend qu’un nombre fini de valeurs, il existe C > 0 tel que s(x)  C
pour tout x 2 Rn. Alors,

R
E f dl =

R
E s dl +

R
E f � s dl  R

E s dl +
R

Rn f � s dl,
d’où

R
E f dl  Cl(E) + e

2 . Ainsi, d = e

2C convient. ⌅

2.0.66 THÉORÈME (THÉORÈME DE LA CONVERGENCE DOMINÉE DE LEBESGUE)
Soit { fn} et f des fonctions mesurables sur X telles que

1. f (x) = limn!• fn(x) µ-pp

2. il existe g 2 L1(X) avec

| fn(x)|  g(x) 8n 2 N, µ-pp

Alors f 2 L1(X),

lim
n!•

Z

X
fn dµ =

Z

X
f dµ

et limn!•
R

X | fn � f | dµ = 0.

Démonstration: Les parties réelles, imaginaires, positive et négative vérifient les mêmes
conditions, on peut donc supposer sans perte de généralité que fn et donc f sont po-
sitives.
D’après, le lemme de Fatou lim inf

n

Z

X
fn dµ �

Z

X
f dµ et lim inf

n

Z

X
(g � fn) dµ �

Z

X
(g � f ) dµ. La dernière inégalité nous donne, � lim inf

n

Z

X
fn dµ � �

Z

X
f dµ i.e.

Z

X
f dµ � lim sup

n

Z

X
fn dµ. Ainsi, limn!•

R
X fn dµ =

R
X f dµ et par suite

Z

X
f dµ 

Z

X
g dµ < •.
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2.0.68 COROLLAIRE
Soit fn : X �! C une suite de fonctions intégrables, telles que

•

Â
n=1

Z

X
| fn| dµ < +•.

Alors la série Â
n=1

fn est absolument convergente p.p. et il existe une fonction mesu-

rable f telle que f (x) =
•

Â
n=1

fn(x) p.p. et
Z

X
f dµ =

•

Â
n=1

Z

X
fn dµ.

Démonstration: On pose g = Â
n=1

| fn|, alors

Z

X
|g|dµ 

•

Â
n=1

Z

X
| fn| dµ < +•.

2.0.70 REMARQUE
1) Comme un ensemble de mesure nulle ne contribue pas à la valeur de l’intégrale,
c’est pour cela qu’il est suffisant d’imposer les conditions seulement presque partout
i ;e ; mise à part un ensemble de mesure nulle.

On doit toutefois vérifier :
La condition sur l’existence de la fonction intégrable g qui ne dépend pas de n

est cruciale : par exemple, si fn = 1
n1[n,�n], f est intégrable et limn fn(x) = 0 pour

tout x 2 R, mais

lim
n

Z

R
fn dµ = lim

n

2n
n

= 2 6= 0 =
Z

R
f dµ.

Appliquer le théorème de la convergence monotone à la suite Sn =
n

Â
k=1

fk. ⌅

Application :

2.0.71 THÉORÈME (LE THÉORÈME FONDAMENTAL DE L’ANALYSE)
Soit F : [a, b] ! C une fonction dérivable telle que F0 soit bornée.

Alors
Z b

a
F0(x) dx = F(b) � F(a).

Démonstration: Pour n 2 N⇤ et i 2 {0, . . . , n � 1}, on pose xi,n = a + i
⇣

b�a
n

⌘
.

On définit pour tout n 2 N⇤, la fonction fn : [a, b[! C par :
fn(x) =

� n
b�a

�
(F(xi+1,n) � F(xi,n)) si x 2 [xi,n, xi+1,n[ et i 2 {0, . . . , n � 1}.

Alors, pour tout x 2 [a, b[ limn fn(x) = f (x) et
Z b

a
fn(x) dx =

n�1

Â
i=0

(F(xi+1,n) � F(xi,n)) = F(b) � F(a).
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D’après le théorème des accroissements finis, il existe xi,n 2]xi,n, xi+1,n[ tel que
F(xi+1,n) � F(xi,n) = F0(xi,n) (xi+1,n � xi,n) = f (xi,n)

b�a
n , ainsi, pour tout x 2 [a, b[,

| fn(x)|  k f k•, qui est finie, puisque F0 = f est bornée.

D’après le théorème de convergence dominée, lim
n

Z b

a
fn(x) dx =

Z b

a
f (x) dx,

ainsi F(b) � F(a) =
R b

a f (x) dx =
R b

a F0(x) dx. ⌅

2.0.73 Exercice Soit µ une mesure positive et (X,M, µ) un espace mesuré, et soit f une
fonction intégrable. Pour tout n 2 N, on pose

En = {x 2 X : 1/n  | f (x)|  n} .

Alors chaque En est mesurable et | f | y est bornée. Montrer que
1. µ(En) est finie pour tout n, et

2. lim
n!•

Z

En
f dµ =

Z

X
f dµ.

Solution: Soit fn = f cEn . Soit x 2 X. Si f (x) = 0, alors fn(x) = 0 pour tout n 2 N. Si
| f (x)| = # > 0 alors il existe N 2 N tel que pour tout n � N,

1
n

< # < n.

Alors fn(x) = f (x) pour tout n � N. d’où fn ! f , et | fn|  | f |. Une application du
théorème de convergence dominée nous donne

1. Comme f 2 L1(µ),

nµ(En) =
Z

En
n dµ 

Z

X
| fn| dµ 

Z

X
| f | dµ < •.

Ainsi, µ(En) est finie.
2.

lim
n!•

Z

En
f dµ = lim

n!•

Z

X
fn dµ =

Z

X
f dµ.

D’autres conséquences du théorème de la convergence dominée :

2.0.75 COROLLAIRE (INTÉGRALE DÉPENDANT D’UN PARAMÈTRE)
Soit (X, S, µ) un espace mesuré et (E, d) un espace métrique. Soit f : X ⇥ E �! C,
(x, t) ! f (x, t) une fonction. On suppose les conditions suivantes satisfaites :

1. pour tout x 2 X, l’application partielle t 7! f (x, t) est continue.
2. pout tout t 2 E l’application partielle x 7! f (x, t) est mesurable/
3. il existe g 2 L1(X) avec

| f (x, t)|  g(x) 8t 2 E, µ- pp

Alors la fonction de F : E ! C définie par F(t) :=
R

X f (x, t) dµ est continue.



2. Rappels d’intégration: 49

Démonstration: Exercice ⌅

2.0.77 COROLLAIRE (DÉRIVABILITÉ D’INTÉGRALE DÉPENDANT D’UN PARAMÈTRE)
Soit (X, S, µ) un espace mesuré. Soit f : X⇥]a, b[�! C, (x, t) ! f (x, t) une fonction.
On suppose les conditions suivantes satisfaites :

1. pour tout x 2 X, l’application partielle t 7! f (x, t) est dérivable.
2. pout tout t 2]a, b[ l’application partielle x 7! f (x, t) est mesurable/
3. il existe g 2 L1(X) avec

����
∂ f
∂t

(x, t)
����  g(x) 8t 2]a, b[, µ-pp

Alors la fonction de F :]a, b[! C définie par F(t) :=
R

X f (x, t) dµ est dérivable

et F0(t) =
Z

X

∂ f
∂t

(x, t) dµ.

Démonstration: Exercice ⌅

2.0.4 Intégration sur les espaces produits

Mesures produits

Soient (X1, S1, µ1) et (X2, S2, µ2) deux espaces mesurés.
On note S1

N
S2 la s-algèbre engendrée par les rectangles A1 ⇥ A2 où A1 2 S1

et A2 2 S2.

2.0.79 EXEMPLE. Pour B1 la s-algèbre borélienne sur R, la s-algèbre borélienne sur R2,
B2 = B NB.

2.0.80 LEMME
Soit A 2 S1

N
S2 alors ses sections :

A(x1) = {x2 2 X2|(x1, x2) 2 A} et A(x2) = {x1 2 X1|(x1, x2) 2 A} sont des
ensembles mesurables.

Conséquence : Soit f : X1 ⇥ X2 ! Rp une fonction mesurable alors les applica-
tions partielles

(i) 8x1 2 X1, x2 7! f (x1, x2) est mesurable sur X2
(ii) 8x2 2 X2, x1 7! f (x1, x2) est mesurable sur X1.

A partir des mesures µ1 et µ1 on construit une mesure produit µ = µ1
N

µ2 sur
(X1 ⇥ X2, S1

N
S2) sur les générateurs de la s-algèbre produit, pour tout A1 2 S1 et

A2 2 S2 :

µ(A1 ⇥ A2) = µ1(A1)µ2(A2).

Une telle mesure est unique.
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2.0.81 PROPOSITION
Soit A 2 S1

N
S2. Alors les applications x1 7! µ2(A(x1)) et x2 7! µ1(A(x1)) sont

mesurables et Z

X1

µ2(A(x1)) dµ1 =
Z

X2

µ1(A(x2)) dµ2.

Démonstration: Il suffit de voir que la conclusion de la proposition est vérifier par les
générateurs i.e. les mesurables de la forme A1 ⇥ A2. On étant alors cette relation à
toute la s-algèbre en utilisant le théorème de la convergence monotone. ⌅

On peut alors définir pour A 2 S1
N

S2, µ(A) par

µ(A) :=
Z

X1

µ2(A(x1)) dµ1 =
Z

X2

µ1(A(x2)) dµ2

de façon équivalente

µ(A) =
Z

X1

✓Z

X2

1A(x1, x2) dµ2

◆
dµ1 =

Z

X2

✓Z

X1

1A(x1, x2) dµ1

◆
dµ1

La relation précédente, s’étend par linéarité aux fonctions simples, et le passage à
la limite et l’aide du théorème de convergence monotone permet d’obtenir le fameux
théorème :

2.0.83 THÉORÈME (THÉOREME DE FUBINI )
Soit f : X1 ⇥ X2 ! C une fonction intégrable par rapport à la mesure produit µ =
µ1

N
µ2 : Alors

1. Si f � 0, alors :
x1 7! R

X2
f (x1, x2) dµ2 est mesurable sur X1,

x2 7! R
X1

f (x1, x2) dµ1 est mesurable sur X2 et

Z

X1⇥X2

f (x1, x2) dµ =
Z

X1

✓Z

X2

f (x1, x2) dµ2

◆
dµ1 =

Z

X2

✓Z

X1

f (x1, x2) dµ1

◆
dµ2

2. En général i.e. f est à valeurs complexes, les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) x1 7! R
X2

| f (x1, x2)| dµ2 2 L1(X1) et x2 7! R
X1

| f (x1, x2)| dµ1 2 L1(X2)

(ii) f 2 L1(X1 ⇥ X2).
Quand l’une des deux conditions est satisfaite on a :
Z

X1⇥X2

f (x1, x2) dµ =
Z

X1

✓Z

X2

f (x1, x2) dµ2

◆
dµ1 =

Z

X2

✓Z

X1

f (x1, x2) dµ1

◆
dµ2.

Application :
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2.0.84 THÉORÈME (FORMULE D’INTÉGRATION PAR PARTIES)
Soit f , g : [a, b] ! C deux fonctions intégrables On pose, pour x 2 [a, b],
F(x) =

R x
a f (t) dt, et G(x) =

R x
a g(t) dt. Alors

1. F et G sont continues.

2. On a la formule d’intégration par parties :
Z x

a
F(t)g(t) dt = F(x)G(x) �

Z x

a
f (t)G(t) dt

Démonstration: F et G sont continue grâce au théorème2.0.64.
Soit x 2 [a, b]. On applique le théorème de Fubini à la fonction,

(t, s) 7! h(t, s) = 1{atsx} f (t)g(s), alors : cette fonction est intégrable (majorée
par (t, s) 7! | f (t)||g(s)|) et

Z

[a,b]⇥[a,b]
h(t, s) dt ds =

Z x

a

Z s

a
f (t)g(s) dt ds =

Z x

a
F(s)g(s) ds

Z

[a,b]⇥[a,b]
h(t, s) dt ds =

Z x

a

Z x

t
f (t)g(s) ds dt =

Z x

a
f (t)(G(x)� G(t)) dt = F(x)G(x)�

Z x

a
f (t)G(t) dt

d’où le résultat.

2.0.86 Exercice Soit (X, S, µ) une mesure positive, et soit f � 0 une fonction mesurable
sur X. On pose pour t 2 [0, +•[

g(t) = µ ({x 2 X : f (x) � t}) .

Montrer que Z

X
f (x) dx =

Z •

0
g(t) dt.

Solution: On définit E(t) = {x 2 X : f (x) � t}. Alors g(t) = µ(E(t)), et pour t fixé,

cE(t)(x) =

⇢
1, Si t  f (x),
0, Si t > f (x).

Ainsi, Z •

0
g(t) dt =

Z •

0

Z

X
cE(t)(x) dxdt.

Une application du théorème de Fubini au terme de droite nous donne
Z •

0
g(t) dt =

Z

X

Z •

0
cE(t)(x) dt dx.
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on a besoin d’intégrer jusqu’à t = f (x), car au-delà cE(t)(x) est identiquement nulle.
De plus, sur [0, f (x)], l’intégrant vaut 1. Alors :

Z •

0
g(t) dt =

Z

X

Z •

0
cE(t)(x) dt dx

=
Z

X

Z f (x)

0
dt dx

=
Z

X
f (x) dx.

D’où le résultat. ⌅

2.0.5 Théorème de changement de variable

Dans cette partie, on désigne la mesure de Lebesgue par dx,dy etc..

2.0.88 DÉFINITION
Soient U et V deux ouverts de Rn et F : U ! V une application classe C1. On dit
que F est un difféomorphisme de classe C1 si

1. F est bijective ;

2. F�1 est aussi de classe C1.

2.0.89 REMARQUE
Grâce au théorème d’inversion locale, la deuxième condition peut être remplacée
par : si DF(x) est la différentielle de F en x ( représentée par la matrice ( ∂Fi

∂xj
(x))1i,jn

dans la base canonique de Rn) alors : det DF(x) 6= 0.

2.0.90 THÉORÈME
Soient U et V deux ouverts de Rn et F un difféomorphisme de classe C1 de U sur V.
Soit f : V ! R une fonction mesurable sur V muni de la s-algèbre borélienne. On
a :

1. Si f � 0, alors
Z

V
f (y) dy =

Z

U
f (F(x)) |det DF(x)| dx. (2.1)

2. En général, si f est de signe quelconque on a :
f 2 L1(V) si et seulement si f � F |det DF| 2 L1(U)

et dans ce cas la relation 2.1 est encore valable i.e.
Z

V
f (y) dy =

Z

U
f (F(x)) |det DF(x)| dx.



2. Rappels d’intégration: 53

2.0.91 REMARQUE
Le résultat précédent reste valable si det DF(x) s’annule sur une partie négligeable
de U et que l’image par F de cette partie est de mesure nulle.

Les coordonnées polaires d’un point x = (x1, . . . , xn) 2 Rn, sont les nombres
r, q1, . . . , qn définis par les relations

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

x1 = r cos q1 cos q2 . . . cos qn�2 cos qn�1

x2 = r cos q1 cos q2 . . . cos qn�2 sin qn�1

x3 = r cos q1 cos q2 . . . sin qn�2
...
xn�1 = r cos q1 sin q2

xn = r sin q1

avec r � 0, q1, . . . qn�2 2 [�p

2 , p

2 ] et qn�1 2 [0, p

2 ]. Notons F l’ensemble des points
(r, q1, . . . , qn�1) vérifiant ces conditions et f : F ! Rn l’application
(r, q1, . . . , qn�1) 7! (x1, . . . , xn). L’application F n’est pas bijective.

On définit les ouverts, U ⇢ F par r > 0, q1, . . . qn�2 2] � p

2 , p

2 [ et qn�1 2]0, p

2 [, et
V = Rn \ {x1 � 0, x2 = x3 = . . . = xn = 0}. Alors la restriction de F de U sur V est
une bijection de classe C•, dont le jacobien

det DF(r, q1, . . . , qn�1) = rn�1 cosn�2
q1 cosn�3

q2 . . . cos qn�2 > 0

ainsi, F : U ! V est un difféomorphisme.
Comme F \ U et Rn \ V sont négligeables, on peut écrire

Z

Rn
f (x) dx =

Z

F
f � F(r, q1, . . . , qn�1) |det DF(r, q1, . . . , qn�1)| dr.dq1 . . . dqn�1.

=
Z

F
f (F(r, q1, . . . , qn�1))rn�1 cos q

n�2
1 cos q

n�3
2 . . . cos qn�2 dr.dq1 . . . dqn�1.

Application : Volume de la boule unité de Rn.
Si f est une fonction radiale i.e. f (x) = g(r) où r = kxk, alors la formule de

changement de variables nous donne si f est intégrable
Z

Rn
f (x) dx = 2p I1 I2 . . . In�2

Z +•

0
rn�1g(r) dr.

où Ik =
R p

2
� p

2
cosk

q dq.

Un calcul par récurrence donne Ik =

(
p. 1.3.....(k�1)

2.4....k si k est pair
2. 2.4.....(k�1)

3.5....k si k est impair
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Ainsi,
Z

f (x) dx =
2p

n
2

G( n
2 )

Z +•

0
rn�1g(r) dr, où G(x) =

R +•
0 tx�1e�t dt

Maintenant, pour f = 1B(0,1), g(r) = 1[0,1] et le volume Vn de la boule unité de Rn :

Vn = µ(B(0, 1)) =
Z

Rn
1B(0,1) dx =

2p

n
2

G( n
2 )

Z +•

0
rn�11[0,1] dr

=
2p

n
2

G( n
2 )

Z 1

0
rn�1 dr =

2p

n
2

nG( n
2 )

=
p

n
2

G( n
2 + 1)

.

D’où Vn =

8
>><

>>:

p

k

k!
si n = 2k

2k+1
p

k

1.3. . . . .(2k + 1)
si n = 2k + 1.

2.0.92 Exercice Soit f (x) =
1

1 + kxł2a

, a 2 R. Montrer que
R

Rn f (x)dx converge si et seule-

ment si a > n
2 .

2.1 Annexe

2.1.1 Preuve du théorème de changement de variable

On va dans cette partie donner une preuve du théorème de changements de
variable 2.0.90.

On munit Rn de la norme kxk = maxj=1,...,n|xj|.
On va commencer par le cas particulier où F : Rn ! Rn est une application

linéaire, dans ce cas la formule à démontrer est
Z

V
f (y) dy = |det F|

Z

U
f � F(x) dx.

Les opérations élémentaires sur une matrice inversible permettent de la réduire à
l’identité, i.e. une application linéaire inversible F peut s’écrire comme la composée
d’applications linéaires de l’une des trois formes suivantes :

¿ Type I (multiplication de la première coordonnée par un scalaire)

h
l

(x1, x2, . . . , xn) = (lx1, x2, . . . , xn)

¡ Type II (somme des deux premières coordonnées)

t(x1, x2, . . . , xn) = (x1 + x2, x2 . . . , xn)

¬ Type III (transposition de deux coordonnées)

sij(x1, . . . , xi, . . . , xj . . . , xn) = (x1, . . . , xj, . . . , xi . . . , xn)
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¿ Si F est de type I, on obtient, en remarquant que |det(h
l

)| = |l| :

|det(h
l

)|
Z

Rn
f (h

l

(x)) dx = |l|
Z +•

�•
. . .

Z +•

�•
f (lx1, x2, . . . , xn) dx1 . . . dxn

=
Z +•

�•
. . .

Z +•

�•
f (x1, x2, . . . , xn) dxn dx2 . . . dxn =

Z

Rn
f (x) dx.

en utilisant le théorème de Fubini et le résultat pour une fonction d’une va-
riable suivant : si l 6= 0, alors |l| R +•

�• g(lt) dt =
R +•

�• g(t) dt.

¡ Si F est de type II, on obtient, en remarquant que |det(t)| = 1 :

|det(t)|
Z

Rn
f (t(x)) dx =

Z +•

�•
. . .

Z +•

�•
f (x1 + x2, x2, . . . , xn) dx1 . . . dxn

=
Z +•

�•
. . .

Z +•

�•
f (x1, x2, . . . , xn) dxn dx2 . . . dxn =

Z

Rn
f (x) dx.

en utilisant le théorème de Fubini et le résultat pour une fonction d’une va-
riable suivant :

R +•
�• g(t + s) dt =

R +•
�• g(t) dt.

¬ Si F est de type III, on obtient, en remarquant que |det(sij)| = | � 1| = 1 :

|det(sij)|
Z

Rn
f (sij(x)) dx =

Z +•

�•
. . .

Z +•

�•
f (x1, . . . , xj, . . . xi, . . . , xn) dx1 . . . dxi . . . dxj . . . dxn

=
Z +•

�•
. . .

Z +•

�•
f (x1, . . . , xi, . . . xj, . . . , xn) dx1 . . . dxi . . . dxj . . . dxn =

Z

Rn
f (x) dx

par le théorème de Fubini.

Comme, le déterminant d’une composition d’applications linéaires est le produit
des déterminants, on a ainsi établit le résultat pour toute application linéaire et toute
fonction définie mesurable et positive ou intégrable sur Rn.

Maintenant, si la fonction f est définie seulement sur un ouvert V, on peut
l’étendre à Rn, en posant f (x) = 0 si x 2 Rn \ V. Ainsi le résultat pour les ap-
plications linéaires est vrai sur tout ouvert de Rn.

2.1.1 COROLLAIRE
Pour tout application linéaire inversible h : Rn ! Rn et tout borélien A ⇢ U on a

µ(h(A)) = |det h| µ(A).

Démonstration: On applique la formule précédente lorsque f = 1A. ⌅
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Passant maintenant au cas général i.e. F non nécessairement linéaire.
Soit C un cube de centre p et de côté de longueur s > 0 contenu dans U, alors

µ(C) = (2s)n. Comme F est de classe C1, d’après l’inégalité des accroissements finis,
pour tout x 2 C,

kF(x) � F(p)k  kx � pk
⇢

max
y2C

kDF(y)k
�

 s
⇢

max
y2C

kDF(y)k
�

i.e. F(C) est entièrement contenue dans le cube défini par

{z 2 V | kz � F(p)k  s. max
y2C

kDF(y)k}

d’où

µ(F(C)) 
⇢

max
y2C

kDF(y)k
�n

µ(C).

Si on applique cette formule à h�1 � F, où h est une application linéaire inversible,
on obtient

���det h�1
��� µ(F(C))) = µ(h�1 � F(C)) 

⇢
max
y2C

kD(h�1 � F)(y)k
�n

µ(C).

ainsi,

µ(F(C)))  |det h|
⇢

max
y2C

kh�1 � DF(y)k
�n

µ(C). (2.2)

On décompose C en un nombre fini de cubes disjoints C1, . . . , Ck de centre respecti-
vement x1, . . . , xk et de côté s1, . . . , sk. Soit d = max1ik si. On applique 2.2 à chaque
Ci et h = DF(xi) on obtient

µ(F(C))) 
k

Â
i=1

|det DF(xi)|
⇢

max
y2C

kDF(xi)
�1 � DF(y)k

�n
µ(Ci).

Comme, F est de classe C1, l’application x 7! DF(x) est continue, d’où limz!y DF(xi)�1 � DF(y) =
I, ceci entraîne limz!y kDF(z)�1 � DF(y)k = 1. Alors, pour tout e > 0, il existe
d > 0 tel que kz � yk < d entraîne 1 � e  kDF(z)�1 � DF(y)k  1 + e pour tout
z 2 B(y, d). D’où

�
maxy2C kDF(xi)�1 � DF(y)k n  (1 + e)n.

Ainsi

µ(F(C)))  (1 + e)n
k

Â
i=1

|det DF(xi)| µ(Ci).

Maintenant, lim
d!0 Âk

i=1 |det DF(xi)| µ(Ci) =
R

C |det DF(x)| dx, on obtient donc
µ(F(C)))  (1 + e)n R

C |det DF(x)| dx, comme e > 0 est arbitraire ceci est équi-
valent à

µ(F(C))) 
Z

C
det |DF(x)| dx.

i.e Z

V
1F(C)(y) dy 

Z

U
1F(C) � F(x) |det DF(x)| dx. (2.3)
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Par linéarité de l’intégrale, on obtient l’inégalité pour toute fonction simple po-
sitive.

En utilisant le fait que toute fonction mesurable et positive f est limite d’une
suite croissante de fonctions simples positives et le théorème de convergence mono-
tone, on obtient :

Z

V
f (y) dy 

Z

U
f (F(x)) |det DF(x)| dx. (2.4)

Si on applique l’inégalité 2.4 à F�1, comme x = F�1(y) et DF(F�1(y)) = I, on
obtient, l’inégalité inverse :

Z

U
f (F(x)) |det DF(x)| dx 

Z

V
f (F(F�1(y)))

���det DF(F�1(y))
��� dx =

Z

V
f (y) dy

(2.5)
D’où le résultat. ⌅


