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produit scalaire.

norme.

somme directe (orthogonale).

le complémentaire orthogonal de A.
I’adhérence de A.

l'intérieur de A.

la boule ouverte de centre a et de rayon r.

la boule fermée de centre a et de rayon r.

I'espace des opérateurs continus (applications linéaires continues) de X dans Y.
= Z(X,X).

I'espace des suite convergentes.

'espace des suites qui convergent vers 0.

I'espace des suites a support fini.

I'espace des entiers naturels.

I'ensemble des entiers relatifs.

I'ensemble des nombres rationnels.

I'ensemble des nombres réels.

I'espace des nombres complexes.

désigne un corps, dans la pratique R ou C.

la partie réelle du nombre complexe z.

la partie imaginaire du complexe z.

I'espace des fonctions continues sur ).

I'espace des fonctions dont la différentielle d’ordre k est continue sur ).
I'espace des fonctions indéfiniment différentiables sur ().
I'espace des polyndmes en Xj, ..., X,.

I'espace des polynémes en Xj, ..., X, de degré au plus 4
I'espace des fonctions continues et a support compact sur ).
I'espace des fonctions continues nulles a 1'infini.

I'espace des fonctions indéfiniment différentiables et a support compact sur ().
la distance entre x et y.

= infycs d(x,vy), la distance de x a A.

I'ensemble vide.

I'espace de Sobolev d’ordre s.

I'adhérence de 2 dans H°.

I'image de l'opérateur T.

le noyau de l'opérateur T.

I'espace des familles bornées.

I'espace des familles p-sommables
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L®(E, %, u) I'espace des classes de fonctions essentiellement bornées sur E.
LP(E, X, ) l’espace des classes de fonctions p-intégrable sur E.

dA(ou Fr(A)) lafrontiere de A.

o(T) le spectre de l'opérateur T.

op(T) le spectre ponctuel de l'opérateur T.

Vect(A) I'ensemble des combinaisons linéaires finies d’éléments de A.
T* I'operateur adjoint de T.

X' = Z(X,K), I'espace dual topologique de X .

X" = Z(X',K), I'espace bidual topologique de X .



Chapitre 1

Vocabulaire

1.1 Espaces vectoriels et opérateurs linéaires

1.1.1 Des fonctions aux espaces de fonctions

En analyse fonctionnelle, nous considérons les fonctions comme des points ou
des vecteurs dans un espace de fonctions. Comme, on peut additionner des fonc-
tions défines sur un domaine commun en définissant (f + g)(x) := f(x) + g(x) et
les multiplier par des scalaires, en défnissant (af)(x) := af(x), on voit ainsi qu'un
espace fonctionnel peut étre muni d'une structure vectoriel.

De plus, on peut envisager une sorte de mesure sur un espace fonctionnel, qui
quantifie les similarités (ou dissimilarités) des fonctions. Le choix d"une telle dis-
tance dépend de l'application. Un choix "naturel" de distance entre f et g est la
"distance sup”

1f = 8llew = sup [f(x) —g(x)].
x€(a,b]
Il s’agit clairement d"une mesure, donc un espace de fonctions devient non seule-
ment un espace vectoriel mais aussi un espace métrique. Ces espaces seront appelés
des espaces vectoriels normés. Un autre choix de distance possible serait

IF sl = [ 1£(x) ~ g(x)] dx

Heuristiquement, || f — g||« petite, force les valeurs de f et ¢ a rester proches
partout sur [a,b], tandis que ||f — g||1 petite, force les valeurs de f et g a rester
proche seulement "en moyenne". Contrairement aux espaces de dimension finie,
la notion de converge et plus généralement la topologie , dépend enormément de
la norme choisie, en dimension infinie.
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1.1.2 Exemples d’espaces vectoriels

® NG

Voici quelques exemples d’espaces vectoriels de fonctions :

. F = {l'espace des fonctions deK — K}. Cet espace est immense, et n’est en

général pas tres intéressant a étudier.

{I'espace des solutions homogenes d'une équation linéaire aux dérivées par-
tielles }

L'[a,b] = {les (classes de) fonctions Lebesgue intégrable sur [a, b]}
L*[a, b] = { les (classes de) fonctions essentiellement bornées sur [4, b] }
Cla, b] = {les fonctions continues sur [a,b]}

C'[a, b] = {les fonctions continiment dérivables sur [a, b]}

C®la, b] = { les fonctions indéfiniment différentiables sur [a, b] }

K[X] et K;[X]

Il y a aussi de nombreux exemples naturels d’espaces de suites :

1.

AL NS

KN = { (xs)nen, | les suites a valeurs dans K }. Cet espace est trop gros. On
s’intéressera plutot a certains de ses sous-espaces. Pour p € R

(7 (K,IN) = { I'ensemble des suites (x,),cn, p-sommablesi.e. Y [x,|P < oo
nelN
(*(K,IN) = {I'ensemble des suites bornées a valeurs dans K}

c(K,IN) = { I'ensemble des suites convergentes d’éléments de K}
co(K,IN) = {I’ensemble des suites d’éléments de K qui convergent vers 0}

coo(IK,IN) = {I’ensemble des suites a support fini d’éléments de K } i.e.
x = (Xn)neN € coo s'il existe N(x) € IN tel que x,, = 0 pour tout n > N(x).

1.1.3 Sous-espace vectoriel

Un sous-espace vectoriel d"un K-espace vectoriel, est un sous-ensemble stable

pour les opérations d’addition de vecteurs et de multiplication par des scalaires :

1.1.1 DEFINITION
Un sous-ensemble E; d’un espace vectoriel E est appelé sous-espace vectoriel si
pour toutx,y € Ey,a,b € K,onaax + by € Ej.

1.1.2 EXEMPLE. On peut vérifier que :

K, [x] € K[x] C C*®[a,b] C C¥[a,b] C Cla,b] C L®[a,b] C LP[a,b] C F,

coo C 4P CegCecCt®c KN
Toutes ces inclusions sont des inclusions de sous-espace.
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EXEMPLE. Soit E un espace vectoriel. Montrer que {0} et E sont des sous-espaces
de E. Montrer que l'intersection d"une collection arbitraire de sous-espaces de E
est encore un sous-espace E.

1.1.4 Base de Hamel

Comme nous le savons, tout espace vectoriel de dimension finie E admet une
base {x1,...,x,}. Une base est un sous-ensemble linéairement indépendant maxi-
mal de vecteurs de E. Le nombre n d’éléments de la base est appelé la dimension
de E; ce nombre est indépendant du choix de la base. Chaque vecteur x € E peut
étre uniquement exprimé en une combinaison linéaire d’éléments de la base :

n
X =Y Axy, pour certains Ay € K. (1.1.1)
k=1
La notion de base peut étre généralisée a tout espace vectoriel.
DEFINITION (BASE DE HAMEL)
Un sous-ensemble % d'un espace vectoriel E est une base de Hamel (ou base algé-
brique) de E, si tout vecteur x € E peut étre exprimé, de facon unique, comme

une combinaison linéaire finie de certains éléments de % : i.e. il existe des sous-
ensembles finis {x1,...,x} C Bet{A,..., A} C Ktels que

n
X = Z /\kxk (1.1.2)
k=1

Exercice Montrer que chacune des deux affirmations suivantes donne une défini-
tion équivalente de la base de Hamel :

1. Une base de Hamel est un sous-ensemble linéairement indépendant maxi-
mall Z C E.

2. Une base de Hamel est un sous-ensemble linéairement indépendant % de E
qui engendre E, i.e.

n
Vect(#) := {x => Mxp: Ay €K, xp € B, n €N},
k=1
coincide avec E.

1. l'indépendance linéaire signifie que tout sous-ensemble fini de 2 est linéairement indépendant
n

dans le sens habituel i.e. si une somme finie Z Axxg = 0 pour certains Ay € K, xp € B, n € N,
k=1
alors Ay = 0 pour toutk € {1,...,n}.
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Comme nous n’avons aucune topologie sur E, il faut tenir compte seulement
des sommes finies dans (1.1.2). Cette exigence est trop forte, ce qui rend les bases
de Hamel peut intéréssantes dans la pratique. Nous reviendrons sur une autre
notion de base (topologique), celle des bases de Schauder.

THEOREME
Tout espace vectoriel admet une base de Hamel.

Pour un espace de dimension finie E, ce résultat est généralement prouvé en
algeébre linéaire a 1’aide d"une récurrence. On rajoute a chaque étape un élément
du complémentaire du Vect des vecteurs déja construits jusqu’a recouvrir 'espace
E. Cet argument peut étre utilisé en dimension infinie ot la récurrence habituelle
est remplacée par la récurrence transfinie. la récurrence transfinie est mieux appré-
hendée avec le lemme de Zorn.

EXEMPLE. Nous considérons quelques exemples d’espaces vectoriels donnée dans
la section 1.1.2.

1. dimg(R") =n, dimc(C") = n, dimg(C") = 2n.

2. dim(K,[X]) = n + 1, les mondmes {1, x,x?,...,x"} forment une base.

3. dim(K[X]) = oo, le systtme de monomes {1,x,x2,...} forme une base de Ha-
mel.

1 sii=j

0 siit] est le symbole de

4. dim(cop) = oo, les suites e, = (Jk ke OU J;j = {
Kronecker, forment une base de Hamel de cgy.

REMARQUE

Malheureusement, mise a part des espaces comme K[X] ou ¢ (qui sont isomorphes
- pourquoi ?) aucune construction explicite de base de Hamel n’est connue en gé-
nérale pour les espaces vectoriels de dimension infinie. Il serait intéréssant d’avoir
une construction d’une base de Hamel de C[0, 1], par exemple. D’autre part, les
bases Hamel sont généralement non dénombrables ( voir les conséquences du
Théoreme de Baire).

1.1.5 Ensembles ordonnés, lemme de Zorn

DEFINITION

Soit X un ensemble. Une relation binaire R sur X est un sous-ensemble de X x X.
Si (x,y) € X x X, on écrit souvent xRy pour signifier (x,y) € R On dit que R
est une relation d’ordre, ou tout simplement un ordre, si elle vérifie les conditions
suivantes :
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1. R est réflexive : xRx pour tout x € X.
2. R est antisymérique : si xRy et yRx, alors x = y.
3. R est transitive : si xRy et yRz, alors xRz.

Traditionnellement, on note une relation d’ordre par le symbole <, ot1 bien <. Un
couple (X, <) composé d'un ensemble X et un ordre < sur X est appelé ensemble
ordonné.

DEFINITION
Un ordre < sur un ensemble X est dit total si deux éléments quelconque de X sont
comparables :

Vx,y € X, x <youbieny < x.

Dans ce cas, on dit aussi que ’ensemble (X, <) est totalement ordonné.

EXEMPLE. La droite réelle IR, munie de 1’ordre usuel, est totalement ordonnée.

EXEMPLE. Soit X ensemble quelconque. L'ensemble Z2(X) de toutes les parties de
X est (partiellement) ordonné par la relation d’inclusion: A < B < A C B.
Si |X| > 2, l'ordre ci-dessus n’est pas total : il y a toujours au moins deux sous-
ensembles A, B C X qui ne sont pas comparables: A Z Bet B Z A.

DEFINITION
Un élément x d’un ensemble ordonné X est dit maximal s’il n’y a pas d’éléments
strictement plus grands que xie.Vy € X, x <y = x =y.

EXEMPLE. L'élément 1 est maximal dans le segment [0, 1] muni de I’ordre usuel.

EXEMPLE. Soit V un espace vectoriel (sur un corps K). Notons B la famille de tous
les sous-ensembles linéairement indépendents de V :

XeB «— XCVetVnelN,, VA €K, Vx; € X,
i=1,2,...,n, xi;«éxjpouriyéj,
n
siZ)\ixi:O,alorS/\l:Azz...:Anzo.
i=1

Alors I'ensemble B, muni de la relation de I'inclusion, est (partiellement) ordonné,
et un élément X € B est maximal si est seulement si X est une base de V (c.a.d.
X n’est contenu dans aucun ensemble linéairement indépendent strictement plus

grand).
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REMARQUE

La notion d’élément maximal est différente de celle de plus grand d’élément. Dans
I'exemple précedent, méme si dim V' = 1, il n’existe aucun plus grand élément
dans ‘B, mais il existe plusieurs éléments maximaux.

DEFINITION

Soit (X, <) un ensemble ordonné. Un sous-ensemble C de X est dit chaine si la
restriction de l'ordre < sur C est un ordre total. En d’autres termes, pour tous
x,y € Conax <y,oubieny < x.

DEFINITION
Un ensemble ordonné X est dit inductif si toute chaine C C X est majorée i.e. il
existe x € X tel que

VeeC, c<x

THEOREME (LEMME DE ZORN)
Tout ensemble non vide, ordonné et inductif possede au moins un élément maxi-
mal.

Exercice Montrer le lemme de Zorn dans le cas o1 X est démonbrable, en utilisant
une récurrence .

Voila une application typique du lemme de Zorn.

THEOREME (DE LA BASE INCOMPLETE 1.1.6)
Tout espace vectoriel posséde une base algébrique. On peut I’obtenir par extension
de tout systeme libre.

Démonstration: Soit V un espace vectoriel quelconque sur un corps K et %, un sys-
téme libre de V. Soit @ consiste de tous les sous-ensembles linéairement indépen-
dents (libres) de V contenant %j. ® n’est bien stir pas vide, montrons qu’il est
inductif. Soit ¢ une chaine dans ®, c’est-a-dire ¢ est une sous-famille de ® qui est
totalement ordonnée par la relation d’inclusion :

VA, Be¥, ACBouBCA.
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Notons que A U B appartient a ¢ pour tous les A,B € ¥. Par induction finie,
quelque soitn € N et Ay, Ay,..., Ay, € €,onaU! |A, €7.

Posons X = U% = U{A: A € ¢}. X contient %;, montrons que c’est un
systeme libre. Soient n € N, A; € K, x; € X, i = 1,2,...,n, tels que x; # X;
pour i # j. Supposons que I ; Ajx; = 0. Il existe A; € € tels que x; € A;, i =
1,2,...,n. L'ensemble A = U!' | A; appartient a €, et par conséquent A est libre.
On en déduit : A; = 0 pour tous lesi = 1,2,...,n. Ainsi ® est inductif. D’aprés le
lemme de Zorn, il posseéde au moins un élément maximal, #. En d’autres termes,
% est un sous-ensemble libre de V' qui contient %) et n’est contenu dans aucun
autre ensemble libre. Il reste a monter est bien connu qu’un tel # est une base de
V. Sinon, il existerait x € V' \ Vect (%), alors ' = 2 U {x} est un élément de ®
qui contient strictement %, ce qui contredirait la maximalité de #. m

1.1.6 Axiome du choix

Le lemme de Zorn est équivalent a 1'énoncé suivant

THEOREME (L’AXIOME DU CHOIX)
Soit I' = (E;)ie; une famille quelconque d’ensembles non-vides. Alors il existe

une fonction f: T — | J E; (appelée fonction de choix) telle que, pour tout i € I,

f(E) € E; <

Exercice Monter que ’axiome du choix est équivalent au fait que le produit d’en-
semble non vide est un ensemble non vide.

Le résultat suivant, utilise I'axiome de choix de maniere essentielle. On utilise le
mot paradoxe pour le nommer, alors que c’est un théoréme, bien établi, et ceci uni-
quement a cause de son caractere contre-intuitif.

Notons B(a, ) la boule euclidienne de centrée en a et de rayon r > 0 de R3:

B(a,r) = {x e R>: |[x —a| < r}.

THEOREME (LE PARADOXE DE BANACH-TARSKI, (1924))
Soient r et R des nombres réells strictements positifs, R > r. Alors il existe des
partitions finies des boules B(a, r) et B(a, R),

B(a,r) = U A;et B(a,R) = U | A]

en n parties, telles que pour tout i € {1,...,n}, Ag soit isométrique a A;.
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Il est donc possible de découper une boule petite comme un ballon en un
nombre fini de morceaux, et de les rassembler de maniére a obtenir une boule
plus grande comme la terre. On peut essayer de réfuter le théoréme ci-dessus en
utilisant la notion de volume dans l’espace IR3. Le volume d’une boule B, est donné
par

4 3
vol(B,) = ém ,
et le volume d’une réunion disjointe est égal a la somme des volumes. De plus, le
volume est invariant par isométrie. Par conséquent,
4
gmﬁ = vol(B(0,7))
vol (UiL1 Aj) = Uil vol(4;)
UL vol(A}) = vol (UL Aj)

— Vol(B(0,R)) = ;LnR3,

ce qui contredit '’hypothese r < R. Est-ce vraiment une contradiction ? En fait,
’argument est faux, car le passage U ; vol(A;) = U, vol(A}) n’est possible que
siles A; sont eux-mémes mesurables, dans ces partitions il y a certainement des A;
et donc A} qui ne sont pas mesurables.

Historiquement, ce paradoxe ( qui n’en est pas un) a contribué au développe-
ment de la théorie des groupes en particulier celle des groupes moyennables.

1.2 Topologie

1.2.1 DEFINITION
Soit X est un ensemble, une topologie T sur X est un sous-ensemble de 1’ensemble
des parties de X, tel que :

1. XeteteT

2. T est stable par réunion arbitraire i.e. si (U;);c; est une famille d’éléments de
Talors | U; € 7.
iel
3. T est stable par intersection finie i.e. si (U;);c; est une famille d’éléments de
T, avec [ fini alors (| U; € T.
icl

Si (X, T) est un espace topologique (i.e. un ensemble X muni d’une topologie
T), les éléments de T sont les ouverts. On dit que F C X est fermé, si son complé-
mentaire est ouvert. Donc X et @ sont des fermés, et les fermés sont stables par
intersection arbitraire et réunion finie.
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1.2.2 EXEMPLE. e La topologie discrete sur un ensemble X est celle pour laquelle T =
Z(X), 'ensemble des parties de X. De maniere équivalente, X est muni de la
topologie discreéte si les singletons sont des ouverts.

e La topologie grossiére sur X est la topologie dont les seuls ouverts sont X et @.

On peut aussi définir un ordre entre les topologies d'un méme espace X. On
dira que la topologie 7 est plus fine que la topologie 1, si T, C 7.

Le plus grand élément de I’ensemble des topologies est la topologie discrete et
le plus petit est la topologie grossiére.

1.2.3 DEFINITION
Une base d’ouverts pour la topologie T est un sous-ensemble # de 7T tel que tout
élément de T soit réunion d’éléments de #.

1.2.4 Exercice Par exemple, dans un espace métrique (voir plus loin), les boules ou-
vertes forment une base d’ouverts pour la topologie.

1.2.5 PROPOSITION (CRITERE POUR QU’UNE FAMILLE SOIT UNE BASE D’UNE TOPOLOGIE)
Soit X un ensemble. Soit # = {B;};c; une partie de Z(X).
Alors, £ est la base de sa topologie engendrée, i.e. 'ensemble T des unions
d’éléments de Z est la topologie engendrée par # si :
i) X=|JBet
i€l
ii) VBI',B]'G%, VXGBI'DB]', JBy € &, XGBkCBimB]'.

Démonstration: 1l sagit de montrer que T est une topologie. Comme, d"apres la condi-
tion i), X € T, il suffit de montrer que l'intersection de deux éléments de # est
union d’éléments de B. Ceci découle de la condition ii). n

1.2.7 DEFINITION
Soit (X, T) est un espace topologique. Si A C X, on appelle voisinage de A un
sous-ensemble de X contenant un ouvert contenant A.
Si x € X, un voisinage de {x} est appelé voisinage de x. On note par ¥ '(x)
I’ensemble des voisinage de x

1.2.8 REMARQUE
Un ensemble est donc ouvert si et seulement si il est voisinage de chacun de ses
points.
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1.2.9 DEFINITION
Une base de voisinages de x est une famille de voisinages de x telle que tout ouvert
contenant x contienne un élément de la famille.

1.2.10 EXEMPLE. Par exemple, dans un espace métrique, les boules ouvertes de centre x
ou les boules fermées de centre x et de rayon non nul forment une base de voisi-
nages de x.

1.2.11 DEFINITION
Un un espace topologique (X, T) est séparé si pour x,y € X, tels que x # y, il existe
Uy € 7 (x) et Uy € ¥(y) tels que U, N Uy, = @.

1.2.12 EXEMPLE. e) La topologie grossiére sur un ensemble ayant au moins deux élé-
ments n’est pas séparée.

o) Dans un espace séparé, les singletons sont fermés.
e) Un espace métrique est séparé.

1.2.13 DEFINITION (INTERIEUR, ADHERENCE ET DENSITE)
Soit (X, T) un espace topologique. Soit A C X.

1. Ondit que a est intérieur a A si on peut trouver un ouvert U € ttelquea € U
(o]
et U C A. Lintérieur de A, noté A, est 'ensemble de ses points intérieurs. est
le plus grand ouvert inclus dans A.

2. On dit que a est adhérent a A si tout ouvert U € T contenant 2 rencontre A.
L’adhérence de A, notée A, est 'ensemble des points adhérents a A.

3. On dit que a est un point frontiere de A si tout ouvert U € T contenant a
rencontre a la fois A et le complémentaire de A. La frontiere de A, notée 0A,
est 'ensemble des points frontere de A.

4. On dit que A est dense dans X si A = X.

1.2.14 Exercice i) Montrer que l'intérieur de A est le plus grand ouvert inclus dans A.
ii) Montrer que 1’adhérence de A est le plus petit fermé contenant A.

iii) Montrer que A = A \;1 .

iv) Montrer que A est dense dans X si et seulement si AN U # @ quel que soit U
ouvert non vide de X.
Encore, A est dense dans X si et seulement si tout point de X admet au moins
un point de A dans chacun de ses voisinages.

0
0 0 — —
v) Montrer queANB =ANBetque AUB = AUB.

0
0 0 —_— J— —
Qu’en général on a seulement AUB CAUBet ANB C AUB.
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Espaces séparables

DEFINITION
Un espace est dit séparable s’il contient un sous-ensemble dénombrable et dense.

Grosso modo, un espace séparable n’est pas trop gros : a ne pas confondre avec
séparé (1.2.11).

Un ensemble est au plus dénombrable s’il est fini ou s’il peut étre mis en bijection
avec IN.

EXEMPLE. R" et C" sont séparables.
En effet, Q" est dense dans IR"” et Q" + iQ" est dense dans C”.

Exercice Montrer que tout espace vectoriel normé de dimension finie est sépa-
rable.

PROPOSITION
Un espace topologique a base dénombrable d’ouverts est séparable.

Démonstration: En effet, si { By },en est une base d’ouverts, non vides, si pour tout
n € N on choisit un x, dans U,, alors la partie D = {x,, n € IN} est dense, car
elle rencontre tout ouvert non vide. n

Continuité

DEFINITION
Soit f : X — Y une application entre deux espaces topologiques, et soit 2 € X. On
dit que f est continue en a si pour tout voisinage V de f(a), 'image réciproque
f~Y(V) est un voisinage de a.

On dit que f est continue si elle est continue en tout point de X.

PROPOSITION
Soit f : X — Y une application entre deux espaces topologiques. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

f est continue.

L'image réciproque de tout ouvert (resp. fermé) est ouverte (resp. fermée).

Ona f(A) C f(A) pour tout A C X.

REMARQUE
i) Si X = Njer U; est une réunion d’ouverts, et si f : X — Y est telle que les
restrictions f |Ui sont continues, fest continue.
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ii) Si X = Njej F; est une réunion d "un nombre fini de fermés, etsi f : X — Y est
telle que les restrictions f|, sont continues, f est continue.
j

DEFINITION

Soit (X, 1) et (Y, 2) deux espaces topologiques. On dit qu’ils sont homémorphes
s’il existe un homémorphisme entre eux i.e. une application f : X — Y bijective et
continue et telle que I'inverse f =1 : Y — X soit continu i.e. f est une bijection qui
induit une bijection de 7; sur 1.

Filtres

Dans un espace métrisable (i.e. dont la topologie est induite par une métrique),
les suites caractérisent les fermés, donc les ouverts, par suite la topologie de 1'es-
pace.

Dans un espace topologique général, ce n’est plus le cas. Si par exemple IR, est
munit de la topologie 71, dont les ouverts sont : I'ensemble vide, et toute partie
dont le complémentaire est dénombrable (ou fini). Soit (x,) une suite convergente
vers a pour la topologie 71. Alors U = (R \ {x,/n € IN}) U {a} est voisinage
ouvert de a, d’ot1 il existe N > 0 tel que x,, € U. Ceci n’est possible que si la suite
est stationnaire, égale a a a partir d"un certain rang.

Dans, la topologie discrete 1, les suites convergentes sont aussi les suites sta-
tionnaires.

Mais, ces deux topologies ne sont pas identiques : par exemple un singleton
est ouvert pour T, mais ne l'ai pas pour 7; (a vérifier!). Ainsi, ces deux espaces
topologiques ont mémes suites convergentes, mais pas les mémes topologies.

En général, une topologie n’est pas nécessairement métrisable (i.e. induite par
une métrique) ou a base dénombrable de voisinage, dans ce cas les suites ne suf-
tisent pas pour caractériser la topologie. c’est pour cela que M. Fréchet a introduit
les filtres.

DEFINITION
Soit X un ensemble. Un filtre .% sur X est une famille non vide de parties de X
telle que :

i) X € #,mais,® & F
ii) VA,B € .%,alors ANB € .
iii) SiAe . ¥, ACBC X,alorsB e .%
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EXEMPLE. 1) L'ensemble ¥ (x) des voisinages d'un point x € X est un filtre sur
X.

2) Soit X un ensemble infini. Alors {A € 2(X)| (X \ A) est fini} est un filtre sur
X. (a vérifier)
Lorsque X = IN, on appelle ce filtre le filtre de Fréchet. On verra plus loin son
lien avec les suites convergentes.

On peut définir une relation d’ordre sur les filtres. Soit .77 et .%, deux filtres sur

X. On dit que .#; est plus fin que %, si .%; C .#7. On obtient ainsi une relation

d’ordre sur les filtres d’un ensemble. En outre, cet ordre est inductif. En effet, si

(Zi)ie1 est une chaine de filtres , alors .# = [ J .%; est encore un filtre qui est plus
iel

fin que tous les .%;.

DEFINITION
On dit que % est un ultrafiltre sur X si c’est un filtre maximal pour l'inclusion.

D’apres le lemme de Zorn, il existe toujours des ultrafiltres.
Maintenant, si .# est un filtre sur X, en appliquant toujours le lemme de Zorn, on
voit qu’il existe un ultrafiltre % sur X qui est plus fin que .%.

Exercice Montrer qu’un filtre .7 est un ultrafiltre si est seulement si VA € Z(X),
A€ Zoubien X\ A € 7.

on va voir maintenant 1’analogie des filtre avec les suites.

DEFINITION
Soit (X, T) un espace topologique, .# un filtre sur X et x € X.

1) On dit que x est un point limite de .# (ou que .# converge vers x), si .# est plus
fin que le filtre V(x) des voisinages de x.

2) On dit que x est un point d’adhérence de .7 ¢'il est adhérent a toute partie
Ae Fiexe () A
AeF

REMARQUE
Si X est séparé, alors la limite d'un filtre est unique. en effet, si x # y alors ils
possedent des voisinages disjoints qui ne peuvent étre tous les deux dans le filtre.

La proposition suivante met en évidence les similitudes des filtres avec les
suites :
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PROPOSITION
Soit (X, T) un espace topologique.

1) Si .# est un filtre qui converge vers x, alors x est point d’adhérence de .%.

2) Si x est point d’adhérence de .#, alors il existe un filtre plus fin que .# qui
converge vers Xx.

3) Si % est un ultrafiltre et x est valeur d’adhérence de %, alors x est un point
limite de % .

Démonstration: 1) En effet, si A € 7, pour tout O € V(x), ANO # @, d’ou est
point d’adhérence de x € A.

2) Si x est point d’adhérence de .7, alors le filtre engendrepar .% et V(x) est plus
fin que .# et converge vers x.

3) D’apres 2), il existe un filtre contenant % et qui converge vers x, c’est nécessai-
rement 7/ puisque c’est un ultrafiltre. n



