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Résoudre, en utilisant la transformation de Fourier par rapport a x, I’équation

avec lim
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Calcul de transformées de Fourier

Calculer les transformées de Fourier de f et g définies sur R par :

[ cos(2mz) silz| <% [ sin(2rz) silz[ <%
flo) = { 0 sinon. ot g(z) = 0 sinon.

Soit f la fonction indicatrice de l'intervalle [—1, 1].

a) Calculer fet T

b) En déduire les transformées de Fourier des fonctions:
sin? (27x)
2

v (2—]z))lj_g et T~

. Calculer la transformée de Fourier de f définie par :
1+2 si —1<x<0
flz)=<¢ 1—2 si0<z<1
0 sinon.

En déduire la valeur de f0+°o %di’.
X
. Soit A > 0 on pose pour tout z € R, fy(z) = e Al

a) Calculer la transformée de Fourier de f).

b) En déduire la transformée de Fourier de I'application x +— m.

c) En déduire les valeurs des intégrales suivantes

T cosx T rsing
/ ———dx et / ——dx.
0 1 + .'L'Q 0 (1 + ZCQ)Q

Equation de Laplace

1 sifz| <1
0 silz|>1

99

—(z,y) = im
[(2,y)|| =00 c%:( v) ll(2) || —+oo

¢(z,y) =0 et ¢(z,0) = {

Algébre de convolution
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1. Montrer qu’il n’existe pas de fonction f € L'(R) telle que pour tout g € L}(R) on ait g * f = g.

2. Résoudre dans L'(R), Péquation f * f = f.

i)

Soit f,g € LQ(R). Montrer que Z(f) *.Z (g) = E

ii) On note fu(x) = % Déduire de la question précédente f, * fp, avec a,b > 0.

iii) Montrer que I’équation f * f = f, ot f € L?(R) admet une infinité solutions.



4 Opérateurs entre espaces de Hilbert

Exercice 1 Soit (\,) une suite de nombres complezes et L : {? — (% un opérateur linéaire défini par:
pour tout © = (xp)nen: L(x)n = Ay, pour tout n € N.

i) Montrer que L est normal (i.e. LL* = L*L.)
it) Montrer que L est continu si et seulement si (A,) est bornée.

ii1) Montrer que L est compact si et seulement si lim A, = 0.
n—-+00

iv) Montrer que L est de Hilbert-Schmidt si et seulement si Z An|? < +o0.
neN

v) On suppose que L est continu. Déterminer ses valeurs propres et son spectre.

Exercice 2 Soit f : [0,1] — C une fonction continue.
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes:

y'+f=0

i) y:[0,1] — C est solution de I’équation différentielle
y(0) =y(1) =0.

1
i) y=T(f) o T: L2([0,1]; C) — L2((0,1]:C) définit par T(f)(x) = /0 K(xz,0) f(t)dt ot

K1) t(l—z) si0<t<uz
x,t) =
x(1—t) siz<t<l1.

Exercice 3 Soit K : [0,1] x [0,1] — C la fonction définie par K (x,t) = mln(:): t) — xt.
Soit T : L*([0,1];C) — L?([0,1];C) défini par, pour tout f € L?([0,1];C), / K(x,t)f

i) Vérifier que T est un opérateur auto-adjoint.

i1) Déterminer les valeurs propres non nuls de T' et les vecteurs propres associés.

iii) Déterminer ||T)|.

Exercice 4 Soit T un opérateur linéaire sur L*([0,1]) défini par: pour tout z € [0,1], T(f)(x) = fol e~ 1Y (y) dy.
i) Montrer que T est compact et que ||T|| < 1.

ii) Soit f € C([0,1]) et g = T(f). Montrer que g € C%([0,1]) et que pour tout x € [0,1],
9" (@) — g(x) = =2f(x), 9(0) = ¢'(0) et g(1) = —¢'(1).

iii) Soit g € C%([0,1]) wérifiant g(0) = ¢'(0) et g(1) = —g'(1). En posant f = —(g" — g)/2, montrer que
9="T(f)-

1 ontrer que ImI’' est dense dans et en déduire que 0 n’est pas une valeur propre de I'. Est-ce
) M que ImT est d dans L*([0,1]) déduire que 0 n’est p leur propre de T. E.
que 0 € o(T)?

Exercice 5 1. Soit Hy et Hy deuz espaces de Hilbert séparables de dimension infinie. Soient (e,) et
(fn) des bases hilbertiennes de Hy et Ho respectivement. Soit T : Hy — Hy une application linéaire
continue telle qu’il existe (anm)(nym)eNg C K telle que pour tout n, T(e,) = ZmEN A frm-

i) Montrer que pour tout n € N, >« lanm|* < ||T?
et que pour tout m € N, 3, |anm|* < || T2

it) Donner un ezemple d’une suite double (anm), myenz C K, tel que:

pour tout n € N, Y7 lanm|? < 1, pour tout m € N, Y neN lanm|? < 1 et il n’existe pas de
T € L(Hy, Hy) tel que (T'(en), fm) = Gnm pour tout n,m € N.



