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Corrigé succinct de I'examen

Exercice 1.

(f.9) / f(z) g(x) (1 — 2?) de.

1. Vérifier brievement que (.,.) est un produit scalaire sur E.
2. F est un espace vectoriel de dimension 3; il est donc complet.

3. Soit f(z) = 3, F étant un sous-espace vectoriel complet d’un espace préhilbertien,
d’apres le théoreme de la projection, la distance d(f, F') est atteinte en la projection
orthogonale de f sur I'; ainsi il existe un et un seul g € F tel que d(f, F) = ||f — ¢||-

4. Ce g est caractérisé par: g € F et f —g 1 F ie.
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Exercice 2.

1. Puisque f(0) =0, on a 0 < a. Comme Y est un sous-espace vectoriel alors —x € Y si
x € Y. Donc, pour tout z € Y, on a a la fois f(x ) <aet —f(x) <a. Dou|f(x)| <a.
En remplacant = par nz, on déduit que |f(z)| < £, pour tout x € Y et n € N*, ce qui
entraine, f(x) =0, pour tout z € Y.

2. On pose Y+ :={f € X*| f(x) =0, pour tout = € Y} et
Y+t = {z € X|f(z) =0, pour tout f € Y+}.

Montrer que Y+ et Y1+ sont des fermés. L’application ¢y : X* —> R: f— f(x) étant

continue pour tout x € X, ¢;({0}) est fermé. D’on Y+ = ﬂ $;1({0}) est fermé. De
zeY

méme on montre que Y1 est aussi fermé.

3. Siz€Y,ona f(xr) =0 pour tout f € Y+ et donc Y C Y. Par suite, Y € Y+ car
Y1+ est fermé. Si Y n’était pas égal & Y1, il existerait yo € Y+1\Y. On trouverait
alors, d’aprés le théoreme de séparation de Hahn Banach, f € X* et a € R tels que
f(z) < a < f(yo), pour tout x € Y. D’apres 1., ceci entrainerait f(z) = 0 pour
tout z € Y, i.e. f € Y. On aurait donc f(yo) = 0, ce qui est en contradiction avec
0 <a< f(yo)



Exercice 3.

1 —2imay 7L in(2
R e e sin(27y
a) f(y) = / e 2T dp = [ . ] = ( )
1 —2imy | Y

1 1
g(y) = / (1-— xz)e_%”yda: = fy) — / 226 2mTY 0
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D’ou g(u) =
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Exercice 4.

1. Utiliser I'identité de polarisation.

2. Fla)(y) = ™ F(f)(y).
3. Soit f € L*(R,C) telle que || fl]2 = 1.

lim(.g1) = i (F(1), Fgi)) = lim | e 7|7 ()(y) Py
— — R

t—0

Comme |e= 2| F(£)(y) | = |F(f)(v)|? et |[F(f)|* € L' ; d’apres le théoréme de conver-

gence dominée lim/ e 2| F () (y)Pdy = lim/ lim e_2i7rty|]:(f)(y)|2dy:/lim|}'(f)(y)|2dy:
t—=0 Jp t—0 Jpt—0 R t—0

IF(AI3- Dot lim(f.g:) = | F(H)5 = I £1I7 = 1.

Exercice 5. Traité en TD

Exercice 6.



1. Soit L : H — H T'application définie par L(e,) = e,+1 pour tout n € N.
Montrer L est continue et calculer sa norme. Montrer que ||L + I|| = 2
Correction : Pour tout x € H | L(z)||? = ||z||?, d’out L est une isométrie, donc || L+Id|| <
|L|| + ||[Id|| = 2. Soit maintenant z,, = Y ;_,ex; alors ||z, = v/n et | L(zy) + zp|| =
| S0 en + enll = /4(n — 1) + 2. Comme ||L + Id|| > ||L(zy) + @4]|/||zn]|, on obtient,

en faisant tendre n vers l'infini, la minoration ||L+ Id || > 2.

2. Sinon, on pourrait (pour un certain € > 0) extraire de (e,,) une sous-suite (e,(,)) tele que
[Tep(myll > € pour tout n. Mais comme 7' est compact, on peut extraire de (e,(,)) une
sous-suite (notée (ey(,)) convergente. Si on note x sa limite, on a ||z|| > e. Alors [|z]|* =
(z, ) = limy, 00 (Tey(n), T) = limys00(€y(n), T*x) = 0 ce qui est une contradiction.

Exercice 7.
1. Voir le cours
1
2. Soit A € C*, on a l’équivalence S — MId inversible < Id\S~—! inversible < S~ — de

inversible. Donc A € o(S) < A1 € ¢(S71). Comme ||S]| < 1, o(S) est inclus dans le
disque-unité fermé. Mais c’est vrai aussi pour S™!, et la remarque précédente implique

que o(S)CT.
3. Pour tout z € H, on a [|S(z)|| < [[S]|- [|z]| < [lz]] = |STH(Sz)[| < [|S~H] - [|S[| < || S]],
d’ot ||Sz|| = ||z||. On calcule ensuite (S*Sz, z) = (Sz, Sx) = ||Sz|? = ||z||* = (z, )

et donc ((S*S — Id)x, x) = 0 pour tout . Comme S*S— Id est auto-adjoint, 1(identité
de polarisation entraine S*S — Id = 0, donc S*S = Id i.e. S est unitaire.



