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Exercice 1. (6 pts)
Justifier vos réponses.

1. Énoncer le théorème de l’application ouverte.
Donner un exemple d’application linéaire bijective et continue, entre deux espaces
vectoriels normés, qui ne soit pas ouverte.

2. Montrer que `2(N,C) est un sous-espace vectoriel de `3(N,C).

`2(N,C) est-il fermé dans `3(N,C)?

3. Soit H un espace de Hilbert sur C, F un sous-espace vectoriel fermé de H et PF la
projection orthogonale sur F.

i) Enoncer deux propriétés qui caractérisent PF .

ii) Soit G un autre sous-espace fermé de E. On suppose que ‖PF ◦ PG‖ < 1.

Déterminer F ∩G.

Exercice 2. (6 pts)

1) Soit E un espace vectoriel normé. Soit (xn)n∈N une suite d’éléments de E

1) Rappeler la définition d’une suite totale.

2) Montrer que (xn)n∈N est totale si et seulement si pour tout f ∈ E ′, f(xn) = 0 pour
tout n ∈ N entrâıne f ≡ 0.

2) `∞ = {x = (xn)n∈N ∈ RN tel que supn∈N |xn| < +∞}. munit de ‖x‖∞ = supn∈N |xn|
admet-il une suite totale ?

3) Montrer que toute forme linéaire continue f sur C0 = {x = (xn)n∈N ∈ RN |xn → 0} a
une unique extension g à `∞ telle que ‖g‖ = ‖f‖.

Exercice 3. (8 pts)

1) Soient E un espace vectoriel normé et f ∈ E ′, f 6≡ 0. Soit H = {x ∈ E : f(x) = 0},

(a) Vérifier que |f(x)| ≤ ‖f‖ d(x,H), ∀x ∈ E.
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(b) Soit u ∈ E\H, en notant que y = x− f(x)
f(u)

u est dans H, montrer que

d(x,H) ≤ |f(x)|
|f(u)|

‖u‖.

(c) Montrer que

∀x ∈ E, d(x,H) =
|f(x)|
‖f‖

.

2) Soit E = C0 = {x = (xn)n∈N ∈ RN tel que xn → 0} que l’on munit de ‖x‖∞ =
supn∈N |xn|.

(a) Vérifier que (E,‖ ‖∞) est un espace de Banach.

(b) Soient f : E → R, définie par f(x) =
∞∑
1

xn

2n
et H = Kerf.

Vérifier que f ∈ E ′, donner une expression de d(x,H).

(c) ‖f‖ est-elle atteinte ?
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