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Exercice 1.
1. Enoncer le théoreme de représentation de Riesz pour les espaces de Hilbert.

2. Un espace réflexif est un espace de Banach.
La réciproque est fausse, ¢* est un espace de Banach qui n’est pas réflexif.

3. Dire lesquels des espaces suivants sont séparables ?

(a) R* est séparable, ( comme tout espace de dimension finie sur R ou C)
(b) £8(N,C) est séparable, ( comme tout (7, p € [1, + ool)

(c) A={(z,) € (°(N,C) | z2013 = 0} n’est pas séparable car {>° n’est pas séparable.
En effet, (> = A @ vect{es13}, et s'il existe une suite dense dans A, comme
vect{esgi3} est de dimension finie, il existerait une suite dense dans ¢, ce qui
contredit /> non séparable.

(d) Co =A{(z,) € £>°(N,C) | lim,,_, 100 ©, = 0} est séparable.

4. ||z + \y|| > ||z|]| pour tout A € C entraine que infycc ||z + Ay|| = [|z|| ainsi la
distance de x a F' = Vect{y} est égale a ||z|| donc la projection orthogonale de x sur
F =Vect{y} est 0 i.e. x est orthogonal a F' = Vect{y}, donc (z,y) = 0.
Autre démonstration : ||z + Ay||2 > [|z|? , sécrit Re(Mw,y)) + |A?|y]|* > 0.
Pour A € R—{0}, on aura ARe(x,y)+A?||y||* > 0 alors Re(wy) 2 =yl S% A= 0
Re(z,y) < —Ayl* st A <0
et en faisant tendre A vers 0, on obtient Re(z,y) = 0.

Le méme raisonnement avec i\ a la place de A donne Jm(z,y) = 0. Donc (z,y) = 0.

Exercice 2.
1. 0=(g,1) = [ (az +b)dr = 2 +bdonc a=—2b, et 1 = |g|*> = (g.9) = [, (—2bx +
b)?dr = [ (20 — 1) dz = & d'ott b = £V/3.
Donc a = —2v/3 et b = /3 ou bien a = 2v/3 et b = —/3.
2. Ona (fn,for1) = fol sin(cnz) sin(c(n + 1)r) do = %fol (cos(cz) — cos(c(2n + 1)x)) dx

_ 1 (sin(c) _ sin(c(2n+1))

2 c c(2n+1))

) . Par exemple ¢ = 7 convient.

Dans ce cas, (fn,fm) = fol sin(mnz) sin(rmz) de = %fol (cos(mz) — cos(mmaz)) dz =0
donc la suite (f,,)nen+ est orthogonale.



Exercice 3. (8 pts)

1.

1
On commence par écrire, f((u,)) = % un(n " 1) = <(un),(n 1 )) et remarquer que
||(n41r1)||2 :O% (njl) = T < 400, donc ( “Jnen € H

Alors, le théoreme de Riesz permet de conclure que f est une forme linéaire continue

s

et que ||| = |(GGp)ll2 = \/2Zen g = T+

. E = f71({0}) est un fermé, comme image réciproque d’un fermé par une application

continue.

Coo n’est pas fermé dans H, car c¢’est un sous-espace strict dense dans H, il n’est donc
pas complet. Cyg n’est pas un espace de Hilbert.

F = ENCy, c’est un fermé de Cyy comme intersection d’un fermé de H avec Cyy.

1 sin=0
Soit (v,) € Coo, tel que (v,,) € F*+. Comme pour tout k € N, u,, =< —(k+1) sin==k
0 sinon
Vo

est dans F, on a que ((v,),(u,)) =0, donc vg — (k + 1)vp =0 ie. v = PR

Comme (vn) € Cyo, il existe N € N tel que v,, =0 pour tout n > N, en particulier

0=uwn =55 = 0 et par conséquent v, = % = 0 pour k > 0. Ainsi (v,)
est nulle et par suite F+ = {0}.
X 1 sin=0 L )N 1
La suite u,, = 0 s est dans Cpo \ F' et - = {0}, d'on F & F—~ = F C Cy.
sinon

(Question Bonus :) G = {(uy)nen € H; Z

= 0} est un sous-espace strict et

NG

dense dans H, il n’est donc pas fermé dans H.
. . . 2
En effet, soit (u,) € H et € > 0. Alors, il existe N € N* tel que Y-y |un]* < 5.

k Up, si0<n<N
On pose C = Z etpourk>NAk Zn+1.Soitv(l€)n: Tgﬁ si N<n<k.
n=N 0 sinon

v(k)n — k

D'autre part, [[(v(k)a) = (wa)[3 = D [0(k)n — ual* = Z [0(R) = ol + Y Junf* <

neN n>k
D) : 2 2 2 < 2 2 |C|2A |C’|2 2 C
T;Vh)( nl®+ g]unj ZAQ Y +é A—k+6 . Comme
limy_. o A = +00, on aura pour tout € > 0, limg i o0 [[(V(E)n) — (un)ll2 < € ie.
limys 400 (v(k)n) = (uy,) dans H. Comme (u,) est arbitraire dans H, par conséquent
H=G.



