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Documents et calculatrices interdits

Exercice 1. (7 pts)
Justifier (succintement) vos réponses.

1. Soit (E,d) un espace métrique complet et A une partie dense de E, A # E.
A est-il complet pour la métrique d?

2. Enoncer le théoreme Baire.
3. Dire lesquels des sous-espaces de (IR,|.|), sont des espaces de Baires
(a) Q@
(b) R\ Q
(c) {77 : neN}U{0}
(d) [0.3]

4. Que peut-on dire d'un espace de Banach (E,||.||) qui a une famille génératrice dé-
nombrable i.e. E = Vect{x, : n € N}?

Exercice 2. (5 pts)
Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé.

1. Soit a € E et r > 0. Montrer que B(a,r) = a+ rB(0,1).

2. Montrer que pour a,b € E, r1,r5 €]0, + oo, on a
B(a+ b,y +12) = B(a,r1) + B(b,ra).

3. Soit F' un sous-espace vectoriel de E, F' # E. Montrer que F' est d’'intérieur vide
dans E.

4. Montrer que l'intérieur d’un convexe de F est convexe.

Exercice 3. (8 pts)

Soit £ = C([0; 1]; R), muni de la norme de la convergence uniforme, || f|| = sup |f(z)].
z€[0,1]

SoitF:{feE: f(0)=0et folf(m)dx21}.

1. Montrer que (E,||.||o) est un espace de Banach.



2. Montrer que les applications
6: B~ R, f o (f) = f(0) et
wESR i) = [ f@)de
sont des formes linéaires cgntinues.
Calculer ||¢]| et ||2]]
3. En déduire que F' muni de la distance induite est complet.

4. Montrer que pour tout f € F, on a || f||s > 1.
F est-il compact ?



