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�������

�� ���������� ϕ� 
�� �����
�
�� ���

��	
���
�� 1√

n

∑n−1
k=0 ϕ(qkx) ��� �� � ���
	
� �� ��	����� ����� ��
� �� ���� � ����
���
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�
�
�
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 �� ���� ���� ��

�
����� �	�� �� 
�� �
�����
! �� ��������� ���
����

������������

��� (qn) �� � ������	
 �������� 
� ����	�� ������	�� ��� ��
������������ ������
	 
�
��� ����

∑n−1
k=0 ϕ(qkx) �
	 ϕ � 	�����	 ����	�
��� 	��� ������
� ��� ���� ��� �������


� ����	�� �
	�� ��
	����  ��� !����� "
���������#� $��
	� ��� ���
�� ��	 ��� �� ���
�
	����� ��%�	��� ��	������	 ����� ��	� �	����� �
	 ����� ��� &���	�� ����� ���
	��
�&��# ��� �� ��
��� ��� ���� ���� ��� &�� �� �
� ����
� �����'�� �� ��� ������	�
�
	� ��� ��	���
 �
����� �
 �
	��� �� (	�)�� *��
����� +*�,-.� $�	��� +$�/,.�
	������
 $�	��� ��� 0��������	 +0�$�12. ���� �	�������� �
�����
�� 
� ��� ��������
(qn) ����� ����
 ��� &���

��� �
����	��3����� 
� �
	��� ��� (	�)� �� ��	
 ������� ��� �� ���� qn = 2n−1 ���
ϕ(x) = cos(2πx)+cos(4πx)� ���� ��� ����� ��� 
� ��� ����	�����
� 
� ��� �
	����4��

���� n− 1
2

∑n−1
k=0 ϕ((2k−1)x) �� �
� ��� �������� 
��� ��� � ��3��	� 
� �������� �����

�3�������� �� + �5/.� + �56.��

���� ���� �� 	������ �
 ��� �	�������� �	
��	���� 
� ��� �������� 2n − 1� $�� �� ���
���
 �� ����	�	���� �	
� 
���	 �
���� 
� ����� 7� ��� �� ������ �� � �
��������� 
�
�
� �	�
�����
 �
	 �����
��	
 ��	�������� ����� ����� ��
���
������
 � ��3��	� 
�
�������� �����

���� ����� ����	�
�� �
 ��
� �� ���� �� �� ����
�� �
 ������ �������� ������ ��� ��
 ��
��� �	��

∑n−1
k=0 ϕ(qnx) ��������� �� ������� ���� ����� �	������� �� ��� �� �� ����� ��� � �����

����� �� � ���	�� �� ����� ���  
!�	��� ��� 
�"�# ��� ��
	���
 ��$	��
�� ��� %����� ��� &���������
�&�%�'"�� (��� �� !��� � ���!���
 ��)����� ����� ��� !�������*������ �� ���

�



0� �� ���� ��
� �� !����
� 8� 
�� ��� ������
 ���� �� �� � ������� ���� 
� � ����	��
����
���
� �
	 ��
���	�� ��	��	����
� 
� �
������� �
����� 
� �
��	�
��� �
���

�
	 ��������� ��� A ∈ SL(d,Z) �� � ���	�3 ����
�� ���������� 	

� 
� ��� ����
� ���
B �� � ���	�3 ���� �����	�� �
�9������ ��� detB �= 0� :��
���� �
 λ ��� ��������
�����	� 
� ��� d��������
��� �
	�� T

d� �� ����� �
	 ���	
 �����	�� ;)���	 ������
�
ϕ 
� T

d� �
	 ���	
 t ∈ R�

λ{x :
1√
n

n−1∑
0

ϕ((Ak −B)x) < t} −→
∫

Td

1√
2πσy

∫ t

−∞
exp(

−s2

2σ2
y

)ds dλ(y),

���	� σ(ϕy) �� ��� ��
���
��� ��	����� 
� ��� �	�������� ������
�< ϕy(x) := ϕ(x+y)�

7� !����
� = �� ���� ���
 ��� � ��%�	��� ����
�� ����� 
� � �	
��	�
 
� ��������
���
		�����
�� �
 �3���� ��� 	������ �
 � ��	�� ����� 
� ���
��� �
������� �
�����
��� ����	 �
��'�� �	�
��� �����

7� ���� �
��
�� (X, d) ���� �� � ���	�� ����� ���� ��� $
	�� σ������	� B ��� �
�	
�������
 �����	� µ 
� B� T � �����	� �	���	���� �	����
	����
� 
� (X,B, µ)�
��� ϕ � 	��� ������
� 
� X ���� �
�� 	�����	��
� >� ���
�� �
 Snϕ �
	 Sn(ϕ)# ���
�	�
��� ���� 
� ϕ<

Snϕ(x) :=
n−1∑
k=0

ϕ(T kx).

	���
���

� ����������	�
� 
� �� ���
��� 
� �
�	�	 ��� ����� �

��� ��� �3����� 
� �
	��� ��� (	�)� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � =

��8 ��	�� ����	���4���
��� �3������� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � /

� ����������	�
� 	
 ��
�� ��	�
�� �

8�� 0 ����	�� 	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 2

8�8 (3������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �5

� ����������	�
� 	
 
��	���� ���
�����	�
� ��

=�� ?������� ���
		�����
� ��� �������� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � �,

=�8 0��������
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 81

=�= &
���	����� 
� ��� ��	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 8=

8
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�
���������� �� �� 
�����
 �� ����
� ��� �����

7� 
	��	 �
 �3����� ��� ����
� 
� � ������ �3������ �� ����� ���� ��� �
����	�
�3����� 
� �
	��� ��� (	�)� �����
��� �� ��� ���	
�����
�� ���� �� �������� �
�
�� ��� �� �3������ �
 �
��'�� �	�
��� ���� �
	 �3������� ���� 
� ��� ����	����

��� ��� �����	� 
� �

��� ��� �
���

��� �����X �� ��� ��	��� R/Z� µ �� ��� �������� �����	� ��� T �� ��� �	����
	����
�
x→ 2x mod 1�

�
	�	�
�� ��� �� ������ �� Rnϕ(x, y) ��� �	
���
��� 
������ �	����� ��
�

Rnϕ(x, y) :=
n−1∑
k=0

ϕ(2kx− x+ y). ��#

��� ϕ �� �� ;)���	��� ������
� 
� R/Z ���� ����
∫ 1

0
ϕdµ = 0� >� ���
�� �
 cp(ϕ)

��� �
�	��	 �
�9����� 
� 
	��	 p ∈ Z� >� ����<

n−1‖Snϕ‖2
2 =

∑
p �=0

[|cp(ϕ)|2 + 2
∑

1≤j≤n−1

(1 − j

n
) c2jp(ϕ)cp(ϕ)].

��� ��	����� 
� ϕ �� ���� ��'��� ��� ����� �


σ2(ϕ) := lim
n

‖Snϕ‖2
2

n
=
∑
p �=0

[|cp(ϕ)|2 + 2
∑
j≥1

c2jp(ϕ)cp(ϕ)].

�
	 ϕ(x) = cos(2πx) + cos(4πx)� �� ���� ��� �
��
���� �
���	����� �
	 ���	
 t ∈ R<

lim
n
µ{x :

1√
n

n−1∑
k=0

ϕ((2k − 1)x) ≤ t} =
1√
2π

∫ 1

0

(

∫ t/| cos y|

−∞
e−s

2/2ds) dy, �8#


	 �� ��	�� 
� ���	����	����� ������
�<

lim
n

E(e
it 1√

n

�n
k=1 ϕ((2k−1).)

) =

∫ 1

0

e−
1
2
(cos y)2 t2 dy. �=#

$��
	� �� ���� ����	���4���
�� 
� ���� 	������ �
	 ��� 	����	@� �
��������� �� 	����� �
�	

� 
� �=# ���� +0�$�12.# ����� 
� ��� �
��
���� ����	�� ���������<

��

� ��� ��� (Zn) �� 
 �������� �� 	�
� 	
���
 �
	�
���� �� [0, 1]� ��� L �� 

�	��
������ ����	������� �� R� ���� ��
	
���	����� �������� Φ(t) =

∫
eitx L(dx)� ���

��������� ���������� 
	� �����
�����

=




� ��	 ���	� �	��
������ ������� ρ� ��� �������� (Zn) ����	 ��� 
�
��	� ρµ �����	���
�� ����	������� �� L�
�� ��	 ���	� ����	�
� I ⊂ [0, 1]�

lim
n

1

µ(I)
µ{x ∈ I : Zn(x) ≤ t} = L(] −∞, t]), ∀t ∈ R; �5#

�� ��	 ���	� ���

�� �����	
��� �������� ψ� ��� �������� (ψZn) �����	��� �� ����	� 

������ �� 
 ��
�� ����	������� ���� ��
	
���	����� ��������
∫ 1

0
Φ(ψ(y) t) dy�

!� �
	�����
	 �� L = N (0, 1)� ����	 ��� �	������ ���������� ��� �������� (ϕZn) ��� 

��	��� �� ����	������� �� 
 ��
�� ����	������� ���� ��
	
���	����� ��������
∫ 1

0
e−

1
2
ϕ2(y) t2 dy�

A	

� 0����� �#� ��� ψ �� � ���� ������
�� ψ =
∑p

j=0 cj1[aj , aj+1[� ���� a0 = 0 <
a1 < ... < ap+1 = 1� >� ����<

Eµ(e
itψ(.)Zn(.)) =

∑
j

∫ aj+1

aj

eitcjZn(.) dµ→
∑
j

µ(Ij)Φ(cjt) =

∫ 1

0

Φ(ψ(y) t) dy.

��� ����	�� ���� �# �
��
�� �
 ���	
������ ψ �
 ���� ������
���

&
���	���
� ��� ρ =
∑p

j=0 cj1[aj , aj+1[� ���� ρ ≥ 0 ���
∫ 1

0
ρ dx = 1� B���	 &
�����
�

�# 
	 �#� �� ����<

Eρµ(e
itZn(.)) =

∑
j

cj

∫ aj+1

aj

eitZn(.) dµ → [
∑
j

cj(aj+1 − aj)]Φ(t) = Φ(t).

0� ��
�� �� 
����� ��� ����	�� ���� �
 ���	
3�����
�� &
�����
� �# �
��
���

!���� ��� "
����� �	
��� �� +!�"
52. ��� &�� ���� &
�����
� �# 
� ����� ��8
�
	 ϕ = cos ��� ��
 ������	
 �������� (qk)� ��� �
���	����� �=# �
��
�� �	
� ����	
	������ �	
� ����� ��8� ��� �	
� ��� �	��
�
���	�� �������
 �n ≥ 2#<

n∑
k=1

[cos(2π(2k − 1) x) + cos(4π(2k − 1) x)]

= cos(2πx) + cos(2π(2n+1 − 2) x) + 2 cos(πx)
n∑
k=2

cos(2π(2k − 3/2) x).

C
� �� ���� �� ����
�
�� 	����� �
	 �
	� ����	�� ������
��� ��� ����
� 
� �	

�
�� �������
 ��%�	��� �	
� ��� �	���
�� 
�� ��� ���� �� ������� �
 ��	�
�� �3������ ��
��� ������ 
� ��� ����	�

��	�� 
� ��� �� ���� � ���� ��
�� ���	
��� ��	��
� 
� ��� &�� �
	 	�����	 ������
���
7� ��� ������� ���� 
� ���� �����
�� �� ��� �� �	
��� ����� ��� ��������� ����
� 
� ������
�
����� 
��	��
	� >� '	�� ������ ��� ���� �
	 ��� �	����
	����
� x → 2x mod 1

5




� R/Z� �
	 ���� ���� ��� ���� �A�		
���	
������# 
��	��
	 P �� ����� �


Pϕ(x) =
1

2
[ϕ(

x

2
) + ϕ(

x

2
+

1

2
)].

��� ρ �� � �	
�������
 ������
 
� X = R/Z� ���� �
	 ���	
 ������	 � ≥ 0� �� ����<

|
∫
X

e
i t√

n
Snϕ(x)

ρ(x) dx−
∫
X

e
i t√

n
Snϕ(x)

dx|

= |
∫
X

[e
i t√

n
Snϕ(x) − e

i t√
n
Snϕ(T �x)

] ρ(x) dx+

∫
X

e
i t√

n
Snϕ(x)

(P �ρ(x) − 1) dx|

≤ 2
|t|√
n
�‖ϕ‖∞ + ‖P �ρ− 1‖1.

7� ρ �� � ������
� 
� �
����� ��	����
� 
	 � ;)���	 ������
�� ���� ‖P �ρ−1‖1 �
���	���
�
 1 ���� � ����� �
 ∞ ���� �� �3�
������� 	���� 7� ρ �� 
��
 �� L1� �
���	�����
�
��� � �	�
	� ����
�� 	����

���	��
	�� �� ��� &��� �� ��� 	������ ��� �������� �����	� �
 � �����	� �����
�� ���
�����
 �
�����
�� ���� 	������ �
 ��� �������� �����	� ���� ��� ������
 ��
	�����	� 7� ���
�� �� �
 ����
 ����� ��8 
	 ������	 	������� 0������
 ���� �	�������
�
��� �
	 �
������� �
����� �� � ��	
 ����	�� �������
� �� �� ���� ��� ����	� 0��
����� ��	� �
 ��� ������
 µ(D)−11D−yµ ���	� D �� �� ����	��� �� [0, 1[� �� 
����� ���
�
��
���� 	�����<

��

� ��� "�	 ���	� y� ���	� ����	�
� D� ���	� 	����
	 # ��	����� �������� ϕ�

µ(D)−1µ{x : n− 1
2

n−1∑
k=0

ϕ(2kx+ y) ≤ t and x ∈ D − y} → 1√
2π

∫ t/σ(ϕy)

−∞
e−s

2/2 ds,

���	� σ(ϕy) �� ��� 
��
������ �
	�
��� �� ��� �	
���
��� ��������� ϕy(x) := ϕ(x+y)�

>� ���� ���
 ��� � �	
��	�
 
� 	�����	��
 
� ��� ��	����� ���� 	������ �
 �	�������
��<

��

� ��� !� C(ϕ) :=
∑

p |p| |cp(ϕ)| < +∞� ���� �� �
���

n− 1
2‖Rnϕ(., y) − Rnϕ(., y′)‖2 ≤ C(ϕ)|y − y′|. �-#

A	

� �
	 ���	
 p �= 0� �� ���� 1
n

∫ |∑n−1
k=0 e

2πi2kpx|2 dx = 1.

>	����� ϕ(2kx− x+ y) =
∑

p �=0 cp(ϕ)e2iπp(y−x)e2iπp2
kx� ��� �
��
���� ����
	� �
���

�
���<

1√
n
‖Rnϕ(., y) − Rnϕ(., y′)‖2 ≤ |y − y′|

∑
p

|p| |cp(ϕ)|‖ 1√
n
‖Sne2πip.‖2

= |y − y′|
∑
p

|p| |cp(ϕ)| = C(ϕ)|y − y′|.

-



$
 �
������
� �� ��� ������� ���� ��� ��	����� σ �� 0�
∫ t/σ
−∞ e−u

2/2 du �� ����	�	����
�� ��� 	���	����
� ������
� 
� ��� ����� ���� ��� :�	�� ���� �� 1�

� �
��
 ��! !� ϕ �
������
∑

p |p| |cp(ϕ)| < +∞� �� �
���

µ{x :
1√
n

n−1∑
k=0

ϕ(2kx− x) ≤ t} → 1√
2π

∫ 1

0

(

∫ t/σ(ϕy)

−∞
e−s

2/2 ds) dy. �,#

A	

� 7� �� ��
��� �
 ����� ��� �
���	����� ���� t �� � �
�������
 �
��� 
� ��� �����
����	�����
�� $
 �����	����� ���� 	������ �
 y ��� ����
��� �������� ���
	��� ��
�
��
�� �	
� ����� ��=<

1

µ(D)
µ{(x, y) : n− 1

2

n−1∑
k=0

ϕ(2kx+y) ≤ t and x ∈ D−y} → 1√
2π

∫ 1

0

(

∫ t/σ(ϕy)

−∞
e−s

2/2 ds) dy.

��� ������ 
� ��	����� (x, y) → (x, y+ x) ������ ��� �����	� dx× dy ����	����� >�
��� ���� ��� ��%�	����<

1

µ(D)
µ{(x, y) : n− 1

2

n−1∑
k=0

ϕ(2kx− x+ y) ≤ t and y ∈ D} − 1√
2π

∫ 1

0

(

∫ t/σ(ϕy)

−∞
e−s

2/2 ds) dy �/#

�
���	��� �
 1� �
	 γ > 0� �� 
����� �
 �-#<

µ{x :
1√
n
Rnϕ(x, 0) ≤ t}

≤ µ{x :
1√
n
Rnϕ(x, y) ≤ t+ γ} + µ{x :

1√
n
|Rnϕ(x, 0) − Rnϕ(x, y)| ≥ γ},

�����<

µ{x :
1√
n
Rnϕ(x, 0) ≤ t}

≤ 1

µ(D)

∫
X

µ{x :
1√
n
Rnϕ(x, y) ≤ t+ γ} 1D(y) dy + C(ϕ)2 δ

2

γ2
, �2#

1

µ(D)

∫
X

µ{x :
1√
n
Rnϕ(x, y) ≤ t− γ} 1D(y) dy − C(ϕ)2 δ

2

γ2

≤ µ{x :
1√
n
Rnϕ(x, 0) ≤ t}. �6#

��� ε > 0� ��	�� �� ���� γ ���� ����

| 1√
2π

∫ 1

0

(

∫ t±γ/σ(ϕy )

−∞
e−s

2/2 ds) dy − 1√
2π

∫ 1

0

(

∫ t/σ(ϕy )

−∞
e−s

2/2 ds) dy| < ε,

,



���� δ ���� ���� C(ϕ)2 δ2

γ2 < ε ��� '����
 n0 ���� ���� ��� ��%�	���� �� �/# �����

t± γ �� ����� 
� t# �� ���� ���� ε�

0���
��� �2# ��� �6#� �� ���

|µ{x :
1√
n

n−1∑
k=0

ϕ(2kx− x) ≤ t} − 1√
2π

∫ 1

0

(

∫ t/σ(ϕy)

−∞
e−s

2/2 ds) dy| < 6ε.

$�� ������	
�� �� ��� ��
�� ����	�������

�
	 � 	�����	 ������
� ϕ� ��� ��� {y : σ(ϕy) = 0} �� ��
���� ����� σ(ϕy) �� �
�����
��
�� � ������
� 
� y� ���� ��� �
������� ���� E(ϕ, T ) := {y : ϕy is a T−coboundary}�
!���� ϕ �� 	�����	� �� ϕy = ψy ◦ T − ψy �
	 � ������
� ψy� ���� ψy �� ���
 	�����	�

7� ��� ��� E(ϕ, T ) ��� �����	� �� �� �
������� ���� [0, 1]� ��� ������
�� ϕy ������ �
	
���	
 y 
� ��� '3�� �
��� 
� T � ����� ������� ���� ϕ �� ����������
 4�	
� ���	��
	�
��� �������� ����	�����
� �� �,# �� �
� ������	���� ���� ϕ �� �
� ����������
 4�	
�

��� ��
�� ����
�	�����
��� ��������� ����

��������� 
���

��� �	���
�� �3����� ��� �� �3������ �
 
���	 �
������� �
����� 
	 D����������
�
������� �
�����D �� ��%�	��� ��	����
��� �
	 �������� �� ��� �
�����	 � ������	

�������� 
� �
������ ������	� (qn) ��� � �
��'�� ��	��
� 
� ��� �
		���
����� �	�
���
����� ����

∑n−1
q=0 ϕ(qkx− x)�

0� 
���	 �3�����
� �� �� ��� ����� 
� �3������� ���� 
� ��� ����	���� ���� ��� β�
�	����
	����
��� �
	 ����� ��� �����	�� �	
��	���� 
� ��� �	�����	 
��	��
	 ��� ��
�����

>� ���� �
� �����
� ����� �����'� �3�����
��� ��� �� ���� �
�����	 ��� �
��
����
����	�� �	����
	�� ��� �3����� 
� (	�)� ��� �
	��� ��� �� ���� �� � ������� ����

� ��� �
��
���� ����	�� �
���	����
��

��� �� �
�����	 � �
������� �
���� (X, T, µ)� � ����� F 
� 	��� ������ ������
�� 
�
X� ��� � ��� θ : x → θx �	
� X ���
 ��� ��� 
� $
	�� ���� �	
� X �
 X �����
�	���	�� F ����	 �
��
����
�� ����� �
	 ���� x ∈ X� � ��� θx ����
 ���
��� �

θ(x)# �� ������

!���
�� ���� �
	 ϕ ∈ F ��� ����
∑n−1

k=0 ϕ(T kx) ����	 �
	����4���
� ���� � ����	��

����
� ������ �
	 �������� �
���	����� �� ����	�����
� 
� n− 1
2

∑n−1
k=0 ϕ(T kx) �
��	� �

/



�������� ���� C
� ��� �� �
�����	 ��� �
��'�� ����<

n−1∑
k=0

ϕ(θx(T
kx)). ��1#

7� ��� �	���
�� �����
�� ��� �
���� ��� x → 2x mod 1 
� ��� ��	���� F ��� �����

� ;)���	 ������
�� 
	 ��� ����� 
� ������
�� ϕ ������
���

∑
p |p| |cp(ϕ)| < +∞� ���

��� ��� θx : y → y − x� 7� ��� ������ 
� ��� ����	 �� ���� ����	��� ��%�	��� �����
���	� � ����� ��� �
	 ��� �
��'�� ���� ��1# ��� �� 
��������

0 ������ �������
� �� ��� �
��
����� ��� �� �
�����	 � ��� θ ������ � '���� �����	

� ������� ?
	� �	������
� ����
�� ���� ���	� �� � '���� ��	����
� (Aj , j ∈ J) 
� X ��
�����	���� ���� Aj ���� ���� θx = θj 
� Aj� ���	� θj �� � ;)���	��� ��� �	
� X
�
 X�

0���
��� � 	����� 
� "����E���	 �+"�1/.#� �� ����<

E[e
it 1√

n

�n−1
k=0 ϕ(θ(.)(T k .))

] =
∑
j∈J

µ(Aj)

∫
e
it 1√

n

�n−1
k=0 ϕ(θj(T

kx))
µ(Aj)

−11Aj
dµ

→
∑
j∈J

µ(Aj) e
− 1

2
σ2(ϕ ◦ θj) t2 .

>� �
��� ���� �
 �3���� ���� � �
���	����� �
 ���� θ ������ � �
������� 
� ������
���� �� ��� �3����� 
� (	�)� ��� �
	���� 7� ��� ��3� �����
�� ���� ���� �� �
�� ����
���	� �� � �
����� �	
�� G ������ 
� X ��� ���� θ �� � 	�����	 ��� ���� ������
�� G� 7� �� ���
�� ��� ��	����� σ2(ϕ ◦ θx) �
 σ2

x� 
�	 ��� �� �
 �	
�� ���� ��� �����
����	�����
� 
� ��� �
	����4�� �
��'�� ���� ��1# ��� �
	 ���	����	����� ������
�<∫

X

e−
1
2
σ2

x t
2

dµ(x).

� 

�
���������� �� ����� �������

��� � ����
�	 
���	�

��� (X, T, µ) �� � �
������� �
����� !���
�� ���� � �
����� �	
�� K ���� 
�
X ��� �	���	��� ��� �����	� µ� :��
�� �
 m ��� ;��	 �����	� 
� K� ��� �

(k, x) → kx ��� ����
� 
� K 
� X�

��� θ : X → K �� � $
	�� ������
�� ��� �
��'�� ���� ���� �� �
�����	 ��	�
���� ��� �
	�

n−1∑
k=0

ϕ(θ(x)T kx).

2



��� µθ ��� �����	� 
� K ��'��� �
 µθ(B) = µ(θ−1B)� �
	 B $
	�� ��� �� K� �
	 �
������
� ϕ �� L2(µ)� �� ���	
���� ��� ��
 �
��
���� �	
��	����<

"�
���	# ��� %&���	
� ��
�� ����	�
 ���� ������� ��	 ϕ(k.)� ���	� �'���� σk ≥ 0
���� ��
�� ��	 ���	� ρ ������� ���� 	������ �� µ �� X� ��	 ���	� ����	�
� A �� R�
���	� k ∈ K�

(ρµ){x :
1√
n
Snϕ(kx) ∈ A} −→ 1√

2πσk

∫
A

exp(−1

2

s2

σ2
k

) ds. ���#

7� σk = 0 �� ���#� ��� ����� ��� �� ��� :�	�� �����	� �� 1�

"�
���	# ��� %&��������� �� ��� �
	�
��� �� ��� 
������ ��
� ���� 	������ �� ���
�	
���
������

‖ 1√
n

n−1∑
�=0

ϕ(θ(·)−1k T �·) − 1√
n

n−1∑
�=0

ϕ(θ(·)−1T �·)‖2 ≤ C
√
nd(k, e).

"�
�
��	�
� ��� !� ��� �������� ϕ �
������ (�# 
�� (�(� ��� ��������� �����	�����
������

µ{x :
1√
n

n−1∑
�=0

ϕ(θ(x)T �x) ∈ A} −→
∫
K

1√
2πσk

∫
A

exp(−1

2

s2

σ2
k

)ds dµθ(k).

A	

� ��	��� ��� �� '3 D � �
����� ������
	�

� 
� ��� �������
 �� K� �
	 ���	

������� k 
� K� ��� 	�����	��
 
� ��� ����
� 
� K ��� A	
��	�
 8�� �
	 ��� ������
�
ϕk(·) = ϕ(k·) ���� ��� �
���	�����

µ{x :
1√
n
Snϕk(x) < u, θ(x)−1k ∈ D} −→ 1√

2πσk

∫ u

−∞
exp(−1

2

s2

σ2
k

)ds µ{x : θ(x)−1k ∈ D},

���	� σ2
k �� ��� ��
���
��� ��	����� ���
������ �
 ��� ������
� ϕk�

$
 ������ ��� �����	�� 
��	 K� �� 
�����<

(µ⊗m){(x, k) :
1√
n
Snϕk(x) < u, θ(x)−1k ∈ D}

−→
∫
K

1√
2πσk

∫ u

−∞
exp(−1

2

s2

σ2
k

)ds µ({x : θ(x)−1k ∈ D}) dk.

��� �����	� µ⊗m �� �	���	��� �
 ��� ������ 
� ��	����� x = x, k′ = θ(x)−1k� !
�
�
 �������� �
 m(D)� �� ���<

1

m(D)
µ⊗m{(x, k′) :

1√
n

n−1∑
�=0

ϕ(θ(x) k′ T �x) < u, k′ ∈ D}

−→
∫
K

1√
2πσk

∫ u

−∞
exp(−1

2

s2

σ2
k

)ds
µ({x : θ(x)−1k ∈ D})

m(D)
dk.

6



��� �����	�
µ({x : θ(x)−1k ∈ D})

m(D)
dk

����� �
 µθ ���� ����� 
� µ �
 θ# ���� ��� �������	 
� D ����� �
 1� A	
��	�
 8�8
�
� ���
�� �� �
 �
������� ��� ε �� � �
������ �����	� ��� Rnϕ(x, k) �� ��� ���

Rnϕ(x, k) =
n−1∑
�=0

ϕ(θ(x)kT �x).

>� ����

µ({x :
1√
n
Rnϕ(x, e) ≤ u})

≤ µ({x :
1√
n
Rnϕ(x, k) ≤ u+ ε}) + µ({x :

1√
n
|Rnϕ(x, k) − Rnϕ(x, e)| > ε})

≤ µ({x :
1√
n
Rnϕ(x, k) ≤ u+ ε}) +

V ar(Rnϕ(·, k) −Rnϕ(·, e))
nε2

≤ µ({x :
1√
n
Rnϕ(x, k) ≤ u+ ε}) +

C2nd(k, e)2

nε2
.

:��
���� �
 δ(D) ��� �������	 
� D� ��� ���	��� ����� 
� D 
�����<

µ({x :
1√
n
Rnϕ(x, e) ≤ u})

≤ 1

m(D)
µ⊗m{(x, k) :

1√
n

n−1∑
l=0

ϕ(θ(x)kT lx) < u+ ε, k′ ∈ D} +
C2δ(D)2

ε2
.

���� ������� 
� ��� ��
�� �
���	������

lim sup
n→∞

µ({x :
1√
n
Rnϕ(x, e) ≤ u})

≤
∫
K

1√
2πσk

∫ u+ε

−∞
exp(

−s2

2σ2
k

)ds
µ({x : θ(x)−1k ∈ D})

m(D)
dk +

C2δ(D)2

ε2
,

����� ������� δ(D) ����� �
 1�

lim sup
n→∞

µ({x :
1√
n
Rnϕ(x, e) ≤ u}) ≤

∫
K

1√
2πσk

∫ u+ε

−∞
exp(

−s2

2σ2
k

)ds dµθ(k).

!�����	�
 �� ����

lim inf
n→∞

µ({x :
1√
n
Rnϕ(x, e) ≤ u}) ≥

∫
K

1√
2πσk

∫ u−ε

−∞
exp(−1

2

s2

σ2
k

)ds dµθ(k).

���	��
	�� �3������ ��
�� �
	 u = 0 �� σk = 0 �
	 � ��� 
� �
������ µθ������	� 
�
�������� k� �� ���� ��� �
���	�����<

lim
n→∞

µ({x :
1√
n
Rnϕ(x, e) ≤ u}) =

∫
K

1√
2πσk

∫ u

−∞
exp(−1

2

s2

σ2
k

)ds dµθ(k).

�1



0 �
����� �������
� �� ����� 
�� ����� ����
 ���� 	����� �� ���� ��� ����	�� �����
���
	�� �
��� �
	 	�����	 ������
�� ��� ��� ����
� 
� K �� 	�����	� ��� (X, d) �� �
���	�� ������ �
	 � 	��� �����	 η > 0� 
� ��� ����� 
� ;)���	 �
�����
�� ������
��

� 
	��	 η �� ��'�� ��� η���	����
� ��� ��� η�;)���	 �
	� �


[ϕ]η = sup
x �=y

|ϕ(x) − ϕ(y)|
d(x, y)η

, ‖ϕ‖η = ‖ϕ‖∞ + [ϕ]η. ��8#

>� ��
 ���� ��� ����
� 
� K �� ;)���	 �
�����
�� ��� �
	 ���	
 k ∈ K� x → kx ��
;)���	 �
�����
��� �
	 ���
 ���
��� �
����� �� ��� ���� �	
��� ���� ��� ����	��
����� ���
	�� �
��� �
	 ;)���	 �
�����
�� ������
��� 7� ��� ����
� 
� K �� ;)���	
�
�����
��� ���� ��� ����	�� ����� ���
	�� �
��� �
	 ϕ(k.)� ?
	�
��	� ������� 
� ���
���
	�� 
� (�����
� �+(�/,.� +"�1/.#� ��� ���
	�� �� �	�� �
	 �����	�� ���
�����

�
�����
�� ���� 	������ �
 µ� 7� ���� ���� � ;)���	 �
�����
�� ������
� ϕ �����'��
A	
��	�
 8���

$�%��	�
� ��� >� ��
 ���� (X, T, µ) �� �'�������
��� 
�'��� ��� �
	 ���	
 η > 0�
���	� �3��� C > 0 ��� α ∈]0, 1[ ���� ����� �
	 ���	
 �����	�� η�;)���	 �
�����
��
������
�� ϕ� ψ�

|〈T nϕ, ψ〉| = |
∫
X

ϕ ◦ T n ψ dµ| ≤ C ‖ϕ‖η ‖ψ‖2 α
n.

"�
�
��	�
� ��! ��� (X, T, µ) �� 
 ���

��
� �����
 ���	� X �� 
 	��

���
�


������� )���
� ��
� ���	� �� 
 
�
��	� �	���	���� 
����� �� 
 ��
�
�� ��� �	���
K �� (X,µ) ����� �� C∞� )���
� ��
� ��� ����	
� ��
�� ����	�
 ����� ��	 ��*�	 
����
��� ��������� �� X 
�� ��
� (X, T, µ) �� �'�������
��� 
�'���� ���� ��	 ���	�
C∞ �������� ϕ �� X� ��	 ���	� t ∈ R�

µ{x :
1√
n

n−1∑
0

ϕ(θ(x)T kx) < t} −→
∫
K

1√
2πσk

∫ t

−∞
exp(−1

2

s2

σk2
) ds dµθ(k).

A	

� >� ���� ��� ��	�
��� ����
��� 
� K� >� �	��F
 �����	�4� ���� �� �����
�
	 �
	� ������� ��� +$
28.�

��� ����
� 
� K 
� X ��'��� � �����	
 	��	��������
� U 
� K 
� L2(µ) �
 k �−→
ϕ(k−1x) ����� ��� �� ���
��
��� �� � ��� 
� �		�������� 	��	��������
��� ��� K̂
�� ��� ��� 
� ����������� ������� 
� �		�������� 	��	��������
�� 
� K ��� ��� δ �� ��
������� 
� K̂�

��� �� '3 � ���� R 
� ��� 	

� �
���� 
� K ��� ��� �����	� 
� K� ��� �� ���� W
��� ���
������ >�
� ������	� �
 ���� �		�������� 	��	��������
� 
� K �� �������

���
������ � �����	 �
	� ���
����� �
 � ������� �� W < ��� �
������ ������ 
� ���
	��	��������
�� ��� δ �� �� ������� 
� K̂ ��� ��� γδ �� ��� �
		���
����� �
������
�������

��



��� >�
� �
	���� ����� ��� �������
�� dδ� ��� �		�������� 	��	��������
� ���
������
�
 δ �� � ������
� 
� γ <

dδ =
∏
α∈R+

〈α, γδ + ρ〉
〈α, ρ〉 ,

���	� R+ �� ��� ��� 
� �
������ 	

�� ��� ρ ��� ���� ��� 
� ��� �
������ 	

���

�
	 ���	
 δ ∈ K̂� ��� ξδ �� ��� ���	����	 
� δ� χδ = dδξδ� ���

Pδ = U(χδ) = dδ

∫
K

ξδ(k)U(k) dk.

��� 
��	��
	 Pδ �� ��� �	
�����
� 
� L
2(µ) 
� ��� ��
�
��� ��	� Fδ := Pδ(L

2(µ))�
G�� ���

L2(µ) =
⊕
δ∈K̂

Fδ.

�
	 � ����� ����
	 v �� L2(µ) ��� �� ���
�� vδ ��� ������� Pδ� 0� ������� v 
� Fδ

�� K�'����<

dim VectKv ≤ d2
δ. ��=#

G�� ��
� ���� v �� C∞ �� ��� ��� k �→ U(k)v �� C∞� G�� ��'��� ��� ��	���� 	��	��
�������
� 
� U 
� ��� ����� 
� C∞ ��������H �� �� � 	��	��������
� 
� ��� ��� �����	�
K 
� K ��� ���� 
�� ��� �� �3������ �
 � 	��	��������
� 
� ��� �����	��� �����
����
�����	� 
� K� >� ��� ��� ���� ����	 U �
 ���
�� ����� ��	�� 	��	��������
���

��� X1, . . . , Xn �� �� 
	��
�
	��� ����� �
	 �� ����	���� �����	 �	
���� 
� K� ���

��	��
	 Ω = 1−∑n

i=1X
2
i ���
��� �
 ��� �����	 
� ��� �����	��� �����
���� �����	�


� K� !
� �
 !���	@� ������ �� µδ �� � 	��	��������
� 
� �
�� δ� ���	� �3���� cδ ����
����

µδ(Ω) = cδµδ(1).

��� 
��	��
	� Ω(Xi) ����� ��	������� cδ �� �
������� G�� ��� ��
� ���� +$
28.# ����
���	� �3���� � �����	 �	
���� Q ���� ����

cδ = Q(γδ + ρ) −Q(ρ).

7� v �� C∞� 
�� ���
PδU(Ω)v = cδPδv = cδvδ,

����� �
	 ���	
 �
� �������� ������	 m� �
	 ���	
 δ �� K̂� 
�� ���

vδ = c−mδ (U(Ωm)v)δ,

���� ��	�� cδ �
	 ��	�� γδ� �	
� ���� �������
 ��� ��� ��'����
� 
� Pδ� 
�� �������
����

‖vδ‖∞ ≤ d2
δ

cmδ
‖U(Ωm)v‖∞.

�8



7� ��	������	� ��� ��	���
∑

δ∈K̂ vδ �
���	��� ����
	��
 �
��	� v� ���� ���
�� �� �

�	���� �
	 ���	
 x ∈ X�

ϕ(k−1x) =
∑
δ∈K̂

U(k)(ϕδ)(x),

ϕ(θ(x)kx) =
∑
δ∈K̂

U((θ(x)k)−1)(ϕδ)(x).

>� ���� �
 ����
 ��� �������
<

‖ 1√
n

n−1∑
�=0

ϕ(θ(·)kT �·) − 1√
n

n−1∑
�=0

ϕ(θ(·)T �·)‖2.

>��� ��� �
����
�� ���	
����� ��
�� �� ��� �	���<

n−1∑
�=0

ϕ(θ(x)kT �x) − 1√
n

n−1∑
�=0

ϕ(θ(x)T �x) =

n−1∑
�=0

((U(k−1) − Id)U(θ(x)−1)ϕ)(T �x)

=
∑
δ∈K̂

n−1∑
�=0

((U(k−1) − Id)U(θ(x)−1)ϕδ)(T
�x)

G� 
�� ����� ����� vδ �� K�'����� ���	� �3���� � '���� ��� 
� C
∞ ������
�� {ϕδ,j, j =

1 . . . q} ����� ϕδ,j = U(kj)ϕδ �
	 �
�� kj ��� q ≤ d2
δ ������� 
� ��=## ��� ����
	��


�
����� ������
�� uδ,j ���� ����

(U(k−1) − Id)U(θ(x)−1)ϕδ =

q∑
j=1

uδ,j(x)ϕδ,j.

�	
� ���� �� ������ ����

|〈T p(U(k−1) − Id)U(θ(·)−1)ϕδ, T
q(U(k−1) − Id)U(θ(·)−1)ϕδ〉|

≤ Cd4
δ‖ϕδ‖2‖ϕδ‖ηα|p−q| ≤ Cd4

δ‖ϕδ‖2‖ϕ‖ηα|p−q|. ��5#

G� ��� 
���	 ����� 
�� ���

‖(U(k−1) − Id)vδ‖ ≤ ‖γδ‖rd(k, e)‖vδ‖, ��-#

���	� ‖γδ‖ ���
��� �� ����� �
	� 
� � �
��� �� � ������� ���� �
	� 
� ��� 
��	��
	
(U(k−1) − Id) 
� Fδ �� ���� �
 �� �
��	����
 ���	������ ������
� 
� δ �+$
28.� ��
28�2=##� �	
� ��5# ��� ��-# �� ������ ����

E((
n−1∑
l=0

((U(k−1) − Id)U(θ(x)−1)ϕδ)(T
lx))2)

≤
∑

1≤p≤q≤n
|〈T p(U(k−1) − Id)U(θ(·)−1)ϕδ, T

q(U(k−1) − Id)U(θ(·)−1)ϕδ〉|

≤ C
∑

1≤p≤q≤n
min(dδ4‖ϕδ‖2‖ϕ‖ηα|p−q|, ‖γδ‖2rd(k, e)2‖ϕδ‖2).

�=



$
 ������� ���� ��� �� ��
 ������ �|p−q| < M ln+(d(k, e)) ��� |p−q| ≥M ln+(d(k, e))#

�� 
������ ���� ���	� �3���� L > 0 ���� ����<

E((

n−1∑
l=0

((U(k−1) − Id)U(θ(x)−1)ϕδ)(T
lx))2)

≤ C‖γδ‖L‖ϕδ‖2‖ϕ‖η n d(k, e)2 ln+(d(k, e)),

���� ��

‖
n−1∑
�=0

((U(k−1) − Id)U(θ(x)−1)ϕδ)(T
�x)‖2

≤ C‖γδ‖L‖ϕδ‖1/2
2 ‖ϕ‖1/2

η

√
n d(k, e) ln+(d(k, e))1/2.

��� �	�������	 ���������
 �
� �����

‖
∑
δ∈K̂

n−1∑
�=0

((U(k−1) − Id)U(θ(·)−1)ϕδ)(T
�·)‖2

≤ (
∑
δ∈K̂

C‖γδ‖L‖ϕδ‖1/2
2 )‖ϕ‖1/2

η

√
n d(k, e) ln+(d(k, e))1/2.

!���� ϕ �� C∞� ��� ��	���
∑

δ∈K̂ C‖γδ‖L‖ϕδ‖1/2
2 �
���	��� ��� �� ���� �	
��� ����

‖ 1√
n

n−1∑
�=0

ϕ(θ(·)kT �·) − 1√
n

n−1∑
�=0

ϕ(θ(·)T �·)‖2 ≤ C(ϕ)d(k, e) ln+(d(k, e))1/2.

>� ���� �	����� ��� ���� 
� �3�
��������
 ��3��� �
������� �
����� �
 �������
 ���
�3�
����
�� ���� �
�
������ ��� �� ��������< �������� �
		�����
�� �
	 	�����	
������
�� ��9�� �
 
����� �� ���������
 ����

‖ 1√
n

n−1∑
�=0

ϕ(θ(·)kT � ·) − 1√
n

n−1∑
�=0

ϕ(θ(·)T � ·)‖2 ≤ C(ϕ)β(d(k, e)),

���	� β �� � ������
� ���� ���� limt→0 β(t) = 0�

��� �����	��

&�	


�� ��
� 
� 	 � 	
������� +��,1.� +�$66.#

��� A ∈ SL(d,Z) �� � ���	�3 ����
�� ���������� 	

� 
� ��� ����
� 7� ��'��� ��
�	�
��� ���
�
	����� 
� ��� d��������
��� �
	�� T

d �
	 ��� �������� �����	� λ�

�5



��� B �� � ���	�3 ���� �����	�� �
�9������� �
	 ���	
 �����	�� C∞ ������
� ϕ� �
	
���	
 t ∈ R� �� ����<

λ{x :
1√
n

n−1∑
0

ϕ((Ak −B)x) < t} −→
∫

Td

1√
2πσy

∫ t

−∞
exp(

−s2

2σ2
y

)ds dλB(y).

7� detB �= 0 ���� λB = λ�

$�� ������	
�� �� ��� ��
��

7� T �� � �
��	�
��� ���
�
	����� 
� ��� �
	�� T
d� ���� �
	 ��
 ;)���	��� ϕ� ���

��� E(ϕ, T ) := {y : ϕ(. + y) is a T−coboundary} �� ��
��� ������� ϕ(. + y) �� �
�
�
����	
 �� ��� 
��
 σ(ϕy) = 0 ��� y �→ σ(ϕy) �� � �
�����
�� ������
� �����
�� � �
��������� 
� ��� ��3��� �	
��	���� 
� T H ��� �����
� 5�8 ���
�#� G� ���

���	 ���� �� ϕ(. + y) is a T−coboundary ���� �� �� � �
�
����	
 ������ ��� ��� 
�
;)���	 �
�����
�� ������
��< ���	� �3���� � ;)���	 �
�����
�� ������
� ψy ���� ����
ϕ(. + y) = Tψy − ψy� ���� �� B �� ��	������� ��� σy = 0 λ����
�� ��	��
� ����
σy = 0 ���	
���	� ��� ϕ(0 + y) = Tψy(0) − ψy(0) = ψy(0) − ψy(0) = 0� !
� �� B ��
��	�������� ������ ϕ = 0� ��� ����� ��� �� �
� ������	�����

7� T �� �� �	�
��� �
���
��	�
��� ���
�
	����� 
� ��� �
	�� T
d ���� 
�� ��� �
 	����

�
	�� ��� 	�����	��
 �
�
������ 
� ϕ �� 
	��	 �
 ����
 ��� ���
�� ��	� 
� ��� �	���
��
	���
����< �� ϕ �� d������ ��%�	��������� ��� � ;)���	 �
�����
�� dth���%�	������ ���
�� � �����	���� �
�
����	
 ���� �� �� � �
�
����	
 �� ��� ����� 
� ;)���	 �
�����
��
������
�� �+I�2,.� +�$66.#�

&�	


�� ��
� 
� ���
����
��� ���� +&
�$18.#

��� X �� ��� =��������
��� ��������
�� ��'��� �� ��� �
�
����
�� ����� N/Γ�
���	� N �� ��� ;�������	� �	
�� 
� �	�������	 ���	����⎛

⎝ 1 x1 z
0 1 x2

0 0 1

⎞
⎠

��� Γ ��� ����	��� ����	
�� 
� �����	�� �
���� �� N � ��� µ �� ��� N�����	����
�����	� 
�N/Γ ������� �
 ��� ;��	 �����	� 
�N � >� �������
N ��� R

3 ��������
���� ��� ���

(x1, x2, z).(x
′
1, x

′
2, z

′) = (x1 + x′1, x2 + x′2, z + z′ + x1x
′
2 − x′1x2).

��� A =

(
a b
c d

)
�� � �
��	�
��� ���	�3 �� Sl(2,Z)� 7� ��'��� � �	����
	����
� T


� N/Γ �

T : (x1, x2, z)Γ → (ax1 + bx2, cx1 + dx2, z)Γ.

��� �	
�� 
� ��
���	��� 
� ��� �����
�� X ��� �� ���� �� ��� ��	���� ��� θ �� �
$
	�� ��� ��'��� �	
� ��� ��
����� �
	�� T

2 �
 R/Z< θ(x1, x2, z) = θ(x1, x2)� ����

�-



�� ���� �
	 ���	
 ;)���	 ������
� ϕ<

µ{x :
1√
n

n−1∑
k=0

ϕ(Ak(x1, x2), θ(x1, x2) + z) < t} −→
∫

R/Z

1√
2πσy

∫ t

−∞
exp(−1

2

s2

σ2
y

)ds dµθ(y),

���	� σ2
y �� ��� ��
���
��� ��	����� ���
������ �
 ��� ������
� ϕy(x1, x2, z) =

ϕ(x1, x2, z + y)�

$���
��� '
(� 
� �

���	 )�
	���	� 
� SL(d,R)���� +�$A1-.#

��� G �� ��� �	
�� SL(d,R)� ��� Γ �� � �
�
����� ������� 
� G� ��� ��� µ ��
��� �	
�������
 
� G/Γ ������� �	
� ��� ;��	 �����	�� ��� g0 �� � ����
���
���	�3 �� G ��%�	��� �	
� ��� �������
� 7� ��'��� � �	����
	����
� T 
� G/Γ<
x = gΓ �−→ Tx = g0gΓ�

��� ϕ �� � �����	�� C∞ ������
� �	
� G/Γ �
 R ��� ��� θ �� � $
	�� ��� �	
� G/Γ
�
 SO(d,R)� >� ����

µ{x :
1√
n

n−1∑
k=0

ϕ(θ(x)T kx) < t} −→
∫
SO(d,R)

1√
2πσy

∫ t

−∞
exp(−1

2

s2

σ2
y

)ds dµθ(y),

���	� σ2
y �� ��� ��
���
��� ��	����� ���
������ �
 ��� ������
� ϕy(x) = ϕ(y.x)�

� 

�
���������� �� �������
 �
����
������

��� ��	���	� ���


�	���
� ��� �������� 	���

��� (X, T, µ) �� � �
������� �
���� ��'��� 
� � �����
��X� ��� d �� � 	���������
�������� 
� X� ��� ;)���	 �
	� �� ��'��� �� �� ��8#� ��� �3�������
� E �� ���
�����	�� ���� 	������ �
 µ� 7� �
�� �	

��� �� ���� ���
�� �
 ��� ���� �����	 C
� �
������ ����� ��
 ��	
 �� ��� �	

�� C
� �� ���	
���� ��� �
��
���� ��������
���
		�����
� �	
��	�
<

"�
���	# ��� ���	� �'��� C > 0 
�� δ ∈]0, 1[ ���� ��
�� ��	 
�� ������	� m 
�� m′�

�� +,���	 ���������� ��������� (ϕi)

m+m′
i=1 ������ �� X� 
�� ������	� 0 ≤ �1 ≤ . . . ≤

�m ≤ k1 ≤ . . . ≤ km′ , N > 0�

Cov(
m∏
i=1

T �i ϕi,
m′∏
j=1

T kj+Nϕj) ≤ C(
m+m′∏
i=1

‖ϕi‖∞ +
m+m′∑
j=1

[ϕj ]η
∏
i�=j

‖ϕi‖∞)δN .

���� �	
��	�
 ��� ���
 ����	������ �
����������� �
��
���� &� J��@� ����
� �+J�11.#�
�� ���� ��
� ���� ��� �
	����4�� �	�
��� ���� ������ �� �
�� ����� ���� ��������

�,



��	������ ���� �
	 �
�� �
� ����	���� �����	�� 
� X ���
�����
 �
�����
�� ����
	������ �
 µ ��� ����� ��� ��	
 ���� ��� �����

��� �� '	�� ����� � ��	
 ������ �
��������� 
� ���� �	
��	�
� ���	� �3��� C > 0�
ζ ∈]0, 1[� ���� ����� �
	 ���	
 �����	�� ;)���	 �
�����
�� ������
�� ϕ ��� ψ ��'���

� X ���� 4�	
 ���	��� ���� 	������ �
 µ� �� ����<

|〈ϕ, T nψ〉| ≤ C‖ϕ‖η ‖ψ‖2 ζ
n, |〈ϕ, T nψ〉| ≤ C‖ϕ‖2 ‖ψ‖η ζn. ��,#

��� '	�� ���������
 ��
�� �� � �
��������� 
� =��� ��� ���
�� 
�� �� �	
��� �
 �����
��� &����
�!����	4 ���������
 ��� �������������� ��
 ����� ‖ϕ‖2 ≤ ‖ϕ‖ηδn/2 ���
‖ϕ‖2 ≥ ‖ϕ‖ηδn/2� 7� ��	������	 ��� ��
���
��� ��	����� 
� ��� �
	����4�� �	�
���
���� 
� � ;)���	 �
�����
�� ������
� �� ���� ��'��� ��� ����� �
<

σ(ϕ)2 = µ(ϕ2) + 2

∞∑
k=1

〈ϕ, T kϕ〉.

� �
��
 ��� ��� (X, T, µ) �� 
 ���

��
� �����
 ������ �� 
 

������ X �
� 
������� -	���	�� .�#� ��� (ρn) �� 
 �������� �� ������� ��������� ���� 	������ �� µ
���� ��	
� ‖ρn‖η ������� �� CnL� ��	 ��
� �����
��� η > 0, C, L� ���� ��	 ���	�
�������� (ϕn) �� �����	�� +,���	 ���������� ��������� ���� +,���	 ��	
� �����	
��
�������� �� �
��

µ(ρn exp(
it

n1/2

n−1∑
�=0

T �ϕn)) − exp(−1

2
σ(ϕn)

2t2) → 0.

A	

� ��� α ∈]0, 1/2[� ��� ��%�	���� 1√
n
Snϕn(x)− 1√

n
Snϕn(x)◦T nα

����� ����
	��


�
��	� 1� >��� ‖ρn‖η ≤ CnL� A	
��	�
 =�� �����<

|µ(ρn exp(
it

n1/2

n−1∑
�=0

T �+n
α

ϕn)) − µ(ρn)µ(exp
it

n1/2

n−1∑
�=0

T �+n
α

ϕn)|

≤ C(‖ρn‖∞ + n[ϕn]η‖ρn‖∞ + [ρn]η)δ
nα ≤ CnL+1δn

α

.

���� �� 
��
 ���� �
 ����
 µ(exp( it
n1/2

n−1∑
�=0

T �+n
α

ϕn)) = µ(exp
it

n1/2

n−1∑
�=0

T �ϕn)�

G� � �	
�������
 ����� (Ω,P) �
�������� (X,µ)� �� ��� �
���	��� � �������� (Xk,n)

� �����	�� ����������� �
����� 	���
� ��	������ 
� ��	����� σ(ϕn)

2 ���� ����	��
����
� 1

2
(δ−σ(ϕn) + δσ(ϕn))� ����������� �	
� ��� ��	������ ϕn� !���� ��� ��������

(‖ϕn‖η)n �� �
������ ��� �������� (σ(ϕn))n �� ���
 �
����� ��� 
�� �����
 �����
����

E(exp(
it

n1/2

n−1∑
�=0

Xl,n)) − exp(−1

2
σ(ϕn)

2t2) → 0.

�/



>� ����� ���� ��� ��%�	���� ������� ��� ���	����	����� ������
�� 
� 1
n1/2

n−1∑
k=0

T kϕn

��� 1
n1/2

∑n−1
k=0Xk,n ����� �
 1� �
 ��
� ��� ��� �� �	���

B�,n = exp(
it

n1/2
T �ϕn), C�,n = exp(

it

n1/2
X�,n).

>� ����<

exp
it

n1/2

n−1∑
�=0

T �ϕn − exp
it

n1/2

n−1∑
�=0

X�,n =

n−1∏
�=0

B�,n −
n−1∏
�=0

C�,n, ��/#

���
n−1∏
�=0

B�,n −
n−1∏
�=0

C�,n =

n−1∑
�=0

(

�−1∏
k=0

Ck,n) (B�,n − C�,n) (

n−1∏
k=�+1

Bk,n)︸ ︷︷ ︸
∆�

,

���	� ��� �	
����� ���� �� ����
 ��� 
� ����3�� �	� �
������
����
 ����� �
 �� ��

��� ��	������ ∆� = (B�,n − C�,n)
n1+α−1∏
k=�+1

B�,n ���
�−1∏
k=0

C�,n �	� ������������ >�

���� ��
� ���� �
�� 
� ��� n ��	�� |E(∆�)| �	� �
����� �
 �
�� �
������ �����
n−3/2 lnn� ���� ���� ����
 ��� 	������

&
�����	 � �������� (χ(m)) ���� ���� '3�� ����	� >��� �+ 3χ(n) + 1 < n� �� �����
��� �	
���� ∆� �� ��	�� ��
���<

∆� = (B�,n − C�,n)

�+χ(n)∏
k=�+1

B�,n︸ ︷︷ ︸
A

�+2χ(n)∏
k=�+χ(n)+1

Bk,n

︸ ︷︷ ︸
B

�+3χ(n)∏
k=�+2χ(n)+1

Bk,n

︸ ︷︷ ︸
C

n−1∏
k=�+3χ(n)+1

Bk,n

︸ ︷︷ ︸
D

.

��� �� �
� ����


E(∆�) = E(ABCD) = E(A(B − 1)(C − 1)D) + E(ABD) + E(ACD) − E(AD).

��� ���� ����� ���
	�� ��
�� ����A �� �
����� �
 �
�� �
������ ����� tn−1/2‖ϕn‖∞‖X�,n‖∞
��� (B − 1), (C − 1) �	� �
�� �
����� �


2t

n1/2

�+2χ(n)∑
k=�+χ(n)+1

‖ϕn‖∞,

�2



���� E(A(B − 1)(C − 1)D) ≤ C‖ϕn‖3
∞

t3

n3/2χ(n)2�

��� ��	�� 
���	 ��	�� ��� �� �	����� �� ��� �
��
���� ��
�

&
�����	 �
	 �3����� < E(ABD) = Cov(AB,D) + E(AB)E(D)� A	
��	�
 =�� �����
Cov(AB,D) ≤ C δχ(n)� ��� �� �
� ����


AB = (B�,n − C�,n)

�+2χ(n)∏
k=�+1

Bk,n

=

(
exp

itT �ϕn
n1/2

− exp
itX�,n

n1/2

)
exp

⎛
⎝itn−1/2

�+2χ(n)∑
k=�+1

T kϕn

⎞
⎠

��� �3�����
� 
� ��� ��
 ��	�� �� 
	��	 � ��� 
	��	 8 
�����

AB =
it

n1/2
(T �ϕn −X�,n) − t2

2n
(T �ϕ2

n −X2
�,n)

−t
2

n

�+2χ(n)∑
k=�+1

T kϕn T
�ϕn +

t2

n
X�,n

�+2χ(n)∑
k=�+1

T kϕn +D,

���	� D �����'��

|D| ≤ C[
t2

n3/2
(χ(n)2 +

t3

n3/2
+
t4

n2
χ(n)] ≤ C

t2

n3/2
χ(n)2.

$
 ������ ��� �3�������
�� 
�� 
������<

|E(AB)| ≤
t2

2n
E(X2

�,n) −
t2

2n
(E(T �ϕ2

n) + 2

�+2χ(n)∑
k=�+1

E(T kϕn T
�ϕn)) + C

t2

n3/2
χ(n)2. ��2#

$
 �
�
������ �� ����

E(X2
�,n) = σ2(ϕn) = E(T �ϕ2

n) + 2
∞∑

k=�+1

E(T kϕn T
�ϕn)

= E(T �ϕ2
n) + 2

�+2χ(n)∑
k=�+1

E(T kϕn T
�ϕn) + 2

∞∑
k=�+2χ(n)+1

E(T kϕn T
�ϕn).

K�������� E(X2
�,n) �
 ���� �3�	����
� �� ��2# �� 
�����

|E(AB)| ≤ C(t2
∞∑

k=�+2χ(n)+1

E(T kϕn T
�ϕn)n

−1 + χ(n)2n−3/2),

�6



��� ������� 
� ��� ����
 
� �
		�����
�� ��,#<

|E(AB)| ≤ C(t2ζχ(n)n−1 + χ(n)2n−3/2).

!����� 
� ��� 
���	 ����� |E(D)| ≤ 1� �� ����

E(∆�) ≤ C(t2(ζχ(n)n−1 + χ(n)2n−3/2) + ζχ(n) + ‖ϕn‖3
∞‖ t3

n3/2
χ(n)3).

C
� �� ��� �
��� ��/#<

|E(
n−1∏

0

B�,n −
n−1∏

0

C�,n)| = |
n−1∑
�=0

E(
�−1∏
k=0

Ck,n)E(∆�)| ≤
n−1∑
�=0

|E(∆�)|

≤
n−1−4χ(n)−1∑

�=0

C(t2(ζχ(n)n−1 + χ(n)2n−3/2) + ζχ(n)

+‖ϕn‖3
∞‖ t3

n3/2
χ(n)3) +

n−1∑
�=n−1−4χ(n)

E(∆�).

�	
� ��� ���� ����� ���
	�� 
�� ���
 �������

E(∆�) ≤ Cn−1/2.

7� �� ���� χ(n) = C lnn ���� C ��	�� ��
���� ���� �� �	� �
���

��� ���	�����
�

��� (X, T, µ) �� � �
������� �
���� ��'��� 
� � �����
��X� !���
�� ���� A	
��	�

=�� �
���� ��� θ : x → θx �� � ��� �	
� X ���
 ��� ��� 
� ��� ;)���	 �
�����
��
���� �	
� X �
 X� >� ���� ��� ���
 ��� �
����
� θ(x) ������� 
� θx� >� ����
��
���� θ �����'�� �
	 �
�� η > 0

sup
z∈X

d(θx(z), θy(z)) ≤ Cd(x, y)η. ��6#

��� ϕ �� � ;)���	 �
�����
�� ������
� �	
� X �
 R� >� ���� �
 ����
 ��� ������
	

�

n−1∑
k=0

ϕ(θx(T
kx)).

>� ��� ������ ���� ��� �3�
���� 
� 	�����	��
 �� ��6# ��� ��� �3�
���� �
	 ϕ �	�
��� ����� !���� ��� ���� θx �
 �
� �������	��
 �	���	�� ��� �����	� µ� 
�� ��� �

�����	 ����� �
��'�� �	�
��� ����� >� �	���

ϕθx
:= E(ϕ(θx(.))) =

∫
X

ϕ(θx(y))dµ(y),

81



ϕθx := ϕ(θx·) − ϕθx
, σ2

θx
:= σ2(ϕθx).

�
	 µ����
�� ���	
 x ���� ����	�� �
���� 
� ��� �
������� �
����#�

1

n

n−1∑
k=0

ϕ(θx(T
kx)) → ϕθx

.

>� ����� ���� �
�� ������
�� ϕθx
��� σ2

θx
�	� ;)���	 �
�����
��� ��� �� ��
� �� �
	

σ2
θx
� G� 
�� ����� �� ���� 
� ��,#� ��� ���
���� ����� 
�

σ2(ϕθx) − σ2(ϕθy) = µ(ϕ2
θx

) − µ(ϕ2
θy

) + 2
∞∑
1

(µ(ϕθx .T
kϕθx) − µ(ϕθy .T

kϕθy))

�� �
����� �


2‖ϕ‖∞‖ϕθx − ϕθy‖2 + 2

∞∑
1

|µ(ϕθx(T
kϕθx − T kϕθy)| + 2

∞∑
1

|µ((ϕθx − ϕθy)T
kϕθy)|

≤ 2‖ϕ‖∞‖ϕθx − ϕθy‖2 + 4C

∞∑
1

C(‖ϕθx‖η + ‖ϕθy‖η)‖ϕθx − ϕθy‖2 ζ
k

≤ C(‖ϕθx‖η + ‖ϕθy‖η)‖ϕθx − ϕθy‖2,

���� 
� ��� 
���	 �����

‖ϕθx − ϕθy‖2 ≤ ‖ϕθx − ϕθy‖∞ ≤ Cd(x, y)η
2

.

C
� ����
�� ���� ���	� �3���� (Pn) � �������� 
� ��	����
�� ���� ��� �������	 
�
��� �������� 
� Pn ������	 ���� n−2/η2 ���� ����� �
	 �
������ �
������� C,L� �
	
���	
 n ∈ N� ���	
 P �� Pn� ���	� �3���� � ������
 ������
� ρn,P ���� ����

‖ρn,P‖η ≤ CnL, ‖ρn,P − µ(P )−11P‖1 ≤ 1

n
. �81#

��� �� '3 ���� � �������� (Pn)� &������ 
�� ��� ����� X ���
	���� �
 ��� ��	����
�
Pn �� ���

n−1∑
k=0

ϕθx(T
kx) =

∑
P∈Pn

n−1∑
k=0

1P (x)ϕθx(T
kx).

�
	 ���� ������� P 
� Pn �� ��

�� �� P � �
��� xn,P � 7� x ∈ P � ���� ��� ��������
d(θx(T

kx), θxn,P
(T kx)) �� �
����� �
 Cd(x, xn,P )η ≤ Cn−2/η� >� ���� ����

|
∑
P∈Pn

n−1∑
k=0

1P (x)ϕθx(T
kx) −

∑
P∈Pn

n−1∑
k=0

1P (x)ϕθxn,P
(T kx)| ≤ Cnn−2.

8�



��� �� �
� ����
 ��� ���	����	����� ������
� 
�
∑

P∈Pn

∑n−1
k=0 1P (x)ϕθ(xn,P )(T

kx)<

E(exp(i
t√
n

∑
P∈Pn

n−1∑
k=0

1P (x)ϕθ(xn,P )(T
kx)))

= E(
∑
P∈Pn

1P (x)exp(i
t√
n

n−1∑
k=0

ϕθ(xn,P )(T
kx)))

=
∑
P∈Pn

µ(P )E(µ(P )−11P (x) exp(i
t√
n

n−1∑
k=0

ϕθ(xn,P )(T
kx))).

$
 �81# �� ����

|E(µ(P )−11P (x) exp(i
t√
n

n−1∑
k=0

ϕθ(xn,P )(T
kx)))−E(ρn,P exp(i

t√
n

n−1∑
k=0

ϕθ(xn,P )(T
kx)))| ≤ 1/n.

>� ��
� �	
� ���
	�� =�8 ����

E(ρn,P exp(i
t√
n

n−1∑
k=0

ϕθ(xn,P )(T
kx))) − exp(−1

2
σ2
θ(xn,P )t

2) → 0.

��� ���
∑

P∈Pn
µ(P ) exp(−1

2
σ2
θ(xn,P )t

2) �� � K������ ��� 
� ��� ;)���	 �
�����
��

������
� σ2
θx
� 7� �
���	��� �
 ∫

X

exp(−1

2
σ2
θx
t2) dµ(x).

C
� �
	 ��� ��������
� �81#� �� �� ��
�� ���� ���	
 ��

�� �����
�� ��� � �	��
��������
� ���� +&�=-.� +>�-/.#� ��� �3������� 
� � �������� 
� ��	����
�� Pn ���

� ������
�� ρn,P ������
��� ��� �	���
�� �
�����
�� �	� ���� �����'�� ���� X �� �
��

�� �����
��� !
� �� ���� �	
��� ��� �
��
���� ���
	���

� �
��
 ��� ��� (X, T, µ) �� 
 ���

��
� �����
 ������ �� 
 �
���� 

������
X ��	 ����� -	���	�� .�# ������ ��� θ �� 
 

� �	�
 X �� ��� ��� �� ��� +,���	
���������� 

�� �	�
 X �� X ���� ��
� %#/� �� �
������� ���� ��	 ���	� �����	��
+,���	 ���������� �������� ϕ �� X� �� �
��

E[exp(i
t√
n

n−1∑
k=0

(ϕ(θxT
kx) − ϕθx

))] →
∫
X

exp(−1

2
σ2
θx
t2) dµ(x).

C
� ��� �� ���� �
�� �3������ ������
��� ��� �
�
������� ��� �3������ ����� ��
��� ��� 
� !����
� 8 ��� �� �	����� �
 ���� ����
� ����� A	
��	�
 =�� �� �����'��
�
	 �	�
��� ���
�
	������ 
� ��� �
	��� �	�
��� ���
�
	������ 
� ��������
����

88



����
��� F
�� 
� �
����� ��
������ 
� SL(d,R)� $
 ��� ����
� ���� �� ���� !����
�
= �� 
����� ��� ���� 	����� �
	 ;)���	 �
�����
�� ������
�� ����	 ��� ��������
�
���� ��� ��� θ �� ;)���	 �
�����
��� 7� �� �������
 �� ����� ����� ��� ������� θx 
�
K ���� ��� �	�������
� �
 θ(x) �� 
�����<

E(exp(i
t√
n

n−1∑
k=0

ϕ(θ(x)(T kx))) →
∫
X

exp(−1

2
σ2
θ(x)t

2) dµ(x)

���� �
 ��'����
� 
� ��� ����� �����	� 
� µ �
 θ 
� K<∫
X

exp(−1

2
σ2
θ(x)t

2) dµ(x) =

∫
K

exp(−1

2
σ2
kt

2) dµθ(k).

$
 �����	��
 
� ��� �
�	��	 �	����
	�� �� ���� ���� ��
���	 �
	������
� 
� ��� �
��
��	����� ������ �� A	
�
����
� 8�-� ��� 	����� �� ��� ����� $�� ���� ���
�� ����
�
���
�� �� �
 �
�����	 �	����
	����
�� θ(x) ���� �	� �
� ����� �
 �	�������
� �
 ���
������ 
� � �
����� �	
�� ������ 
� X� 7� ��� ���� 
� ��� ���
�
	������ 
� ���
�
	��� 
�� ��� �
	 �3����� ���� �
	 θx � 	�����	 �����
 
� ��%�
�
	������ 
� T

d�
���� ����
� ��� �� ���
 ������� �
 �3������� �
������� �
����� �
	 ����� ���
A�		
���	
������ 
��	��
	 ��� �

� �����	�� �	
��	�����

��� �
� �
����� 
� ���  �
�����

"�
�
��	�
� ��� ��� (X, T, µ) �� 
 ���

��
� �����
 ������ �� 
 

������ X ��	
����� -	���	�� .�# ������ ��� θ �� 
 

� �	�
 X �� ��� ��� �� ��� +,���	 ����������


�� �	�
 X �� X ���� ��
� %#/� �� �
������� 
�� ϕ 
 �����	�� +,���	 ����������
�������� �� X� ����

E

⎛
⎝ 1

n

(
n∑
k=1

ϕ(θ(·)T k·)
)2
⎞
⎠→

∫
X

σ2
θx
dµ(x).

A	

� &
�����	 � �������� 
� ��	����
�� (Pn) ���� ��� ���� �	
��	���� �� �� ���
�	���
�� ��������
�� >� ����<

E

⎛
⎝ 1

n

(
n∑
k=1

ϕ(θ(·)T k·)
)2
⎞
⎠ = E

⎛
⎝∑
P∈Pn

1P (·) 1

n

(
n−1∑
k=0

ϕθ(·)(T k·)
)2
⎞
⎠

=
∑
P∈Pn

µ(P ) E

⎛
⎝1P (·)
µ(P )

1

n

(
n−1∑
k=0

ϕθ(·)(T k·)
)2
⎞
⎠ .

�
	 ���	
 P ∈ Pn� ��� ρn,P �� � ������
� ���� �
	� ‖ρn,P‖η ���� ���� CnL ���� ����
‖ρn,P − µ(P )−11P‖1 ≤ n−2� >� ����<

|E
⎛
⎝ 1

n

(
n∑
k=1

ϕ(θ(·)T k·)
)2
⎞
⎠−

∑
P∈Pn

µ(P ) E

⎛
⎝ρn,P 1

n

(
n−1∑
k=0

ϕθ(xn,P )(T
k·)
)2
⎞
⎠ | ≤ 1/n.

8=



��� �� ����
 E

(
ρn,P

1
n

(∑n−1
k=0 ϕθ(xn,P )(T

k·))2)� >� '3 α ∈ (0, 1/2)�∣∣∣∣∣E(ρn,P
1

n
(

n−1∑
k=0

ϕθ(xn,P )(T
k·))2) − E(ρn,P

1

n
(

n+nα−1∑
k=nα

ϕθ(xn,P )(T
k·))2)

∣∣∣∣∣
= E(ρn,P

1

n
(

nα−1∑
k=0

ϕθ(xn,P )(T
k·) +

n−1∑
k=nα

ϕθ(xn,P )(T
k·))2) − (

n−1∑
k=nα

ϕθ(xn,P )(T
k·) +

n+nα−1∑
k=n

ϕθ(xn,P )(T
k·))2)

=
1

n
E(ρn,P [(

nα−1∑
k=0

ϕθ(xn,P )(T
k·))2 + (

n+nα−1∑
k=n

ϕθ(xn,P )(T
k·))2)]

+2E(ρn,P (

n−1∑
k=nα

ϕθ(xn,P )(T
k·))(

nα−1∑
k=0

ϕθ(xn,P )(T
k·) −

n+nα−1∑
k=n

ϕθ(xn,P )(T
k·)))

≤ n2α−1‖ϕ‖2
∞ +

4

n
[E(ρn,P (

n−1∑
k=nα

ϕθ(xn,P )(T
k·))2)]1/2nα‖ϕ‖∞

>� ����

E(ρn,P (

n−1∑
k=nα

ϕθ(xn,P )(T
k·))2)

≤ E(ρn,P ) E((

n−1∑
k=nα

ϕθ(xn,P )(T
k·))2) + |Cov(ρn,P , (

n−1∑
k=nα

ϕθ(xn,P )(T
k·))2)|.

$������ 
� A	
��	�
 =�� ��� �
��	����� ����� �
 1 �����	 ���� 1/n� G� ��� 
���	
���� E((

∑n−1
k=nα ϕθ(xn,P )(T

k·))2) �� �
����� �
 Cn �
	 �
�� �
������ C > 0� A������
���� �
�����	 
�� 
������<

|E(ρn,P
1

n
(

n−1∑
k=0

ϕθ(xn,P )(T
k·))2) − E(ρn,P

1

n
(

n+nα−1∑
k=nα

ϕθ(xn,P )(T
k·))2)|

≤ n2α−1‖ϕ‖2
∞ + 4Cnα−1‖ϕ‖∞‖ϕ‖ηn1/2 ≤ C‖ϕ‖∞‖ϕ‖ηnα−1/2.
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∣∣∣∣∣ ≤ C‖ϕ‖∞‖ϕ‖ηn−1,
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ϕ(θ(·)T k·))2) −
∑
P∈Pn
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∣∣∣∣∣ ≤ C‖ϕ‖∞‖ϕ‖ηnα−1/2.
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