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On donne une présentation un peu théorique des entiers naturels. En
particulier, on part d’axiomes définissant N, on construit des opérations +
et x. Les preuves proposées sont excessivement détaillées.

I. Les entiers naturels

Dans cette partie on introduit un nouvel axiome qui affirme l'existence
des entiers naturels. Dans la derniere partie du texte on montrera que cet
axiome est une conséquence des axiomes de la théorie des ensembles.

I.1. axiome Il existe un ensemble bien ordonné noté (N, <), qui ne posséde
pas de majorant mais qui est tel que chacun de ses sous-ensembles non vides,
s’il est majoré, admet un plus grand élément. Les éléments de N s’appellent
les entiers naturels.

1.2. premiéres propriétés

Soit n,m € N. On dit que n est inférieur ou égal a m et que m est
supérieur ou égal a n sin < m. Si de plus n # m on dit que n est strictement
inférieur a m et que m est strictement supérieur a n et on note n < m. On
a toujours l'alternative suivante n < m ou m < n.

On note 0 et on appelle zéro le plus petit élément de N. Tout entier
naturel différent de zéro est dit non nul. Puisque N n’est pas majoré il n’est
pas réduit au singleton {0} et N\ {0} posséde un plus petit élément noté 1
et appelé un.

Soit n € N un entier naturel. Puisque IN n’est pas majoré le sous-ensemble
{m € N : n < m} admet un plus petit élément qu’on note n + 1 et qui est
appelé successeur de n. On an < n+1. Le successur de 1 est noté 2 et appelé
deux.

Soit n € N\ {0} un entier naturel non nul. Puisque 0 < n et 0 # n le
sous-ensemble {m € N : m < n} est non vide et majoré par n. Il admet
donc un plus grand élément. Soit n’ ce plus grand élément. On a n’ < n.
Montrons que n’ +1=n. Sin'+1<nalorsn' +1 € {meN: m <n} et



donc n’ +1 < n’. Ce n’est pas possible donc n < n’ 4 1. Puisque n’ + 1 est le
plus petit élément de {m € N :n’ <m}, sin <n'+ 1 alors n <n'. Ce n’est
pas possible donc n’ + 1 < n. Ainsi, puisque n <n'+1letn' +1<nona
n' 4+ 1 = n. L’entier naturel n’ également noté n — 1 s’appelle le prédécesseur
den.Sin e N\ {0} onadonc(n—1)+1=n.

1.3. proposition Soient n,m € N tels que n < m. Alorsn+1<m+ 1.

1.4. preuve Puisque n < m alors n +1 < m. De plus m < m + 1 et donc
m < m -+ 1. Par transitivitt n +1 <m+1.Sin+1=m+ 1 alors on a
m + 1 < m. Ceci est impossible car m < m + 1. Ainsin+1 < m+1 et
n+l#m+1cestadirent+1<m+ 1.

1.5. corollaire Sin,m € N tels que n +1 =m + 1 alors n = m.
I.6. corollaire Sin € N alors (n+1) — 1 =n.
1.7. proposition Soient n,m € N tels que n < m. Alorsn < m — 1.

1.8. preuve En effet m — 1 est par définition le plus grand des entiers stric-
tement plus petits que m. Il est donc supérieur ou égal a n qui est un entier
strictement plus petit que m.

I.9. proposition (principe de récurrence) Soit E un sous-ensemble non
vide de N tel que pour tout entier n, sin € E alors n+ 1 € E. Alors
E={neN:m<n} oum estle plus petit élément de E. En particulier si
0 € E alors E = N.

1.10. preuve Soit E un sous-ensemble non vide de N tel que pour tout
entier n, si n € E alors n 4+ 1 € E. Soit m le plus petit élément de FE.
On a E C {n € N : m < n}. Raisonnons par l'absurde et supposons que
E # {n € N :m < n}. Alors le sous-ensemble {n € N : m < n}\ E serait
non vide et possederait un plus petit élément m’. On aurait m < m’. Par
conséquent m <m’ —letm’ —1 ¢ {n € N:m <n}\ E. Ceci impliquerait
que m’ —1 € E et donc m’ = (m’ — 1) 4 1 serait également dans E. C’est la
contradiction recherchée.

1.11. définition Une suite est une famille indexée par les entiers naturels
c’est a dire une application dont ’ensemble de départ est N.

I.12. corollaire (raisonnement par récurrence) Soit (P,),en une suite
de propriétés. On suppose que Py est vraie (véracité au rang 0) et que pour
tout entier naturel n la propriété P,y est vraie pourvu que la propriété P,
le soit (hérédité de la propriété). Alors pour tout entier n la propriété P, est



Urale.

1.13. preuve On considére ’ensemble £ suivant :
E ={n € N : P, vraie}.

L’ensemble F contient O car Py est vraie. Si E contient un entier n (i.e. si P,
est vraie pour un entier donné) alors P, est vraie d’apres I'hypothése d’hé-
rédité et donc le successeur n+ 1 de n appartient a E. D’apres la proposition
précédente (principe de récurrence) £ = N.

I.14. corollaire (variante raisonnement par récurrence) Soit (P,)nen
une suite de propriétés. On suppose que Py est vraie (véracité au rang 0)
et que pour tout entier naturel n la propriété P, est vraie pourvu que les
propriétés Py, le soient pour les k € N tels k < n. Alors pour tout entier n la
propriété P, est vraie.

I.15. preuve Si n € N on note @, la proriété « Vk € N ((k < n) = By) »
et on considere ’ensemble E suivant :

E ={neN:Q, vraie}.

L’ensemble E contient 0 car Qg = Py est vraie. Si E contient un entier n (i.e.
si @, est vraie pour un entier donné) alors P, est vraie d’apres ’hypothese
et donc @41 qui est Q, A P, est vraie. D’apres le principe de récurrence
E = N. Ainsi si n € N alors @), est vraie et donc P, également.

1.16. définition Soit £ un ensemble, f une application de F dans lui-méme
et a un élément de E. On appelle suite récurrente associée a [ et de premier
terme a toute suite (z,)nen d’éléments de E telle que zp = a et pour tout
neN, z,11 = f(z,).

I.17. proposition (existence et unicité de suite récurrente de pre-
mier terme donné et associée a une application) Soit E un ensemble, f
une application de E dans lui-méme et a un élément de E. Il existe alors une
unique suite (T,)nen d’éléments de E telle que xy = a et pour tout n € N,

Tpy1 = f(xn)

1.18. preuve Pour tout n € N considérons la propriété P, suivante : il existe
une unique application ™ de {m € N : m < n} dans E telle que 2"(0) = a
et telle que sim € N et m < n alors z"(m+ 1) = f(z"(m)).

Montrons que pour tout n € N la propriété P, est vraie. On raisonne par
récurrence.



Véracité au rang 0. La propriété Py est vraie : 2° est définie de facon
unique par z°(0) = a.

Hérédité de la propriété. Soit n un entier naturel. Supposons que P, soit
vraie. On considere I'application " de {m € N : m < n + 1} dans E définie
par T%(m) = z™(m) si m < n et T"(n + 1) = f(z"(n)). Par construction de
T" a partir de =" et de f, 'application " vérifie les propriétés suivantes :
Z7"(0) = a et pour tout m € N tel que m < n+1onaz"(m+1) = f(T"(m)).
Considérons une seconde application 2" de {m € N : m < n+ 1} dans F
qui vérifie ces propriétés : "(0) = a et pour tout m € N tel que m < n + 1
on a z"(m+ 1) = f(2"(m)). Par conséquent, d’aprés P, supposée vraie les
restrictions de " et de 2" & {m € N : m < n} sont égales. Il vient alors que
Z™(n) =x"(n) et donc

"(n+1) = f(Z"(n)) = f(z"(n)) = 2" (n + 1).

Ainsi les applications " et " sont égales : on pose donc z"! = 7" = 7",
Ceci prouve P, 1.

Remarquons que la démonstration précédente implique que si n € N alors
20+ 1) = f(2(n).

Soit (2, )nen la suite définie par x, = 2™(n)sin € N. Onaxg = 2°(0) = a
et si n € N alors

Tns1 = 2" (n 4 1) = f(2"(n) = f(za).

Considérons maintenant une seconde suite (x)),en qui vérifie z, = a et
pour tout n € N, 2/, ., = f(,). Soit n € N. D’apres la propriété P, on a
xl, = a"(n) = x,. Ainsi les suites (z,)nen €t (2], )nen sont égales. Ceci achéve
la preuve de la proposition.

I.19. notation Si n € N on pose N, = {k € N : k < n}. Soit £ un
ensemble. Sin € Netsiz € EN ouz € EN" avec m € N n < m alors
(xi)i<n €t (xg, ..., x,) désignent la restriction de x & N,,41.

1.20. proposition Soit E un ensemble, (f)nen une famille d’applications
telle que sin € N le domaine de f, est E"T' x Nt et l'ensemble d’arrivée
E. Si a € E il existe une unique suite (u,)nen d’éléments de E telle que
uy = a et pour tout n € N, up11 = fr((uo, ..., un), (0,...,n)).

1.21. preuve On considédre 6 = (o, 3,7) € (EN x NN x N)(EVxXNNxN) te]]q
que si v = (z,y,n) € BN x NN x N alors
-z, y,n)y =z sik € Nest tel que k #n+1

4



-a(z,y,n+ 1) = ful(®)i<n, (Yi)icn)
- O{(.CE, Y, n) =Y
- ’y(:ﬂ,y,n) =n+1
On pose A = (A, N,0) ou A est la suite constante égale a a et N est I'identité
de N :sin € N alors A, = a et N,, = n. Soit v = (x,y, z) la suite récurrente
de premier terme A associée a 6 : sin € N on a v, = (2, Yn, 2,) avec
T, € EN,y, € NNet z, € N.Si k € Net n € N z,(k) désigne le k-éme
terme de la suite x,,.

Puisque zp = 0 et que 2,11 = 2, + 1 sin € N, on en déduit que pour tout
néeN z, =n.

Puisque gy, est I'identité de N et que y,+1 = y, si n € N, on en déduit
que pour tout n € N g, est I'identité de N.

Soit k € N. Puisque pour tout n € N tel que k < non a z,(k) = x,41(k)
on en déduit que pour tout n € N tel que k < n on a z,(k) = x4 (k).

Puisque que z¢(0) = a et que pour tout n € N on a

Tnpr(n+ 1) = ful(2n(2))i<n, (Yn(2))i<n)

c’est a dire
Tpy1(n+ 1) = f((24(9))i<n, (1)i<n)
ou encore

Tpr1(n+1) = fu((20(0), ..., z,(n)), (0, ...,n)).

Par conséquent la suite u = (u,)nen définie par u,, = z,(n) si n € N vérifie
up=aetsin €N u,1 = fr((ug, ..., un), (0,...,n)).

Montrons maintenant 'unicité d’une telle suite u. Soit v € EN tel que
vo=aetsin € N v, = ful(vo,...,vn), (0,...,n)). L'ensemble £ = {n €
N:Vk e N ((k <n)= (ur =vg))} contient 0 car uyp = a = vy. Sin € N
appartient a F alors pour tout k£ € N tel que k£ < n on a u; = v et donc

Unt1 = [u((Uoy ooy un), (0, ...im)) = fr((vo, ey v0), (0, ...;n)) = Vg

et donc pour tout k € N tel que £ < n+1 ux = vg. Ainsi si n € N appartient
a F c’est encore le cas de n+ 1. Puisque 0 € E on a donc £ = N : pour tout
n € N u, = v,. Les suites u et v sont égales.

1.22. proposition Soit (E,R) un ensemble ordonné et f : N — E telle que
sin € N alors f(n) # f(n+1) et f(n)Rf(n+1). Alors f est strictement
croissante.



1.23. preuve Si n € N on note P, la propriété suivante : la restriction f,
de f da {m € N :m < n} est strictement croissante.

Montrons que pour tout n € N la propriété P, est vraie. On raisonne par
récurrence.

Véracité au rang 0. La propriété Py est trivialement vrai.

Hérédité de la propriété. Soit n un entier naturel. Supposons que P, soit
vraie. Soient k,l € {m € N:m <n+ 1} telsque k <. Sil <nalors k <n
et fn+1(k> = fn(k> # fn(l) = fn+1(l) et fnJrl(k) = fn(k)an(l) = fn+1(l)
Supposons maintenant que [ =n+ 1. Alors £k <n <n+1 =1 et donc d'une
part

fna1 (k) = fu(k)R fn(n) = f(n)
d’apres P, et d’autre part

JRf(n+1) = fari(n+1) = fua(l)

et
fn) # f(n+1) = fari(n+1) = fara (D)
d’apres I’hypothese sur f. Par transitivité de R il vient

fn+1(k)an+1(l) et fn+1<k) 7é fnJrl(l)

Ainsi P, est vraie.
La fonction f est strictement croissante car si m < n alors d’apres P,

fm) = fu(m)Rfn(n) = f(n) et f(m) = fu(m) # fu(n) = f(n).

1.24. proposition (’application successeur est strictement crois-
sante) L’application f de N dans N définie par f(n) = n+1 sin € N
est strictement croissante.

I.25. preuve En effet sin € Nonan <n+1< (n+1)+1 et donc
f(n) < f(n+1). La proposition précédente permet de conclure

I.26. proposition (unicité des entiers naturels) Soit un ensemble bien
ordonné noté (N'; <), qui ne posséde pas de majorant mais qui est tel que
chacun de ses sous-ensembles non vides, s’il est magjoré, admet un plus grand
élément. Alors il existe un isomorphisme f : (N, <) — (N, <’) d’ensembles
bien ordonnés. Cet isomorphisme est unique.

1.27. preuve On note 0’ le plus petit élément de N’, on note 1’ le successseur
de 0/ dans N’ si n € N’ on note n + 1’ son successeur dans N’ et si n’ # 0
on note n’ — 1 son prédécesseur dans N'.
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Pour tout n € N considérons la propriété P, suivante : il existe une
unique application f, de {m € N : m < n} dans N’ telle que f,(0) =0 et
telle que si m € N et m < n alors f,(m+1) = f,(m)+1".

Montrons que pour tout n € N la propriété P, est vraie. On raisonne par
récurrence.

Véracité au rang 0. La propriété P, est vraie : fy(0) est définie de fagon
unique par fy(0) =0'.

Hérédité de la propriété. Soit n un entier naturel. Supposons que P, soit
vraie. On considére application f, de {m € N :m < n+1} dans N’ définie
par f,.(m) = fu.(m)sim <net f,(n+1)= f,(n)+ 1. Par construction de
f,, & partir de f,,, 'application f, vérifie les propriétés suivantes : f, (0) = 0/
et pour tout m € N tel que m < n+1on a f,(m+1) = f,(m)+ 1.
Considérons une seconde application fn de {m € N:m < n+1} dans N
qui vérifie ces propriétés : fn(O) = 0" et pour tout m € N tel que m <n+1
on a fo(m+1) = f.(m)+1". Par conséquent, d’aprés P, supposée vraie les
restrictions de £, et de fn a {m € N : m < n} sont égales. Il vient alors que

fa(n) = f,.(n) et donc
fan+1) = fu(n) + 1 = Fo(n) + 1" = Fo(n+1).

Ainsi les applications f, et f,, sont égales. Ceci prouve P, .

Remarquons que la démonstration précédente implique que sin € N alors
fari(n+1) = fuln) + 1"

Soit f l'application de N dans N’ définie par f(n) = f,(n) si n € N.
Alors Iapplication f vérifie les propriétés suivantes : f(0) = 0’ et pour tout
neN

F+1) = fusi(+1) = fuln) +1' = f(n) + 1

et donc f(n) <" f(n+1). D’apres la proposition précédente f est strictement
croissante.

Il reste a montrer que f est bijective. Puisqu’elle est strictement crois-
sante, il suffit de montrer qu’elle est surjective. Raisonnons par 1’absurde en
supposant que I'ensemble N"\ f(IN) soit non vide. Soit m’ son plus petit élé-
ment. Puisque f(0) = 0" et que 1’élément m’ n’a pas d’antécédent par f, cet
élement m’ est différent de 0’ et il admet un prédécesseur n’ : n’ + 1" = m/.
Cet élément n' admet un antécédent n € N : f(n) = n/. Par conséquent
f(n+1)=n"+1 =m'. C'est la contradiction recherchée.

II. L’addition et la multiplication des entiers naturels
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Dans cette partie on définit et on étudie I'addition et la multiplication
qui sont deux lois de compositions internes sur N.

I1.1. définition Soit m € N un entier naturel. La suite récurrente de premier
terme m et associée a l'application f de N dans N définie par f(n) =n+1
est notée (m +n)pen. L'addition de deux entiers naturels est 'application de
N x N dans N (c’est a dire une loi de composition interne définie sur N) qui
a tout couple (m,n) € N x N associe le terme m + n.

11.2. proposition L’addition admet 0 comme neutre.

I1.3. preuve Par définition, si n € N on a n+ 0 = n. Il reste & montrer que
0 +n =n. On le montre par récurrence sur n.

Véracité au rang 0. Par définition de ’addition 0 + 0 = 0.

Héréditée. Soit n € N. Supposons que 0 + n = n. Puisque par définition
de I'addition on a 0+ (n+1) = (0 +n) + 1 il vient que 0+ (n+1) =n+ 1.
C’est ce qu'il fallait démontrer pour conclure.

I1.4. proposition L’addition est associative.

11.5. preuve Il suffit de montrer par récurrence sur n € N que si k,[,n € N
ona(k+l)+n=~k+(+n).

Véracité au rang 0. Puisque 0 est le neutre pour ’addition on a (k+1)+0 =
k+1=k+ (I+0) pour k,l € N quelconques.

Héréditée. Soit n € N. Supposons que (k+1)+n=k+ (I+n)sik,l €N
quelconque. Alors on a

(k+0)+(n+1) = ((k+1)+n)+1 par définition de +
= (k+ (I+mn))+ 1 par hypothese de récurrence
= k+ ((Il+mn)+ 1) par définition de +
= k+ (I+ (n+1)) par définition de + .

L’hérédité est prouvée ainsi que la proposition.
I1.6. proposition L’addition est commutative.

11.7. preuve Il suffit de montrer par récurrence sur n € N que si k,l € N
avec k,l <nonak+1[l=101+k.

Véracité au rang 0. Nécessairement k =1=0et k+1 =1+ k.

Véracité au rang 1. Puisque 0 est le neutreona 0+0=0,0+1=140=
04+1=1et évidemment 1 +1=1+1.

Héréditée. Soit n € N et 1 < n. Supposons que k+1 =1+ ksi k,l €N
avec k,l < n. Soient k,l € N avec k,l < n+ 1. Si k,l < n, 'hypothése de
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récurrence implique que k+1 =1+ k. Si k=1 =n+ 1 on a évidemment
k41 =104k. Il reste donc a considérer lecasoul=n-+1et k <n et le cas
I <netk=n+1quisont en fait les mémes cas. On suppose donc k < n et
Il=n4+1 0Ona

k+(n+1) = (k+mn)+ 1 par associativité de +
= (n+ k) + 1 par hypothese de récurrence
= n+ (k+ 1) par associativité de +
= n+ (1+ k) par hypothese de récurrence
= (n+ 1)+ k par associativité de + .

L’hérédité est prouvée ainsi que la proposition.

11.8. proposition L’addition respecte strictement l'ordre. Si k,l,n € N et
k<l alors k+n <l+n.

I1.9. preuve Puisque l'addition est commutative il suffit de montrer par
récurrence sur n € N que si k,l € Net kK < [ alors k+n < [+ n et
n+k<n+l.

La propriété est vraie pour n = 0 car 0 est le neutre de ’addition.

Soit n € N. Supposons que si k,l € N et k < [ alors k+n < [+ n.
Considérons de tels k et [. On a k+1 < [+ 1 puisque I'application successeur
est strictement croissante. Par conséquent, en utilisant 1’associativité et la
commutativité de 'addition on obtient k+(n+1) = (k+1)+n et l+(n+1) =
(I +1) + n. Or, par hypothese de récurrence on a (k+1)+n < (I +1) 4 n.
Finalement ceci donne I'inégalité recherchée k + (n +1) <1+ (n+ 1).

11.10. corollaire Tout élément de N est régulier pour ’addition. En parti-
culier, sin, k,l € N sont tels quen +k =n+1 alors k = 1.

II.11. preuve Si k # [, on peut toujours supposer, quitte a les permuter,
que k < [. La proposition précédente permet de conclure car 1’addition est
commutative.

I1.12. proposition Soit m,n € N. Si m < n il existe un unique k € N tel
que m+ k = n.

11.13. preuve L’unicité résulte du respect strict de I'ordre par I’addition. On
raisonne par récurrence sur n € N. Si n = 0 ¢’est immédiat. Soit n € N. On
suppose que si m € N vérifie m < n alors il existe k € N tel que m + k = n.
Soit m € N tel quem <n+1.Sim=n+1on prend k = 0. Sinon m < n
et il existe par hypothese de récurrence h € N tel que m + h = n. Alors
k= h+ 1 vérifiem+k=n+ 1.



11.14. notation Si m,n,k € N vérifient m + k = n on pose k = n — m.

I1.15. remarque Puisque 'addition respecte strictement 1’ordre, d’apres la
proposition précédente n — m existe et est unique si et seulement si m < n.

11.16. proposition L’ordre < est l'unique ordre sur N compatible avec [’ad-
dition et tel que 0 < 1.

I1.17. preuve Expliquons 'unicité. Soit <’ un ordre sur N qui est compatible
avec I'adddition et tel que 0 <" 1. On note M I’ensemble

M={neN:0< n}.

On va montrer par récurrence que M = N. L’ensemble M est non vide car il
contient 0 et 1. Soit n € M. Puisque 'ordre <’ est compatible avec I’addition
et que 0 <’ 11l vient n <" n+ 1. Puisque n € M on a aussi 0 <’ n. Par
transitivité de <’ il vient 0 <" n + 1 et donc (n + 1) € M. Ceci prouve que
M = N. Il reste & montrer que si n,m € N sont tels que m < n alors m <’ n.
Soit donc n,m € N tels que m < n. Il existe donc k£ € N tel n =m + k. On
a donc 0 <’ k. Puisque <’ est compatible avec I'addition ceci implique que
m <'n.

I1.18. définition Soit m € N un entier naturel. La suite récurrente de
premier terme 0 et associée a 'application f de N dans N définie par f(n) =
n + m est notée (n X m),en. La multiplication de deux entiers naturels est
I'application de N x N dans N (c’est a dire une loi de composition interne
définie sur IN) qui a tout couple (n,m) € N x N associe le terme n x m.

11.19. proposition L’entier naturel 0 est absorbant pour la multiplication.

11.20. preuve Par définition 0 x m = 0 si m € N. Il reste a montrer que
n X 0 =0 sin € N. On le montre par récurrence sur n.

On va utiliser le fait que 'entier naturel n x 0 est un terme de la suite
récurrente de premier terme 0 associée a I'application f de N dans N définie
par f(n) =n+0.

Véracité au rang 0. On vient de voir que 0 x 0 = 0.

Héréditée. Soit n € N. Supposons que n x 0 = 0. Par définition de la
multiplication on a (n+1) x 0 = f(n x 0). Il vient donc (n+1) x 0 = f(0) =
0+0=0.

11.21. proposition La multiplication admet 1 comme neutre.

11.22. preuve Par définition, sim € N ona 1 x m =0+ m = m. Il reste a
montrer que n X 1 =n. On le montre par récurrence sur n.
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Véracité au rang 0. Puisque 0 est absorbant 0 x 1 = 0.

Héréditée. Soit n € N. Supposons que n x 1 = n. Par définition de la
multiplication on a (n+ 1) x 1 = f(n x 1) ou f est I'application de N dans
N définie par f(n) = n+ 1. Par conséquent on a

(mn+1)x1 = f(nx1)

= f(n)
= n—+1.

11.23. proposition La multiplication est distributive par rapport a ’addition.

11.24. preuve On montre par récurrence sur n € N que si k,l € N alors
nx(k+1)=(nxk)+(nxI).

La propriété est vraie aux rangs 0 et 1 car 0 est neutre pour + et absorbant
pour X pendant que 1 est neutre pour X. Soit n € N. On suppose que si
k,l € Nalorsn x (k+1)=(nxk)+ (nx1). Alors

m+1)x(k+1) = (nx(k+1))+ (k+1) par définition de x
((n x k) + (n x 1))+ (k+1) par hypothese de récurrence
((n x k) + k)4 ((n x 1) + 1) par associativité et par
commutativité de +
= ((n+1)xk)+ ((n+1) x () par définition de x .

On montre maintenant par récurrence sur [ € N que si k,n € N alors
(k+1)xn=(kxn)+(xn).

La propriété est vraie aux rangs 0 et 1 car 0 est neutre pour + et absorbant
pour X, 1 est neutre pour X et par définition de x. Soit [ € N. On suppose
que si k,n € N alors (k+1) x n = (k xn)+ (I xn). Alors

(k+({+1)xn = ((k+1)+1)) x n par associativité de +

((k+1) x n) + n par définition de x

= ((kxmn)+ (I xn))+n par hypothese de récurrence
( )+ ((I x n) +n) par associativité de +
(

)+ ((I +1) x n)) par définition de x .
11.25. proposition La multiplication est associative.
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I1.26. preuve On montre par récurrence sur k € N que si [,n € N alors
Ex(Ixn)=(kxl)xmn.

La propriété est vraie aux rangs 0 et 1 car 0 est absorbant et 1 est neutre
pour X. Soit k € N. On suppose que si [,n € N alors kx (I xn) = (kx1)xn.
Alors

(k+1)x1l)xn = ((kxI)+1)xn par définition de x

((
((k x 1) xn)+ (I x n) par distributivité de x
(
(

kx (I xn))+ (I x n) par hypothese de récurrence
k+1) x (I x n) par définition de X .

I1.27. proposition La multiplication est commutative.

11.28. preuve On montre par récurrence sur n € N que si n,m € N alors
nxXm=mxXn.

C’est vrai pour n = 0 car 0 est absorbant pour la multiplication. Soit
n € N. On suppose que pour tout m € N on an x m =m x n. Alors

(n+1)xm = (nxm)+m par définition de x
= (m x n) + m par hypothese de récurrence
= (mxn)+ (mx1) car 1 est le neutre de x
= m X (n+ 1) par distributivité de x .

11.29. convention On utilise les propriétés d’associativité et de commu-
tativité de + et x et on donne la priorité de x sur + pour simplifier le
parenthésage. Le symbole x et parfois omis. Ainsi le produit a x b peut étre
noté ab.

I1.30. proposition La multiplication par un entier non nul respecte stricte-
ment l'ordre. En particulier, sik,l,n € N, k <l etn #0 alors kxn <lxn.

I1.31. preuve Puisque la multiplication est commutative il suffit de montrer
par récurrence sur n € N que si k,l € N et k < [ alors k xn <[l X n ou
n = 0.

La propriété est vraie pour n = 0 et n = 1 car 0 est absorbant et 1 est le
neutre pour la multiplication.

Soit n € N non nul. Supposons que si k,l € N et k < [ alors kxn <[xn.
Considérons k,l € N tels que £ <. On a k <[ et donc k x n <[ x n. Cette
seconde inégalité implique (kxn)+k < (Ixn)+k et 'inégalité k < [ implique
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(Ixn)+k < (Ixn)+1. Par transitivité de l'ordre on a (kxn)+k < (I xn)+I.
Puisque k x (n +1) = (k xn)+ ket lx (n+1) =1xn+1il vient
Ex(n+1)<lx(n+1).

I1.32. corollaire Tout élément non nul de N est régulier pour la multipli-
cation. En particulier, si n,k,l € N sont tels que n X k =n X [ alorsn =0
ou k = 1.

11.33. preuve Si k # [, on peut toujours supposer, quitte a les permuter,
que k < [. La proposition précédente permet de conclure car la multiplication
est commutative.

II1. Ensembles finis

III.1. notation Sin € N on note N,, 'ensemble {k € N : k < n}.
III.2. exemple Ny = (), N; = {0} et Ny = {0, 1}.

I11.3. proposition Sin < m alors N,, C N,,.

I11.4. preuve Soit k € N,,. Alors £ < n et n < m. Par transitivité £k < m
et donc k € N,,.

I11.5. définition Un ensemble E est dit fini s’il existe n € N tel que E et
N,, soient en bijection.

II1.6. remarque Soit n € N, b : N,, — E une bijection et f : E — F une
surjection. La composée f o b est une surjection. Par conséquent si y € F
I'ensemble (bo f)~'({y}) est un sous-ensemble non vide de N. Il admet donc
un plus petit élément : min(bo f)~1({y}) existe et il vérifie

f(b(min(bo f)~ ({y})) = v.

De plussiy,y’ € F sont différents les ensembles (bof)~!({y}) et (bof)1({y'})
sont disjoints et donc min(bo f)~'({y}) et min(bo f)~1({y'}) sont différents
et, puisque b est injective

b(min(bo )~ ({y})) # b(min(bo )~ ({y'})).

Ceci démontre sans recours a l'axiome du choix la proposition suivante.

II1.7. proposition Soitn € N, b: N,, — E une bijection et f : E — F une
surjection. Alors on définit une injection g : F' — E qui vérifie f(g(y)) =y
sty € I en posant

g(y) = b(min(b o £)~'({y})).
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II1.8. proposition Soit n,m € N. S7il existe une injection i de N,, dans
N, ou une surjection s de N, dans N,, alors n < m.

I11.9. preuve Si n € N on considere la propriété P, suivante : Pour tout
m € N s’il existe une injection i de N,, dans N,, ou une surjection s de N,,
dans N,, implique n < m.

Montrons par récurrence sur n € N que pour tout n € N la propriété P,
est vraie.

Le casn = 0. On a Ny = (. Si m € N alors 0N = {(0,N,,,0)} et
(0, N,,,0) est injective. Si de plus 0 < m alors N? = (). Par conséquent P,
est vraie.

Soit n € N tel que P, soit vraie. Soit m € N. On suppose qu’il existe
une injection i de N,,;; dans N,,,. Puisque 0 < n + 1, I'ensemble N, ;; est
non vide et donc NnNﬁl = N2+1 = (). Puisque i € erfﬁ on a 0 < m. On pose
i’ = Ungi(n) oi. L’application i’ qui est la composée de deux injections est une
injection. De plus i'(n) = m — 1. Puisque i’ est injective, ceci implique que si
k € N,i1\ {n} (c'est a dire si k € N,,) alors i'(k) € N, \ {m — 1} = N,,,_1.
Par conséquent i'(IN,,) € N,,_1. On peut donc considérer la corestriction i”
a N,,_1 de la restriction de i’ a N,,_;. C’est une injection car i’ en est une.
D’aprés P, ceci implique que n —1 < m — 1 et donc que n < m. On suppose
maintenant qu’il existe une surjection j de N,, dans N, ;. Ceci implique
qu’il existe une injection i de N, ,; dans N,,. D’apres ce qui précede ceci
implique encore que n < m. Ainsi P, est vérifice dés que P, l'est.

Ceci démontre par récurrence la proposition.

II1.10. proposition Soit E un ensemble fini et m,n € N. S’il existe des
bijections f : E — N,, et g: E — N,,, alors m = n.

II1.11. preuve S’il existe des bijections f : £ — N, et g : E — N,, alors
les composées go f~1 : N, — N,, et fog~!:N,, — N, sont des bijections.
D’apres la proposition ceci implique que n < m et que m < n et donc que
m=n.

I11.12. définition Si F est un ensemble fini I'unique entier n tel qu’il existe
une bijection b : N,, — E s’appelle cardinal de E et il est noté card E.

II1.13. proposition Soit f : E — F une bijection. L’ensemble E est fini si
et seulement si l’ensemble F' est fini.

II1.14. preuve Si E est fini il existe n € N et b : E — N,, une bijection.
Alors bo f~' : F — N, est une bijection et F est fini. Si F est fini il existe
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n € Netb: FF — N, une bijection. Alors bo f : E — N, est une bijection
et F est fini.

II1.15. proposition Soit E et F' deux ensembles finis. 1l existe une bijection
de E dans I' si et seulement st ils ont méme cardinal.

II1.16. preuve Supposons que E et F' ont le méme cardinal n. Il existe donc
des bijections f : E — N, et g: F — N,,. Alors g7l o f : E — F est une
bijection.

Supposons qu’il existe une bijection b : F — F. Soit n le cardinal de F,
mceluide Fet f: E— N,, g: F— N, des bijections. Alors la composée
go(bo f1): N, — N,, est une bijection donc n = m.

I11.17. proposition Soit E C F. Si F est fini alors E [’est également et
card F < card F. S7il y a égalité des cardinaux alors E = F.

I11.18. preuve Soit n = card E et m = card F. Soit f : E — N, et
g : ' — N,, des bijections et soit i : F — F. L’inclusion de E dans F. Alors
I'application h = go (io f~!) : N,, — N,, est une injection et donc n < m.
On suppose que F # F. Il existe z € F'\ E. On considére 'application
k= Ugl\g?)mq o h. C’est une injection et k(N,,) C N,, \ {m —1} = N,,,_;. Par
conséquent n < m — 1 et donc n < m. C’est pourquoi si n = m alors £ = F.
II1.19. proposition Soit E et F' deux ensembles finis de méme cardinal et
soit f: E— F. Si [ est injective ou surjective alors [ est une bijection.

IT1.20. preuve Supposons que f soit injective. Alors la corestriction f' de f a
f(E) est une bijection. Par conséquent F et f(E) ont méme cardinal. Puisque
E a méme cardinal que F' ceci implique que f(F) est un sous-ensemble de
I'ensemble fini F' et qu’ils ont méme cardinal. Ainsi f(E) = F et f est
bijective.

Supposons que f soit surjective. Alors il existe g : FF — FE telle que pour
tout y € E fog(y) = y. Ainsi g est injective entre deux ensembles finis
de méme cardinal. D’apres la premiere partie de la démonstration g est une
bijection. Puisque g est une bijection et que pour tout y € E fog(y) =y, la
fonction f est la réciproque de g. C’est donc une bijection.

II1.21. proposition Soit n,m € N. Soit E et F' deur ensembles finis dis-
joints. Si E est de cardinal n et F de cardinal m alors E U F est fini de
cardinal n + m.

II1.22. preuve Soit f : £ — N, et g : ' — N,, deux bijections. On
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considere 'application h : EU F' — N définie de la fagon suivante. Si z € £
alors h(z) = f(z) et si z € F alors h(z) = n+ g(x).

Soit x € EUF. Six € E alors h(z) = f(z) <n—1<n+m-—1et
siz e Falors0<g(z) <m-—1doncn < h(z) =n+g(z) <n+m-—1.
Ainsi h(EUF) C Ny, M(E) C Ny, et h(F) C N,y \ Ny,. La corestriction
j:FUF — N,.,, de h a N,,1,, est bien définie.

Soit k € N1 Si k € N, alors x = f~1(k) vérifie j(z) = f(z) = k. Si
k € Nyuim \ N, alors il existe [ € N tel que n+1 = k. Puisque k <n+m—1
onal<m-—1,cestadirel € N,,. Alors z = g~ !(I) vérifie j(z) = g(z) = k.
L’application 7 est surjective.

Soit z, 2’ € E U F tels que j( ) = j(2). Puisque h(E) C N, et h(F) C
N,tm \ N, nécessairement z,2’ € E ou z,2’ € F. Si z,2’ € E alors f(x) =
j(z) = j(a') = f'(2') et donc = = 2'. Si , 2’ EFalorsn—l—f() j(z) =
j@) = n+ f'(2), dou f(x) = f(2') et donc = = 2/. L’application j est
injective.

On vient de montrer I'existence d’une bijection de £'U F' dans N,,,,,. Par
conséquent K U F est fini de cardinal n + m.

IT1.23. corollaire Soit E et F' deux ensembles finis. Alors ENF, E\ F et
E U F sont finis.

IT1.24. preuve Puisque E est fini et que EN F et £\ F sont inclus dans
E ils sont finis. Les ensembles E \ F' et F' sont finis et leur intersection est
vide. Par conséquent leur réunion qui est égale a E est finie.

I11.25. corollaire Soit E et F' deux ensembles finis. Alors
card (EU F) = card F + card F' — card (E N F)).

IT1.26. preuve Puisque E et F'\ E sont disjoints et que FEUF = FU(F\ E)
on a
card (E U F') = card E + card (F'\ E).

De méme, puisque ENF et F'\ E sont disjoints et que F' = (ENF)U(F\E)
on a card F' = card (E N F) 4 card (F'\ F) c’est a dire

card (F'\ F) = card F' — card (E N F).
En combinant ces égalités on obtient

card (FUF) = card E + card (F \ E)
= card F + card F' — card (F'\ F).
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IT1.27. corollaire Soit E et F' deux ensembles finis. Alors card (E'U F) <
card E 4 card F, [’égalité n’ayant lieu que si E et F' sont disjoints.

I11.28. preuve C’est une conséquence immeédiate de 1’égalité
card (F U F) = card E + card F' — card (E N F)

et du fait que 0 < card (F N F') sauf si F et F' sont disjoints.

I11.29. proposition Soit n,m € N. Soit E et F' deux ensembles finis. Si E
est de cardinal n et F' de cardinal m alors E X F' est fini de cardinal n x m.

I11.30. preuve On prouve par récurrence sur m € N la propriété P,, sui-
vante : sin € N, si E et F sont des ensembles finis, et & est de cardinal n
et F' de cardinal m alors E x F est fini de cardinal n x m.

Le cas m = 0. Le seul ensemble de cardinal 0 est 1’ensemble vide et
E x ) = 0 quelque soit I’ensemble E.

Soit m € N tel que P,, est vraie. Soit n € N, E un ensemble fini de
cardinal n et F' un ensemble fini de cardinal m + 1. Puisque 0 < m + 1
I'ensemble F' est non vide. Soit f € F. On pose ' = F'\ {f}. Les ensembles
F" et {f} sont des sous-ensembles de I’ensemble F' qui est fini. Ils sont donc
eux méme finis. Le cardinal du singleton {f} est 1. Notons m' le cardinal de
F'. Puisque F'U{f} =F et que FFN{f}=0onam’+1=m+1 et donc
m' = m.

D’apres P, supposée vraie le cardinal de E' x F” est n x m. L’ensemble
E x {f} est le graphe de 'application définie sur E constante égale a f. Il
est en bijection avec ’ensemble fini E. Par conséquent son cardinal est celui
de E c’est a dire n.

Or l'ensemble E' x F est la réunion des deux ensembles finis £ x F” et
Ex{f}. Deplus (Ex F')N(E x{f}) = 0. Par conséquent E x F est fini et
son cardinal est la somme du cardinal de E' x F’ et du cardinal de E x {f}
c’est a dire (n X m) + n. Puisque x est distributive par rapport & + on a
(nxm)+mn=mnx(m+1). Ainsi le cardinal de E x F est n x (m+ 1). Ceci
prouve que si P, est vraie alors P, l'est aussi.

I11.31. définition Un ensemble qui n’est pas fini est dit infini.
I11.32. proposition L’ensemble N est infini.

I11.33. preuve Supposons que N soit fini et soit n son cardinal. Puisque
N,, € N mais que N,, # N le cardinal de N,, est strictement inférieur a celui
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de N, c’est a dire n < n. Cette contradiction permet de conclure que N est
infini.

II1.34. remarque L’application s de N dans N qui a n associe son succes-
seur n + 1 est une injection mais ce n’est pas une surjection. L’application p
de N dans N qui a 0 associe 0 et qui a n € N différent de 0 associe n — 1 est
une surjection qui n’est pas une injection.

IV. Les entiers naturels vus par von Neuman et Peano

Dans la présentation précédente des entiers naturels le bon ordre est mis
en avant avec le fait que tout sous-ensemble non vide et majoré admet un plus
grand élément sans que les entiers naturels possedent dans leur globalité un
majorant. Avec ce point de vue, I’existence de successeurs et de prédécesseurs
ainsi que le principe de récurrence sont des conséquences de ces axiomes. Plus
précisément on a démontré que ’ensemble N des entiers naturels possede les
propriétés suivantes.

0. Tout entier naturel n a un unique successeur noté n + 1
et le successeur de 0 est noté 1.

1. Deux entiers naturels ayant méme successeur sont égaux.
Aucun entier naturel n’a lui-méme ou 0 pour successeur.
3. Un sous-ensemble £’ de N contenant 0 est égal a N

s’il contient le successeur de chacun de ses éléments.

En revanche chez von Neuman et Peano le principe de récurrence et 1’exis-
tence de successeurs font partie des axiomes mais pas ’existence d’un bon
ordre tel que tout sous-ensemble non vide majoré admette un plus grans
élément. Nous allons voir ’équivalence des deux points de vue.

o

IV.1. proposition Soit (F,e,s) ou E est un ensemble, e un élément de E
et s: E — E une application vérifiant les conditions suivantes.

1. L’application s est injective.

2. Six € E alors s(x) # x et s(x) # e.

3. Un sous-ensemble F' de E contenant e est égal a E si s(x) € F pour
tout x € F.
Alors il existe un unique bon ordre sur E tel que E n’admet pas de majorant,
tout sous-ensemble non vide et majoré de E admet un plus grand élément et
pour tout x € E s(x) est le plus petit des majorants de x et différents de x.
Pour cet ordre e est le plus petit élément de E.

IV.2. preuve Si z € E on consideére la propriété P, suivante :
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Il existe un sous-ensemble E, et une famille de sous-ensembles (EY),cp,
vérifiant :

1. e et = appartiennent a E, = E7,

2. ES ={e}etsiye E, alorsy € EY,

3.siy,y € B, ety#y alors EY C EY \ {y'} ou BY C EY\ {y},
4.siy € E, et y# x alors s(y) € E, \ EY et B3 = EY U {s(y)},
5.siy € E, et y # e il existe y € EY tel que s(y) = v.

Montrons que P, est vraie si x € E. Soit P le sous-ensemble des © € F
tels que P, soit vraie. Il suffit de montrer que P = FE. Ce sous-ensemble
contient e (P, est vraie) : on a E, = {e} = E¢. Soit x € E. Supposons
que x € P cest a dire que P, soit vraie. Soit E, et (EY),cp, donnés par
P,. Supposons que s(z) = y € E,. Puisque E? = FE, contient strictement
EY\ {y} on a EY C E*\ {x}. Par hypothese sur s, s(x) # e. Il existe donc
y' € EY tel que s(y') = y. Or x est 'unique antécédent par s de s(x) car s est
injective. Donc ¢y = z et ¥ € EY C E, \ {z}. Cette contradiction implique
que s(z) ¢ E,. On pose Ey,) = E,U{s(x)} = Es(w) et pour y € Eymy\{s(z)}
c’est a dire pour y € E, on pose £, = EY. On a blen s(z) & B, = B, et

Ess((;)) = Ef(x) U {s(z)}. Puisque £, z) = EYsiy e B, il résulte de P,
(z)

1. e et s(x) appartiennent & Ey(,) = Ess(x),
2. B,y ={e}etsiy € E, alors y € Eg(x),

3.5iy,y € By ety #y alorsE ) \{¥'} ou E S(x CEé’(I)\{y},
siy € Eyu et y # s(x) alors s( ) By \ B,y et Es((z)) = EY, U

{8( )}

5.81y € By et y # e il existe y' € EY,, tel que s(y') = y.

Ainsi Py, est vraie dés que P, est vraie, c’est a dire s(x) € P des que x € P.
Puisqu’on a vérifié également que P, est vraie c’est a dire que e € P. Ceci
implique que P = F c’est a dire que pour tout z dans E la propriété P, est
vraie.

Montrons que pour chaque z € FE le sous-ensemble F, et la famille
(EY)zep sont uniques (propriété U,). Il suffit de considérer le sous-ensemble U
des x de F tels que le sous-ensemble E, et la famille (EY),cp sont uniques et
de montrer que U = E. Ce sous-ensemble contient e puisque nécessairement
E. = E¢ = {e} (U, est vraie). Soit x € FE. Supposons que z € U et considé-
rons Ey) et (B, )yer,,, qui vérifient Py,). On a EY,) = Eyy) \ {s(2)}. Si

S

y € Eyz)\{z, s(x)} alors Eé’(x) C Eym) = ES(( et donc d apres la condition 3.
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tion 3. E @ ) C B¢, \{z}. Par conséquent 'ensemble £, @ \{s(x)} et
la famille (E? (@ ))yE By\{s(x)} vérifient P. L’hypothese d unlclte U implique
que Ey) \ {s(z)} = E; et que EY,) = EY si y € By \ {s(x)} = E;. On en

déduit que Ej((z)) = FE,(y) est nécessairement égal a E, U {s(x)}. Ceci prouve
que Us(y) est vraie si U, est vraie, c’est a dire que s(z) € U deés que = € U.
Puisque e € U on peut donc conclure que U = FE.

Montrons que pour chaque z € E on a EY = E, si y € E, (propriété
T,). Il suffit de considérer le sous-ensemble 7" des x de E tels que EY = E,, si
y € E, et de montrer que T' = E. Ce sous-ensemble contient e puisque F, =
E¢ = {e} (T est vraie). Soit + € E. Supposons que x € T et considérons Fy(,)
(Ey( ))yeE,,, donnés par Py). On a bien Es((;)) FEy()- De plus, 'ensemble

@ \{5(2)} et la famille (Es(x))yeEs(x)\{s(:c)} vérifient P,. L’hypothés d'unicité
Ux implique que Ey;) \ {s(2)} = E; et que £, = E¥ siy € Eyu) \{s(z)} =
E,.. Puisque T}, est supposée vraie, on en déduit que si y EEj((;f)) = Fy) est
différent de s(z) (Le si y € E,) alors EY,) = EY = E,. Ainsi Ty, est vraie
dés que T, est vraie, c’est a dire s(z) € T si x € T. Puisque T, est vraie
(e € T') ceci prouve que T, est vraie pour tout z € £ : T = E.

Montrons que tout z € E vérifie la propriété O, suivante : si y € E est
différent de z alors E, # E, et E, C E, ou E, C E,. Il suffit de considérer
le sous-ensemble O des x de E tels que O, soit vraie et de montrer que
O = E. Ce sous-ensemble contient e. En effet E, = {e} et si y € E est
différent de e alors e et y appartiennent a E, donc E, # E, et E, C E,,.
Supposons que x € O et considérons y € E. Si y € E, alors £, C E,.
Puisque E, = EJ, = Eyu) \{s(z)} on a B, C Eyu) et B, # FEyg). Si
y ¢ E, alors x # y et, puisque O, est supposée vraie, E, C E, et £, # E,.
Puisque « # y, on a s(z) € E, et Eyy, = E® C E,. De plus si s(z) #y
alors s(s(x)) € B¢\ Ex@) € B, \ Ei®) = E, \ Ey) : ainsi Ey,) # B,
Finalement on vient de prouver que si z € O alors s(z) € O. Puisque e € O
on en déduit que O = E.

Si z et y dans E on dit que x < y si B, C E,, ce qui est équivalent a
x C y. On vient de montrer que < est une relation d’ordre total qui admet
e comme plus petit élément de FE.

Si o € I ses majorants sont les y € E tels que £, C E, c’est a dire les
y € E tels que x € E, d’apres T,,. De plus, d’apres ce qui précede, si B, C E,
et x # y alors E, C Ey,) C By et E; # Ey,). Par conséquent s(z) est bien

By C m P\ {s(z)} = E,). Puisque x # y il vient encore d’aprés la condi-
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le plus petit des majorants de x et différents de z.

Si x € F on note B, la propriété suivante : tout sous-ensemble de F qui
contient un élément inférieur ou égal a x admet un plus petit élément et tout
sous ensemble de F majoré par x admet un plus grand élément. Il suffit de
considérer le sous-ensemble B des x de E tels que B, soit vraie et de montrer
que B = E. La propriété B, est vraie et e € B car E, = {e} et e est le plus
petit élément de E. Soit € E. On suppose que la propriété B, est vraie
c’est a dire que x € B. On considere des sous-ensembles Y et Z de E tels que
Y contienne un élément y < s(z) et Z soit majoré par s(z). On considére
Y’ =Y U {x}. Puisque B, est vraie et que z € Y, Y’ posseéde un plus petit
élément noté y,, : on a y,, < x. Si y,, € Y alors c’est le plus petit élément de
Y. Siy, ¢ Y alors y,, = x et alors aucun élément de £, n’appartient a Y et
s(z) est le plus petit élément de Y. Si s(x) € Z alors s(z) est le plus grand
élément de Z. Sinon Z C E, et puisque B, est supposée vraie, Z posseéde un
plus grand élément. On vient de prouver que B,(,) est vraie des que B, est
vraie. Or B, est vraie. Par conséquent B, est vraie pour tout x € E. Ceci
signifie que < est un bon ordre sur E et que tout sous-ensemble non vide et
majoré de E admet un plus grand élément.

Pour cet ordre ’ensemble F n’est pas majoré car tout z € E est tel que
x < s(x) et x # s(x).

Il reste a montrer que < est I'unique ordre sur £ pour lequel £ n’admet
pas de majorant, tout sous-ensemble non vide et majoré de £ admet un plus
grand élément et pour tout x € E s(z) est le plus petit des majorants de x
et différents de x. Soit <’ un ordre sur e tel que F n’admet pas de majorant,
tout sous-ensemble non vide et majoré de E admet un plus grand élément
et pour tout z € E s(x) est le plus petit des majorants de x et différents de
x. Supposons que 'ensemble M des (z,y) € E X E tels que =z # y, v < y et
y <"z soit non vide. Soit (zo,y) € M. On note M l'ensemble des y € E
tels que (zg,y) € M. Ce sous-ensemble de E est non vide car (xg,yo) € M.
Soit Y, le plus petit élément de M pour (pour <). Puisque z¢ # ¥, et
xo < Y, nécessairement y,, # e et il existe ¢y € E tel que s(y') = ym. On a
donc ¥ <" s(y') = vy, mais aussi ¥ ¢ M;. Deux cas se présentent a priori.
Le cas xp = 3/ est a exclure car il impliquerait zy = ' <" s(¢/) = Y, et
xo =Y # s(¥) = ym. Ce qui est contraire au fait que y,, € M. Le second
cas est celui xg # y'. Puisque y,, = s(¢’) est le plus petit des majorants de ¢’
pour < et que xg < ¥y, et xy # Y, nécessairement o < 1y et oy # y'. Ceci,
combiné a y' ¢ M implique zg # ¢’ et oy <" ¢/'. Or ¢ <" s(y') = yp. Par
conséquent par transitivité de ordre xg <’ y,,,. Comme g # v, et 29 < Yy,
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on a donc (xg, Ym) € M. C’est contraire a ’hypothese de départ. Ainsi M est
vide et pour tout (z,y) € Ex Eonax <3y dés que x < y. Les ordres < et
<’ sont donc les mémes.

Pour conclure on fait le lien avec I'axiome 7 (I'axiome de linfini) du
chapitre de théorie des ensembles avec les entiers naturels.

IV.3. proposition I] existe un triplet (F,e,s) ou E est un ensemble, e un
élément de E et s : E — E une application vérifiant les conditions suivantes.

1. L’application s est injective.

2. Six € E alors s(z) # x et s(x) # e.

3. Un sous-ensemble F' de E contenant e est égal a F si s(x) € F pour
tout x € F.

IV.4. preuve D’aprés 'axiome 7 il existe un ensemble E dont I’ensemble
vide () est un élément et tel que si x € E alors z U {z} € E. On note s
I'application de E dans E qui & = € E associe s(x) = 2 U {x}. L’application
s est clairement injective d’apres I'axiome 9. On considére le sous-ensemble
& de I'ensemble des parties de E formé des sous-ensembles de E qui vérifient
comme E les conditions de 'axiome 7 : si E' € £ alors () € E’ et pour tout
x € E', on a s(z) € E'. On note E l'intersection de tous les sous-ensembles
de E qui sont des éléments de £. Puisque ) est dans tous les ensembles
qui sont des éléments de £ il est également élément de l'intersection E de
ces ensembles. Si # € E alors x et s(x) appartiennent a tous les ensembles
qui sont des éléments de £ : par conséquent s(x) est également élément de
I'intersection E' de ces ensembles. Ainsi F appartient a & et vérifie les deux
premieres conditions. Un sous-ensemble F' de E qui contient e et qui est tel
que s(z) € F si x € F est également dans £ et par conséquent E est inclus
dans F. Cette double inclusion implique que £ = F : I’ensemble F vérifie
donc la troisieme propriété.
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