Chapitre 1

Construction du Mouvement
Brownien

1 Un peu d’histoire (voir [7] et [1])

Le nom de mouvement Brownien vient du botaniste Robert Brown. Brown n’a pas découvert le
mouvement brownien, car n’importe qui regarde dans un miscroscope peut voir le mouvement
rapide et irrégulier des particules de pollen en suspension dans de ’eau. Cependant, avant lui on
pensait que les particules étaient vivantes. Une autre théorie expliquait que le mouvement des
particules étaient da a la différence de température entre I’eau et le milieu ambiant provoquant
P’évaporation de I’eau, ainsi qu’aux courants d’air. Brown (1828) réfuta ces théories et établit que
les particules étaient inanimées. Il expliqua que la matiere était composée de petites particules,
appelées molécules actives, qui montrent un mouvement rapide et irrégulier, dont ’origine vient
des particules. Puis au début des années 1900, le mouvement brownien fut caractérisé de la
facon suivante :

- Le mouvement est tres irrégulier, composé de translations et de rotations, la traj-
toire ne semble pas avoir de tangentes.

- Deux particules semblent bouger de fagon indépendantes, méme si elles sont tres
proches.

- Le mouvement est d’autant plus actif que les particules sont petites.

- La composition et la densité des particules n’ont pas d’influence.

- Le mouvement est d’autant plus actif que le fluide n’est pas trop visqueux.

- Le mouvement est plus actif en température haute.

- Le mouvement est sans fin.

En 1905, la théorie cinétique, expliquant que le mouvement brownien des particules microsco-
piques est dii au bombardements des molécules du fluide, semble la plus plausible.

La mise en évidence du mouvement brownien comme processus stochastique est di indépendamment
au mathématicien francais Louis Bachelier (1900) et Albert Einstein en (1905). Bachelier dans
sa these Théorie de la spéculation avait pour but la modélisation de la dynamique des actifs
boursiers et son application au calcul de prix d’option. Il obtient la loi du mouvement brownien
a un instant donné. Il met surtout en évidence le caracteére markovien du mouvement brownien :
le déplacement d’une particule brownienne apres un instant ¢t de dépend que de ’endroit ou elle
était a l'instant ¢ et mais pas de comment elle est arrivée a ce point. Par ailleurs, Einstein,
qui ignorait ’existence de ce débat, formula une théorie quantitative en 1905 du mouvement
brownien. Einstein réussi a expliquer la nature du mouvement et donna la valeur du coefficient
de diffusion (sous certaines hypotheses). La méthode d’Einstein repose sur des considérations
de mécanique statistique qui le conduit a ’équation de la chaleur puis a la densité gaussienne,



solution fondamentale de cette équation.

L’existence du mouvement brownien en tant que processus stochastique a été établie de fagon
rigoureuse par Wiener en 1923. Paul Lévy magnifiera cet objet en entamant une étude fine
du comportement de ses trajectoires jusque dans les années 1930-1960. En 1944, 1t6 construit
Pintégrale stochastique et développa le calcul stochastique.

2 Rappels sur les variables gaussiennes

Considérons un espace de probabilité (2, F, P).
Une variable aléatoire N & valeurs dans IR suit un loi N'(0,1) si P(N € dz) = —A-e=*"/2,
Estimation de la queue gaussienne : pour x > 1,

1 Too 1 Foo 2
PN >z) = — e 2qt < —/ te v /24t
(V=) \/27r/x T N2

1 s
V2T

Transformation de Laplace-Fourier : pour z € C

E[e*N] = exp(2?/2).

1
Pour m € Rand o > 0, N’ = m+o N suit une loi gaussienne NV'(m, 02), de densité
V2o

et de tranformée de Fourier E[e*Y'] = exp(zm + 0222/2).

Remarque 2.1 1. Si X et X’ sont des variables indépendantes de loi respectives N'(m, o2)
et N(m’,0'?), alors X + X’ suit la loi N'(m +m/, 02 + o'?).

2. Soit (Xp), v une suite de variables gaussiennes, X, £ N(my,07). La suite (X,,), . v
converge en loi ssi m, — m € R et 02 — o2 € R, et alors la loi limite est N (m, 0?).

Preuve. 11 suffit d’utiliser les fonctions caractéristiques.

A

Vecteurs gaussiens :
Soit X = (X1, ..., X4) un vecteur aléatoire défini sur un espace de probabilité (€2, A, P) & valeurs
dans R, avec d > 1. X est dit gaussien si toute combinaison linéaire de ses composantes est
une v.a. gaussienne :

Vie RT < AMX >=X X1+ -+ AgXg suit une loi gaussienne.

La loi d’un vecteur aléatoire gaussien X est entierement déterminé par son vecteur espérance
m = E(X) € R" et sa matrice de covariance T' = E[(X —m).(X —m)']. On note X 52 N(m,T).
La matrice I" est symétrique semi-définie positive (pas forcément inversible). On a

[ij = cov(X;, X;) = E[(X; — E(X;)) (X; — E(X;))].

Sa fonction caractéristique est
, ) 1,
Elexp(i < u, X >)] =exp (i < u,m > —3u T

Par ailleurs, X admet une densité fx par rapport a la mesure de Lebesgue sur IR? ssi T est
inversible. La densité s’écrit alors
1 1
fx(x) = ———=exp (— z—m) T (z—m >
@) (2m)ddet T 2 ( ) ( )
Soit X un vecteur gaussien, Ses coordonnées sont indépendantes ssi la matrice covariance est
diagonale (E[X;X;] = E[X;]E[X] pour i # j.)
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3 Le mouvement brownien

Soit (2, F, P) un espace de probabilité. Un processus stochastique est une famille indexée par
le temps (X¢)ie[0,+o0) de variables aléatoires définies sur I'espace Q.

Définition 3.1 Un processus X est dit stationnaires, si Vi, < to < ... < t, et s > 0,
Toi

(Xeys s X, ) E (Xt gsr oo Xt gs)-

Un processus X est dit a accroissement indépendants, si Vt; < to < ... < t,, Xy, Xy, —

Xtys.ooy Xt, — Xy, , sont indépendants.

Un processus X est dit gaussien, si Vi1 <to < ... <, (X¢,...,Xt,) est un vecteur gaussien.

Un processus X est dit continu (ou p.s. continu) si la fonction ¢ — X;(w) est continue pour
tout w € Q fixé (ou w € Q' avec ' C Q avec P(Y) =1).

Les lois finis dimensionnelles d’un processus X est ’ensemble des lois conjointes (X, , ..., Xt, ),
pour tout n > 1 et Vi; <ty <...<t,.

Définition 3.2 Soit B = (B, t > 0) une famille de v.a. indéxée par le temps. On dit que B est
un mouvement brownien si ¢’est un processus continu tel que

i) Vt >0, By ~ N(0,1),
i)si0 <ty <ty <...<tp,lesv.a. By ,By,—By,,..., B, —B;, , sont indépendantes.

Par conséquent, By = 0.

Remarque 3.3 cherchons la loi d'un accroissement B;is — By, pour t,s > 0 :
On remarque que Byis = By + Byys — By, avec Byys ~ N(0,t + s) et B, ~ N(0,t), donc par
indépendance, en calculant la fonction caractéristique de Biys — By, on obtient

Byis — Bthm'BS et Byys — By est indépendant de B;.

Le mouvement brownien a des accroissements indépendants et stationnaires. De plus, comme
les accroissements sont gaussiens, B est un processus gaussien.

Covariance du brownien :
Si s <t, E[B,Bs| = E[(Bs + (Bt — Bs))Bs] = s + 0. De méme, si ¢t < s, E[B,B;] = t. Donc

E[B,B,] =tAs.

Définition 3.4 (équivalente)
Un mouvement brownien est un processus continu gaussien centré indexé par [0, +oo[ de cova-
riance t A s.

4 Construction du mouvement brownien

4.1 Principe d’invariance de Donsker(voir [5] et [1])

Soit (Xy,),,c v une suite de variables i.i.d centrée et de variance égale a 1.
D’apres le T.L.C., en posant S, = X1 +...+ X,,, on a

Sn Loi

En notant [z] la partie entiere de = € IR, pour ¢t € IRT, pour n assez grand on a

Sni] Vi Sint]  Loi
~\t = N(0,1).
Vn [nt] n—-+oo (0,%)



On remarque que Sp(i4s)] = Sint) = Xng+1 + - -+ + Xn(e+s)], alors que Sp,y), pour u < ¢, ne
dépend que X1,..., X[,y, par conséquent il y a indépendance des accroissements.

. S(nt) nt—[nt]
La suite de processus (W GV Xng4+1,t >0 VeIV converge vers le mouvement brow-
nien.... mais & ’heure actuelle, nous n’avons pas les outils pour le prouver (on a besoin d’étudier

la tension de la suite + convergence des lois fini-dimensionnelles).

4.2 Construction de Paul Lévy

L’idée est de construire le mouvement brownien B sur l'intervalle de temps [0, 1] par approxi-
mation en utilisant les fonctions de Schauder f , :

frn est une fonction triangle sur [k27", (k +1)27"] telle que f(k2™" 4 27""1) = 2= (n+2)/2,

Considérons N_1, No,0, N1,0,..., Nkpn,..., avecn € INet k =0,...,2" — 1, des variables gaus-
siennes NV (0, 1) indépendantes.
Pour ¢ € [0,1], on définit B; ' = tN_; et

n 2'—1

Bl' =tN_; + Z Z Ny fr ().

=0 k=0

On montre que p.s. la suite B" converge uniformément en temps sur [0, 1] vers un mouvement
brownien B. De plus, B est alors p.s. continu comme limite uniforme de fonctions continues.
Preuve.

i) Convergence uniforme

On a
2" —1
B =B} '+ ) Niofrn(t)-
k=0

Comme les fonctions fy , & n fixé sont disjointes, on remarque alors que

sup |Bf — B '|=  sup |Nk,n|2_(”+2)/2
te[0,1] k=0,...,2n—1

Les variables ]\7k,n2_(”“‘2)/2 ont toutes la méme loi, et en majorant par la somme des probas,
en introduisant N ~ A(0, 1) on obtient

n n—1 1 n 2(n+2)/2
P(swp B~ B> ) < 2V R(N| > )

n2
tel0,1] n

IN

n+1
< 2 6—2"+2/2n4

Vor

Par conséquent la série 3 IP(sup;c(oq) | B — B} '] > 1/n?) est convergente, donc par Borel
Cantelli, p.s. pour n assez grand

1
sup | By — B~ < .
tc[0,1] n

La série de terme général B® — B"~! converge uniformément, donc la suite B" converge uni-
formément sur [0, 1]. On note B sa limite, qui est continue comme limite uniforme de fonctions
continues.

i1) Indépendance des accroissements + caractére gaussien.
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Par récurrence, on montre (HR,,) :

(HR,) := Les accroissements de B"~! sur la partitions 0,27",..., k27", ...

sont indépendants et suivent tous la méme loi N (0,27").

Pour n = 0, c’est évident. Pour n = 1 : vérifions que la propriété est vraie.

N_1+ Noo

By =0, By = 5

7B?:N—1

est un

b

N_1+No o N—I_NO,O)
2 2

N_1 et Ny, sont indépendantes de loi N'(0,1). Par conséquent (
vecteur gaussien dont les marginales suivent la loi A(0,1/2). De plus,

N_1+ Noog N_1—Noo

E .
2 2

1

Les accroissements sont bien indépendants.

Supposons (HR,,) vraie, étudions (HR,1).

Comme
on 1

Btn = Btnil —+ Z Nk,nfk,n(t)-
k=0

En utilisant (HR,,) et le fait que les v.a. (Ni ,)r sont indépendantes de B"~!, du fait que les
fonction fi , sont a supports disjoints, il suffit de vérifier que la propriété est vraie pour deux
accroissements consécutifs dépendant de la méme variable Vg, ,,, i.e.

X = Blogy1ya-n-1 = Bopg-n-1 et Y =Bl i)9-n-1 = Blogy1)a-n-1

sont indépendantes et de loi '(0,27"~1). Par construction, B"~! est linéaire sur [2k27" "1, (2k+
2)27"~1]  on remarque donc que X = Z/2+ Z' et Y = Z/2 — Z' ot Z est I'accroissement de

-1 . _ pn—1 n—1 _ o— 2)/2
Bl Z = Bl s — Byt et 2/ =27 (HD2N,

Par (HR,,), on sait que Z ~ N(0,27 "), d’ott Z/2 ~ N(0,27"2). Par ailleurs Z' ~ N(0,27"72)

et est indépendante de Z. Donc X L%y de Toi N (0,277 1), et leur covariance vaut
E[(Z/2+2')(2/2 - Z') = E[2%/4— 27| = 27" /4 — 27" = 0.

D’ou le résultat.
i11) Conclusion

On en déduit immédiatement par passage a la limite que le processus B a des accroissements
indépendants sur les intervalles dyadiques et B; ~ N (0,t) pour tout ¢ dyadique (car la conver-
gence p.s. implique la convergence en loi). Comme B a des trajectoires continues, du fait que
les dyadiques sont denses dans [0, 1], par passage & la limite les résultats restent vrais sur [0, 1]. A

4.3 Autre construction

Cette construction est basée sur les séries de Fourier. (cf, exo Revuz-Yor, chap 1). On considere
des variables N, N/ indépendantes de loi A/(0,1). Alors

“+oo
2
Be=tNo+ > %(Nk cos(2mkt — 1) + N} sin(27kt))
Y5
k=1

est un mouvement brownien. Pour cela on vérifie tout d’abord que les coefficients sont gaussiens
et indépendants.



10

5 Régularité des trajectoires

Définition 5.1 Soit X = (X;,# > 0) un processus aléatoire. On dit que X admet une version,
ou encore une modification, s’il existe un processus X = (X, ¢ > 0) tel que

Vit fixé, Xy = X; p.s.
On parle de version continue, ou modification continue, si la modification X est p.s. continue.

Attention : on n’a pas en général (X;,t > 0) = (X;,t > 0) p.s. ([0, +o0[ n’est pas dénombrable!).
Choisir une version (ou modification) d’un processus peut changer de fagon importante le pro-
cessus.

Exemple 5.2 Sur (Q = [0, 1], B([0,1]),d\) on considére le processus sur [0, 1]

Xt(w){Osit;éw

1 sinon

Alors le processus X; = 0, V¢t > 0 est une version de X. En effet Vt fixé, X;(w) = X;(w) sauf
pour w = t. Par contre

P(Vt, X, = X;) = P{w € [0,1] : ¥, X} (w) = Xy(w)}) = P{w € [0,1]: ¥Vt € [0,1] w # t}) = 0.

Remarque 5.3 Cependant dans le cas de processus continus on a : si X est un processus
continu et X une modification continue, alors p.s. X = X.

Le résultat de base sur 'existence de versions régulieres de processus stochastique est le critere
suivant :

Théoréme 5.4 Critére de Kolmogorov-Centsov (1956)
Soit X = (X,,t € [0,1]) un processus & valeurs dans R? (ou plus généralement un espace
métrique complet) tel qu’il existe ¢ > 0

E[|X; — Xs|P] < |t — s[*T° pour p>1ete>0. (5.1)

Alors il existe une version X de X qui est p.s. localement holdérienne d’exposant a, pour tout
a € (0,e/p).

Cas du mouvement brownien
Soit N une v.a. N(0,1) et £,5 > 0. On a pour p > 1,

E[|B; - B,J!] = E[[\/[t - sINP] = |t — s|"/*E[|N ]’

En notant C' = E[|N|?], le critere de kolmogorov s’applique pour p > 2, et donc les trajectoires
browniennes sont p.s. localement holderiennes d’exposant «, avec a < p/221 Oy peut choisir
p aussi grand que ’on veut, donc les trajectoires browniennes sont p.s. localement holdériennes
d’exposant «, avec « € (0,1/2)

Prewve du Critére de Kolmogorov-Centsov.

La preuve est basée sur le lemme de Borel-Cantelli.

Pour simplifier, on suppose ¢ = 1 (quitte & diviser X par la bonne constante). On fixe o < £/p.
Soit D = U,D,, 'ensemble des dyadiques, avec D,, = {k27",k = 0,1,...,2" — 1}. On a
D,, C Dy41 et D est dense dans [0, 1].

i) Pour t, s dyadiques.
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e Soit t,s € D,, avec t = (k +1)27" et s = k27™. D’apres l'inégalité de Markov, on a

E[| X (k41)2-7 — Xpo—n ]
9—npa
2—71(1+8)+npo¢

]P(|X(k+1)2—n — XkQ—n| > 27na)

IN

IN

Comme pa < &€,

P(3k €{0,...,27" =1} ¢ [X(hy1)2-n — Xgo-n| > 27"%) < 2n27n{IFe)npa - g=netnpa

est le terme général d’une série convergente. D’apres Borel-Cantelli, avec proba 1 pour n assez
grand, on a

|X(k+1)2_” - XkQ—n| S 27”& == |t - S|a Vk == 0, 1, cen 2” —1.

)

e Montrons maintenant que la restriction X a I’ensemble des dyadiques D est a-holdérienne.
Soient t, s € D, il existe alors n > 0 tel que 27"~ < |t — 5| < 27", Par ailleurs, il existe m > 1
tel que ¢, s € Dyyo. On peut alors écrire

t = k27" 4602 " 4+62 " 4. 4,270

s = k2742 2T e 2T
aveC €0, - . -, Em, Egs - - -, Eny = 0 0u 1. On note pour ¢ =0,...,m

ti = k2" 4602 " 427" 4 27

s = k272 2T el

Alors t = t,,,, s = 8, €t

|Xe = Xo| <Xy = X[+ [ X = Xoy [+ + X0 +
[Xoo — Xy | + oo+ [ X6,y — X,

(27on o=+ ha 4 g=(ndm)ay y 9 b s, pour n assez grand.

- X,

m—1 m

IN

+o0o 9a
—an —ja AT
< 2 §.02 < ot sl
j=

Donc p.s. il existe ¢ > 0 tel que Vt,s € D | X; — X;| < c|t — s|® pour [t — s| < 27™ avec n assez
grand. Soit Q' C Q, IP(Q') = 1 sur lequel cet événement se produit.
1) Construction de la version Holderienne.
On construit, pour t > 0, X, = . IDH? tXt/ sur . Les trajectoires de X sont localement
Ie s /*>
a-holderiennes.
Vérifions que X est une version de X.
On a X; = X; dés que t € D. Par ailleurs, d’apres (5.1), Xy converge vers X; dans L quand
t' € D,t' — t. Donc Vt > 0 X; = X; p.s.. X est bien une version de X. A

On va voir maintenant que le résultat de régularité holdérienne d’ordre o < 1/2 pour les
trajectoires brownienne est optimal.

Théoréme 5.5 (Dvoretsky, 1963)
Il existe une constant C' > 0 telle que

. ‘Bs *Btl
P(3t >0:limsup—— < C) =0
( Y )
|Bs—B¢

Par conséquent, p.s. Vt € [0, 1], limsup,_,,+ ftl > C. En particulier, les trajectoires brow-

niennes sont nulle part dérivables avec proba 1.
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Preuve. (On choisira la constante C' & la fin)
Il suffit de vérifier que pour chaque A > 0, on a

P(3t > 0: |Byyn — Bi| < CVh Vh e [0,A]) =

On remarque que pour n > 1

3

i —1
P(3t > 0:|Biin — B < CVh Vhe[0,A]) <

,%} :|Byyn — By| < CVh Yh € [0, A])

i=1

nP(3t € [0, ] |Biyn — By| < CVh Yh e [0,A])

IN

par stationnarlte des accroissements.

On connait la loi de Bt+h B;, mais on ne peut pas calculer directement cette probabilité a
cause des termes 3t € [0, 1] et Vh € [0, A] (intervalle non dénombrable!).
Soit n tel que 1/n < A, et (h;);=o,...n une famille (que on déterminera plus tard) croissante,

telle que h; € [1/n, A] pour tout j. On remarque que si 3t € [0, 2] : [Byyy, — By| < CVh Vh €
[0, A], alors pour tout j = 0,..., N, en prenant h = h; —t (on a bien h € [0, A], car h < h;),
on a

|th — Bt| < C\/hj.

Et donc pour tout j =1,..., N,

|th — th71‘ < 20\/hj,

par conséquent

1
PEt €0, ]+ |Brn — Byl < CVh VYh e [0,A])

P(Vje{l,...,N}:|By, — Bp,_,| <2C+\/hj)

N

H IP(|By, — Bp,_,| < 2C\/h;) par indépendance des accroissements
j=1

IN

I A

N
/h;
H |Z| < 20#) avec 4 NN(O, 1)

= j — hj—1

On souhaite choisir C' (indépendante de n et j) et trouver une famille (h;);j—1,. n tels que
N Vhs

n]l= P(Z] < 2C\/ﬁ) converge vers 0 quand n — +o0.

En prennant h; = 27 /n, avec N = [In(nA)/In(2)], la famille satisfait bien les hypotheses voulues

et

vhi
P(Z| < 2CW) = IP(|Z| < 2CV?2)

En choisissant C' > 0 tel que P(|Z| < 2Cv/2) < 1/4, on a
1 N 1 In(nA)/In(2)
(i) =)

En faisant tendre n vers 400, on obtient le résultat. A

P(3t > 0:|Biin — Bi| < CVh Yh € [0,A))

IN

IN
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6 La mesure de Wiener

On note C = C([0, 1], IR) ou C([0, oo, IR) 'espace des fonctions continues & valeurs dans IR.
C muni de la norme uniforme est un espace de Banach (dans le cas, de fonctions définie sur

+oo
[0, 400) on utilise la norme d(u,v) = Z 27" min(|lu — vl||p, 1) ot [Ju—v]|, = sup{|u(z) —v(x)] :
n=1

z € [0,n]}).
On munit C de sa tribu borélienne. C’est la tribu engendrée par les ouverts élémentaires : n > 1,
0<t; <...<ty, Ay,..., A, des ouverts de IR

O={weClC:w(t) € A,...wt1) € A,}. (6.2)

Définition 6.1 Soit B un mouvement brownien. B est a valeurs dans ’espace C. La loi de cette
v.a. sur C est appelée mesure de Wiener.
L’espace C muni de la mesure de Wiener est appelé espace de Wiener.

Si on considere deux variables aléatoires X et Y, on sait que la loi de chacune des variables ne
suffit pas pour connaitre la loi du couple. De méme, pour le mouvement brownien, on peut se
demander si la définition du brownien caractérise de fagon unique la mesure de Wiener.

Propriété 6.2 La mesure de Wiener est unique : si W et Q sont deux probabilités sur C chacune
issue d’un mouvement brownien, alors W = Q.

Preuve.
Rappel : Théoréme des classes monotones
Soit £ une famille de partie de I’espace E un A-systeme, i.e.

-EeS,
-si A,B € § avec A inclus dans B alors A° € S,
- si stable par union dénombrable croissante.

Soit P un w-systeme, i.e. stable par intersection finie. :
SiP C L, alors o(P) C L.

On remarque que P l'ensemble des ouverts élémentaires est un m-systeme.

Soit £L = {A € B: W(A) = Q(A)}, ou B est la tribu borélienne de C([0,1], R). £ est un
A-systeme.

Soit O est un ouvert élémentaire, montrons que O € L. En effet si W est issu du mvt brownien
B et Q est issu du mvt brownien B et O = {w € C : w(t;) € Ay,...w(t1) € A,} un ouvert
élémentaire, on a

W(O) = ]P(Btl S Al, .. .,Btn € An) = ]P(Btl S Al, e 7Btn € An) = Q(O)
Alors o(P) =B C L. Donc W = Q. A

Remarque 6.3 On a en fait démontré que la loi d’'un processus est entierement déterminée
par ses lois finis dimensionnelles.

Remarque 6.4 Comment définir le mouvement brownien en dimension plus grande ?

Un mouvement brownien B = (B!,..., B?) & valeurs dans R est un processus tel que les
B’ sont des mouvements browniens indépendants, i.e. pour tous ouverts O; de C P(B' €
O1N...NBYec0y)= P(B'€0)... P(B% € Oy).
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