APPLICATION LINEAIRE EN DIMENSION FINIE

Ce chapitre est ’aboutissement de toutes les notions d’algebre linéaire vues
jusqu’ici :

— espaces vectoriels,

— dimension,

— applications linéaires,

— matrices.

Nous allons voir que dans le cas des espaces vectoriels de dimension finie, I’étude
des applications linéaires se raméne a I’étude des matrices.



1. RANG D'UNE APPLICATION LINEAIRE

1.1. Construction et caractérisation.

Théoréme 1. Soient E et I deux espaces vectoriels sur un méme corps K. On
suppose F de dimension finie n et soit (e, ..., e,) une base de F.

Alors pour tout choix (v1,...,v,) de n vecteurs de F il existe une et une seule
application linéaire f : £ — F' telle que :

Vi € {1, ce ,n}, f(€Z> = ;.

Exemple 1. Il existe une unique application linéaire f : R” — R[X] telle que
fle;)=(X+1) pouri=1,...,n (ou (ef,...,e,) est la base canonique de R"),
Pour un vecteur = = (z1,...,z,), on a

flxy, ..., zn) = f(rier+- -4 xpe,) =z f(er) + -+ xnfle,) = in(X—l—l)i.
i=1



Démonstration.
— Unicité. Soit f répondant & la problématique. Pour x € FE, il existe des

scalaires x1, Ta, ..., x, tels que x = > ! | x;e;. Comme f est linéaire, on a

(*) f(x) =f (Z Slfiez') = sz’f(ei) = szvz

Donc, si elle existe, f est unique.
— FEuzistence. Montrons qu’une application définie par I’équation (x) est linéaire

et vérifie f(e;) = v;.

(1) Si (z1,...,x,) (vesp. y = (y1,--.,Yn)) sont les coordonnées de z (resp. y)

dans la base (eq,...,e,), alors
fOz+py) = f (Z()\% + :uyi)ei> = Az + ;) f(e;)
i=1 i=1

= Ainf(ei) + szif(ez') = Af(z) + pnf(y).

(2) Les coordonnées de e; sont (0,...,0,1,0,...,0), donc f(e;) =1-v; = v;.
]



1.2. Rang d’une application linéaire.
Soit f : E — I une application linéaire entre K-espaces vectoriels.

Proposition 1. Si E est de dimension finie, alors :
— Im f = f(F) est un espace vectoriel de dimension finie.
— Si (e1, ..., €,) est une base de E, alors Im f = Vect (f(e1), ..., f(en)).

Démonstration. On montre que tout élément de Im f est combinaison linéaire des

vecteurs f(e1),..., f(en).
— Soit y € Im f. 1l existe un élément = de F tel que y = f(x).

— Il existe des scalaires (x1,...,x,) tels que x = Z Ti€;.

i=1
Par linéarité de f, on en déduit que

y=Fla) =Y wifle).
! [l

Définition 1. La dimension de I’espace vectoriel Im f est appelée rang de f :

rg(f) = dimIm f = dim Vect (f(el), . .,f(en))




Exemple 2. Soit f : R — R? lapplication linéaire définie par f(z,y,2) =
(3x — 4y + 22,2z — 3y — z). Quel est le rang de f7

La matrice de f dans les bases canoniques est

3 —4 2
A_(z —3 —1)’

les colonnes étant égales & f(ey), f(ea), f(e3) respectivement.
Le rang de f est donc égale au rang de A.

Estimons le rang sans faire de calculs.

— Nous avons une famille de 3 vecteurs donc rg f < 3.

— Les vecteurs vy, v, v3 vivent dans un espace de dimension 2 donc rg f < 2.
— f n’est pas 'application linéaire nulle donc rg f > 1.

Donc le rang de f vaut 1 ou 2.

Il est facile de voir que v; et vy sont linéairement indépendants, donc le rang
est 2 :

rg f = 1g (f(e1), f(ea), fles)) = dim Vect(vy, va, v3) = 2

Remarque : il est encore plus facile de voir que le rang de la matrice A est 2
en remarquant que ses deux seules lignes ne sont pas colinéaires.



1.3. Théoréme du rang. Le théoreme du rang donne une relation entre la di-
mension du noyau et la dimension de I'image d’une application linéaire.

Théoréme 2 (Théoréme du rang). Soit f : E — F une application linéaire entre
deux K-espaces vectoriels, E étant de dimension finie. Alors

dim E = dimKerf+dimImfI

Autrement dit : dim £ = dim Ker f +rg f.
Démonstration. (1) Soit (e, ...,€,) une base de Ker f.
(2) 11 existe des vecteurs €p11,...,€, de E tels que (€1, €9,...,€,) soit une base

de E (théoréme de la base incompléte).
(3) Alors Im f est engendrée par les vecteurs f(e1), f(€2),. .., f(€n), donc par les
vecteurs f(ept1), ..., f(€n).

(4) Montrons que ces vecteurs forment une famille libre.



Soient a1, ...,y des scalaires tels que

apr1fepr1) + -+ anf(e,) = 0.

ou encore (f est linéaire)

f (Qp+1€p+l + -+ @nen) =0

ou encore
Qpt1€pt1 + -+ ane, € Ker f.
Il existe donc des scalaires Aq, ..., A, tels que
Ap+1€p+1 T Qe = )\161 + >\p€p
(car (€1, ...,€) est une base de Ker f) ou encore
Alors
M==N=qp1=-=0a,=0.
car (€1, €9,...,€,) est une base de F.
Les vecteurs f(€pt1), ..., f(€,) définissent donc bien une base de Im f qui

est donc de dimension n — p.

]



Exemple 3. Soit I'application linéaire
f : R* — RS
(21,9, 3, 74) — (1 — X2 + 13,211 + 229 + 623 + 424, —71 — 223 — T4)
Calculons le rang de f et la dimension du noyau de f.
On va utiliser deux méthodes :
(1) on calcule d’abord la dimension du noyau,

(2) on calcule d’abord la dimension de I'image.

— Premiére méthode. On calcule d’abord le noyau :

(21,2, 23,24) € Ker f <= f(21, 22,23, 24) = (0,0,0)

r — T2 + I3 =0
< 201 + 2x9 + 63 + 4x4 = 0
—T — 223 — x4 = 0

On résout ce systéme ...



et on trouve qu’il est équivalent a

SCl—ZCQ—I—[Eg =0
ro + x3 + x4 = 0

On choisit x3 et x4 comme parameétres et on trouve :

Ker f = {(—2563 — Ty, —T3 — T4, T3,T4) | T3, 24 € R}

() () e
~we(()(7)

Les deux vecteurs définissant le noyau sont linéairement indépendants, donc

dim Ker f = 2.
D’apres le théoréme du rang

rg f = dimIm f = dimR* — dimKer f =4 — 2 =2



— Deuxiéme méthode. On calcule d’abord I'image. On note (eq, es, €3, e4) la
base canonique de R*. Calculons v; = f(e;) :

vlzf(fn):f(%):(_%l) vz=f<€2>:f<§)=(%l)
v3=f(€3)=f(§):(_(152> U4:f(€4):f<§>:(—21>

On réduit la matrice A, formée des vecteurs colonnes, sous une forme éche-
lonnée :

1 -1 1 0 1 0 00
A=2 2 6 4 |~12 4 00
-1 0 -2 -1 -1 -1 00

Donc le rang de A est 2, ainsi

rg f = dimIm f = dim Vect (f(e1), f(e2), f(e3), f(es)) = 2

Par le théoréme du rang :

dimKer f = dimR* —rg f =4 -2 =2.



1.4. Application linéaire entre deux espaces de méme dimension.

Théoréme 3. Soit f : E — F une application linéaire avec E et I’ de dimension
finie et dim £ = dim F'. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est bijective

(ii) f est injective

(iii) f est surjective

Démonstration.
f est injective <= dimIm f =dim F  (par le théoréme du rang)
<= dimIm f =dim F' (par I'hypothése dim F = dim F)
< Imf=F (car ImfCF)
<= f est surjective



Exemple 4. Soit f : R? — R? définie par f(z,y) = (x —y,z + y).
Est-ce que f est bijective ?

Premiére méthode. L’espace de départ et I'espace d’arrivée ont méme dimen-
sion. Calculons le noyau :

(z,y) €eKer f <= f(r,y)=0 <= (v —y,v+y)=(0,0)

r+y = 0
<~ — (T = (0,0
{27720 = @ =00)
Ainsi f est injective et donc, par le théoréme 3, que f est un isomorphisme.

Seconde Méthode. On peut aussi montrer que la matrice de f dans les bases
canoniques est inversible...



On peut enfin démontrer un résultat annoncé dans le cours sur les matrices.

Proposition 2. Si une matrice carrée A € M, (K) admet un inverse a droite,
c’est-a-dire il existe B € M,,(K) tel que AB = I, alors A est inversible.

Démonstration.

(1) Montrons l'existence d’un inverse a gauche. Soit f : M, (K) — M, (K) défi-
nie par f(M) = MA.

a) f est une application linéaire, car
(a)
FOAM 4+ uN) = (AM + uN)A =X f(M) + uf(N).

(b) f est injective : si f(M) = O, cela donne M A = O. On multiplie cette
égalité par B a droite :

MAB = OB ouencore M=MI=0.

(c) Par le théoreme 3, f est donc aussi surjective.

(d) Alors la matrice identité est dans I'image de f : il existe C' € M,,(K) tel
que

f(C)=1 ouencore CA=1I.
(2) Montrons 'égalité des inverses. Calculons CAB de deux fagons :
(CA) B=IB=B et C(AB)=CI=C
donc B = C.




Mini-exercice.

(1) Soit f : R® — R? définie par f(z,y,2) = (v — 2y — 32,2y + 3z). Calculer
une base du noyau de f, une base de I'image de f et vérifier le théoréme du
rang.

(2) Méme question avec f : R® — R3 définie par f(x,v,2) = (—y+z, v+2, 2+y).

(3) Lorsque c’est possible, calculer la dimension du noyau, le rang et dire si f
peut étre injective, surjective, bijective :
— Une application linéaire surjective f : R® — R3,
— Une application linéaire injective f : R3 — R®,
— Une application linéaire surjective f : R” — R7.
— Une application linéaire injective f : RY — RY,



2. MATRICE D’UNE APPLICATION LINEAIRE
Dans cette section, tous les espaces vectoriels sont de dimension finie.

Soit f : E — F une application linéaire entre K-espaces vectoriels de dimension
finie.

On va noter

— p la dimension de E et soit B = (e, ...,e,) une base de E.

— n la dimension de F' et soit B’ = (fi,..., f,) une base de F’

On a vu que :
— f est déterminée de facon unique par I'image d’une base de F.
— Pour tout j, le vecteur f(e;) s’écrit de maniére unique comme combinaison

linéaire des vecteurs de la base B' = (f1, fo, ..., fn) de F.

Il existe donc n scalaires uniques ay j,asj, ..., a; tels que
ai,;
a2,

flej) =aijfitafot+-+anifu=| "
a/nvj B/

Important : f est entierement déterminée par les coefficients (a; ;) j)ef1,...n}x{1,...p}-



Définition 2. La matrice de [’application linéaire f par rapport aux bases
B et B’ est la matrice (a; ;) € M, ,(K) dont la j-éme colonne est constituée par

les coordonnées du vecteur f(e;) dans la base B' = (f1, fo, ..., [n) :
fle) o ) - fle)
fl ail aij c. a1p
MatB’B/(f) _ fg CL'21 a?j c. a?p
fo\ anm Apj ... Gy

Dit autrement : c¢’est la matrice dont les vecteurs colonnes sont I'image par
f des vecteurs de la base de départ B, exprimée dans la base d’arrivée B'.

Remarque.
— La taille de Matg g (f) dépend uniquement de dim £ et dim F'.
— Les coefficients de Matg g (f) dépendent eux du choix des bases B et B'.
— On avait rencontré dans le cours sur l'espace vectoriel R” le cas ot les bases
B et B’ étaient les bases canoniques.



Exemple 5. Soit f I'application linéaire de R? dans R? définie par
Z1 _
() = (2,
Soient B = (e1, €9, e3) la base canonique de R? et B’ = (f1, f2) la base canonique
de R?. C'est-a-dire :
1 0

0
1 0
er=10 ea = |1 e3= 1|0 f1=<0> f2=<1)
0 0 1

(1) Quelle est la matrice de f dans les bases B et B'?

— On a f(e1) = f(1,0,0) = (1,1) = f1 + fo. La premiére colonne de la
matrice Matg g (f) est donc (1).

— De méme f(e2) = f(0,1,0) = (1,—2) = f1 — 2f,. La deuxiéme colonne
de la matrice Matg p/(f) est donc (1,).

— Enfin f(e3) = f(0,0,1) = (—1,3) = —f1 + 3f2. La troisiéme colonne de
la matrice Matg p(f) est done (3).

Ainsi :

wosotn = (1 )



waesn = (11, )

(2) On va changer la base de l'espace de départ et celle de Iespace d’arrivée.
Considérons les vecteurs

1 1 0 1 |
e = |1 ee=|0 e3=|1 o1 = (O) O9 = <1>
0 1 1

On montre facilement que By = (€1, €9, €3) est une base de R? et B} = (¢1, ¢)
est une base de R2.

Quelle est la matrice de [ dans les bases B, et B,7 On a :
f(el) - f<17 17 0) - (27 _1) = 3¢1 - ¢2
f(EQ) - f(17 0, 1) - (074) - _4¢1 + 4¢2
f(63) = f(07 L, 1) - (07 1) = _le + ¢2

donc
3 —4 -1

Cet exemple illustre bien le fait que la matrice dépend du choix des bases.



2.1. Opérations sur les applications linéaires et les matrices.

Proposition 3. Soient f,g: E — I deux applications linéaires et soient B une
base de E et B’ une base de F'. Alors :

— Matg,g/(f + g) = Matg’gl(f) + Matg’gl(g)

— Matg’lg/()\f) = /\MatB’B/(f)

Démonstration. Exercice. ]

Attention :

— la matrice associée a la somme de deux applications linéaires est donc la
somme des matrices @ condition de considérer les mémes bases sur les
espaces de départ et d’arrivée pour les deux applications.

— Idem avec le produit par un scalaire.



Soit GG un autre espace vectoriel de dimension finie.

Proposition 4. Soient f : E — F et g : F' — G deux applications linéaires et
soient B une base de E, B’ une base de I’ et B” une base de G. Alors :

Mat[g’lg//(g o f) = Matlg/’[g//(g) X Mat&lg/(f)

Autrement dit : a condition de bien choisir les bases, la matrice associée a la
composition de deux applications linéaires est le produit des matrices associées a
chacune d’elles, dans le méme ordre.

Remarque.

La démonstration est proche de celle vu dans le cours sur les applications linéaires
de R".

I faut cependant faire attention aux choix des bases.



Démonstration. Soit

— B = (e1,...,€ep) une base de E,

— B'=(f1,..., fn) une base de F,

— B"=(q1,...,9,) une base de G.

Ecrivons

— A= Matgp(f) = (a;;) € M,,,(K) la matrice de f,

— B = Matg p(g) = (b;;) € M,;,(K) la matrice de g,

— C =Matgp(go f) = (c;j) € M;p(K) la matrice de g o f.

On a

(go f)ler) = g(f(er))

= glanfi+-+anfn) par définition de A
= ang(fi) +---+aug(f,) par linearité de g

= ay (bllgl + e+ bqlgq> + - Fap <b1n91 +oeee 4 banq)

Ainsi, la premiére colonne de C'= Matg (g o f) est

ai1bi + -+ anbiy,
a11b21 + -+ - + anibay,

allbql + -+ anlbqn
Mais ceci est aussi la premiére colonne de la matrice BA.

Il reste a faire la méme chose avec les autres colonnes.



Exemple 6. On pose £ = R?, F = R3, G = R?. Soient
— B = (ey, e2) une base de E,
— B' = (f1, f2, f3) une base de F', et
— B" = (g1, g2) une base de G.

Soient f : R? — R3 et g : R? — R? des applications linéaires de matrices

Lo 2 -1 0
A = Matg B’(f) =11 1] € M3, B = Matp 3//(g) = € Ms 3
’ 0 2 ’ ) 3 1 2 )

Calculons la matrice C = Matgpi(go f) de deux fagons différentes :
(1) via la définition de la matrice d’une application linéaire,

(2) via la proposition précédente.

(1) Premiére méthode. Exprimer g o f(e1) et g o f(e2) dans la base (g1, g2).



— Calcul de f(e1) et f(e2). Par définition de A
fley= (1), = 1A+ 1L+0k=fi+f
fle)= (1), =0h+1f+2fs = fo+2fy
— Calcul des g(f1), g(f2)

et g(f3). Par définition, g(f;) correspond a la j-éme
colonne de la matrice B :

2
9(f1) = <3> =201+ 3¢2
De méme
—1 0
g(f2) = ( ) > = —g1+ g2, 9(f3) = <2> =29,
— Calcul de g o f(eq) et go f(ez). Par linéarité :

go fler) = g(fi+ f2) = g(f1) + 9(f2) = (201 + 392) + (=91 + g2) = 91 + 490
go flex) = g(foa+2f3) = g(f2) +29(f3) = (—g1 + g2) +2(292) = —g1 + 592

— Ainsi
1 —1
=(i 5)



(2) Deuxiéme méthode. Utilisons le produit de matrices : on sait que C' = BA.

(4 5)

Donc

3 1 2

[ R S —
N = O

MatB’B//(gOf):C:BXA: (2 _1 O) X

Remarque : c’est bien plus rapide ainsi!



2.2. Matrice d’un endomorphisme.
— On se restreint maintenant au cas £ = F.
— Si dim £ = n, alors chaque matrice associée a f est une matrice carrée de
taille n X n.
— Si on choisit B = B, on note simplement Matg(f) la matrice associée a f.
— Mais on peut aussi choisir deux bases distinctes pour E.

Exemple 7.

(1) id : E — E. Quelle que soit la base B de F, on a Matp(id) = I,,.
Attention. Ce n’est plus vrai si B est différente de B.

(2) Homothétie hy : B — E, hy(z) = A -z (ot A € K est le rapport de
’homothétie) : Matg(hy) = A,

(3) Symétrie centrale s : ' — F, s(z) = —x : Matg(s) = —1,,.

(4) Cas de 7y : R? — R? la rotation d’angle 0, centrée a l'origine, dans I'espace
vectoriel R? muni de la base canonique B. Alors rg(xz,y) = (zcosf —
ysin®, xsin 0 + ycosd). On a

Matgs(r) = <cos€ —sin 9) |

sinf) cosf



Proposition 5. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et B une base de
E. Soit f: E — E une application linéaire. Alors, quel que soit p € N :

Matg(f?) = (Matg(f))"

Autrement dit, si A est la matrice associée a f, alors la matrice associée a
fP=fofo--rofest AA=AXxAX---xA.

p occurrences p facteurs

Démonstration. La démonstration (laissée en exercice) est une récurrence sur p
en utilisant la proposition 4. O]

Exemple 8. Soit 7y la matrice de la rotation d’angle 6 dans R? dans la base
canonique. La matrice de 7y est :

: P
n p [cost) —sinf
Matg(ry) = (Matg(rg)) = (sine o0 )

Un calcul par récurrence montre ensuite que
cos(pf) — sin(pf
Mats(r?) — (© (p0) —sin(p0))
sin(pf)  cos(ph)
ce qui est bien la matrice de la rotation d’angle pf : composer p fois la rotation
d’angle 0 revient a effectuer une rotation d’angle pf.



Théoréme 4. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de méme dimension finie.

Soit f : B — F une application linéaire. Soient B une base de E, B’ une base de
Fet A= Mat&[g/(f).

(1) f est bijective si et seulement si la matrice A est inversible. Autrement dit,
f est un isomorphisme si et seulement si sa matrice associée Matp z/(f) est
inversible.

(2) De plus, si f: E— F est bijective, alors la matrice de I'application linéaire
f~1: F — E dela base B’ vers la base B est la matrice A™1. Autrement dit,

1
Matggg(f*l) = <Mat3’3/(f)> .

Voici le cas particulier trés important d'un endomorphisme f : £ — E ou F
est muni de la méme base B au départ et a arrivée et A = Matp(f).

Corollaire 1.
— f est bijective si et seulement si A est inversible.
— Si f est bijective, alors la matrice associée a f~! dans la base B est A~1.

Autrement dit : Matg(f 1) = (Matlg(f))_l.



Preuve du théoréme 4. On note A = Matg z/(f).
— Si f est bijective, notons B = Matg 5(f~!). Alors par la proposition 4 on
salt que

BA = MatB/,B(f_l) X Matng/(f) = MatB’B(f_l o) f) = MathB(idE) =1.

De méme AB = 1.
Ainsi A = Matgp/(f) est inversible et son inverse est B = Matg g(f ™).

— Réciproquement, supposons A = Matgp(f) inversible. Soit g : F — E
Iapplication linéaire telle que A™! = Matg g(g). Alors, toujours par la pro-
position 4 :

Matg (g o f) = Matg 5(g) X Matgp(f) = AT A =1

Donc la matrice de g o f dans loa base B est 1'identité.
Ceci implique g o f = idg.
De méme f o g = idp.
Ainsi f est bijective (et sa bijection réciproque est g).



Mini-exercice.

(1) Calculer la matrice associée aux applications linéaires f; : R* — R? dans la
base canonique :

(a) f1 la symétrie par rapport a l'axe (y = z),
(b) f2 la projection orthogonale sur 'axe (Oy).
(2) Calculer les matrices associées a f1 o fo et fo o fi,

(3) Lorsque c’est possible, calculer la matrice associée a fi_l.



3. CHANGEMENT DE BASES

3.1. Application linéaire, matrice, vecteur. Soit £ un espace vectoriel de
dimension finie et soit B = (e, €9, ..., €,) une base de E. Pour chaque z € E, il
existe un p-uplet unique d’éléments de K (x1, 9, ..., x,) tel que

r = x1€1 + Taey + - + Tpeyp.

La matrice des coordonnées de z est un vecteur colonne, noté Matg(z) ou encore
L1
X2
Tp B
Dans R?, si B est la base canonique, alors on note simplement
L1
)
Tp

en omettant de mentionner la base.



Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie et f : £ — F une
application linéaire.
Le but de ce paragraphe est de traduire l’égalité vectorielle y = f(x)

par une égalité matricielle.
Soient B une base de E et B’ une base de F.

Proposition 6.
— Soit A = MatB7B/(f).

— Pour z € E, notons X = Matg(x) = <x2> :
Tp ) B

Y1
— Pour y € F, notons Y = Matp (y) = ( : ) :
B/

Alors, si y = f(x), on a

Autrement dit :

Mat[g/ (f(a:)) = Matg’gl(f) X Matg(a:)



Y = Matg (f(z)) = Matgp/(f) x Matg(z) = AX

Démonstration.

— On pose B:(ela"'aep)u Bl:(fluf?a"'?fg)?
A= (a;;) =Matgp(f) et X = Matg(r)= < : )

Tp
— On a

flx)=f (Z xj%) = Z%‘f(@j) = Zﬂfj (Z ai,jfi) -

En utilisant la commutativité de K, on a donc

f(z) = (Z aLﬂj) fit+ (Z an,j%') -

j=1 j=1

— La matrice Y des coordonnées de y = f(x) dans la base (f1, fa, ...

ainsi :
D 5o1 01,7,
v _ Doi1 a2,5T;
D h_1 An T
— Or

p .
Zj:l a1,5T4

T » "
AXA( f) _ [ e

D=1 0n,iT;

. fn) est



Exemple 9. Soient £ un K-espace vectoriel de dimension 3 et B = (eq, eg, €3)
une base de E. Soit f I'’endomorphisme de F dont la matrice dans la base B est
égale a
1 21
A=Matp(f) =12 3 1
110
On se propose de déterminer le noyau de [ et l’image de f.

Les éléments x de E sont des combinaisons linéaires de ey, ey et ez : © =
r1€1 + xoes + x3e3. On a

zeKerf < f(z)=0p < Matg(f(x))

I
o o o

— AX =

I + 21‘2 + xr3 =
<~ 2r1 + 3r9 + x3 =
T+ T2 =

o o o
s
82 8 8
W N =
o o o ——
I
==



ry + 2x9 + x3 = 0
2([)1 + 3332 + T3 = 0
T + To =0
On résout ce systéme par la méthode du pivot de Gauss. On trouve

Keff:{$1€1+$262+x363€E\:1:1+2x2+:c3:()et :1:2+x3:()}

=) rrerg=vea ((),)

Le noyau est donc de dimension 1.
Par le théoréme du rang, I'image Im f est de dimension 2.

Les deux premiers vecteurs de la matrice
1 21
A=Matg(f) =12 3 1
110

étant linéairement indépendants, ils engendrent Im f :

Imszect((%)B’@)B)



3.2. Matrice de passage d’une base & une autre. Soit E un espace vectoriel
de dimension finie n.

Définition 3. Soit B une base de E. Soit B’ une autre base de E.

On appelle matrice de passage de la base B vers la base B, et on note Pg g,
la matrice carrée de taille n x n dont la j-éme colonne est formée des coordonnées
du j-éme vecteur de la base B'dans la base B.

Exemple 10. Soit l'espace vectoriel réel R?. On considére

=) =) =) =()

On considére la base B = (e, e2) et la base B’ = (€1, €2).
Quelle est la matrice de passage de la base B vers la base B' ?
Il faut exprimer €; et €5 en fonction de (e, e2). On calcule que :

—1 1
61:—61+262:<2> 62:el+462:(4>
B B

La matrice de passage de B vers B’ est donc :

b (11
BE= N\ 9 4



On va interpréter une matrice de passage comme la matrice associée
a l’application identité de E par rapport a des bases bien choisies.

Proposition 7. La matrice de passage Ppp de la base B vers la base B’ est la
matrice associée a 'identité idg : (E,B') — (F, B), c’est-a-dire :
Psp = Matp 5(idg)

Attention a l'inversion de 'ordre des bases!
Démonstration. On pose B = (eq,es,...,e,) et B' = (e}, €}, ..., e ). On considére

idg @ (E,B) — (E,B)
r — idg(x) ==z

n
idp(e)) = ¢ = Zai,jei
i—1

et donc Matp 5(idg) est la matrice dont la j-éme colonne est formée des coor-

al’j
az,j
4 / N .
données de e par rapport a B, soit ( : >
an,j

Par définition de la matrice de passage, c’est aussi la j-éme colonne de Pgp. U



Proposition 8.

(1) La matrice de passage d'une base B vers une base B’ est inversible et son
inverse est égale a la matrice de passage de la base B’ vers la base B :

Ps B = ( Psn )_1

(2) Si B, B' et B” sont trois bases, alors | Pg g = Ppg X PB/’BHI

Démonstration.

(1) On a P = Matp g (idE). Donc, d’aprés le théoréme 4 caractérisant la
matrice d’un isomorphisme,

Pay = (Matg s (idp)) " = Matgp (idz").

Or id' = idg, donc

Pg}g, = Matgp (idg ) = Pps.

(2) idg : (E,B") — (E, B) se factorise de la facon suivante :

(E,B") 2% (B,B) 5 (B, B).
Autrement dit, on écrit idg = idg oidg. Cette factorisation permet d’écrire
I’égalité suivante :

Matgr s (idE) = Matp 3 (idE) X Matgr g (idE),
soit
Ppp" = Ppp X Pp -



Exemple 11. Soit £ = R? muni de sa base canonique B. Définissons

1 0 3 1 0 0
Bl = 1 ) —1 s 2 et BQ = —1 s 1 ) 0
0 0 —1 0 0 -1
Quelle est la matrice de passage de B, vers By ?
On a d’abord
1 0 3 1 0 0
Psp, =11 -1 2 et Psp,=|—-11 0
0 0 -1 0 0 —1

La proposition 8 implique que Pg s, = Pss, X Ps, 5,- Donc on a

-1
PB,.B, = PB,15’1 X Pp,s, -

Aprés calcul de I'inverse, on trouve :

1 0 3\ 1 0
P =11 —-1 2 x|{—-11 0
0 0 -1 0 —1
1 0 3 1 0 0 1 0 -3
=11 -1 1 |x|-110]=1(2 -1 -1
0 0 -1 0 0 —1 0 0 1



Nous allons maintenant étudier 'effet d’un changement de bases sur les coor-
données d’un vecteur.
— Solent B = (ey,e9,...,e,) et B' = (e},€,,...,€,) deux bases d’'un méme
K-espace vectoriel E.
— Soit Ppp la matrice de passage de la base B vers la base B'.
— Pour z € E, il se décompose en x = Y | x;¢; dans la base B et on note

)
X = Matg(x) = ( f) :
™ /B

— Ce méme x € E se décompose en & = > ", xtel dans la base B’ et on note
i

5

X' = Matg(z) =

!/

T, B’

X = PB,B’ XX/I

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 6 (Y = AX) et du fait
que Ppp = MatB/’B(idE). L]

Proposition 9.




3.3. Formule de changement de base.

— Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie.

— Soit f: E — F une application linéaire.

— Solent Bg, Bj, deux bases de E.

— Soient Bp, By deux bases de F.

— Soit P = Pp, p; la matrice de passage de Bp & B,

— Soit @ = Pg, p, la matrice de passage de Br a B.

— Soit A = Matg, p,.(f) la matrice de I'application linéaire f de la base Bg
vers la base Bp.

— Soit B = Matg, s, (f) la matrice de 'application linéaire f de la base B
vers la base BY.

Théoréme 5 (Formule de changement de base).
B— Q—lAPI

Démonstration. L’application f : (E,By) — (F,B}) se factorise de la facon

suivante :
(B, By) <% (B, Bg) = (F, Br) <% (F, Bp),
¢’est-a-dire que f =idpof oidg.
On a donc 'égalité de matrices suivante :

B = Matg, 5,(f)

Matgﬂg%(idp) X MatBE’BF(f) X MatB’E,BE(idE)
Pg,.5, X Matp, g.(f) X P8,

— QAP



Dans le cas particulier d’'un endomorphisme, nous obtenons une formule plus
simple :

— Soit f: E — E une application linéaire.

— Soient B, B’ deux bases de E.

— Soit P = Ppp la matrice de passage de B a 5.

— Soit A = Matg(f) la matrice de I'application linéaire f dans la base B.

— Soit B = Matg(f) la matrice de 'application linéaire f dans la base B'.

Le théoréme 5 devient alors :

Corollaire 2.

B = P‘lAPI



Exemple 12. Reprenons les deux bases de R? de I'exemple 11 :

1 0 3 1 0 0
Bl = 1 ) —1 s 2 et BQ = —1 s 1 ) 0
0 0 —1 0 0 —1
Soit f : R? — R3 'application linéaire dont la matrice dans la base B; est :
1 0 —6
A= Matgl(f) =|-2 2 -7
0 0 3

Que vaut la matrice B = Matp,(f) de f dans la base By ?

(1) Nous avions calculé que la matrice de passage de By vers By était

1 0 =3

P:P31732: 2 —1 —1

0 0 1
1 0 3
(2) On calcule aussi P~1 =2 —1 5
0 0 1



(3) On applique la formule du changement de base du corollaire 2 :

1 0 3 1 0 —6 1 0 -3 100
B=P'AP=12 -1 5] x|-22 —7]lx[2 -1 =1]=(020
0 0 1 0 0 3 0 0 1 00 3

Remarque : L'intérét des changements de base est de se ramener a une matrice
plus simple.

Par exemple ici, il est facile de calculer les puissances B¥, pour en déduire les
Ak,
En effet pour £k € N :

1 0 0
BF=10 28 0
0 0 3F

d’ou
1 0  3-—3+!
A = (PBP Y = pBFp~t = [ 2 -2k 2k g 5.2k _ 3k
0 0 3k



3.4. Pour aller plus loin : les matrices semblables. Les matrices considérées
dans ce paragraphe sont des matrices carrées, éléments de M, (K).

Définition 4. Soient A et B deux matrices de M, (K). On dit que la matrice B
est semblable a la matrice A 8’il existe une matrice inversible P € M, (K) telle
que B =P lAP.

La relation « étre semblable » est une relation d’équivalence dans I’ensemble
M,(K) :

Proposition 10.
— La relation est réflexive : une matrice A est semblable a elle-méme.
— La relation est symétrique : si A est semblable a B, alors B est semblable
a A.
— La relation est transitive : si A est semblable & B, et B est semblable a C,
alors A est semblable a C.

Le corollaire 2 se reformule ainsi :

Corollaire 3. Deux matrices semblables représentent le méme endomorphisme,
mais exprimé dans des bases différentes.



Mini-exercice. (1) Soit f : R? — R? définie par
fx,y) = (22 +y, 3z — 2y).
Soit v = ( 3,) € R? avec ses coordonnées dans la base canonique By de R?.
Soit By = ((3),(3)) une autre base de R,
(a) Calculer la matrice de f dans la base canonique.
(b) Calculer les coordonnées de f(v) dans la base canonique.
©
(d) En déduire les coordonnées de v dans la base By, et de f(v) dans la base

B;.

(e) Calculer la matrice de f dans la base B;.

Calculer la matrice de passage de By a B;.

(2) Méme exercice dans R? avec f : R? — R?,

flx,y,2) = (r — 2y,y — 22,2 — 2x)
v = (—?2) € R3
5= ((1)(1)-(2))

N—=O



