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Outils Mathématiques 3

‘Chapitre 5: Intégrales doubles ‘

résumé

1 Préliminaires: fonctions et parties bornées du
plan

Définition 1.1 Une partie A de R? est bornée si elle est contenue dans un
disque de la forme Dp = {2 + y* < R?*} pour R suffisamment grand.

Une fonction f : B — R est dite bornée (sur B C R?) s’il existe M > 0 tel
que pour tout (z,y) € B, |f(z,y)| < M.

2 Intégrales doubles

2.1 Intégrale double sur un rectangle

Définition 2.1 Soit R = [a,b] X [c,d] un rectangle et f : R — R continue. On
définit lintégrale de f sur R comme étant

/ /R f(a, y)dudy = / b ( / df(x,y)dy> dz

2.2 Intégrale double sur un domaine général

Définition 2.2 On dira qu’un domaine A du plan est une union dénombrable
de rectangles quasi-disjoints s’il existe une famille de rectangles (R, = [ay, by] X
[en,dn]),n € N ne s’intersectant que sur leur bord et telle que

A=|JRn,

Théoréme 2.3 Tout ouvert U du plan est une union dénombrable de rectangles
quasi-disjoint: U = |J R,,. De plus, siU est borné et f : U — R est continue,
la série numérique

neN

> [] t@ydody

nZO Rn

est absolument convergente et on pose



//U f(z,y)dxdy :72//]% f(z,y)dzdy.

On peut montrer par ailleurs que la valeur de [, v f(x,y)drdy ne dépend pas
de la famille (R,,) considérée.

Plus généralement, lorsque f : D — R est continue et bornée sur une partie
D de R? de la forme D = U UC; U ... UGy, o1 U est un ouvert borné et les C;
sont des courbes, on pose

/ /D fa.v)dody = | /U f (. y)dudy

Remarque 2.4 Calcul d’aire
L’aire de D est l’intégrale double sur D de la fonction constante 1 :

Aire de D = [ [, dxdy (1)

3 Propriétés et calculs pratiques

Propriétés des intégrales doubles:

—

- fpef(x,y)dady = ¢ [[,, f(x,y)dzdy pour tout réel c.

S (@ y) + g(@,y) dedy = [[, f2,y)dedy + [[}, 9(z,y)dzdy

3. Si D = Dy U D, et l'aire de Dy N Dy est nulle, alors [[,, f(x,y)dedy =
[p, fla,y)dady + [[,, f(x,y)dzdy

4. Si f(z,y) > 0 pour tout (z,y) € D alors [[, f(x,y)dzdy > 0.

Do

Définition 3.1 Un compact élémentaire est un domaine du plan de 'une des
formes suivantes:

a<zx<b
1. D, = { (z,y) € R%; DR ot 1 et o sont des fonc-
{ p1(z) Sy < @o()

tions continues.

2. D, = {(x y) € R?; {fpiy)ii<w ) } ol 1 et Yy sont des fonc-
1 < Yo

tions continues.



3.1 Calcul d’intégrales doubles a P’aide d’intégrales sim-
ples

Théoréeme 3.2 (Théoréme de FUBINI) Soit D un compact élémentaire du
plan et f(x,y) une fonction continue sur D.

1. si D est du type D, alors

//D f(z,y)dedy = /ab </:(2:) f(fcvy)dy> dzx

2. si D est du type D, alors

f(z,y)dedy = ' My)f(%y)dw dy
I, [ L

Remarque 3.3 Lorsque D = [a,b] X [c,d], on peut déduire des formules prc-
dentes que

J[ oty = | b ( / df(x,y)cﬂy) w= | ’ ( / b f(x,y)dx) P

3.2 Calcul d’intégrales doubles a ’aide d’un changement
de variables

Supposons que z et y soient des fonctions des deux variables u et v telles que
les formules:

x:x(u,v) y:y(uvv)
définissent un ”changement de variables” c’est a dire une transformation qui a

un point m de coordonnées u et v associe le point M de coordonnées x et y.
Nous appellerons Jacobien du changement de variables le déterminant:

) _|% %/ _or oy _or 0y
INu,v) |32 L Ou Ov v Ou

Alors, si le domaine D est transformé par ce changement de variables en D’
on obtient la formule suivante:

J[L sty = [[ st vt o |52 duao

o))



3.3 Applications:

1. Masse d’une plaque: La masse d’une plaque homogene, de masse
surfacique p et d’aire A est M = Ap.

Dans le cas non homogene, p est une fonction de z et y définie sur le
domaine D qui correspond & la plaque. Alors la masse M est donnée par:

M = [[, p(z,y)dzdy

2. Centre de gravité d’une plaque: le centre de gravité G de la plaque &
le point de coordonnées z = 17 [[ zp(z,y)dzdy et yo = 37 [[ yp(z, y)dzdy

3. Le moment d’inertie d’une plaque par rapport a un point: le
moment d’inertie Iy de la plaque par rapport a 'origine 0 est I'intégrale:

Io = [[ (2 +y*)p(x, y)dzdy

4 Formule de Green-Riemann

On a vu que si w est une forme différentielle exacte alors, pour toute courbe
fermée T, /w = 0.

r
En général, I'intégrale d’une forme différentielle le long d’une courbe fermée
qui borde un domaine s’écrit comme une intégrale double sur le domaine.

Définition 4.1 Si D est un domaine borné du plan contenu dans un ouvert
convere U et tel que D ne rencontre pas le bord de U (= R? généralement) et
dont le bord est formé d’un nombre k de courbes fermées simples C1,...,Ck, on
oriente son bord suivant la convention de la matiére a gauche:

“lorsque l’on parcourt n’importe qu’elle courbe C; du bord on doit avoir le
domaine D sur sa gauche”.

On dit que le bord est orienté dans le sens direct.

Théoréme 4.2 Soit w = P(x,y)dx + Q(x,y)dy une forme différentielle de
classe C' définie sur U. Alors

> o= ff, (2220 )i



(Formule de Green-Riemann,)

Application au calcul d’aires:

On peut appliquer la formule de Green-Riemann dans le cas ot w = —ydz +
xdy on obtient alors

Jo —ydx + xdy =2 [}, dedy d’ot

1
Aire(D) = B /c —ydx + zdy (3)

Exemple 4.3 L’ellipse d’équation i—z
x = acos(t), y = bsin(t) avect € (0,27

Alors, Uaire A de ellipse est égale a:

+ %j =1 a pour équation paramétrique
]

1 1 27 9 9 ab 27
A== [ —ydx+azdy= - (abcos®(t) + absin®(t)) dt = — dt = abm.
2Jc 2.Jo 2 Jo



