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Introduction

Les séries divergentes apparaissent naturellement dans de nombreux problémes mathéma-
tiques ou physiques. Un des exemples les plus vieux et les plus fameux est dii a L. Euler,
en 1760. Considérons I"équation différentielle

B 2 fi(z) = f(z) -«

En 0 € R, le théoréme de Cauchy ne s’applique pas. Si ’on substitue formellement
flz) = ¥, spanz™ il vient i ao = 0,a; = l et auy1 = n-a,pourn > 1dod
flz) =3 ., nle™!. Cette solution diverge. ..

A commencer par L. EULER, de nombreux mathématiciens ont cherché & donner un sens
3 la valeur de telles séries en dehors de ’origine (bien qu’une majorité aient décidé
qu’elles n’avaient aucun intérét). Dans {9], une «petite histoire des séries divergentes»
nous invite a redécouvrir quelques tentatives notamment de sommation par moyennes
(Cesaro, E. Borel), de sommation abélienne' (Lindelof, G.-M. Hardy) et de sommation
au plus petit terme (G.-G. Stokes). Cette derniére, bien qu’étant la plus surprenante,
était couramment utilisée dans d’autres domaines de la science comme le remarquait
H. POINCARE? :

«Ily aentre les géomeétres et les astronomes une sorte de malentendu au sujet
de la signification du mot convergence. Les géométres, préoccupés de la par-
faite rigueur et souvent trop indifférents & la longueur de calculs inextricables
dont ils congoivent la possibilité, sans songer a les entreprendre effective-
ment, disent qu’une série est convergente quand la somme des termes tend
vers une limite déterminée, quand méme les premiers termes diminueraient
trés lentement. Les astronomes, au contraire, ont coutume de dire qu’une sé-
rie converge quand les vingt premiers termes, par exemple, diminuent tres
rapidement, quand méme les termes suivants devraient croitre indéfiniment.
Les deux régles sont légitimes : la premiére, dans les recherches théoriques;
la seconde, dans les applications numériques. Toutes deux doivent régner,
mais dans deux domaines séparés et dont il importe de bien connaftre les
frontiéres.

Les astronomes ne les connaissent pas toujours d’une fagon bien précise,
mais ils les franchissent rarement ; |'approximation dont ils se contentent les
maintient d’ordinaire beaucoup en dega; d’ailleurs leur instinct les guide et,
s’il les trompait, le contrdle de I'observation les avertirait promptement de
leur erreur.

Je crois néanmoins qu’il y a lieu d’apporter dans cette question un peu plus
de précision, et c’est ce que je vais essayer de faire, bien que par sa nature
méme elle ne s’y préte pas beaucoup. »

1. En référence au théoreme d'Abel : si ¥, ., an est convergente, alors sa somme cst donnée par

limg1- 3,50 @n2".
2. Extraits de Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste de H. Poincaré (1893).
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La démarche de POINCARE fut 4 'oppos¢ des précédentes. Partant d’une fonction f
analytique sur un ouvert I/, on définit son développement de Taylor en un point z,
du bord de I/ comme étant la limite (coefficient par coefficient, quand elle existe) des
développements de Taylor aux points intérieurs z € U/ lorsque z — x; : ce sont les
développements asymptotiques (voir 1.2.). Une adaptation due 4 Ritt du lemme de Borel®
nous dit que toute série divergente peut s’ obtenir de cette maniére. Si la théorie classique
qui s’en est développée a de nombreuses applications, elle ne-permet ni de répondre 2
la question soulevée par POINCARE lui-méme, ni de considérer la fonction f comme
étant la somme de son développement asymptotique au bord. Ce dernier point provient
de I’existence de fonctions analytiques asymptotiquement plates telles exp(—1/z) en O+,
La théorie est finalement aussi “molle” que celle des fonctions de classe (',

L’idée de T. CARLEMAN est de construire une classe intermédiaire de fonctions (coincée
entre la classe des fonctions analytiques et celle des fonctions C) telle que le dévelop-
pement de Taylor en un point arbitraire z € U/ détermine la fonction. Ce sont les classes
de fonctions dites quasi-analytiques. Il y a de nombreuses fagons de construire une telle
classe qui donnent de nombreuses sommes possibles 2 une méme série divergente. Il im-
porte de choisir celle qui convient au probléme.

La classe de fonctions que nous allons présenter convient parfaitement aux équations dif-
férentielles ordinaires. Ce sont les fonctions admettant un développement asymptotique
de type Gevrey (voir 1.3.). La théorie a commencé au début du siécle avec des travaux
de G.-N. WATSON, E. LEROY et F. NEVANLINNA sans connaitre beaucoup de succés
puis retrouvée et mise au propre 2 la fin des années soixante-dix par J.-P. RAMIS. Pour
qui a déja calculé formellement la solution d’une équation différentielle, il est clair que
les relations de récurrence définissant les coefficients de la solution formelle leur im-
posent une croissance, au plus, de type Gevrey (voir 1.4.) ; une série formelle En>0 2"
est dite Gevrey d’ordre 0 < k£ < oo si les coefficients satisfont la condition de crois-
sance |a,| < CM™(n!)'/* pour des constantes C', M > 0. Si une fonction f admet
une série Gevrey d’ordre & comme développement asymptotique, il est raisonnable de
lui imposer des conditions supplémentaires d’asymptoticité Gevrey d’ordre % : on de-
mzzil]de que les dérivées successives f(™ de f satisfassent la condition de croissance

L v < CM7(n!)V/* pour des constantes C, M > 0. Par exemple, les fonctions Gevrey
asymptotes a l'ordre & & la série nulle sont les fonctions 4 décroissance exponentielle
d’ordre .

La quasi-analyticité nécessite le passage au plan complexe. Le résultat fondamental de
G.-N. Watson* est qu’une fonction holomorphe définie sur un secteur d’ouverture § > = T
point¢ & P'origine, {z € C | |arg(z — d)} < 8, |z| < r}, ne peut étre exponentlelle-
ment plate a 1'ordre &£ en 0 que si elle est 1dent1quement nulle (voir 1.5.}. Par exemple,
exp(—1/z) est, par définition, exponentiellement plate & I’ordre 1 en 0 sur tout secteur
contenu dans le demi-plan a droite, {®(z) > 0} mais explose A ’origine dés qu’on la re-
garde sur un secteur d’ouverture > . Ainsi, d’aprés le lemme de Watson, si une fonction
holomorphe f, définie sur un secteur d’ouverture > T,y admet une série f comme dé-
veloppement asymptotique Gevrey d’ordre k, alors f peut étre considérée sans ambiguité

comme “la somme” de f sur ce secteur.

Toute série Gevrey d’ordre £ n’admet pas une telle somme et on appelle k-sommable dans
la direction d une séric admettant une somme Gevrey d’ordre £ sur un grand secteur bis-
secté par d et, tout simplement, k-sommable une série sommable dans toutes les directions

3. Toute série divergente est le développement de Taylor d"une fonction de classe ¢ (voir 1.1.).
4. Ou plutdt, 1a version améliorée due A F. Nevanlinna
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sauf un nombre fini. Les directions le long desquelles la série n’est pas k-sommable sont
appelées directions de Stokes. Entre deux directions de Stokes successives, les différentes
sommes de la série se recollent pour former une k-somme maximale. Celles-ci forment
alors un recouvrement d’un voisinage épointé de 1'origine par des ouverts sectoriels que
’on appelle la k-somme de la série (voir 1.6.). Le long de chaque direction de Stokes les
deux sommes, précédente et suivante, se chevauchent sur un ouvert sectoriel d’ouverture
exactement ¥ ; leur différence y est exponentiellement plate a I'ordre k et la donnée de
cette obstruction au recollement des différentes sommes maximales en chaque direction
de Stokes mesure précisément I’ obstruction de la série & converger.

Par exemple, la séric d’Euler est 1-sommable de direction de Stokes R*. Sa somme est
définie multiforme pour {—% < arg(z) < 2r 4 7} et sa monodromie est donnée par
la fonction —2iw exp(-~1/z). Bien sir, cette somme est solution de I’équation d’Euler.
Au début du siécle, E. BOREL propose un algorithme de sommations de certaines sé-
ries divergentes, notamment la série d'Euler. Justifié par un procédé de sommation par
moyennes (voir 2.1.), il divise brutalement les coefficients de la série par n! (transfor-
mée de Borel, voir 2.2. et 2.3.) de sorte qu’elle converge, puis la prolonge analytique-
ment le long d’une direction d jusqu’a I'infini pour lui appliquer une transformée de
Laplace (voir 2.4. et 2.5.). Lorsque cet algorithme est possible, on dit que la série est
Borel-sommable dans la direction d et sa somme est la fonction que 1’on récupére 4 la
fin (voir 2.6.). Il se trouve qu'une série est 1-sommable si et seulement si elle est Borel-
sommable et que les sommes coincident ! Un analogue k-sommable de I"algorithme de
Borel a été défini par E. Leroy et F. Nevanlinna peu de temps aprés. Ici, I’obstruction &
la convergence de la série se visualise par I’obstruction au prolongement analytique de sa
transformée de Borel le long de certaines directions. Nous verrons plus loin comment ce
point de vue peut conduire A une analyse plus fine de la divergence de la série.

Une remarque due 3 B. MALGRANGE est que la méthode de sommation au plus petit
terme, que POINCARE cherchait 4 justifier, s’ avére efficace pour les séries k-sommables :
elle donne une approximation de la vraie somme a un exponentiellement plat d’ordre &
prés (voir 1.4.).

On a longtemnps cru que les solutions formelles des équations différentielles algébriques
étaient toutes k-sommables pour un k convenable. Jusqu’a la fin des années quatre-vingts,
tous les théorémes ailaient en ce sens. C’est a cette époque que RAMIS parle de multisom-
mabilité comme généralisation nécessaire et suffisante de la k-sommabilité pour sommer
toutes les solutions de telles équations différentielles. Cette nécessité est suggérée par le
fait qu’une série formelle ne peut étre £-sommable pour deux niveaux de sommation,
k = ki, ks, distincts, exceptc si elle converge (v01r 2.6. ) si f1 désigne la série d’Euler et
fg sa ramifiée par z — 2° fz( )= fl( ) alors f1 et f2 sont respectivement sommables
a l'ordre 1 et 2 mais leur somme f = f, + f, nest sommable 4 aucun ordre k et est
pourtant solution d’une équation différentielle ordinaire algébrique de degré 3 (voir 2.7.).
Ce premier exemple a été proposé par J.-P. RAMIS et Y. SIBUYA en 1984,

Dés lors, plusieurs auteurs proposent des algorithmes de sommation & plusieurs niveaux, 2
commencer par J. ECALLE en 1987, puis W. BALSER, W.-B. JURKAT, B. MALGRANGE,
J. MARTINET, J.-P. RAMIS, J.-C. TOUGERON et, trés récemment, M. LODAY-RICHAUD
et G. POURCIN (voir 2.7.). Ils sont tous équivalents en ce sens que si deux de ces algo-
rithmes sont capables5 de sommer une série donnée, ils lui associent la méme somme.
Maintenant, citons un résultat qui justifie a posteriori tout cela :

5. Par exemple, I'accéléro-sommation d’Fealle posséde un champ d’action bien plus vaste que bien
d’autres algorithmes.
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Théoréme 1 Soient F'(z,wo, ..., w,) une fonction analytique de n -+ 2 variables (réelles
ou complexes) et f une série formelle solution de I’équation différentielle :

F(z, f(2), f'(2),.., fNz)) = 0

Alors f est multisormmable et ses multisommes sont des solutions analytiques de I'équa-
tion différentielle.

Les différents ordres de sommations sont les pentes positives du polygone de Newton
associé & 1’équation, ce qui rend leur calcul simple et algorithmique. La multisomme
de f est encore solution de I’équation différentielle. Ies méthodes de multisommabilité
permettent un calcul trés précis de ces solutions. L'implémentation sur machine a été faite
par J. THOMANN.

Dans le cas linéaire, une premiére démonstration de ce théoréme est due a J.-P. RAMIS.
Puis il a proposé deux variantes : ['une en collaboration avec W. BALSER,
B.-L.-J. BRAAKSMA et Y. SIBUYA ; |’autre en collaboration avec B. MALGRANGE. Dans
le cas général, le résultat a été¢ démontré par B.-L.-J. BRAAKSMA en utilisant une ap-
proche de J. ECALLE.

Nous n’aborderons pas du tout ce théoréme durant notre exposé. Par contre, nous traite-
rons en détails la 1-sommabilité des solutions formelles aux équations (C), (A) et (D} de
I’exemple suivant sous forme de probléme (voir 1.7. et 1.8.).

Autour d’un exemple discret : I’équation fonctionnelle d’Abel

On considére, prés de 0 € R, les transformations

p(z) = =z+at+a3+.

Plz)==a + z? 4 2°
D’un point de vue dynamique, elles ont méme comportement prés de G : il est possible
de construire® un homéomorphisme f : U — V fixant 0, ob U et V sont deux inter-

valles ouverts contenant 0 et f°(-') : ¥V -+ U Pinverse de f, satisfaisant 1’équation de
conjugaison :

©  $=fNogof
prés de 0, de sorte que 1°*(z) := tpo- - -op(x) est donné par ¥°*(z) = fo-Vop® o f(z)
avec ¢°"(z) = ints i iai (z),...,9"(z) (resp.
z, Nz}, .., ¢°"(2) si n < 0) restent tous dans le domaine de définition de f.
Maintenant, si I’on veut réaliser f analytiquement, on substitue f(z) = > ., a.z" et
I’on trouve une infinité de solutions formelles (en fait, le coefficient a, est arbitraire et
détermine tous les autres), mais toutes divergent’. ..

6. On construit f en remarquant que ¢ et ¥ sont toutes deux convexes et tangentes & |'identité en 0 et
donc contractent sans point fixe un petit intervalle & gauche de 0 € R : on peut par exemple décider que f va
envoyer affinement un domaine fondamental pour I’ actlon de 1,(') 4 gauche de 0 sur un domalne fondamental
pour I'actionde @, f : [~3,~3] — [-},-}]52 — f2 4§, 00 —F = ¢(~§) et -§ = (—1}). puis
£ est déterminée sur chaque mlerva!lc {1,b°"(—-1) 1£a°"+?(—-— |, n € N, par f(¥**(2)) = ¢p°"(f(a:)) on
obtient ainsi un homéomorphisme f : [—1,0] ~ [—4,0] ﬁxam 0 et conjuguant 1 &  par construction; &
droite de 0, on construit f de la méme mamérc 4 ceci prés que ce sont les transformations inverses 1°(~1)
et ¢°(~1) qui contractent.

7. Ce dernier fait peut se montrer sans calcul en utilisant un peu de géométrie complexe sur la sphére
de Riemann € = C U {oo}. Supposons qu’une des séries formelles solutions f(z) = = + asz? + - -
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Si I’on note 3, ¢ et f nos transformations vues dans la variable w = ~i, alors ¢ est la
translation w — w + 1, ¢ est une petite perturbation de la translation au voisinage de
w=o00(=0),w— w+1-— A(w) ol A est analytique et s’annule au second ordre en
w = oo en ce sens que A(—1) = 1,0(1:1:) ﬁ == ﬁ = 22+ .- et f satisfajt 1’équation
fonctionnelle d’ Abel :
Ay foyp=f+1

Si I’on cherche f sous la forme f(w) = w + F(w), alors I’équation (A) nous donne
I’éguation dite “aux différences”

(D)  F($(w)) — F(w) = A(w).

La solution formelle f(z) = z + az2? + ---, si elle convergeait, nous donnerait une
solution F' & (D), analytique en w = oo, satisfaisant lim, . F(w) = a2. Mainte-
nant, ’équation (D) nous donne, par exemple pour w > 0, F(4°"t'(w)) — F(w) =
S oheo A(%*(w)) pour n € Net, en passant A la limite, F(w) = a3 — Y-, A{Y*(w)).
Il se trouve que cette expression converge et définit une fonction analytique pour w > 0.
En effet, on peut supposer |A(w)| < 1 uniformément sur un domaine }M, +oo[, M > 0,
de sorte que ¥(w) > w + & etdonc ¢°"(w} > w + 7 ; puisque A s’annule i 'ordre 2 en
w = oo, on a [A(w)| < 3, pour une constante C' > 0, et la somme du second membre
converge uniformément sur |M, +oo[. On notera F*(w) la solution effective obtenue
et on construit de fagon similaire une solution F~(w) sur un domaine ]—co, —M|. Les
transformations f* et f~ que I’on récupére & gauche ¢t 2 droite de 0 € R conjuguent
par construction 1 & y et sont, nous le verrons plus tard, toutes deux analytiques sur leur
domaine et infiniment différentiables  "origine ; leur série de Taylor y est précisément la
solution formelle divergente f(z} = z + azz® + - - - dont on est parti : 2 chaque solution
formelle de notre probléme correspond donc une solution effective analytique en dehors
de I'origine et seulement infiniment différentiable  I'origine.

En 1975, aprés avoir résolu complétement par des approches géométriques plusieurs
problémes ouverts sur les difféomorphismes résonants (une classe de transformations un
peu plus large que celle des transformations ¢ de 1'exemple précédent), J. ECALLE se
lance dans I'élaboration de la “théorie des fonctions résurgentes” et propose, dans un
premier temps, une nouvelle approche du méme résultat. Peut-8tre a cause de ceci, ses
travaux n’ont pas connu un succés immédiat. En 1981, B. MALGRANGE découvre et fait
découvrir 3 la communauté mathématique cette théorie, quelques applications et sa portée
dont on ne pressent pas les limites. Nous allons tenter d’en faire sentir quelques idées de -
départ avec les moyens que nous avons mis & notre disposition lors de la construction de
la k-sommabilité, bien que méme les définitions précises soient au dela de la portée de
notre article (voir 3).

Une premiére idée est que les solutions k-sommables des équations différentielles sont
bien plus que k-sommables. Leur transformée de Borel ne trouve comme obstructions au

converge au voisinage de 0 € R. Alors elle se prolonge en un difféomorphisme holomorphe f: UV — V' ;
z — z 4 azz® + - fixant 0 ot U et V sont deux voisinages ouverts de 0 € C et satisfait encore
¥ (2) = f2-D 0 gt o [(z) prés de 0 € C.

Nous allons montrer que f°¢=1), qui n’est a priori définie que sur ¥, se prolonge en fait holomorphi-
quemem 4 la sphére de Riemann (C Tout d’abord, la dynamique de ¢, vue dans la coordonnée complexe
w = -+ sur le domaine C\ {0} = C, est la translationw — w+ 1. Etant donné wp € C quelconque autre
que 0, 1] existe n € Netw; € V tels que wo = °™(wi); on pose fO0"V{wp) = 2=V 0 0" (wy) :=
Pon o fol- 1)(w1) Par construction, f est maintenant bien définie et holomorphe sur la sphére de Riemann
et donc constante d’aprés le théoréme de Liouville, ce qui contredit le fait que f(z) = z + azz? 4+
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prolongement analytique que des singularités isolées assez simples. En restant systéma-
tiquement sur le plan de Borel, on s’offre la possibilité d’une étude plus fine et, somme
toute, plus classique de ces singularités. Pour cela, on parvient & faire passer I’équation
différentielle i travers la transformée de Borel et on I’étudie sur le plan de Borel. Pour cer-
tains problémes, une telle démarche permet de voir des phénomeénes que la k-sommabilité
ne voyait pas. Par ailleurs, on connait aujourd’hui des problemes mathématiques donnant
naissance A des séries divergentes qui ne sont pas multisommables. Par exemple, la trans-
formée de Borel peut &tre une fonction définie en dehors d’un réseau de points tels que
or7Z + %nZ. Dans ce cas, la série n’est pas sommable au sens de la k-sommabilité mais
peut étre analysée sur le plan de Borel.

Les motivations de ’auteur a écrire ce texte. Il existe aujourd’hui plusieurs références
élémentaires et agréables 2 lire, bref, trés bien écrites sur le sujet. Nous en citons quelques-
unes & la fin de I’article. Lorsque j’ai dd, pour mes recherches personnelles, apprendre un
peu de cette théorie, ce n’était pas le cas. Essentiellement, il y avait le cours de DEA de
1.-C. Tougeron dans lequel la plupart des calculs se trouvaient et quelques exposés plus
“didactiques” ou “philosophiques” de J. Martinet et I.-P. Ramis avec quelques idées de
démonstrations. La préhistoire de cet article, ce sont des notes que j’ai lentement rédigées
en combinant les deux littératures que je viens de citer. Entre temps, sont apparues de
bonnes références assez proches du texte que je présente ici. Je les ai parfois utilisées
pour améliorer ma présentation. Ce qui caractérise le contenu du présent article, c’est le
choix trés personnel de mener toutes les démonstrations jusqu’a :

— la caractérisation des k-sommes comme recouvrements bornés dont le cocycle est
un k-cocycle (voir corollaire 2),

~ 1a 1-sommabilit¢ des solutions des éguations (A), (C) et () de I’exemple précédent
(voir le probléme 2 la fin du chapitre 1),

— la convergence des séries 2 la fois sommables & deux ordres distincts (voir le théo-
réme 5),

tout en restant le plus naif possible quant 2 la présentation des idées et en préservant le
lecteur de tout prérequis autre qu’un cours trés basique sur les fonctions holomorphes
(essenticllement 1’analyse de Cauchy). Je crois, sauf erreur de ma part, que ce texte en
retire une petite originalité et qu’il ne sera pas de trop.

Je tiens & remercier particuliérement J.-C. TOUGERON, J.-P. RAMIS et J. ECALLE dont
les textes, exposés et/ou discussions personnelles m’ont guidé du début a la fin de ces
notes et les nombreuses personnes, dont les références de la fin donnent faible idée, qui
ont contribué i rendre les idées trés naturelles. Je remercie aussi F. FAUVET et D. SAUZIN
qui m’ont bien aidé a faire mes premiers pas en calcul étranger.

Chapitre 1

La théorie asymptotique et
les séries k-sommables

1.1. Rappels

On note R{[z]] I’anneau des séries formelles :

R[[e)] = {3 ane”

n>0

an € IR}.

Sif est une fonction de classe C'™ au voisinage de 0, alors on lui associe sa série de
Taylor f € R[[z]]en0: )
C*(R) — R[[z]]; f— f.

Lemme 1 (Borel) La fldche précédente est surjective : toute séric formelle (méme diver-
gente) est le développement de Taylor d’une fonction de classe C*=.

Preuve ; On construit tout d’abord une fonction cloche (/*°-plate en posant :

wi(z) = Osiz<OeteY*siz >0,
pa(z) = ei(z) @il —2),
T +co
wi@) = [ awaf [ a0a
0(z) = pa(z+2)siz<0Oetyps(2—z)siz 20,

la fonction & est de classe U™ et satisfait :

f(z) = 1pour |z| < 1,0 < f(z) < lpourl'< |z| < 2etf(x) =0pour2 < |z|.
Maintenant, étant donnée une série f = 350 @nz™ € R[[z]], on pose O.(z) = O(%) et
la série ¥, ., @nz"f:, () converge uniformément sur tout compact dés lors que la suite
(¢ )nen converge suffisamment vite vers 0. La limite obtenue est une fonction de classe
C* dont le développement de Taylor en 0 est précisément f. O

Remarque. La fldcche C*°(R) — R{[z]] n’est par contre pas injective. Ce sont d’ailleurs
des fonctions plates non triviales qui nous ont permis de démontrer le lemme précédent :
@ = 0 ety est dans le noyau.

On note C* 1a classe des fonctions analytiques, c’est-a-dire égales a leur série de Taylor
au voisinage de chaque point.

Critére 1 (d’analyticité) Soit I un intervalle; une fonction f € C=(I) est analytique
sur I si et seulement si pour tout J C I compact, il existe des constantes Cjz,ry > 0telles
que :

(n)
¥n e N, sup\f |($)‘ <Cy-r7y.
zed .
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La flecche C*(R o) — R[[z]] ; f f est injective® mais non surjective. L’image est
I’ensemble des séries convergentes :

R{z}= {Z ane” € R[[2]] | 3C,r > 0, VR €N, |aa| < Cf'n}'

n>0

Dans la suite, les développements asymptotiques au sens de Poincaré joueront le rdle des
fonctions C* et les développements Gevrey (sur les grands secteurs), le réle des fonctions
analytiques.

1.2. Développements asymptotiques classiques

Dans la suite, on appelle secteur pointé en 0, de direction (médiane) d, d’ouverture 0 et
de rayon R dans C, et on note® V(d, 8, R) (ou tout simplement V) ’ouvert :

V(d,0,R) = {zec]—g < arg(z) —d < gel ol < R}.

On parlera encore de secteur de base ]d_., d{ et de rayon R pour désigner le méme objet
d= # et =d, —d_);onnoteraalors V = V(]d_,d;[, R

V(d.,d.[, R) = {z € C|d_ < arg(z) < dy et|z] < R}.

Un secteur V' sera dit sous-secteur de V et on notera V' < V' si V/ C V avec V =
V(d_,dy,R), V' = V(Jd_,d\ [, R),d_ <d_ <d} <dy et B <R
On note O(V) I’ensemble des fonctions holomorphes sur V' et C{[[z]] I'anncau des séries

formelles :
Cliz}]] = {Z anz"

nz0

anEC}.

La définition suivante est due a3 H. Poincaré :

8. Par la notation C* (R g} il faut comprendre I'ensemble des fonctions définies chacune sur un certain
intervalle contenant 0 € IR et qui y sont analytiques étant sous entendu qu’une fonction et sa restriction
2 un plus petit domaine seront considérées comme le méme objet. On parle souvent de germe de fonction
analytique en ( pour désigner un tel objet.

9. Selon le contexte, d sera un angle ou une demi-droite, & sera toujours un angle et B > 0 pourra
prendre la valeur +oo. En fait, le rayon R n’aura pas vraiment d'importance dans le chapitre 1.
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Définition 1 Soit f € O(V). On dit que f admet ¥ . a.2" € C{[z]] comme déve-

loppement asymptotique (& I’origine) si les restes e,(z) € O(V) définis par : f(z) —
;‘;é ap2? = 2" le,(z), pour tout n € N, satisfont : lim. .o €.(2) = 0 dans chaque

sous-secteur V' < V.

On note A(V') 'ensemble des fonctions holomorphes sur U admettant un développement

asymptotique a I’origine.

Proposition1 Si f € A(V) admet En>o an 2™ comme développement asymptotique &
Porigine, alors f' € A(V) etadmet ) .., na,2""! comme développement asymptotique.

En particulier, pour tout » € N, on a lim,_o M = a, dans chaque sous-secteur et le
développement asymptotique de f € A(V) est umque : on le note f.

Preuve : Pourtoutn € N, f(z) = Y070 a,27 4+ 2" e, (2) d’ob :

() = ipa;,,z""1 + 2" [(n — 1)en(2) + zel(2))].

1l s’agit de montrer que, sur un sous-secteur arbitraire V' < V, le crochet se comporte
“comme un £(z)”. Pour cela, on choisit'® un secteur intermédiaire V' < V" < Vet > 0
tels que, pour tout point zg € V’, la boule fermée By centrée en z; et de rayon A|zo| est
contenue dans le secteur intermédiaire V" :

Vzo € V', {z € C| |2 = 20} < Mzof} C V”.

Sur V", e,(z) tend vers 0, Daprés les inégalités de Cauchy,ona:

| ( )I — Al |I|€ﬂ”30
pour tout zo € V'; ainsi, |z¢/,(z)| — 0 et [(n — 1)en(2) + z£,(2)] — 0 quand z — 0
dans V. 0

Réciproquement,onale:

Critére 2 Soit f € O(V). Alors f admet un developpement asymptotique, f € A(V), si
et seulement si, sur chaque sous-secteur, la limite lim, .o ——(—1 existe (et est finie) pour
toutn € N.

Preuve : Considérons, dans un sous-secteur arbitraire ¥, la formule de Taylor appliquée
afenzg:

n— 1 (Z _ D)n
()¢ %0)
> Epol e + m— 1)

Quand z, — 0 dans V', z étant fixé, il vient :

/1(1 — Ntz + (1= t)zo) d.
0

h-1

n—-1 n

£6) = Y a4 o [ =0

p=0

10. Si V! = V(Jd_,d\ [, R') et V" = V(}dZ, d{[, R"), alors il suffit de prendre pour A le plus petit des
trois réels : B2, sin(d"” — ') et sin{d}, — d7).
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et | f(2) — 025 apz?| < ER| f0)|y, O

Finalement, I’ensemble .A(V') des fonctions holomorphes sur V' admettant un dévelop-
pement asymptotique & I’origine forme une algébre!! stable par dérivation et on a les
formules :

T+o=F+4,  Fe=ia (=)
La fleche : A(V) — Cl[2]); f — f est un morphisme d’anneaux. Une fonction
f € A(V) sera dite plate si elle est dans le noyau que I’on notera A%(V').

Exemple. La fonction exp(—/2*) est plate sur V(0,7 /k, 0o) pour tous A, k > 0.
A I’aide des fonctions plates, on montre le :

Lemme 2 (Borel-Ritt'?) La fléche précédente est surjective : toute série formelle (méme
divergente) peut étre réalisée comme développement asymptotique d’une fonction holo-
morphe sur un secteur arbitraire’® V = V(d, 6, R).

Preuve : On se ramene par rotation au cas d = 0. Soit ) ., an2" € C[[z]].
Nous allons chercher  réaliser cette séric sur V = V(0,#, 0o0) par une fonction holo-
morphe du type 3 oo anen(2)2" avec en(2) = 1 — exp(—An/2*), k = /B et A, > 03l
est clair que les e,, admettent 1 comme développement asymptotique sur V.
On vérifie que la fonction z — E" envoie R ainsi que le demi-plan & gauche dans le

disque unité : |e,, 1 = |e';fy[1| <1 et.‘R( )< 0= |l —¢€* < |z
On en déduit que |e,(z)| < A./|z|¥ pour z € V et que la série 3, Gnen(z)2" est
majorée en module par la série 3, o, Aujan| - |2[*7%.

Si I’on choisit les A, décroissant suffisamment rapidement vers 0, cette série converge
uniformément sur V' vers une fonction admettant visiblement le développement asympto-

tique désiré. a

1.3. Développements asymptotiques de type Gevrey

Définition 2'* Soit f € O(V). On dit que f admet 3, ., e.z" € C[[z]] comme déve-
loppement asymptotique Gevrey d’ordre k& > 0 si, pour chaque sous-secteur V' < V,
il existe des constantes C,M > 0 telles que les restes ¢, € O(V) définis par :
f(z) - E;;é 2" = 2" Ve, (2), pour tout n € N, satisfont' : e,(2)] < CM™(n!)}/¥|z|
surV'.

11. Exercice laissé au lecteur,

12. C’est une adaptation due 2 Ritt du lemme de Borel précédemment rappelé.

13. Dans la suite, on aura besoin de travailler avec des secteurs d'ouverture § > 27 et il est important
de voir que tout ce que 1'on dit gardera un sens dans ce contexte. Dans ce cas, les éléments de O(V)
sont en général multiformes, ¢’est-a-dire qu’ils sont définis sur le revétement universel de & = C\ {0}.
Précisons cela une fois pour toutes. Lorsque § > 2, par V = V(]d_,d [, R) on comprendra le projeté
de la bande V = |—o0,In B[ x ]d..,dy[ CCparl’ appl:cation exponentielle exp : C — C et par un
élément f de O(V') on pensera un élément f de (V) bien qu'en pratique on travaillera et calculera avec
les déterminations correspondantes de f = foln.

14. Due 2 G.-N. Watson 1911 et F. Nevanlinna 1918.

15. D'apres Stirling, I(1 + 2) ~ (£)*/2rz, on peut remplacer la majoration CM™(n!)!/*|z| par
une majoration du type CM"(%)“""lz| ou CM™(£)"/¥|z| ou encore CM"T(1 + %)|2| (les constantes
C, M > 0 n éant évidemment pas les mémes).

1
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En particulier, sur tout sous-secteur V', ona lim, o €,(2) = 0 pourtout n € Net f admet
Y5 @nz™ comme développement asymptotique (classique) & I'origine. On note Gi(V)
I’ensemble des fonctions (admettant un développement asymptotique) Gevrey d’ordre k
sur V. Pour0 < k; < k; < co,ona's;

O(V) 2 A(V) D G (V) 2 Gk (V) 2 Gl V).

L’ensemble G (V) des fonctions holomorphes sur V' admettant un développement asymp-
totique Gevrey d’ordre k & I’ origine forme une algébre stable par dérivation'”. La fléche :
Gu(VY — C[2]]; f — f est un morphisme d’anneaux. Une fonction f € G(V) sera
dite k-plate si elle est dans le noyau que ’on notera G2(V).

Exemple. La fonction exp(— A/ 2*) est k-plate sur V(0, x /k, 0o) pour tous A > 0.
Nous pouvons étre un peu plus précis quant aux fonctions k-plates :

Lemme 3 Soit f € O(V). Alors f est k-plate, f € GJ(V), si et seulement si, sur
chaque sous-secteur V' <V, il existe des constantes C, M > 0 telles que : |f(z)| <
Cexp(—M/|z|%) sur V'

Autrement dit, les fonctions k-plates sur V sont précisément les fonctions & décroissance
exponentielle d’ordre k.

Preuve : Soit f € O(V) une fonction  décroissance exponentielle d’ordre k. Sur V' <V,
ona: |f—(fl] < Cr"exp(—M/r¥)our = |z|et C, M > 0.

Le maximum du membre de droite, lorsque r varie, est égal & (37 )"/ Edou: |f(z)| <
C(M/*¥y»(LZ)/¥ |z et on conclut par Stirling,

Réciproquement, si f € Gi(V') est k-plate, on a d’aprés Stirling

) < omr () el

sur V! < VavecC, M > 0.
Pour |z| = r fixé, la fonction v — (Mr)"()
vaut, pour n = vo(1 + €) entier

vfk atteint son minimum pour v = ﬁ et

= exp(—M'[r¥),

exp|(1 +¢&)(In(l +¢) - 1)( 17.)1:

M > 0. O

Critére 3 Une fonction f € O(V) admet an anz™ € Cl[z]] comme développement
asymptotique Gevrey d’ordre k si et seulement si, sur chaque sous-secteur V' <V, ona:

L limz_.()% a, pourtoutn € N (i.e. f € A( )etf 2 om0 @nZ" )

2. il existe des constantes C, M > 0 telles que : || 5 ||U, < CM™(nhV* pour tout
n € N.

16. Dans le cas extréme ol k = 00, Goo(V) est par définition I’ensemble des fonction de O(V) se
prolongeant holomorphiquement au voisinage de lorigine. Alttention, il n'est pas vrai que Ge, (V) est
Iintersection des G (1) ou encore que A(V) en est la réunion.

17. Exercice laissé au lecteur ; pour la stabilité par dérivation, la preuve des développements classiques

s'adapte immédiatement au cas Gevrey.
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Preuve : L'implication. Pour chaque sous-secteur V' ~< V, on choisit un secteur in-
termédiaire V' < V" < V sur lequel on a les estimations : |f(z) — Z:;; apz?| <
C(M|z])"(n!)** puis A > 0 tel que, pour tout point z, € V", 1a boule fermée By centrée
en zo et de rayon A)zo| soit contenue dans V”. Les inégalités de Cauchy nous donnent

alors :

SO C(MI2|(1+ A (rI)VE LAy,
=] < G = o(M=37)

sur V7.

La réciproque. Pour tout sous-secteur V' < V, on applique la formule de Tayior en
zp € V'; en faisant tendre zg vers 0, il vient :

‘f(z) - E ayz”

p==0

2"

<
n!

™l < CMI2))"(n!)E,

ad

En particulier, la série f vérifie des estimations du type : |a.| < CM "(n!)}/* pour tout
n € Netla flecche Gx(V) — C[[z]]; f — f n’est visiblement pas surjective.
Ceci motive la définition suivante.

1.4, Séries Gevrey

Définition 3 Une série formelle 3 .. anz" € C[[z]] sera dite Gevrey d’ordre k > 0 si
ses coefficients satisfont : |a,| < CM™(n!)Y/* pour des constantes C, M > 0.

On note C[[z]] 1’algébre associée et on a, pour 0 < ky < ky < 00':
C[[2]) = Cllzllo 2 Cl[z]ls, > Clz]]e, O Cl[z]}eo = C{2}.

On hérite d’une fléche : Gx(V) — C[[2]]x; f — f.

Remargue. Une fonction peut admettre une série ) ., an2™ Gevrey d’ordre k£ comme
développement asymptotique classique sans pour autant que ce développement soit
Gevrey d'ordre k. Pour qu’une fonction soit Gevrey, il faut qu’elle soit “trés tangente”
i son développement asymptotique comme le suggére la proposition suivante,

Proposition 2 Soient f € Gu(V) et f = 230 nz". Sur tout sous-secteur V' < V,
il existe des constantes L,C, M > 0 telles que Ila fonction : fL P2 EP <L/|z|* W25
“holomorphe par morceaux” sur V"', satisfasse : | f(z)— Fu(2)] < Cexp(—M/|z|*) surV'.

Preuve : On adapte la deuxiéme partie de la démonstration du lemme 3 au cas ol f €
Gr(V) n’est pas plate. Sur V' < V,ona:

n—1

‘f(z) - Z apz’

p=0

< cM“(:—e)”"w

avec O, M > 0,
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Pour |z| = r fixé, la fonction v > (Mr)*(%)*/* atteint son minimum pour vo = (—ﬂ"r—); et
vaut, pour n = vp(1 4 ) entier:

exp [(1 +&)(In(l +¢) - 1)(—1\-4-11”?] = exp(—M'/r*),

M’ > 0. On choisit L = k/M*. 0

Remarque. Lorsque la série Gevrey o= T,50@n2" est telle que ses coefficients
croissent en module comme CM"(n!)V/%, alors, & |2| fixé, son terme général anz" dé-
croit en module pour n < L/|z|* puis croft indéfiniment. Dans ce cas, la fonction fi,
est précisément construite en tronquant f = 3 >0 anz™ au plus petit terme. Cette pro-
position semble dire que la méthode de “sommation au plus petit terme” est efficace, ce
qui donne d’ores et déja une réponse particlle au probléme soulevé par Poincaré (voir

1’introduction).

1.5. Quasi-analyticité et séries k-sommables

Nous allons voir que la situation est trés différentes sur les petits secteurs (@ < F)etsur
les grands secteurs (6 > 7).

Lemme 4 (Borel-Ritt-Ramis) Si le secteur V' est d’ouverture § < %, alors la flache
Gr(V) — CJ[2]]+ est sutjective.

Preuve : elle utilise ’isomorphisme Borel-Laplace ; elle est renvoyée au 2.4.

Rappelons que dans cette situation, on a des exemples explicites de fonctions k-plates
et la fleche n’est pas injective. La théorie est, dans ce cas, aussi molle que celle des

développements asymptotiques classiques.

Lemme 5 (Watson) Si le secteur V est d’ouverture 8 > 1, alors il n’existe pas de
fonction holomorphe 4 décroissance exponentielle d’ordre k autre que la fonction nulle

surV : GY(V) = {0}.
Preuve : Elle utilise ’isomorphisme Borel-Laplace ; elle est reportée au 2.5.

Corollaire 1 Si Je secteur V est d’ouverture 6 > T, alors Ia fléche Gi(V) — Cl[2]]x est
injective.
Autrement dit le développement asymptotique détermine la fonction sur les grands sec-

teurs. On parle alors de quasi-analyticité. A contrario, il n’y a pas de lemme de Borel
et nous vérifierons plus loin'® que la fleche n’est plus surjective. Ceci nous suggére la

définition suivante.

Définition 4 Une série Gevrey d’ordre k, 3 o anz™ € C[[2]]s, sera dite k-sommable
dans la direction d si elle est développement asymptotique Gevrey d’ordre k d’une fonc-
tion sur un grand secteur de direction d : f € Gi(V), V = V(d,0,R), 8 > } et

HEDPROL A

18. Voir 2.6., remarque 2.
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Dans ce cas, sa k-somme dans la direction d, f, est bien définie modulo la taille du
domaine de définition'® (ici, § > ¥ et R > 0). :

La méme série sera dite k-sommabie si elle I’est dans toutes les directions sauf un nombre
fini. On note C{z}; I’ensemble des séries k-sommables :

Clz}s = {Z anz" € Cl[z]lk ( Z anz™ est k—sommab]e}.

nz0 n>0

Etudions de plus prés ce que peut étre la somme d’une série k-sommable.

1.6. k-sommes et k-cocycles

Considérons ) ., an2" € C{z}x une série k-sommable et notons 0 < dy < dy < -+ <
d,_1 < 2 les directions dans lesquelles elle n’est pas k-sommable. Ce sont les directions
de Stokes de la série.

Par définition, il existe dans chaque direction dy < d < d; un grand secteur V; =
V(d, 84, Ra), 84 > T, et une fonction f; € Gi(Vy) Gevrey d’ordre & sur V; admettant

notre série comme développement asymptotique : ﬁ = > .50 2™ Il n’est pas difficile
de voir (principe de quasi-analyticité) que les différentes £-sommes f;, pour d décrivant
I'intervalle ]dy, d,[, coincident sur |'intersection de leur domaine; en les recollant, on
obtient une fonction définie non plus sur un secteur mais sur un “ouvert sectoriel” :

Définition 5 On appelle ouvert sectoriel pointé en 0, de base |d~,d*| tout ouvert U
satisfaisant :

1. U est contenu dans un secteur de base |d~,d*[ : U C V(]d", d*[, 00),
2. U contient des secteurs de base arbitrairement proche de |d~, d*| :

Ve >0, 3R, >0, V(|d~ +e,d" — ¢, R.) C U.

Laréunion des différents secteurs de sommation V;, Upy := ¢ V1, est un ouvert sectoriel
de base?® }d, — 350 @1 + 5¢[. La fonction f, 1 construite en recollant les k-sommes respec-
tives fy admet?' encore la série 3, . a,2" comme développement asymptotique Gevrey
d’ordre k sur Us.

Bien siir, on peut répéter cette construction sur chaque intervalle Jdiydipa ] :

Définition 6 On appelle k-somme d’une série k-sommable Yoo a2 € Clz}y, et on
note (di, Ui iyx, fiit1)izo,...,—1 OU tout simplement (dis fiit1)i=o,..p-1, la donnée :

1. des directions de Stokesd;, 0 < dy < -+ < d,_, < 2,
2. et, pourchaque: = 0,...,v — 1, de I'unique fonction® f; .., définie sur un ouvert

19. Comme c'est le cas pour la somme d'une série convergente.

20. Sa base ne peut excéder cet intervalle puisque la série n'est pas sommable dans les directions dj et
dy.

21. Les définitions de développements asymptotiques se généralisent de fagon évidente aux ouverts
sectoriels ; fo;1 € G (Up 1) si, pour chaque sous-secteur V < {7, etz.

22. Nous faisons désormais |'abus de langage qui consiste A identifier deux telles fonctions définies sur
des ouverts respectifs U; ;4 et U ;11 puisque sur I'intersection U; ;4 N U{ ; 11, qui est visiblement aussi
un ouvert sectoriel de base |d; — 7, diy1 + 7¢[, ces deux fonctions coincideront d’aprés le principe de
quasi-analyticité. C’est exactement le méme abus de langage que I"on fait lorsque I’on parle de la somme
d’une série convergente.
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)

sectoriel de base® |d; — I, dit1 + 35, admettant D oar0 Gnz" cOMME développement

asymptotique Gevrey d’ordre k : fiiy1 € Gi(Uiisr) et fiix1 = 2o @nZ"

Si une séric £-sommable ¥, 5o @n2" € C{z}x est k-sommable dans toutes les directions,
c'est-a-dire si elle n'a pas de direction de Stokes, alors? elle co,nverge et sa k-somn;e
est sa somme au sens usuel. I1 apparait donc que la div;rgence d une série k-somma(li) e
provient de I’existence de directions de Stokes, ¢’est-a-dire du defapt de recollement des
différentes k-sommes sectorielles (fi is1)i=o,..»—1. Nous allons maintenant creuser cette
idée. o \

Le défaut de recollement de f,_10 avec fo1 au voisinage de la dlrccuo‘n d[g, tres smfwent
appelé phénomene de Stokes, est décrit par la différence fo,1 — fo—1,0 QUi dzf?mtl unee rcr):;f;:]t
tion ho Gevrey d’ordre k sur 1’ouvert sectoriel Up := U,-1,0N Uy, dont le développ

asymptotique est nul.

23. Avec la convention d, = do + 27. . - .
24. En effet, sa k-somme consiste, dans ce cas, en unc fonction f holomorphe sur un voisinage épointé

i i ‘ordre k;
*origi développement asymptotique Gevrey d'or ;
{7* = U \ {0} de I’origine admettant notre série comme . ‘ '
en articu\liir }f est bornée et se prolonge 4 1'origine d’aprés Riemann et comme nous 1'avons ;:lé_]h vu.ls.oir:
dé‘zaloppemc’nt asymptotique f =5 og8n2" coincide alors avec son développement de Taylor usuel :

converge.
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Ainsi, 6 ie -

# ns& . c.:tant donnée une série k s‘omma.ble 2 om0 @nz™ € C{z}y de k-somme
is Usit1, fiis1)i=o,...b—1, ON lUi associe naturellement son “k-cocycle”

(diy Uiy hidizo,.pm1 00 Ui 1= Ui i N Uiy et by i= fiign — fiiqi

Définition 7 On appelle k-cocycle, et on note (d;, Ui, ki )io,. 1 OU tout simplement
(diy hi)izo, -1, la donnée : ’
1. d’un nombre fini de directions 0 < dy < --- < d,_; < 2m,

2. ct: po.ur chaque i = 0_’ ..., — 1, d’une fonction non identiquement nulle h; a
df:cro:ssance exponentielle d’ordre k sur un ouvert sectoriel’> U; de direction d; et
d’ouverture £ : h; € GJ(U;) avec h; # 0. ‘

nk |9

L,’ensem_ble des k-cocycles, habituellement®® noté H'(G2,S!), est naturellement doté
d’une loi de groupe qui fait de la fléche :
C{Z}k — Hl (gg'l Sl) 1 anu anzn = (di: hi)i:o,...,u—l

un morphisme de groupes additifs. Le plus simple est de reconsidérer un k-cocycle
(c,i.-, Ui, h,-);‘=0,__,‘,,_{ comme la donnée (h4)4es1, pour chaque direction d € S! = R/2i%Z,
d_ une fonc,tlon hq & décroissance exponentielle d’ordre k sur un ouvert sectoriel de direc-
tlop d et,d ouverture Z, ces fonctions étant toutes identiquement nulles sauf un nombre
fini (en1 (3c01-1r'rence do < --+ < d,_1). La somme de deux k-cocycles (hq)ges: et (Al dest
est, par deﬁnmo?, le k-cocycle? (hy + h))qes:, I'élément neutre est le k-cocycle trivial
(hd = O)dESI etl opposé de (hd)degl, (—hd)desl.

[{ne série va étre‘ dans le noyau de la fiecche C{z}, — H'(GZ,S) si et seulement si elle
n’a pas de direction de Stokes (i. e. de direction d pour laquelle f; # 0) ce qui signifie,

. 25. De nouveau, seuls la direction et I’ouverture de I'ouvert, qui sont imposés par la définition, nous

lII;?nI? et on ldgnuﬁera deux k.-cocycles qui ne différent que par la taille de ces ouverts de définition.

lecte. y a derriére cette notation un formalisme moderne assez courant que nous avons souhaité éviter au
ur.

27. La fonction hg + A/, est définie g i
d , par exemple, sur 1’int . ,
choisira pour kg ot b, p p r I'intersection des ouverts de définition que 1'on
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comme nous P’avons déja remarqué, que cette série est convergente. Le noyau est donc
I’ensemble C{z} des séries convergentes.

Théoréme 2 La fléche C{z}r — H'(G},S") est sutjective.

Ainsi, le groupe quotient C{z}/C{z} s’identific au groupe I 1(G2,81) qui décrit donc
les divergences possibles des séries k-sommables :

C{z}x/C{z} ~ H'(G},SY).

Preuve : Le groupe H(G?,S1) est engendré par les k-cocycles simples (d,U, k) odr d est
une direction, U/ un ouvert sectoriel d’ouverture % dans cette direction et k une fonction
a décroissance exponentielle d’ordre & sur U. Il suffit donc de montrer que tout k-cocycle
simple est en fait associé & une série 3 asp@nz” € Clz}s.

Plus précisément, étant donnée h € Go(V) avec™ V = V(d, %, R), nous allons construire,
pour chaque 0 < r < R, une fonction f € Go(VyavecV =V(Jd - g, d +2r + 2L
telle que la différence® f(e*"z) — f(z) sur V{d, {,r) coincide avec k; alors (d,V, f)
sera la k-somme d’une série 3.0 aa2" € C{z} dont le k-cocycle sera visiblement
(d,V,R). )

Supposons qu’une telle fonction [ existe; bien siir, elle n’est définie qu’a addition prés
d’une fonction holomorphe sur le disque de rayon r ; alors la formule intégrale de Cauchy
appliquée au contour du secteur V(]d, d + 2x[, r) est bien définie® et nous donne :

R I (S S T (9]
f(z)‘”mf,c-zdc 2m£cazdc

ol  est I'arc de cercle paramétré par [0, 1] — 731 — reid+27t gt §, le rayon paramétré
par [0,1] — &3t — rte'.

La premiére intégrale définit une fonction g holomorphe sur le disque de rayon r; la
seconde, appelée transformée de Cauchy-Heine de h dans la direction d et notée Cah,
n’est définie que pour z € V{(]d,d + 2, 7).

La fonction f := f — g est encore solution de notre probléme et donnée par :

f(2) = Cah(z) = ﬁj; M )Cd(

7 —
sur V(|d,d + 2= [, 7).

Onprolonge f a V = V(ld— &, d+2r+ 5[, 7) delafagon suivante. Pour toute direction
&' €)d— %, d+ %[, parexemple d < d' < d+ £, latransformée Cy h définit une fonction
sur V{()d',d' + 2ix[,r). Sur le secteur commun V(Jd', d + 2in[,7), les transformées Carh
et Cyh différent d’une fonction qui est en fait holomorphe sur le disque de rayon r :

Cah(z) — Cah(z) = 2—}; ] :—f%dc

28. Nous nous contentons de considérer des cocycles définis sur des secteurs alors qu'il faudrait le faire
pour des ouverts sectoriels ; ce cas général ne présente pas de difficulté supplémentaire et est laissé en
exercice au lecteur.

29. Par cette notation, on comprendra la différence entre les deux déterminations de f.

30. Exercice : plus généralement, si f € A(V) pour un secteur quelconque V et si V! < V, alors

L [ov iéi_f—zl d¢ est bien définie et égale & f(z) pourtout z € V7.

T
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ol y est I’arc de cercle paraméré par (0, 1] — ;3 t o ref(1-td+itd’
On prolonge f & V(]d,d' + 2ix[,r) (et done, d Al
oo ey ) , de proche en proche, 4 V) en posant f =

Vérifions 2 présent que la fonction f construite® sur V = V(Jd — Z.,d + 21 + Z{,7)
2k 2k D

et, qui, par construction, satisfait f(e¥72) — f(2) = h(z) sur V(d, Z,7) est bien Gevrey
d’ordre k sur V. En fait, il suffit®? de vérifier que Cyeh € Gp(V(]d',d’ + 2x[,7)) pour

chaque direction d' € Jd — 3, d + J[- On décompose :

RE) Ay RO, RO/
2= _Z(_CPH)Z + Efi/g z",

p=0

ce qui donne :

Cd'h(z) — iapzp = z".}_ -/‘re"f h(()/(” de
o 2 Jy z—¢

|d'
ave P S L (9)
C ap zir Jo CPtI d¢.

La platitude de k nous garantit I'intégrabilité de 24<
el . ’g . tit I'intégrabilité de =~ .~ bour tout n € N ; ie second
est alors bien défini et, sur chaque sous-secteur V' < V/(]d’,d’ + 2x[,r) :
) s .

h(z)

zﬂ

‘Ccph(z) — apzp

<C’|

ol

. D

Remarque. En fait, nous avons démontré 1’énoncé suivant,

Si % est une fonction holomorphe sur un secteur V = V(]d, d', R) intégrable en 0, alors
toute transformée de Cauchy—Heine de 4 : f(z) := - foc" M% d¢, o €V déﬁn’it une
2(22?1(:)“ ftholomorphf': surV = 1[‘/(]a’, d'+2in[,r),7 = |(o}, satisfaisant f(e?"z)- f(z} =

pour tout z € V'; de plus, si h € A%(V) (resp. b € G{(V)), alors f € A(V) (resp
feG(V)etf= Enzo a.z" est donné par : @, = — -1 Co hfe) dc. |

“ar Jo Cndl
Exemple. Considérons le 1-cocycle (R*, &), & .E GOV(R*, 7, 00)), défini par :
h(z) = —2irexp(—1/z2).

Une k-somme correspondante (R*, f) est donnée, pour R > 0, par :

e [Tep(=1/0)
fo)=- [ =H=y,

et la série k- f = ié
rie k-sommable f = 3 ., a,2" associée, par :

_ [Fexp(=1/()

Cn+1

31. Nous n’avons pour I'instant utilisé i ili
ue I’inté | ‘origi
32. Exercice laissé au lecteur. s grabilié e & Forigine
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pour n = 0.
Pour R = oo, les expressions intégrales de f et ap divergent; par contre, si I’on remplace

f(z) par f(z) — ao, il vient pour R=o00:

190 ayn{—
flz) = Hz'[o ip_(_l/ﬁd.g,

z=¢ ¢
+co ’_
an = /ﬂ e_————xPéﬂJrll/C) d¢ pourn >0,

et ag = 0. Le changement de variable t := 1/¢ nous donne :
+00
an = / etV dt =T(n) pourn >0,
0

et f = 3 onlz"t!. Ainsi, la séric d’Euler est 1-sommable dans toutes les directions

sauf R*. Sa 1-somme est donnée par (; := %) :

e L
f(z):/de ll—tdt

ol d est la demi-droite zR¥. En fait, la fonction ¢ — e~/ zﬁ est bornée a ’origine
et A décroissance exponentielle d’ordre 1 3 Vinfini sur le secteur V(d,7,00), ce qui
permet de faire pivoter la demi-droite d’intégration d & z fixé sans changer la valeur
f(z) de V'intégrale. Autrement dit, la 1-somme f de la série d’Euler, définie sur le secteur
V(]-%, 25+ 5[, 00),est donnée sur chaque secteur V(d, 7, 00), pour d décrivant les demi-
droites issues de I'origine autre que R, par la “transformée de Laplace” de la fonction

g(t) = & dans la direction d :

f(2) = Lag(z) = /e—mg(t) dt.

d

La 1-somme f de la série d'Euler est aussi solution de I'équation d’Euler :

flz) - 22 f'(z) = .[de;t"z dt = z.

D’ailleurs, la différence h entre les deux déterminations de f au-dessus du secteur

V(RY,m,00) est solution de I’équation sans second membre
h(z) - 22h/(z) = 0.

Finalement, la solution formelle f de 1’équation d’Euler nous a permis de récupérer une
solution effective f de la méme équation, 3 savoir sa 1-somime.

De la méme manidre, on montre que la série o1 T(n/E)(2/A)™ est k-sommable dans
toutes les directions excepté R* et que le cocycle associé est donné par (R+, k) avec

h(z) = —2irk exp(—A*/z).
Corollaire 2 Supposons donnée unc collection (di, Us iy, fiir1)i=0,—1

1. de directions0 < dp < -+- < dy-1 < 2,
2. et, pour chaque t = 0,..., v — 1, d’une fonction fiit1 holomorphe sur un ouvert
sectoriel U; ;41 de base |d; — 7, dis1 + 7l
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Si le “cocycle” (di, Uy, hi)izo,...,—1 domné par : U; 1= Ui1; N Uiy et hi = fiiyg —
ficri sur Uy pouri = 0,...,v — 1 est un k-cocycle, c’est-a-dire si les h; sont to'utes a
décroissance exponentielle d’ordre k, et si, de plus, chaque f; ;4 est bornée & origine,
alors les f; ;41 sont en fait Gevrey d’ordre k et (d;, Ui iy1, fijit1)i=o0,...o—1 st la k-somme
d’une série k-sommable f = 3" .. a,z".

Preuve : Le théoréme précédent nous dit que (d;, U;, ki )izo,. -1 est le k-cocycle d’une
série k-sommable § = >° ., bn2™ de k-somme®® (d;, Ui 11, 8141 )i=0.....v~1. On définit
sur le voisinage épointé de Porigine U* = U \ {0} donné par : U* := |J,_, ,_, Uit
une fonction holomorphe % par : A(z) := fi41(2) — giip1(2) pour z € U,-,‘-:rl‘.m'

Cette fonction est, par hypothése, bornée a I’origine ; d’aprés Riemann, elle s’étend holo-
morphiquement en 0. On en déduit que les fonctions f; ;11 = gi ;41 + b sont toutes Gevrey
d’ordre £ et ont pour développement asymptotique commun f,-,;ﬂ = D o Gn2" =
Engo bnz" + h. C’est la définition d’une k-somme. B 0

Exemple. Reprenons I’exemple de I'introduction. On considére, prés de 0 € C, une
transformation biholomorphe générale du type :

Plz)=z+ 22+ 22+ Z:,b,,z“
r>4
et, en particulier, notre modéle :
Z

p(z) = —z+22+23+2z”.

1—2z
n>4

On cherche a conjuguer ¢ 4 ¢ par une transformation holomorphe f prés de 0, ¢’est-a-dire
a résoudre I’équation de conjugaison :

€  foyp=¢pof

En substituant f(z) = I—Jrz«?‘,—,h(—z)-, on se raméne & |’équation aux différences :

D) F((2)) - F(z) = &(2)

ol é est holomorphe, s’annulant & Pordre 2 2 ’origine. On peut montrer, par un calcul
formel direct, que I’équation générale (D) admet une unique solution formelle sans terme
constant F' = zn21 a,z". Les autres solutions formelles s’en déduisent en ajoutant

un terme constant arbitraire. Le but du probléme suivant est de montrer que F est 1-
sommable de directions de Stokes iR* et iR~ en construisant sa 1-somme. En fait, on
construit deux solutions sectorielles de I’équation (C), puis on montre qu’elles satisfont
les hypothéses du corollaire précédent. C’est, & notre connaissance, le moyen le plus direct
de montrer la 1-sommabilit€ des solutions formelles de (D) et de (C) sans passer par
Borel-Laplace.

33. Quitte & diminuer la taille des U; ; 41, on peut supposer que ce sont les mémes pour les fi ;41 et les
Jiisl. ’
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1.7. Probléme

Soit(z) = z + 2° + 2° + ¥ .o, ¥nz™ holomorphe au voisinage de I'origine.

1. Remarquer que ¥(z) = oy v ol A est holomorphe au voisinage de I’origine.
En travaillant préalablement avec la variable w := —1/z, construire un ouvert
sectoriel U+ de base |0, 2% stable pour ¢ : y(U*) C U™.

2. Montrer qu’il existe, pour tout compact X' C U, une constante € > 0 telle que :
ll%°"||x < . On considére I’équation aux différences :

(D)  F((2)) - F(z) = §(2).

od § est une fonction, holomorphe au voisinage de 0 € C, s’annulant & 'ordre 2 ou
plus a Vorigine : 6(0) = &(0) = 0. En déduire que la série — S amo 0(1°"(2))
converge sur Ut vers une solution holomorphe F'* de 1’équation D) : Ft ¢
O(U*) et F+($(2)) — F+(2) = 6(2).

3. Montrer qu’il eXiSte’_El(.)fr tout sous-secteur ¥V < U7, une constante C > 0 telle
que : [P°*(2)] £ Cl+ilz| pour tous n € N et z € V. En déduire que, sur V, on a
|F+(z)| < C|z| pour une constante C > 0.

4. Montrer, plus généralement, que si & s’annule a 'ordre 7 + 1 a lorigine, n > 0,
alors F't s’annule i I'ordre n sur tout sous-secteur de U+, Montrer qu’il existe une
unique solution formelle F =3 s0a2" € C[[2]] de I’équation (D) sans terme
constant (ag = 0). Montrer que F'*(z) — Z;;é a,2? est solution d’une équation de
type (D) avec un second membre s’annulant & Iordre -+ 1 aI’origine. En déduire
que F'* admet F comme développement asymptotique a I’ origine.

5. On considére maintenant 1’équation de conjugaison :
© foww=gpof

oll p(z) = % Montrer, en substituant f{z) = 350 qu’il existe, sur Ut, une
solution holomorphe f* i (C) satisfaisant f* = z 4 o(]z|) sur tout sous-secteur
V < U*. Remarquer que I’on a, en fait, -obtenu f* par convergence sur U+ de
°(=™ o ¢°* lorsque n — +o0. En déduire que f* est injective sur U™ et que
FH(UT) est aussi un ouvert sectoriel de base |0, 2x | stable par .

6. On s'intéresse aux intégrales premiéres de 1, c’est-3-dire aux solutions de I’équa-
tion d’invariance :

O H(@(2))-H(z) =0

qui n’est autre que 1’équation (D) avec § = 0 (la solution construite dans la ques-
tion 2. est alors identiquement nulle). Montrer que la fonction H* définie sur U+
par HY := exp(—2ix/f*(z)) est une intégrale premiere forte de 1 : deux points
2,2/ € U* sont échangés par ¢ (In € Z, ¢°*(z) = 2) siet seulement si
H*(z) = H*(z'). En déduire deux intégrales premicres fortes I; et H_; de 9
a décroissance exponentielle d’ordre 1 sur des ouverts sectoriels Us; et U_; d’ouver-
ture = et de direction respective iR* et :R™. Montrer que les solutions de (I) sur
I ouvert sectoriel U; (resp. U_;), s’annulant a Porigine sur tout sous-secteur, sont
précisément les fonctions de la forme h; = go H; (resp. h_;, = go H_;)avecy
holomorphe au voisinage de 0 € C, g(0) = 0, et sont toutes A décroissance expo-
nentielle d’ordre 1.




134

Frank LORAY : Analyse des séries divergentes

1.8

. Montrer qu’il existe un ouvert sectoriel [/~ de base |7, 37| et une fonction holo-

morphe #'~, holomorphe sur I/ 7, satisfaisant (D) et, sur tout sous-secteur V < /™,
|#7(2)| £ C|z| pour une constante C' > 0. Montrer, en utilisant le corollaire pré-
cédent, que le couple (F'+, F'7) est la 1-somme d’une solution formelle qui n’est
autre que /. En particulier, on retrouve ici, indépendamment de la question 4., le
fait que F'* admet un développement asymptotique.

Le 1-cocycle (h;, h_;) associé & (F'*, F~), 00 hyy = £(FT — F7) = gy 0 Hy; sur
Uy, est déterminé par la paire (g;, 9—i) € (C{z})%. Réciproquement, montrer que
pour tout couple (g¢;, g—:) de séries convergentes sans terme constant, il existe une
fonction é holomorphe au voisinage de I'origine, s'annulant 4 I’ ordre 2 ou plus, telle
que les solutions formelles de I’équation (D) correspondante soient 1-sommables de
1-cocycle (h;, h_;) avec hy; = gyi 0 Hy;.

Mentrer que toute solution formelle de (C) est 1-sommable de directions de Stokes
iR* et iR~ et qu’elles se déduisent I'une de 1" autre en composant 4 gauche par une
itérée complexe p,(z) := £, t € C, de .

Solution du probléme

. La transformation ¢ (w) := —1/ P(—1/w) est définie au voisinage de I’infini dans

C, a savoir sur le complémentaire U d’un disque fermé de rayon Ry > 0. Elle s’écrit
alors (w) = w+ 1+ FA(—1/w), ot A(—1/w) est holomorphe et uniformément
bornée en module par une constante C' > 0 sur . En dehors d’un disque de rayon
B> Ry, ona|A(~1/w)| < & et orbite positive d’un point w, lorsqu’elle est
bien définie, est contenue dans le secteur pointé en w, de direction horizontale et
d’ouverture 2o avec sin o = 5

VYn e N, ¥ (wp) € {w | |arg(w — wy)| < arcsin(C/RY)}.
Pour R > Ry, 'ouvert U}, défini dans la variabie w par :
Ug = {w]arg(w — R*/C) < 7 — arcsin(C/R?)},

est stable par ¢ et sectoriel de direction R~ et d’ouverture 7 — arcsin(C'/ R?) dans
Ja variable z. On peut prendre pour U+ la réunion des U7 pour R > Ry,

. Ona ||z!)°’”‘||[,,;5 < R+ nC/R? < & pour une constante C, > 0 ; puisque K est

compact, il est recouvert par un nombre fini d’ouverts U3} et on prend pour C le
maximum des Cr. La somme — 3" . 6(1°*(w)) converge donc uniformément sur
tout compact. Elle holomorphe d’aprés Weierstrass. On vérifie qu’elle est solution
de (D).

. Dans la variable w, le secteur s'écrit V = {w | |w| > R,|arg(w)| < 7 — 8}. 1l

suffit de montrer I’estimation pour R >> 0 de sorte que | ;A(—1/w)| < e avec e

petit, notamment sine < 4. A [w[ fixé, on minimise I%‘%I lorsque | arg(w)] est

maximal et on obtient :
1=
> cos @ e
2

—I/’;on(w) — COS nw] -- -
'(lwl+n)’2|\/l A (T Ery i e
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11 suffit donc de choisir 7 de sorte que € < ‘—“’2"—55 Maintenant, on a :

C +oo dt _
OIS ey~ O, e o

n>0

pour z € V.

. De méme, si |6(z)| < paprsur V < U*,ona:

vor<e [ i =G
PN [ e =

pour z € V. Parailleurs, si §(z) = Suy12™ ' +32,5,4; 627, alors F(z) := F(z) -
Sat1 2n egt solution de F(1(z)) — F(z) = 3(;:) ol & est holomorphe et s’annule 2
l’grdre n+2 a’origine. De proche en proche, on construit ainsi une unique solution
formelle £ = 3., anz". Par consiruction, F*(z) := F¥(z) - E;:II apz” est
solution de F+((z)) — F*(z) = §(2) od & est holomorphe et s’annule 2 ’ordre
n+1al'origined’ol:
n-1
P2 = [FHe) - ) e

p=1

< Ol

sur tout sous-secteur V < U, ce qui montre que F est le développement asymp-
totique de F'+.

. Vérifications immédiates.
. Le fait que H* soit une intégrale premiére forte résulte directement du fait que

w = —1/f*(z) conjugue ¢ 2 la translation w — w + 1 ¢t que exp(2imw) est une
intégrale premiére forte sur —1/f*(U*). Maintenant,

H(2) = exp(‘@ — 2wz FY(2))

et on vérifie immédiatement, compte tenu- des estimations de la question 3., que
1/H* (resp. HT) est & décroissance exponentielle d’ordre 1 sur 12} partie imaginfi\irc
supérieure U; (resp. inférieure U_;) de 'ouvert U + N U~ Toute intégrale premiére
h; de v sur U; se factorise dans I'intégrale premiére forte H;, h;y = go H,_', §t g
est holomorphe sur H;(U;) qui est visiblement un voisinage épointé (l:le 'origine ;
puisque %; s’annule & I’origine, g aussi et g se prolonge holomorphiquement en
0 ¢ C. On en déduit que jg(z)| < C|z|* pour une constante C' > 0 ¢t un entier
k € N* et donc que h; est aussi 4 décroissance exponentielle d’ordre 1.

. La transformation 1 est inversible et —°¢-1(—2) = z + z* + 2° + - -; en appli-

quant la question 1. & —1p°-1)(—2), on trouve U~ et F'~ est donnée par la sor_nme
Y om0 §{°~")(z)). Sur chacun des ouverts U; et U_;, la différence F'+ - F\ eft
une intégrale premiére s’ annulant a I’ origine : elle est, d’aprés la question 6., 4 dc\a-
croissance exponentielle d’ordre 1. Les fonctions ¥ * sont bornées, toujours d’aprés
la question 3. Le corollaire s’applique.

_ Etant donnés g4; € C{z}, g+:(0) = 0, les fonctions hi; = g4: o Hyy, définies sur

i ; ; .
les ouverts sectoriels U, sont & décroissance exponentielle d ordre’l ¢t invariantes
par . D’aprés le théoréme, il existe des fonctions F*, Gevrey d'ordre 1 sur les
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ouverts /%, de cocycle ;. Maintenant, les fonctions §* définies par §*(z) :=
F%(1p(z)) — F*(z) se recollent en une fonction holomorphe § au voisinage de
Porigine puisque, d’une part, elles sont bornées et, d’autre part, leur différence
satisfait 67 (z) — 67(2) = hgi(P(2)) ~ hyi(2) = 0.

. Les solutions sectorielles f* construites a I’aide de la 1-somme F'* dans la ques-

tion 5. sont visiblement bornées et satisfont :

22 FH(z) — F~(2))
(14 2F+(2))(L + zF-(2))

[f7(2) = f(2)l = ~

Puisque F'* — F~ est 1-plate sur les ouverts Uy,, il en va de méme de la diffé-
rence f* — f~. Le couple (f*, f~) est donc la 1-somme d’une solution formelle
1-sommable f de (C). En remarquant que ; commute a ¢ pour la composition, on
déduit que la série f; := ¢,0f = z+t2%+. . . est aussi solution de (C) et 1-sommable
de 1-somme fZ := ¢, o f£. Maintenant, si une série formelle g est solution de (C),
on vérifie aisément gu’elle commence nécessairement par ¢ = z + ¢z + - pour
unt € C. Lasérie h:= go ff(_l) commute alors & ¢ et est ou bien I’identité, ou
bien de la forme b = z + cz* + -+ avec k > 2 et ¢ # 0. On vérifie encore que,
dans le second cas, & ne peut commuter a . Ainsi, § o ﬁ et toute solution formelle
de (C) est de la forme f,.

Chapitre 2

La transformée de Borel et la
multisommabilité

2.1. Introduction

L’idée d’Emile BOREL peut se raconter de la maniére suivante.

Ftant donnée une suite de poids (ps)nen, P» € RY pourn € N, on associe 2 toute suite de
scalaires (un )aen la suite des moyennes pondérées (v, )nen définie par uo = O et:

- Pollo + - +pn—1un—1
" potrpeo

pourn € N*,

Par exemple, si p, = 1 pour tout n € N, (va)nen est la moyenne de Cesaro de la suite
(tn)nen. La seconde converge plus facilement que la premiére, et, lorsqu’elles convergent
toutes les deux, les limites coincident.

Maintenant, si I’on pose p, := 5, ¢ > 0, le poids total est fini, 3,5op. = €, et
la répartition ressemble 2 celle d’une fonction cloche donnant plus d’importance aux
coefficients dont I’indice n est proche de 2.

pﬂ“

t N
. -1

Le gain de convergence est ici autrement plus spectaculaire que celui fourni par la
moyenne de Cesaro mais la limite obtenue ne rendra essentiellement compte, elle aussi,
que des coefficients u, pour lesquels n ~ t. L’idée de Borel consiste & retrouver la limite
de la suite {u, )nen en faisant tendre ¢ vers I'infini; la limite généralisée de Borel, pour la

SUite (Un Jnen, €St
tﬂ
lim e * E — Uy,
t—too n!
n>0

Bien siir, si la suite (uy, )nen coOnverge au sens de Ceslro, alors elle converge aussi au sens
de Borel et les limites cotncident™,

34. Exercice laissé au lecteur.
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Pour une série convergente / = Y s @nz® € C{z}, le procédé précédent définit la
somme de f comme limite, lorsque ¢ tend vers ’infini, des :

n

Si(z) = e Z -T; Z ayzb.

n>0 p=0

. —_ n - .
Puisque 2 S,(z) = e ‘Ym0 Canp12™, il vient :

t _ Apyp1T2"
Si(z) = a0+][; e (Z —Hnl—) dr

n>0

et on obtient, aprés le changement de variable { := 7z, la somme généralisée de Borel

de f: )
S(f)(2) i=ao + fde‘““(g %H%) d¢

ol 'on intégre suivant la demi-droite d issue de 0 dans la direction de z.

2.2. La transformée de Borel formelle

Le procédé de sommation f — S(f) que nous venons de décrire se décompose en une
transformation formelle :

f= Ztccw':“"'1 — B(f) := Zan%}

n>0 n>0

appelée transformée de Borel formelle de f , qui, dans la suite, aura pour but de faire
converger brutalement la série f de départ, suivie de la transformée de Laplace dans la
directiond : g — [, e=/*g({) dC.

La proposition suivante va justifier les calculs de I'introduction.

Proposition 3 Soit f = 3. a.2""! € C[2]) une série formelle sans terme constant.

a

Alors f converge si et sculement si sa transformée de Borel formelle B (f) =20, 20"
est une fonction entiére satisfaisant, pour des constantes C,M > 0 : |B(f)(¢)| <
Cexp(M|{]) pour tout { € C c’est-a-dire B(f) est entiére a croissance au plus expo-
nentielle d’ordre 1 & I'infini. Plus précisément, Ia série f converge sur un disque de rayon
R > 0 si et sculement si Ia constante M > 0 peut étre choisie arbitrairement dans I’inter-

valle ], +oo|.

Ainsi, le procédé de sommation de Borel est bien défini pour les séries convergentes
puisque, dans chaque direction d, I'intégrale de Laplace va converger au moins pour les
valeurs petites de z dans cette méme direction, Elle coincide, par construction, avec la
somme usuelle.

Preuve : L'implication. Fixons M > 1/R. D’aprés les inégaliiés de Cauchy appliquées 2
. il existe une constante C' > 0 telle que : |a,| < CM™? pour tout n € N. Ainsi, quitte
a modifier C' et pour r > 0 arbitraire, on a, d’aprés Stirling : %T—'r" < C(Mff)” pour tout
n € N. Le maximum de la fleche ¢ — (27¢)" est atteint pour { = Mr et vaut exp(Mr) :

i
l2n]

31" < Cexp(Mr) pour tout n € N. Maintenant, pour & > 0 arbitrairement petit, on a :
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. a 1
BRI Y Dlier < (X gy exetMO + <)

n>0 nz0
c’est-a-dire : ;

BN < ¢(F55) exp(M(1 + )]

€
La réciproque. D’aprés les inégalités de Cauchy appliquées a B(f), on a, pour 7 > 0
arbitraire : }%‘1 < C@,,Mﬂ pour tout n € N.

. Mein g2 - l2nl <
La fleche r e—""% atteint son maximum pour r = % et vaut (T£)" d'olt 1 OF <

CM™(2)~" pour tout » € N. D’apres Stirling, quitte 4 modifier la constante ¢’ > 0, il
vient : fan| < CM™ pourtout n € Net f converge sur le disque de rayon 1/M. O

Exemple 1. Si f = & = 3,50¢"", alors BUA(Q) = Lapo 7 = exp(()- La

tranformée de Laplace dans la direction d de B(f), La(e4)(2) = fd exp(—(/(%)) dC,
converge et définit une fonction holomorphe de z sur I’ouvert défini par :

arg(liz) E]d—g,d+g[}-

Lorsque d est contenue dans le demi-plan gauche, 1a ou B( f) décroit, 5",1( ) = L4B(f)
nous donne la somme de f sur le complémentaire, dans C, dudisque ferm.e pass%mt par 0‘ et
1 et de diamétre —d. Lorsque d est vertical, Sq(f) est définie sur le demi-plan imaginaire

A

contenant d. Enfin, lorsque & est & droite, S¢(f) ne nous donne la somme de f que surle
disque passant par 0 et 1 et de diamétre d.

{ze(C

Pour les séries convergentes, le procédé de sommation apparait Eie]a‘comme un out?l trés
puissant pour le prolongement analytique puisque notre serc f qui ne con-wargealt‘quei
sur le disque de centre 0 et de rayon 1 est & présent sommee sur Son domaine maxima

C\ {1}.

Exemple 2. Rappelons que la série d’Euler f= Lnzo 2 , —¢/2 1
tion de Stokes R*. Nous avons vu que sa somme pouvait s’écrire : f(z) = JoeT P dC

n+1 agt 1-sommable de direc-
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Nous reconnaissons le procédé de resommation de Borel puisque la fonction g(¢) =
ﬁ = D >0 §" n’est autre que la transformée de Borel formelle de f.

Par définition, une série formelle f € C[[z]] va étre Gevrey d’ordre 1 si et seulement si sa
transformée de Borel est convergente :

f e 2]l == B(f) € C{¢}.

On ne pourra donc pas de sommer n’importe quelle série Gevrey d’ordre 1 avec le procédé
de Borel. Nous allons étudier le cas des séries 1-sommables et, pour cela, commencer par
redéfinir la transformée de Borel pour une fonction définie sur un “grand secteur”,

2.3. La transformée de Borel

Nous commengons par la définir sur un exemple. Remarquons tout d’abord que % est le

résidu en 0 de la forme 57 dz : & = ;& Jiat=n) £+ dz ol r > 0. En passant a I'infini

par le changement de coordonnée z := 1, il vient : & = -1 f{iZI=r} et/2z" 2 odr > 0.

Maintenant, si f est une fonction holomorphe définie au dela d’un disque de rayon r > 0,
en posant :

1 dz
B = ¢/z —
f(¢) /{|z|=r} " f(z)

Qm 22’

on récupére bien une fonction entiére de ¢ dont le développement de Taylor & I'origine
est précisément® B f. C’est la transformée de Borel de f.

Remarque. A ¢ fixé, la fonction z e‘f/"’%ﬁl est holomorphe disons sur un disque
épointé de rayon > » > 0, avec une singularité essentielle a 1’origine, et est plate sur le
secteur V(—~d, w,r), ol d est la direction donnée par {. On ne change donc pas la valeur de
I’intégrale si, au lieu d’intégrer le long du cercle {|z| = r}, on intégre le long du contour
d’un des secteurs V(d, 7 + 9,7), 0 <9 < 7. Ceci nous conduit 2 la définition sectorielle
de la transformée de Borel.

Définition 8 Soit f une fonction holomorphe sur un secteur V(d, 8, R) d’ouverture§ > =
et bornée a ’origine sur tout sous-secteur. On appelle transformée de Borel de f dans la
direction d et on note B, f 1a fonction complexe de { définie sur la demi-droite de direction
d par:

Buf(Q)i= 5= [ 1)

ol Il'intégration se fait le long du contour (orienté) OV d’un sous-secteur V =
Vid,m+49,r) < V(d,0, R) de méme direction et d’ouvertureencore > 1 (0 < J < 8—n
et <r < R).

Propositiond 1. Si f est une fonction holomorphe sur un ouvert sectoriel U de base
|d= — 3,d* + Z{, d~ < d*, bornée 4 I'origine sur tout sous-secteur, alors ses trans-
formées de Borel B, f dans les différentes directions d € |d~,d*[ définissent une
fonction holomorphe sur Ie secteur infini V = V(]d~, d*[, 00), appelée transformée
de Borel de f et notée Bf : Bf € O(V) ot Bf({) := Baf(() avecd = arg(().

35, Exercice.
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d

V(d.,0.R)

2 Sur tout sous-secteur infini V! < V (V' = V(d,8,00) avecd™ < d — f<d+8<
d*+), 1a transformée de Borel B f est au plus 2 croissance exponentielle d’ordre 1 &
Pinfini, i. e. il existe des constantes C, M > 0 telles que : |[Bf({)| < Cexp(M|())
pour tout { € V' suffisamment grand.

3. Si f s’annule & I'ordre n + 1 & I'origine sur tout sous-secteur de U, n € N, alors
Bf s’annule a I’ordre n & ’origine sur tout sous-secteur de V. Ainsi, si f admet

~

§ =3, 50 anz™t" comme développement asymptotique 2 Porigine sur U, alors B f
admet 3} =3 50 3(" comme développement asymptotique a I’origine sur V.

e

4. Si f est Gevrey d’ordre k & I'origine sur U, 0 < k < 1, alors Bf est Gevrey d’ordre
l—f—k & Iorigine sur V. En particulier, si f est Gevrey d’ordre 1 alors B f se prolonge

analytiquement sur un voisinage de I’origine.

Preuve :

1. Est laissé en exercice. Pour montrer les estimations de 2., 3. et 4., il suffit de se
donner, pour chaque d € ]d~,d* [, un secteur V := Vid, 7+, R_) < U, 19.> 0,‘ sur
lequel f vérifie par hypothése certaines estimations, et d’en déduire les estmlatlons
escomptées pour B f sur V(d, £, 00). En effet, tout sous-secteur de V(]d=,d*[,0)
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sera recouvert par un nombre fini de secteurs du type V(d, ‘3, ). Remarquons que,
pour { € V(d, 2, 00), Bf(() estdéfini par: Bf(() = 357 fav e“"d“ On décou-

pera systématiquement 'intégrale de Borelen: [, = Re + R "y ot 0l
g% := d + =¥, étant sous-entendu que I'intégrale du mllleu se fait le fong de I’arc
{|z| = R} et les deux autres le long des segments {arg(z) = 0%},

2. Supposons f bornée par une constante C' > 0 le long de 0V Il vient :

Reto* | C_
i [ s@er

2w JRee-

pour I'intégrale circulaire36 et, par exemple, pour la premiere intégrale radiale :

1R d2) _ C dr
|2—/ et 2] < & [ fetcire 1%

16— T b LN
et, pour { € V(d,%,00), ona—+ﬁ < arg((/re?®”) < I + 3%, d’ol, en posant

4
€= —cos(E + 2) =sin(2) > 0

1 R dz c [R dr C
— 0” < = — —<

Les intégrales radiales sont bornées ]orsque ¢ — oo mais nous montrent que 3 f
n’est, en général, pas bornée a I origine.

3. Supposons maintenant que f s’annule 3 ordre n + 1 & 'origine, 7 € N, ¢’est-a-
dire qu’il existe des constantes C, M > 0 telles que : | f(z)| < C|z|™*! pour tout
2 € V. La transformée de Borel étant linéaire, on se contentera des calculs avec
C = M = 1.1l vient d’une part

" Jexpl¢/Redo < & expci/R)

O &) B
L [ s 2] < BT et e do < el
t¥in Rei®™ 2

et d’autre part :
1 Re'®™ ] dz Rl R Rl
—— /" < n 1d
o [ f@er Gl <5 [ exntelcimrtar < 5

Pour |¢| suffisamment petit, on peut choisir & = || de sorte que !’ on ait: |[Bf(O)] <
¢’|C|™ pour tout { € V proche de origine, ol C’ = e + £ > 0. La partie
développement asymptotique découle alors de la lmearlte de la transformée de
Borel et est laissée en exercice.

4. Les mémes estimations montrent que pour |{| suffisamment petit, mais cette fois en

choisissant R = ]%l, on a d’une part :
<kr(%)

L e
< ez () 1 ()™

2im Jpge-
D’aprés Stirling, il existe des constantes C', M’ > 0 telles que : [Bf(()| <
C'(M'Y*|¢|*(n!)~" pour tous ¢ € V et n € N, La suite est un exercice. |

et d’autre part :

_l__ Re'®™ (/‘z dz
. / f(z)e

2x 22

36. Ceci permet de retrouver la croissance au plus exponentielle de la fonction entiére Bf lorsque f est,
en fait, holomorphe au voisinage de 1’origine.
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2.4. La transformée de Laplace

Définition 9 Soit ¢ une fonction complexe, disons continue, définie le long d’une demi-
droite d, bornée & I’origine et & croissance au plus exponentielle d’ordre 1 & I'infini :
lg(O)| € Cexp(M|(|) pourtout( € d,C,M > 0. ’

On appelle transformée de Laplace de g dans la direction d et on note Lyg la fonction de
z définie par :

Lagle) = [ e(0)
d
Elle est définie holomorphe sur I’ouvert sectoriel de direction d et d’ouverture © :
U=U(d,7):={z € C|cos(arg(z) — d) > M|z[}

qui n’est autre que le disque bordé par le cercle de diamétre 0,2 ] communément appelé
disque de Borel.

Proposition5 1. Si g est une fonction holomorphe sur un sccteur infini V =

V(]d=,d*{,00),d™ < d*, et si, sur tout sous-secteur infini V' < V', g est bornée en

0 et & croissance au plus exponentielle d’ordre 1 4 I'infini : |g(¢)| < C exp(M|(])

pour tout { € V', C, M > 0 alors ses transformées de Laplace Lqg dans les dif-

férentes directions d € |d~, d*| définissent une fonction holomorphe sur un ouvert

sectoriel U de base |[d~ — Z,d* + %[, appelée transformée de Laplace de g et no-
tée Lg.

2. Si, sur tout sous-secteur de V', g s’annule a 'ordre n & I'origine, n € N, alors Lg

s’annule & 'ordre n -+ 1 A Porigine sur tout sous-secteur de U. Ainsi, si g admet

G = 3 .50 22(" comme développement asymptotique & PPorigine sur V, alors Lg

admet £ 1= ¥ 5 an2"t! comme développement asymptotique & I"origine sur U.

3. Sig est Gevrey d’ordre k 4 I'origine sur V', k > 0, alors Lg est Gevrey d’ordre i‘f’-‘E
A I'origine sur U. En particulier, si g se prolonge analytiquement au voisinage de
P’origine, alors Lg est Gevrey d’ordre | a 'origine.

Preuve : 1. Est laissé en exercice. Il suffit de montrer les estimations de 2. et 3. pour
chaque transformee de Laplace directionnelle £4g, d € Jd™, d*[. Découpons-la en deux :
| = ) + f ¢, pour une constante r > 0, et commengons par estimer la deuxiéme
partie. Par hypothesc il existe des constantes C, M > 0 telles que |¢(¢)| < C exp(M|(])
lelongded:

1d

[mc g(C)eHC/” dCI < Cj;wexp[(M — M)t] dt

id
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et sur chaque sous-secteur de U/ défini par cos{arg(z) —d) > cet|z| < 37,6 > 0, il
vient :

ooed C|Z|6Mr
~{/= < B - )
[ st < s expter/ )

Ainsi, la fonction sur [/ définie par la deuxiéme intégrale est & décroissance exponentielle
d’ordre 1 sur tout sous-secteur. L’information asymptotique de Lag cherchée est donc
fournie par la premiére intégrale, dite intégrale de Laplace incompléte. Supposons qu’il
existe des constantes C, M > 0 telles que, pour tout n € N, lg(¢)} < CM™|([* Te long

ded: w
e —(/z < n ’ " _.s_t d
/0 g(Q)e dc\ <CM /0 t exp( lzl) t

ce qui donne pour £ = u :

I./orCid g(¢)ev" dC‘ < %(M|Z|)n+l /:O ue " du = %(%)RH””ZPH-

£

On en déduit 2. et 3. O
Nous obtenons comme corollaire de cette démonstration la:

Preuve du lemme de Borel-Ritt—Ramis : Soit f = Dn20 a,z"*! une série Gevrey

d’ordre 1. Sa transformée de Borel formelle Bf = § = Yo an% converge sur un
disque de rayon r centré en 1'origine. Notons g sa somme. Maintenant, la transformée
de Laplace incompléte : f(z) := I et/ zg(¢) d¢ réalise, comme nous vVenons en par-
ticulier de le montrer, la série f comme développement asymptotique Gevrey d’ordre 1
d’une fonction f sur un secteur d’ouverture 7 de direction arbitraire d. La version Gevrey
d’ordre k > 0 s’obtient de la méme maniére en utilisant les transformées de Borel for-

melle puis de Laplace incompléte d’ordre k (voir 2.5.). a

2.5. L’isomorphisme Borel-Laplace

Nous avons expliqué dans I’introduction et justifi¢ dans 2.2. que les transformées de Borel
et de Laplace induisent des isomorphismes C-linéaires inverses I’un de 1" autre entre :

les fonctions entiéres g & croissance au

les fonctions f holomorphes au voisi-
plus exponentielle d’ordre 1 2 I’infini.

nage de I’origine et s’y annulant,
qui se prolongent en des isomorphismes formels entre :

les séries formelles sans terme constant . . o
? —— les séries formelles § = D50 @n 7

— 1
f= Enzg a,z"t,
En particulier, cette derniére fait correspondre :

les séries Gevrey d'ordre & sans terme o , k
«— les séries Gevrey d’ordre =,
constant, 0 < k < 1,

Chapitre 2. La transformée de Borel et la multisommabilité 145

les séries Gevrey d'ordre 1 sans terme

constant, —— les sérics convergentes,

et enfin, par un calcul similaire & la démonstration du 2.2.,

les fonctions entiéres a croissance au

les séries Gevrey d’ordre & sans terme
plus exponentielle d’ordre 2= & I'infini.

constant, 1 < £ < oo,

Théoréme 3 Etant donnés d~ < d*, les transformées de Borel et de Laplace définissent
des isomorphismes C-linéaires inverses I’'un de ’autre entre :

les fonctions [ définies holomorphes
sur un ouvert sectorie!l de base
Jd= — Z,d* + %[ s’annulant & I'ordre 1
sur tout sous-secteur a I'origine,

les fonctions ¢ holomorphes sur le sec-
teur infini de base )d~, d*| 4 croissance
au plus exponentielle d’ordre 1 sur tout
sous-secteur & 'infini.

Cette correspondance induit, pour chaque 0 < k < 1, un isomorphisme entre :

les fonctions f qui sont, de plus, Gevrey les fonctions g qui sont, de plus, Gevrey
d’ordre k sur tout sous-secteur A I'ori- +— d’ordre {& sur tout sous-secteur a I'ori-
gine, gine,

et, pour k = 1, un isomorphisme entre :

les fonctions f qui sont, de plus, Gevrey
d’ordre 1 sur tout sous-secteur 4 Pori- +—
gine,

les fonctions g qui somt, de plus, analy-
tiques a I’origine.

Nous nous contenterons de la :

Preuve de LBf = f : 1l suffit de montrer que, pour f holomorphe au dela d’un secteur
V = V(d,7+d,r) ets’annulant a 'ordre 1 a I'origine, on a LaByf(20) = f(z0) dés que
zp € d est suffisamment petit. Ecrivons :

EdBdf(zﬂ)=/e"c/z“—1—] eszf(z)ilgdq.
av z

4 227{'

Dés que jzo| < r, on peut inverser |’ordre d’intégration, et :

1 1.1 1
LaBaf(z0) = —/ f—(jl eC(i ‘lo}df dz = — ML dz -
2ir Jay 2% Sy 27 Jor 2z z—20
on conclut par le théoréme des résidus. a

Nous avons en particulier démontré 1'injectivité de la transformée de Borel et obtenons
comme corollaire la :

Preuve du lemme de Watson (principe de quasi-analyticité) : Soit f une fonction holo-
morphe 2 décroissance exponentielle d’ordre 1 & Porigine sur un secteur V =
V(d,® + 9,r) d’ouverture > w. Alors f est en particulier Gevrey d’ordre 1 et sa trans-
formée de Borel Bf, définie sur le secteur V(d,d, o0), se prolonge analytiquement au
voisinage de I'origine. Mais B f est identiquement nulle puisque son développement de

Taylor & I'origine est donné par Bf = B0 = 0 et par conséquent f aussi. L’analogue
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Gevrey d’ordre k utilise la transformée de Borel d’ordre & dont nous allons maintenant

parler. 8]

La théorie sectorielle Gevrey d’ordre k développée dans toute la premiére partie se raméne
essentiellement 2 la théorie Gevrey d’ordre 1 via I’application z — ZF.

De la méme maniére, on définit’” un isomorphisme Borel-Laplace d’ordre & par :

o(0) = BEIQ) = 5 [ ()

et

f(2) = Lho(z) = [ eI g(¢)d(¢/2)*

mettant en correspondance :

les fonctions ¢ holomorphes sur un sec-
teur infini de direction d, & croissance au
plus exponentielle d’ordre k & I'infini et
bornées a I"origine.

les fonctions f holomorphes sur un ou-
vert sectoriel de direction d et d’ouver-
ture > T et bornées a I’origine,

Les transformations formelles associées sont :

7 n A Un n
f=2anz ‘—>g—§0—“_r(1+%)g

n>0

Si %y, ky > 0 sont tels que kl—! = ;%2 + 1, alors se correspondent notamment :

pour 0 < ky <k,

les fonctions f Gevrey d’ordre &, a1'ori- s les fonctions g Gevrey d’ordre k & [’ ori-
gine, gine,

pour k; = &,

lejs fonctions f Gevrey d’ordre £ a I'ori- les fonctions g analytiques a 1’ origine,
gine,

et pour 0 < k < k; (par I'isomorphisme formel),

les fonctions ¢ entiéres a croissance au

les séries f Gevrey dordre i, plus exponentielle d’ordre —kg.

37. Plusieurs variantes sont possibles. On prendra parde que les formules intégrales qui suivent ne géné-
ralisent pas tout A fait celles précédemment définies. Elles ont cependant 1’avantage d'avoir une expression

formelle plus naturelle.

Chapitre 2. La transformée de Borel et la multisommabilité 147

2.6. Sommation des séries k-sommables

On déduit immédiatement des isomorphismes précédents le :

Théoréme 4 Une série Gevrey d’ordre k, | = ..., an2™"1, est k-sommable dans la

direction d si et seulement si sa transformée de Borel formelle d’ordre k, § := B*f =
an m_f—)c " (qui converge au voisinage de I’origine), se prolonge analytiquement le

long d’un secteur infini de direction d, V = V(d, 9, 00), en une fonction g a croissance
au plus exponentielle d’ordre k.

La somme de f dans Ia direction d est alors donnée par la transformée de Laplace
d’ordre k, Lkg.

D’un point de vue historique, . BOREL a proposé, au début de ce siécle, I’algorithme
précédent a I'ordre £ = 1 (88 suivi du prolongement analytique le long de la direction
d suivi de £4) comme outil pour le prolongement analytique des séries convergentes et
comme procédé de sommation de certaines séries divergentes; c’est ce que nous avons
raconté dans 2.1. et dans les exemples 1 et 2 du 2.2. Lorsque cet algorithme fonctionne
pour une série formelle, on dit qu’elle est sommable au sens de Borel. E. LEROY et
F. NEVANLINNA ont rapidement généralisé 1’algorithme 2 un ordre & arbitraire; le co-
rollaire nous dit que la k-sommabilité introduite dans la premi¢re partie est équivalente
3 la k-sommabilité au sens de Borel-Leroy—Nevanlinna (et que les sommes correspon-
dantes sont les mémes !).

Le principe de quasi-analyticité suffit & assurer la cohérence entre les différentes notions
de k-somme, k > 0, et la notion de somme usuelle pour une série convergente: si une série
f est convergente, de somme f, alors elle est en particulier k-sommable dans toute direc-
tion et pour tout & > 0. Les algorithmes Borel-Laplace correspondants nous fournissent
autant de prolongements analytiques®® de la méme fonction f. La cohérence générale
entre les différents algorithmes de k-sommation, & > 0, va résulter de I’isomorphisme
Borel-Laplace :

Proposition 6 Etant donnés 0 < k; < ky, si une séric formelle f est 4 la fois k, -
sommable dans la direction d et Gevrey d’ordre k,, alors sa k| -somme est en fait Gevrey
d’ordre k;.

Preuve : Notons f la k- somme de f dans la direction d ¢t considérons sa transformée de
Borel d’ordre k;. Si I’on pose - k - é %, alors B* f est holomorphe sur un secteur infini
de direction d et d’ouverture > 1,2 decronssance au plus exponentielle d’ordre k; a Iinfini
et Gevrey d’ordre k a I’origine : on reste dans une situation de quasi- -analyticité. D’autre
part, la transformée de Borel formelle d’ordre &; de f converge. Sa somme coincide
avec B*2 f qui est alors analytique 2 I’origine. Lorsque 1’on revient par la transformée de
Laplace d’ordre k3, on récupére que la k;-somme f de f était en fait Gevrey d’ordre ks,

a

Remarque.
1. Si une série est  la fois k;-sommable et k;-sommable dans la direction d pour des
ordres distincts 0 < k; < ko, alors elle est en particulier Gevrey d’ordre k; et la
proposition nous dit que sa k;-somme est aussi sa k,-somme.

38. Pour plus de détails, le lecteur pourra consulter I'ouvrage de G. Valiron Théorie des fonctions.
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2. On voit tout de suite comment construire de nombreux exemples de séries Gevrey
d’ordre 1 qui ne sont k-sommables pour aucun k et dans aucune direction ! Il suffit
pour cela de considérer une fonction g(¢) holomorphe sur le disque i€l < 1nese
prolongeant en aucun point du bord. Sa transformée de Laplace forme-]]e, f=1Lg,
n’est 1-sommable dans aucune direction, d’apres le corollaire. Par ailleurs, f est
Gevrey d’ordre au plus 1 et ne peut étre sommable pour un ordre £ > 1. Enfin, gi
elle était sommable dans une direction d pour un ordre 0 < k < 1, elle le serait
aussi 4 I’ordre 1, d’aprés la proposition, ce qui n’est pas le cas.

3. Si la k-somme d’une série formelle dans la direction d est, nous venons de le voir,
bien définie indépendamment de 1’ordre &, celui-ci ne I'est pas vraiment. En effet,
si |a série est sommable 2 un certain ordre ko, elle le reste au moins pour les ordres
% < ko suffisamment proches de ko. En fait, I’'ensemble des & > € pour lesquels 1a
série est k-sommable dans la direction d est un intervalle qui pourrait trés bien étre
ouvert. Nous allons voir qu’il n’en va pas de méme avec les séries k-sommables :
elles le sont pour un unique k et doivent étre sommées a cet ordre.

Enongons 1'analogue du corollaire précédent pour les séries k-sommables.

Corollaire 3 Une série Gevrey d’ordre k, f = ano a,z"t1, est k-sommable de direc-
tions de Stokes0 < dp < -+ < dyoy < 2w siet seulement si sa transformée de Borel

formelle d’ordre k, § == B* f = Enzo F—({iig(“, se prolonge analytiquement en dehors
des demi-droites 0 < do < -+ < dy1 < Zm, avec croissance au plus exponentielle
d’ordre k & V'infini sur tout sous-secteur.

La k-somme (di, Ui it1, fijir1)i=0,..0-1 de f est donnée par : fiiq = Lkq, d décrivant
Pintervalle |d;, diya[, et le k-cocycle (di, Ui, hi)izo,...v-1, P hi = E;‘:,g — L';‘i_g,z' =
0,...,4— 1L

d d,

fra ; _RBf= 1
Exemple. La transformée de Borel de la série d'Euler f = En20 nlz®* g =Bf = ¢
se prolonge sur C\ {1} avec croissance polynomiale & I’infini. Son cocycle s calcule alors
comme le résidu de { — e‘“"l—lg en( = 1 A un facteur 2ix prés : h(z) = —2me~V2,
Le résultat suivant est d 4 J. Martinet et J.-P. Ramis.

Théoréme 5 Etant donnés 0 < ky < kg, si une série formelle est 3 la fois k;-sommable
et Gevrey d’ordre k, alors elle converge. En particulier :

C{z}kl nc{z}kz = C{z}
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Preuve : Soit f une série ky-sommable. Nous allons montrer que si f est de plus Gevrey
d’ordre k; > ki, alors elle converge. Il suffit pour cela de considérer sa k;-somme*®
(diyUsivrs fiiiet Vizo,...v—1- D’apreés le corollaire précédent, les k-sommes sectorielles
fiis1 sont en fait Gevrey d’ordre k; et les composanies h; du ky-cocycle
(diy Uiy hidizo,...v—1 sONt ky-plates sur des ouverts sectoriels d’ouverture %; d’aprés le
principe de quasi-analyticité, ce dernier est trivial et la série converge. 0

En particulier, si une série divergente est k-sommable, elle est Gevrey précisément
d’ordre .

Commentaire, L' exemple précédent suggére de voir une série divergente, dans les bons
cas, comme une fonction ayant des singularités infiniment proches de 1’origine. La trans-
formée de Borel aurait alors 1’effet d’une loupe, éloignant ces singularités de I’ origine afin
de faire converger la fonction sur un disque. En la prolongeant bien au dela des singula-
rités (tout en les évitant) puis en annulant I'effet de loupe par la transformée de Laplace,
on récupére les sommes sectorielles.

Il importe d’étre trés précis. Si I’on applique & une série, disons, 1-sommable une trans-
formée de Borel d’ordre k > 1, la série obtenue, 5* f ne convergera évidemment pas ; la
loupe n’est pas assez puissante. Si, par contre, on lui applique une transformée de Borel
d’ordre & < 1, la fonction g obtenue sera peut-étre entiére, mais a croissance exponen-
tielle d’ordre > k le long de directions non isolées (voire partout si £ < 11); la loupe,
trop puissante, écrase les singularités & I'infini.

Une maniére de formaliser tout ceci est de considérer le plan de Borel, domaine sur lequel
vivent la variable ¢ et la transformée de Borel, comme un voisinage infinitésimal de ' ori-
gine. Une telle description a été faite (dans le cadre plus général de la multisommabilité)
en termes d’analyse non standard par J. MARTINET et I.-P. RAMIS en 1989, puis, trés ré-
cemment, compte tenu d’un analogue p-adique dii 2 DELIGNE, en termes de recollements
de faisceaux par M. LODAY-RICHAUD et G. POURCIN.

Chacun de ces points de vue part de I'idée naive qu’une série Gevrey est une fonction
définie sur un voisinage infinitésimal de I’ origine (un vrai voisinage dans le plan de Borel)
et que cette série est convergente si le disque de convergence de la fonction correspondante
va au del du voisinage infinitésimal et respectivement 1-sommable dans la direction d
si la fonction admet un prolongement analytique dans cette direction au dela du disque
infinitésimal.

La théorie des fonctions résurgentes construite par J. ECALLE dans les années quatre-
vingts nous propose une analyse systématique des singularités de la transformée de Borel :
I’obstruction & la convergence n’est plus considérée comme obstruction au recollement de
sommes sectorielles (point de vue cohomologique sectoriel) mais comme obstruction au
prolongement analytique.

2.7. Introduction a la multisommabilité

Considérons les séries ;

h= Z(-—l)“n!z"Jrl et fa= Z(—l)"n!zh“,

n>0 n>0

39. Voir définition dans 1.6.
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En remarquant que fi(—2z) est la série d'Euler déja étudiée et que fg(z) = fl(zz.)' on
déduit que f; et f; sont respectivement 1 et 2-sommables. Leur somme, f=fi+ faest
solution de 1’équation différentielle d’ordre 3 :

4

22— 2)f"(2) + 224 + 52" — 222 f(2) +2(2 - 2+ 2%) f(z) =42 + 2:% 4 102° — 3z

mais n’est sommable & aucun ordre k. En effet, f est précisément Gevrey d’ordre 1; s
clle était sommable, elle le serait précisément & cet ordre par le théoréme 5 ; dans ce cas,
fg = f — f1 serait aussi 1-sommable, ce qui, toujours par ce méme théoreme, n’est pas
possible puisque £, est précisément Gevrey d’ordre 2. Cet exemple, dil 2 J.-P. RAMIS et
Y. SIBUYA, motiva au début des années quatre-vingts le passage & la multisommabilité.
Une série formelle f sera dite multisommable d’ordres 0 < ky < -+ < ky si elle peut
s’écrire o )

f = f]. + T + f?l
ol f,- est k;-sommable, i = 1,...,n. Cette décomposition n’est pas unique puisque I'on
peut ajouter une série convergente d’un coté et la retrancher de 1’autre. Dans la pratique,
un algorithme facile détermine, & partir d’une équation différentielle donnée, les ordres
de multisommabilité de ses solutions formelles. Cependant, la décomposition n’est pas
effective. Aussi, la difficulté supplémentaire 2 laquelle les gens ont dd faire face était de
construire une théorie de la multisommabilité ne faisant apparaitre & aucun moment cette
décomposition.
L approche sectorielle due 2 B. MALGRANGE et J.-P. RAMIS généralise la définition de k-
sommabilité de 1.5. Elle part de I'idée qu’en une direction générique d, chacune des séries
f; est sommable de somme f;. Sur un certain secteur V,, de direction d et d’ouverture
> 7=, la somme de f est donnée par fi + - + fu; elle est Gevrey d’ordre 1 et le fait
de la regarder sur un secteur de cette taille nous fait perdre la quasi-analyticité. Si, par
contre, on regarde la somme des k;-sommes globales respectives des fiot=1,...,n,
telles qu’elles ont été définies dans le 1.6., alors on ne récupérera certainement pas une
fonction en restriction 2 un secteur d’ouverture > ;'- mais une quasi-fonetion.
On appelle quasi-fonction k-précise sur un secteur (ou un disque épointé) V' la donnée
d'un recouvrement fini de V par des secteurs de méme rayon Vo, ..., V,—1 et sur chacun
d’enx d’une fonction holomorphe f; € O(V;) tels que, lorsque V; et V; se coupent, la dif-
férence f; — f; y est & décroissance exponentielle d’ordre £ 2 ’origine. En d’ autres termes,
nous venons de définir 1a notion de “fonction modulo les infiniment plats d’ordre &” sur V.
Dans cet esprit, nous dirons que deux teltes données, (Vi, fidizo,.w—1 € (V/, f{)iz0,..0-15
définissent la méme quasi-fonction k-précise si elles différent* de fonctions a décrois-
sance exponentielle d’ordre k.
Par exemple, la k-somme d’une série k-sommable définit une quasi-fonction k-précise
sur le disque épointé. Mais plus généralement, le lemme de Borel-Ritt-Ramis (voir 1.5.)
permet d’associer & chaque série Gevrey d’ordre %k une quasi-fonction k-précise sur le
disque épointé. Réciproguement, toute quasi-fonction k-précise sur un disque épointé qui
est bornée & I’ origine*! est en fait Gevrey d’ordre k et donc asymptote a une unique série
Gevrey d’ordre k : la démonstration du corollaire 2 s’adapte immédiatement aux quasi-
fonctions k-précises. Ainsi, les quasi-fonctions k-précises sur le disque épointé ne sont
rien d’autre que les séries Gevrey d’ordre k.

40. Plus précisément, si, chaque fois que V; et V' se coupent, la différence fi — £} yestplate  l'ordre k.
41, On dit qu'une quasi-fonction k-précise (V;, fi)i=o,.... -1 est bornée (resp. Gevrey d'ordre k)alori-
gine si les f; le sont.
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Regardons, dans le cas n = 2, comment cette notion de quasi-fonction va permettre de
caractériser les sérics multisommables & ["ordre k1, k2. Supposons donnée, a posteriori,
une série f = fi+ f; ol f; est k;-sommable, 0 < k1 < ko. Notons [f2]x, la quasi-fonction
k;-précise définie par “la somme f,” de f; et, pour une direction générique d, notons f;
la somme de f; sur un secteur V; d’ouverture > = et de direction d, ¢ = 1, 2. Maintenant,
considérons les “fonctions” g, et g, définies par j‘l + fo sur V] et V, respectivement :

~ {&1]x, est une quasi-fonction k,-précise sur V) et Gevrey d’ordre 1 asymptote 3 £,
— g est holomorphe sur V;, et y définit la méme quasi-fonction k;-précise que [g1],.

1l se trouve que ces deux propriétés suffisent & définir sans ambiguité [¢q]x, et g2. Tout
d’abord, si la quasi-fonction [g;]x, est fixée, alors g, est unique d’apres le lemme de
Watson : en effet, st une fonction g5 sur V; y définit aussi la méme quasi-fonction k-
précise que [g1 ]k, alors g2 — ¢ est k-plate sur V; et donc identiquement nulle. L'unicité
de [g1]x, provient de I'idée suivante : si I'on néglige les infiniment plats d’ordre k,, alors
[¢1], devient une vraie fonction Gevrey d’ordre 1 sur ¥ et doit y étre unique. Pour
formaliser cette idée, on a besoin du :

Thé(')réme 6 (Watson relatif) Etant donnés 0 < ky < kg, si une quasi-fonction kq-
précise [f]x, est & décroissance exponentielle d’ordre ky sur un secteur V' de direction d
et d’ouverture > -, alors ¢’est Ja quasi-fonction k,-précise nulle, i. e. f est en fait 4

décroissance exponentielle d’ordre k.

Ce résultat est di & B. MALGRANGE et la démonstration que nous allons en donner est
due a J.-P. RAMIS.

Preuve : Soit (V}, f;)i=o,...»—1 le recouvrement définissant la quasi-fonction [ f]x,. Quitte &
renuméroter les V; et, éventuellement, & en supprimer, on peut les supposer se chevauchant
deux 2 deux suivant un ordre croissant*?, En utilisant la transformée de Cauchy—Heine sur
les différences f;1, — f; comme dans la preuve du théoréme 2, le lecteur pourra montrer
en exercice que 1’on construit une quasi-fonction k;-précise et Gevrey d’ordre k, sur le
disque épointé telle que la différence [fx, — [g]k, = [f — g]s, définisse une vraie fonction
holomorphe A sur V. En particulier, h est Gevrey d’ordre &y sur V' et h est 1-sommable
dans la direction d. Or h = f — § = —§ est Gevrey d’ordre k, ; d’aprés le théoréme 3,
h est finalement Gevrey d’ordre k2, et [flx, = [g], + ~ aussi : puisque F=0,[fl, est
ko-plate. ]

Maintenant, si [g;], est une autre quasi-fonction k»-précise sur Vi et Gevrey d’ordre 1
asymptote a £, alors [g1]x, — [1]x, = [g1 — 1]k, = [0]x, d’aprés le lemme précédent.

Définition 10 Etant donnés 0 < k; < --- < k,, une série f Gevrey d’ordre k, sera dite

ki, ..., k,-multisommable dans la direction d s’il existe :
— une collection de secteurs emboités Vi D .-+ D V, de direction d et d’ouvertures
respectives ﬁ, B

— sur V,, une quasi-fonction ky-précise, { f1]x,, et Gevrey d’ordre k, asymptote a I

— surchaque V,i = 2,...,n — 1, une quasi-fonction k., -précise (fil,,, définissant
la méme quasi-fonction ki -précise que [fi_1], et,

— surV,, une vraie fonction f, définissant la méme fonction k,, précise que [fn-1)x,.

42. En d’autres termes : V = V(Jd=,d*[,r), Vi = V(Jd;,df[,r),df <dp,etdf <df,.

41
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La méme série sera dite ki, . .., k,-multisommable si elle I’est dans toutes les directions
sauf un nombre fini.

On montre que cette définition est équivalente 3 celle de départ. Celle-ci a permis de mon-
trer, par des arguments cohomologiques assez simples, la multisommabilité des solutions
formelles des équations différentielles linéaires. Par contre, elle ne donne pas d’algo-
rithme effectif pour les calculer.

J.-C. TOUGERON a donné une autre définition sectorielle de la multisommabilité (que
nous ne décrirons pas ici) généralisant la caractérisation suivante des fonctions Gevrey.
Etant donné un ouvert sectoriel I/ et deux constantes r,p > 0, on définit une suite
emboitée de voisinages ouverts de 1’origine par U, := U U D, ol D, estle disque
centré en O de rayon r/p"/™. Etant donnée une suite de fonctions fn € O(Uy), s’il existe
des constantes ' > Oet0 < M < 1 telles que || fulu, < CM™ pourtoutn € N, alors
la série 3, 50 f- converge uniformément vers une fonction holomorphe sur U et Gevrey
d’ordre k A Porigine. Réciproquement, toute fonction Gevrey d’ordre k sur {/ peut s’écrire
comme somme de telles fonctions, holomorphes & I" origine®.

Voyons maintenant comment r€sommer une séric multisommable par un algorithme de
type Borel-Laplace. Nous allons décrire successivement les approches de W, BALSER et
de J. ECALLE.

Revenons au cas particulier n = 2 f = f1 + fz ol f,- est k,-:sommable, 0 <k < ks
1 algorithme proposé par W. Balser consiste a appliquer & f la transformée de Borel
formelle d’ordre k, de fagon 4 obtenir une série k-sommable, ot Li= g~y de
resommer celle-ci par 1’algorithme standard d’ordre k puis de revenir dans la variable
de départ via la transformée de Laplace d’ordre k,. Détaillons cela.

La série B* fz est convergente et se prolonge dans presque toutes les directions (¢’est-a-
dire toutes sauf un nombre fini) avec croissance au plus exponentielle d’ordre k. L'algo-
rithme standard E{jBk va effectuer ce prolongement et le retour par £*2 nous donnera la
somme de f, dans la direction d.

La série 5% fl n’est que formelle, Gevrey d’ordre k. Cependant, si 1 est sommable dans
la direction d, sa somme est envoyée par Bﬁ’ sur une fonction définie sur un secteur
infini de direction d, d’ouverture > %, avec croissance au plus exponentielle d’ordre ks
3 Vinfini et Gevrey d’ordre k asymptote & B* f,. Ainsi, dans notre situation, B4 f, est
k-sommable et sa somme, que 1’on récupére par I'algorithme standard £XB*, se prolonge
sectoriellement jusqu’a l’infini avec la croissance nécessaire pour pouvoir revenir avec
Lk,

En fait, si I’on avait voulu &ire rigoureux, il aurait fallu introduire dés le 2.6. les opéra-
teurs S et Sy, le premier consistant 3 sommer une série convergente sur son disque de
convergence, et le second consistant 2 prolonger analytiquement jusqu’a I'infini dans la
direction d une fonction définie au voisinage d’un segment 10,7 €*[, r > 0. Dans ce cas,
1’algorithme standard de sommation Borel-Laplace d’ordre & s’écrit £ES,S B* et I’algo-
rithme que nous venons de décrire, £} S4L§SaS BFBR.

Dans le cas général, une série multisommable d’ordres 0 < k; < -+ - < ky, vaétre sommeée
dans la direction d par I"algorithme (ol I’on omet de nouveau les opérateurs S et Sg)

Lo LRBS B

1 1 :
L_ L i=1..,n-1L
i kip? ! 1

43. Voir détails dans la référence [11].
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Une autre approche possible consiste & faire opérer successivement les algorithmes stan-
dards correspondant aux différents niveaux de sommation de la série de départ. Revenons
aucasn = 2.

Si I’on applique, pour commencer, 1’opérateur standard de sommation d’ordre k;, onn’a
rien gagné : ne connaissant pas, a priori, la décomposition f= fl + fz, on ie pourra voir
la série B* f que comme une vulgaire série divergente 3 laquelle nous serons contraints
de n”appliquer qu’une transformée de Laplace formelle.

Par contre, si I'on commence par appliquer la transformée de Laplace formelle d’ordre
k.. on récupére une série convergente qui se prolonge dans toutes les directions sauf un
nombre fini avec une croissance exponentielle d’ordre & 4 I'infini, ol % = ;:; — El,‘ On ai-
merait pouvoir revenir a la variable de départ avec une transformée de Laplace d’ordre k;
pour repartir aussi sec avec une transformée de Borel d’ordre k;. Hélas, la croissance
exppnentie]le d’ordre k > k, due 4 la fonction entiére Bk fg nous I'interdit. L’idée de
J. BCALLE est de contracter le double opérateur “Laplace d'ordre k; suivie de Borel
d’ordre k,”, en un opérateur plus direct et donc plus efficace. C’est I'opérateur d’accélé-
ration .Aﬁ’ k1 Commengons par faire agir notre double opérateur la ol il s’applique ; on
note ¢, et (; les variables respectives des plans de Borel d’ordre k; et k; et on considére
une fonction g(¢;) définie le long d’une direction d, bornée 2 I’ origine et A croissance au
plus exponenticlle d’ordre #; a I'infini (par exemple, g := Bhfy):

1 & 1
ky piy = ka—ky (C2/2)"2 —(Gf=)k k .
B Ly 9(G) /WZ e /;9((1)8 d(¢; )d(zkg)

2w

ot 8V est le contour d’un secteur V de direction d, d’ouverture - < < - et de rayon
r > 0 suffisamment petit. En inversant I'ordre d’intégration, on peut écrire

B Lh g(Ga) = / o(G)C (¢, G) d(G /o)

ol C¥2*1((y, (o) est le noyau d’accélération. Explicitons-le :

ky
ka2 ,k1 __§2 ko —k V%2 ({1 /2)F1 1 .
ck (Cl’@)"%/;wz 1F(C2/)2 (61/2) d(;E)’

aprés changement de variable ¢ := ((2/ z)*2, il vient :
kR (¢, G) = L / R R UL
’ 2 Jav ,

ol 8V est le contour d’un secteur pointé & ’infini de direction R, d’ouverture & > T et
de rayon R > 0 suffisamment grand; ceci §’écrit encore :

Ch (G, G) = Car ((6/2))

avec . 1
CK = t”nl =gt dt,

ol H est*, par exemple, le contour de C\ (R~ UDr ), Dr étant un disque de rayon R > 0
suffisamment grand.

44, Un tel chemin d'intégration s"appelle communément contour de Hankel.
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Pour 0 < % < 1, on montre que C,(¢) est une fonction enti¢re de ¢ & décroissance
exponentielle d’ordre 1_15‘ dans la direction R* (et dans les directions voisines). Ainsi,
a (, fixé dans la direction d, le noyau d’accélération Ck2k1((y, (5) est & décroissance
exponentielle d’ordre k lorsque ¢; tend vers I'infini dans la méme direction d. C’est tout
juste ce qu’il faut pour pouvoir appliquer I'opérateur d’accélération

Az g(ey) = fd Q)0 (G, C2) (G /Go)}

3 la fonction entiére gg(Cl) définie par B f,. Lalgorithme d’accéléro-sommation cot-
respondant est : Eﬁ’Af"“B’", et dans le cas général, pour 0 < &k < -+ < kn,

kn ke ka,k1 93
E:"Adn o | "'A42 1Bk1.

Chapitre 3

Les fonctions résurgentes et
le calcul étranger

3.1. Introduction
Reprenons 1’équation différentielie ¢’ Euler
® P f)=f(z) -2

et essayons de la regarder sur le plan de Borel. Une simple intégration par parties nous dit
ce que devient la dérivation :

¢/ RIE
Baf(C) = Lfa L f(z)dz = o f(z)dz = le(zzf’(Z))(C)

23.77' v 22 - 2”’r v C C

et I’opérateur 22% du plan des z est transformé en 1’opérateur de multiplication par ¢ sur
le plan de Borel, que nous noterons 3.

L’équation d’Euler devient donc :
BE) dg=g-1

d’o I’on déduit immédiatement que { - g(¢) = ¢(¢) — 1, i e g(() = 1ig. et done
f= ﬁ(ﬁ).

Nous allons maintenant revenir & 1'équation aux différences (D) de 1.7. dans le cas parti-
culierol ¢ = ¢ :

©  F(Z) - P = A

l—=
ol la fonction A est holomorphe au voisinage de |’origine, s’annulant & I'ordre 2 en 0.
L’ opérateur “composition a droite par %" admet une écriture trés simple sur le plan de

Borel : N ! e ) dz
5(F(75)) 0= 5 [, PG =

ce qui, dans la variable ¢ := %, nous donne :

Bd(F( : ))(g) = L/W eC/‘eCF(t)Eg = ¢ ByF(().

1—= C um
Ainsi, I'équation (D) s’écrit sur le plan de Borel :
BD) (= 1)-G(() = BA(C),

ot BA est une fonction entiére a croissance au plus exponentielle d’ordre 1 et s’annulant
a Porigine. Sa solution G(() := %’%{5} est méromorphe sur C avec croissance au plus
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exponentielle d’ordre 1; ses poles sont situés sur 2iwZ" et 1’on retrouve, en particulier,
que F est 1-sommable dans toutes les directions sauf les axes imaginaires.

Mais en fait, on a bien plus : la divergence de la solution [ est totalement décrite par une
suite de scalaires indexés par Z* A savoir les résidus des pdles de %—E—? qui ne sont autres
que les valeurs de BA aux points 2iwZ". En effet, tous les pbles sont simples ; si tous les
résidus sont nuls, alors G est en fait entiére A croissance au plus exponentielle d’ordre 1,
ce qui signifie, dans la variable z, que la série F est convergente.

Il apparait alors clairement que la solution de I'équation {D) est exceptionnellement
convergente ; pour que ceci se produise, il faut que le second membre choisi soit tel
que sa transformée de Borel qui a priori est une fonction entiére quelconque 2 croissance
exponentielle d’ordre 1 s’annule tout le long du réseau 2irZ.

Je crois que ces deux exemples, 2 eux seuls, suffisent a justifier le mal que l’on va se
donner.

3.2. La convolution des fonctions et hyperfonctions

Les équations différentielles appartiennent au monde de 1'algébre différentielle : pour
travailler avec elles, on a besoin, outre le calcul linéaire, de savoir différentier mais aussi
multiplier deux fonctions entre elles. L’apparente similitude des transformées Borel-
Laplace avec les transformées de Fourier nous suggére que le produit usuel de deux
fonctions de z va étre transformé en un produit de convolution sur le plan de Borel.

Définition 11 Etant données deux fonctions g,(¢) et g2(¢) définies sur un voisinage de
Porigine, on définit leur convolée g, * g2 par:

¢
g1 % 92(0) = / 01(C — U)ga(t) dt.

Si ¢, et gz se prolongent avec croissance au plus exponentielle d’ordre 1 & I'infini dans la
direction d, alors on vérifie qu’il en va de méme pour g, * g2. Le fait que la transformée de
Laplace raméne ’opération de convolution sur le produit se montre, comme dans le cas
de la transformée de Fourier, par Fubini et changement de variable :

4
Calgs *92)(2) = /d el / (¢ — )ga(t) di ¢

ce qui, dans les nouvelles variables (¢,7) := (¢ — ¢,1), donne :
La(gr * g2)(2) = // e~ t7em 2 g (E)ga(T) dE dT = Lags - Lag-
TEd

L’élément neutre pour la convolution doit étre ’image par Borel de la fonction constante
égale 3 1 que nous n’avons pas définie : c’est la masse de Dirac que nous noterons
formellement &. La définir concrétement nécessite la construction suivante.

La transformée de Cauchy-Heine (que nous avons utilisée dans la démonstration du
théoréme 2 permet de voir, tout du moins sur un petit disque D, = {|z| < r}, une fonction
g(¢) intégrable en 0 comme la monodromie d’une fonction holomorphe § définie sur le
revétement universe! du disque épointé D? :== D, \ {0}. On vérifie que la fonction g,
qui (comme nous 1’avons vu dans le 1.6.) n’est définie qu’a addition prés d’une fonction
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holomorphe au voisinage de I’origine, est intégrable en 0. En particulier, I'intégrale de
Laplace incompléte se décompose en deux intégrales convergentes :

/0 e~$*g()d¢ = fo e=¢/*g(e¥ () d¢ — /0 e’“"é(()glc

ce qui permet de redéfinir la transformée de Laplace incomplete directement sur la fonc-
tion multiforme § par :

f e=rg(Qyd¢ = [ () dC

Vypid

Ot 4,4 €St un lacet arbitraire de D; d’exirémité re tournant une fois autour de 0 dans
le sens des aiguilles d’une montre. Le résultat de cette intégrale de Laplace incompléte
ne change pas si I’on ajoute 2 § une fonction holomorphe sur le disque D.. On appelle
hyperfonction sur D} la donnée d’une fonction § multiforme sur D; & addition prés
d’une fonction holomorphe sur D,. Nous venons de définir la transformée de Laplace
incompiéte pour une hyperfonction quelconque non nécessairement intégrable en 0, i. e
ne provenant pas nécessairement de la transformée de Cauchy-Heine d’une fonction
holomorphe.

Si la fonction g de départ se prolonge avec croissance au plus exponentielle d’ordre 1 dans
la direction d, alors I’ hyperfonction § se prolonge aussi, en un sens qui nécessite quelques
soins que nous tairons ici, et on peut définir sa transformée de Laplace (compléte) dans la
direction d.

De méme, on peut redéfinir le produit de convolution par :

@)= [ G- Daoe
%

ot v, est un lacet d’extrémité ¢ tournant une fois dans le sens des aiguilles d’une montre
autour de 0.

Maintenant, nous pouvons étendre le domaine d’action de la transformée de Laplace et de
la convolution A des hyperfonctions plus générales que les fonctions jusqu’alors utilisées.
Notamment, tout comme la théorie classique des distributions de Schwartz permet de
donner un sens A la masse de Dirac usuelle de la théorie de Fourier, on vérifie aisément,
par la formule de Cauchy, que notre masse de Dirac 6 n’est autre que I"hyperfonction (non
intégrable en 0, donc ne provenant pas d’une fonction g par transformation de Cauchy—
Heine) définie par §({) = ﬁ Sa définition ne dépend visiblement pas de la direction d
utilisée jusqu’ici.

Attention ! Une hyperfonction est définie A addition prés d’une fonction holomorphe,
¢’est-2-dire uniforme et bornée (Riemann), alors qu’elle n’est déterminée par sa mono-
dromie (différence entre deux déterminations successives autour de 0) qu’a addition prés
d’une fonction uniforme quelconque (avec éventuellement un point singulier essentiel A
Y’origine). C'est comme cela que I’hyperfonction §(¢ ) = ﬁf n’est pas I’hyperfonction
nuile bien qu’elle soit de monodromie nulle.

Pour ce que 1’on a en vue, seule I"hyperfonction & est importante, et un lecteur effrayé
pourra se contenter de prendre cette hyperfonction comme un objet formel avec les régles
de calcul qui suivent,

L’isomorphisme de Borel-Laplace du 2.5. s’étend en un isomorphisme d’algébres diffé-
rentielles mettant en correspondance
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le produit multiplicatif f1 - fa, e le produit convolutif g; * g2,

I’élément neutre 1, «—— 1’élément neutre §,

la dérivation 222, —— ladérivationdg = ( : g

la multiplication par I, +— |'opérateur 59—(,

la fonction X, n € N, «— I’hyperfonction §(*+1),

o 6+1) = (Z)"6 est I'hyperfonction définie par (Z)" 5t Attention, I opérateur >

n’est pas une dérivation vis-a-vis de la convolution.

3.3. Fonctions multiformes et singularités simples

Revenons maintenant au probléme étudié¢ dans P'introduction puis dans la section 1.8. 11
s’agit d’étudier la divergence de |'unique série formelle inversible (au sens de la compo-
sition) f = z + 02% + - - - € C[[#]] satisfaisant |’équation de conjugaison :

© y=fTYopof

ol y est la transformation homographique :

i =z+aitad4..-

ple) = 7—

et 1, ’'une quelconque des transformations holomorphes locales inversibies :

P(z) =2+ 2424 Zd}nz”.

n>4

1l sera plus commode de travailler dans la variable w := —1I de sorte que 1'équation
fonctionnelle précédente devient I’équation d’ Abel :

Ay  fop=f+1
oll, cette fois-ci, 1 est définie au voisinage de w = oo de la forme :
P(w) = w+ 1 +e(w),

avec e € C{2} s’annulant 3 I"ordre 2 au moins a I'infini. En posant f(w) = w+ F(w)et
en substituant dans (A), il vient :

Flw)=F(w+1+e(w)) +e(w) ;
en remplagant w par w — 1 et en retranchant F'(w) aux deux membres, il vient :

Flw—1)— F(w) = Flw+ §(w)) — F(w) + é{w)
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oll §(w) := e(w — 1) € C{1} s’annule encore & I'ordre 2, ce qui s’écrit :
D_\F=DsF+6
en introduisant les opérateurs aux différences :
D_y: Flw)— Flw—1)— F(w)

et:

Ds : F{w) — F(w + §(w)) — F(w).
Nous avons vu dans la section 1.7. que I’on pouvait inverser formellement I’opérateur
D_; (ou plutdt Dy : F(w) — F(w + 1) — F(w), ce qui revient au méme) sur les séries
s’annulant au moins i ’ordre 2, ce qui nous permet d’écrire :

{I—(D_)" ' Ds}F = (D_y)™%6

et par suite :

F = (Do) ' Dsy(D-1) "6

n20

Cette manipulation formelle est justifiée par le fait que I'opérateur (D_,)"'Ds augmente
de 2 I’ordre des séries de sorte que 1'expression de F' obtenue trouve bien son sens dans
les séries formelles.
La formule de Taylor : 5

Flw+8)=) -!-F(")(w)

n
n20

permet d’exprimer I’opérateur Ds sous la forme d’opérateur différentiel infini :

D=y T (LY

n>1

plus adapté & transcrire dans le plan de Borel. En substituant dans 1’expression de F, il

vient : :
n d vk
P20 D () ) 0
k>0 n>1
¢’est-a-dire :
F= Y Dn-Du(Da)7'6
k>0n1,.mg21
avec:

D, = (D) T (LY,

nl \dw
Nous allons maintenant traduire cette expression dans le plan de Borel. La série conver-
gente & est changée en une fonction entiére a croissance exponentielle au plus d’ordre 1
que nous noterons £ := B dans la dérivation —d—‘iu- = 2?4 nous reconnaissons 1’opé-
rateur multiplicatif 8 : g(¢) — ¢ - g(¢) et en gardant la notation D,, pour les mémes
opérateurs, vus dans la variable de Borel (, il vient :

E
G:=BF = z an-"Dn.e—_'m

k>0,ny,..ang 21
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avec, pour toute série convergente g € C{(} :

4 _£\n
Dugl0) = == [ B¢ - 0 w0

oll E*" est la fonction entiére définie par E** := B(é").

Le terme correspondant 2 k£ = 0 dans I’expression sommatoire de G est une fonction mé-
romorphe sur C admettant visiblement des poles le tong du réseau §} = 2:xZ*, Etudions
les termes correspondant a k = 1. L'intégrale D, g(({) est bien définie dés que le chemin
d’intégration évite les points du réseau {2 pour lesquels g := % admet un pdle.

Définition 12 On note T'(}) I'ensemble des chemins v:[0,1] — C issus de I'origine
évitant ensuite les points du réseau = 2uw :

~(0) = 0 et 4(]0,1]) c C\ Q.

On dira qu’une série convergente g € C{z} admet un prolongement multiforme en dehors
de ) si elle admet un prolongement analytique le long de tout chemin v € T'(Q?) et on
notera O(f2) I'ensemble de ces fonctions multiformes sur C \ §). D’aprés le théoréme de
monodromie, la valeur de ¢ prolongée le long de -y au point { = (1) ne dépend que de
la fagon dont le chemin ~ € T'(§) a contourné les points de §) pour parvenir & (.

11 est immédiat que chacun des termes de I’expression sommatoire de G est un élément
de O(?). Nous allons maintenant étudier leurs singularités aux points du réseau.

Notons, pour r > 0 suffisamment petit, D, le disque centré en 0 € C et de rayon r et D;
le méme disque épointé.

Définition 13 On note 91'($?) ’ensemble des chemins joignant I’origine & un point de §2,
évitant entre deux les points du réseau ;

7(0) =0, 7(1) =w € Ret(J0,1[) C C\ L.

FEtant donnés v € AT(Q) et g € O(R), on appelle singularité de g au pointw = (1) la
fonction multiforme sur I} définie par :

Thg(¢) := f(v(1) + ©)

¢’est-3-dire Ia fonction multiforme sur w + D} obtenue par prolongement analytique le
long de -, que I’on a ramené€ par translation sur D}.

Enfin, on note A, ¢({) Ia fonction :

Q—,g(o = ')v.‘?(eﬁ1r () = Thg(¢)

multiforme sur D* obtenue comme différence de deux déterminations consécutives® de
T.,g autour de { = 0. Les fonctions A g vont mesurer le défaut d’uniformité de la fonction
multiforme g.

45. Le lecteur constatera que la fonction multiforme obtenue ne dépend pas des déterminations consécu-
tives choisies pour 7% g.
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Remarque. On prendra bien garde que la singularité de g au point w = ¥(1), v € aT(f),
ne dépend pas seulement de w, mais aussi de la fagon dont le chemin « a contourné les
points de § pour y parvenir. Notamment, les déterminations de g obtenues apres avoir
contourné les points de (2 ne sont en général plus holomorphes & I’ origine.

Etudions les singularités de :

¢ _fyn ,
Q=0 2 L [ g SO B0,

"eC_1 e<_1 nl e ¢t—1

Etant donné v € 8I'(1), la fonction multiforme A g est en fait uniforme et holomorphe
sur D7, donnée par le résidu en w de la fonction :

1 e (=" _E(¢)
& e‘C-—lE €=4) n! et -1’

ce qui nous donne :

2,00 = 262G W g

cette fonction étant holomorphe sur D,. 11 s’en suit que :

In{

() = 9‘1(()52‘; + f4(¢)

L Al

est une fonction holomorphe sur le disque D, et f,({) est une fonction holomorphe sur
le disque épointé D:. Puisque g, s’annule en 0, la fonction £, va étre bornée en { dés que
la fonction multiforme D,,g({) est bornée sur un secteur pointé en w d’ouverture > 2 ;
ceci se vérifie facilement & 1’aide de I’écriture intégrale de Dng({) et f, est par suite
holomorphe sur tout le disque D, d’aprés Riemann.

Définition 14 Etant donnés g € O(Q) ety € 8T(Q), on dit que la fonction g admet une
singularité simple au pointw = (1} si :
In¢

T,9(0) = 5% + 9O + F(6)

ot oy € C est un scalaire et f,, g, des fonctions holomorphes sur D...
On note R(Q?) I'espace vectoriel engendré sur C par la masse de Dirac* § précédemment
définie et les fonctions g € O(Q) n’admettant que des singularités simples.
On introduit enfin la famille d’opérateurs linéaires A, v € 8T($2), définis par A6 = 0
et:

Agi=a, §+Ag=ca,o-+gy

Ces derniers vont mesurer non seulement le défaut d'uniformité de g mais aussi son défaut
d’holomorphie.

46, Lintroduction formelle de & va étre justifiée dans un instant.
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Exercice. Montrer que {’ensemble des fonctions ¢ € () n’admettant que des singu-
larités simples est déja un espace vectoriel. Vérifier que les A, opérent bien sur R({?),
¢’est-a-dire que les singularités de la fonction A, g sont toutes simples, puis qu’ils sont
bien linéaires. Montrer que la singularité d'une fonction multiforme ¢ € O(f) au point
(1), v € II'(Q), est simple si et seulement si A g est holomorphe et au moins une
détermination ¢ - T.,g est bornée (a I’origine) sur un secteur d’ouverture > 2.

D’aprés ce que nous vencns de voir, les termes pour £ = 0 et £ = 1 de I"expression
sommatoire de G appartiennent 2 la classe de fonctions R(§).

Lemme 6 Les D, opeérent sur R(£1) :
g € R(Q) = Dpg € R(Q)

pour tout n € N. En particulier, chacun des termes D, - .- D, e_—f‘: de Iexpression

sommatoire de G est un élément de R(f2).

Preuve : En fait, ce lemme est une conséquence immédiate du prochain théoréme et de

I’écriture : 1 "
Dyg(¢) = e— — 1 (Em * (Wrz'h ))

A défaut de démontrer le théoréme qui suit, esquissons une preuve directe. S’il est clair
que D, g est un élément de O(£1), il nous faut étudier la nature de ses singularités. On
vérifie sans peine que c’est 1a singularité de ¢ au point y(1), v € 0I'(f2), qui va déterminer
celle de D, g en ce méme point. Puisque la singularité de g y est simple, on étudie
séparément les contributions respectives de sa partie polaire et de sa partie iogarithmique.
Pour la partie polaire, les calculs sont les mémes que dans le cas g(() = EE ‘L. Pour la

—5-
partie logarithmique, on peut par exemple choisir une primitive de g, (¢ )% de la forme
G(¢) - % - %g d¢, o GG est une primitive de g.,, a partir de laquelle on vérifie sans
peine que A D, g est holomorphe et que { - 7., g est bornée sur un secteur d’ouverture
> 2, a

3.4. L’algébre des fonctions résurgentes

Théoréme 7 (Ecalle) Le produit de convolution * précédemment introduit est bien défini
sur I’espace R(1) et fait de (R{§1), *, +,-,d, §) une algébre différentielle unitaire.

L’algébre R(2) est la plus simple des algébres de fonctions résurgentes*.

Idée de preuve : La premiére partie de la démonstration consiste a vérifier la stabilité de
O(Q) pour la convolution. Pour cela, on doit savoir prolonger analytiquement la fonction
§1 * ga, a priori holomorphe sur un voisinage de I’origine, partout en dehors des points
de 2. Plus précisément, étant donnés un point { € C\ £ et un chemin ¥ € T'({) joignant
I’origine a ce point, ¥(1) = ¢, on doit trouver une famille :

0,]] ST} ; r—

continue d'éléments de I'{{2) permettant de passer continGment d’un petit chemin radial
7o, le long duquel la fonction ¢, * g, se définit sans probléme, & un chemin 7, reliant

47. Elle est notée A.g(1,2) chez Ecalle. Nous verrons plus loin pourquoi elles sont “résurgentes”.
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I'origine au point { en contournant les points de Q! de la méme maniére que v. Si la
convalée g1 * g2(¥-(1)), définie par intégration le long de +,, est bien définie pour chaque
r € [0,1], on saura prolonger ¢, * gz jusqu’au point*® 4(1). O, la seule obstruction a
définir g, * g2(7-(1)) est lorsque le chemin :

.

b (1) — (1)

passe par un point de {2 (autre que ,(0) = 0). On évile ceci en ne travaillant qu’avec des
chemins v, € T'{§2) qui sont symétriques par rapport & leur milieu, ¢'est-a-dire tels que :

(1l =8) =7(1) - 1)

pour tout ¢ € [0, 1]. De tels chemins -y, sont dit symétriques et les chemir?s du typ.e Y1,
obtenus par déformation continue et symétrique d’un chemin radial, sont dit symétrigue-
ment contractibles. 1l reste & se convaincre que pour tout point ¢ € C\ € et tout chemin
~ € T(f1) joignant I'origine & ce point, on peut trouver un chemin 7, g.ymélriquenzent
contractible permettant d’atteindre le point { en contournant les singularités de la méme
maniére que -y, ce qui revient 2 montrer que 1’ensemble des points ;(1) atteints par les
chemins symétriquement contractibles est localement ouvert et fermé dans C \ §. C’est

un exercice facile.

6im » bim -
g g
4inG 4in &
Y
29T 2in (@ it
0 0

symétrique “symétriqguement coniractible

La deuxiéme partie de la démonstration consiste A vérifier que les singularités de‘ a1 * g2
sont toutes simples dés que g1, g2 € R(Q). L'illustration précédente suggérc? bien que
la singularité de g1 * gz au point w = (1), v € AT (), peut faire intervenir d’autrt.as
singularités que celles de g; et g, en cc méme point; en effet, si 5 € Q, alors tout chemin
symétriquement contractible dont I'extrémité approche (1) va aussi s’approcher de 3.
C’est la partie pénible de la preuve; nous ne 1’abordons pas. a

Si I’on revient a notre probléme d’expliciter :

E
2 DDty

k>20,ny,..nx21

G:=BF =

il faut pouvoir donner un sens au fait qu'une somme infinie de fonctions résurgentes

converge.

48. Le prolongement se fera non pas le long de v, mais le long du chemin o suivide r ¥ (1) qui
contourne les points de { de la méme manidre que 7.
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Y1 Yr

contraction symétrique

D’un point de vue géométrique, les fonctions multiformes sur C\ 2irZ sont les fonctions
définies holomorphes sur le revétement universel et celles qui nous intéressent pour la
snite sont celles dont une détermination privilégiée est uniforme et holomorphe au voi-
sinage de { = 0. Le revétement universel [I: H — C \ 2i7Z peut étre vu comme le
relevement de la fonctionnelle de Picard P:H —» €\ {0,1, 00} par ’application expo-
nentielle exp: C \ 2irZ — C\ {0,1,00} ; de cette maniére, la classc de fonctions qui
nous intéresse est décrite par les fonctions holomorphes sur le demi-plan de Poincaré I
qui sont laissées invariantes par un certain €lément parabolique et s’identifie ainsi a |’es-
pace des fonctions holomorphes sur le disque D. La notion de convergence uniforme sur
tout compact ne pose pas de probléme dans ce contexie. Nous travaillerons plutdt avec le
point de vue analytique et équivalent suivant :

Définition 15 Notons ', s(2) I'ensemble des chemin rectifiables de longueur S >0
issus de ¢ = 0 qui, aprés un temps r > 0 petit, sont et restent éloignés d’une distance r
du réseau Q1 :

L,s()={yeT) | [Y(s)|=1letVse [, 5], dist(v(s), 27 Z) > r}.

On note, pour chaque T, 5(1), Ia semi-norme définie sur R(f) par:

lgllr, sty := sap{lg(y(IDI | v € Tr.s(D)}

On dira qu’une famille de fonctions résurgentes g, € R({}), n € N, converge uniformé-
ment sur tout compact vers une fonction g € R(2) si :

lim [lgn = gllr, sty = 0

pour chaque T, s(§2).

Lensemble des points parcourus par les chemins de T,.5(f2) dans le revétement univer-
sel D est un compact et la réunion de ces compacts remplit le disque.

|
|
i
!
|
{
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Proposition 7 Si une suite de fonctions résurgentes est de Cauchy pour chaque semi-
norme || - ||r, s(), 2lors elle converge uniformément sur tout compact vers une fonction
résurgente : ’algébre des fonctions résurgentes R(§2) est compléte pour la topologique
précédente.

Preuve : C'est un exercice dont nous laissons les détails au lecteur. On montre d’abord
que la suite de fonctions converge dans O(£2) (pour cette méme topologie), puis que le
fait d’avoir une singularité simple en un point donné est une propriété fermée. Pour cela,
remarquons qu’une suite de fonctions gn holomorphes sur le disque D qui est de Cauchy
sur I’anneau D \ D, convergeen fait uniformément sur tout le disque D vers une fonction
holomorphe. En appliquant ceci aux A gn,n € N, on déduit d’ores et déja que A, g est

holomorphe en 0. Mais T gn — Qvgn% est aussi de Cauchy ¢t on peut réappliquer le
méme argument, version méromorphe a pole simple. O

Lemme 7 Lasomme

E(¢)
G= Z D"“'”D”‘—c:(—_l

k>0,n1,.nk 21
converge uniformément sur tout compact vers un élément de R({2).
Preuve : Commengons par quelques majorations. Par hypothése, on a:
|E(C)] < ClgleM
d’ot on déduit facilement & partir de 1a définition de la convolution que :

[t

Q)] < Ol

Tant que I’on reste & une distance r > 0 des points du réseau {2 autres que ’origine, on a,
pour une constante C' > 0

%

L—_C-l_—l‘ < ] pour‘C ¢ (D, + 27Z").

11 s’agit maintenant de majorer en module 1’expression :

E(¢) _/ E= (¢ = () (—C)™
0<s; &5k <8

M1 (e—1) m!
BTG - Q) (=G)™ _ BlG) dsy A+~ Adsy
(a—1) m! (e0-D)
ou (= (s l=1,... . ket ~(s) désigne un cheminde I'; s paramétré par son abscisse

curviligne s : [y'(s)| = 1.
Compte tenu de la convexité de I'exponentielle réelle,on a:

Dy -+ D

eMIC—Ckl .. eMICr(,'xleMlCl] < BM(S—Sk) ... eM(Sz-sl)eMﬂl < eMS

et par suite :
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£(Q)

e —1

D, D

< CrH(Cy eMs/ (S —su)? " (s)™

0<s1 <5 <S (an e 1)15 nk!

(52 _ 81)2111—1 (Sl)m

(@2ny - Dls; 0! dsy Ao s
¢e qui, en majorant brutalement is—:}?— < 8% i=1,..., k nous donne:
Duu D 2 < sy (G s [ Eowl
e -1 S 05y << sk <8 (2ny — 1)!
(52— 1)~
'mdh Ao Adsy.

Maintenant, en remarquant que :

S -3 2ng—1 — 2ny—1
[ e,
<oy <on<s  (2ng — 1) (2ny — 1)!

_ C‘an—l Can—l
= [(an O T B go]czs

S2n
(2n)!

- [B(zilﬂk L ZZ“IZ)](::S — [B(zzn+l)]q:=3 = [(—gzi)—l] (s =

o I’on a posé n := ny + - -+ + ny, on obtient finalement :

£(¢)

et —1

<+ (%)

k1 o g2n
(2n)!

DD

(n—1)!

Maintenant, puisqu’il y a CEZ} = TR

k entiers > 1, il vient :

>

E>0,m1 .1 21

maniéres d’écrire » comme somme de

(VAN

E(¢)
D, Dy —2t
k 1e‘f—l’

e () osr g

n2l k=1

- Sl DTG ey

OO [C(C+ 5)ST
CrS) 2 @

C(C’)z CS+CCISP+MS

(C'+ 5)

MSs

<

ce qui nous assure la convergence de G dans O(£2) et par suite dans R({2). 0
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Remarque. Nous avons vu dans la section 1.7., que la série formelle F', dont G est la
transformée de Borel, était 1-sommable dans toutes les directions sauf les deux demi-
axes imaginaires. Par ailleurs, le 2.6. permet d’en déduire immédiatement que la série
convergente G := BF se prolonge analyliquement sur les demi-plans & gauche et & droite
de 1’axe imaginaire, avec croissance au plus exponentielle d’ordre 1 dans chaque sous-
secteur. L’étude directe que nous venons de mener a partir de 1’équation aux différences
déduite de (A) sur le plan de Borel nous a permis de préciser le prolongement analytique
de G. Si les majorations grossi¢res de la preuve du lemme précédent nous donne une
croissance exponentielle d’ordre 3, on peut refaire les calculs de fagon plus fine en suppo-
sant que le chemin d’intégration s"échappe définitivement de I'axe imaginaire aprés un
certain temps pour tendre vers I'infini sur le demi-plan 2 gauche ou 2 droite et redémontrer
ainsi que la croissance est au plus exponentielle d’ordre 1. Ceci est bien plus fort que cela
puisque toute détermination de G i droite ou & gauche est A “croissance modérée”.

3.5. Opérateurs de monodromie et dérivations étrangéres

Ce que I'on a gagné par rapport 3 ]a 1-sommabilité, en démontrant le caractére résurgent
de (& dans le lemme précédent, ¢’est que la divergence de la série F' = LG s’interpréte
maintenant comme le défaut d’holomorphie de G aux points du réseau. De cette maniére,
on voit apparaitre une hiérarchie naturelle dans le degré de divergence respectif des séries
1 -sommables obtenues comme solutions respectives de 1’équation (E) d’Euler, de I'équa-
tion (D) aux différences puis de I’équation (A) d’ Abel selon que leur transformée de Borel
est uniforme avec un pole simple, avec un réseau de poles simples ou multiforme en de-
hors du réseau avec singularités simples. Les opérateurs de monodromie A, v € 8L(£2),
permetient de mesurer leur défaut d’holomorphie. En effet, si A,G = 0 pour chacun de
ces opérateurs, alors G est entiére et il ressort de la discussion précédente sur la croissance
a Uinfini qu’elle est au pire exponentielle d’ordre 1, ce qui signifie que F est convergente.
En fait, il suffit de bien moins d’opérateurs que tous ceux-1a pour décider si une fonction
g € R(f) est entiére ou non. Par exemple, on peut s¢ contenter de la famille de chemins
~F définie comme suit, Pour n € N, le chemin v va directement de 1"origine au point
w = 2irn en contournant les singularités intermédiaires “par la droite”, c’est-a-dire dans
le sens trigonométrique. Le Jecteur se convaincra aisément que la nullité des A_+ G pour
tout n € IN* suffit & impliquer que G est entiére. L'idée qui suit est de privilégier une base
d’opérateurs dont le comportement est le plus simple vis-a-vis du calcul, c’est-a-dire, en
fait, de la convolution (concernant les deux autres opérations, tous ces opérateurs étant
déja linéaires).

Lemme 8 Pour tous®® ¢1,92 € R(Q) ettoutn € N*, ona:

Aplgrrg2) = 3 Aplg) x 2+ 918 (92)
p=0 '

et: N
Ay (g1xg) = Z Dy (g1)* 92t g1 (g2)-

p=0

49. En fait, cette propriété reste vraie pour les éléments de (O(2) & condition de définir plus proprement
les opérateurs A,. En effet, dans ce cas, A,g est multiforme 2 "origine et il importe de convenir d'une
détermination avant de la convoler avec une autre fonction multiforme. Nous avons tu cette difficulté
technique en ne considérant que des €léments de R($2) (pour lesquels A g est uniforme 2 'origine}.
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La démonstration est assez pénible. Elle fait de nouveau intervenir, mais avec plus de
soin, les chemins symétriquement contractibles. La démarche formelle qui suit va nous
conduire 3 une autre famille d’opérateurs dont les régles de calcul sont encore plus
simples.

Introduisons les opérateurs formels définis par les “séries génératrices” :

aj = I 4 Zx“/_\,r;r et o) =1+ anA'rJ'
n>0 n>0 "
ol z est une variable libre et T désigne I’ opérateur identité. Avec |’aide des régles de calcul
précédentes, on montre que les opérateurs formels précédents sont des automorphismes
d’algébre, ¢’est-a-dire satisfont :

0¥ (g1 2) = (0Xg1) * (05 92)

pour tous g1, g2 € R{Q). Le générateur infinitésimal de cet automorphisme, donné par le
logarithme™’ :

xtg1#g2):=In ot = Zm“An et xz(g1*¢g2):=Ino; = Zm"A-n
n>0 n>0
permet de définir la famille d’opérateurs A,,, n € Z*.
Les opérateurs A, que 1’on notera plutét A, w = 2ixn s’expriment comme des po-
lyndmes (non commutatifs) en les opérateurs A_+ ce qui permet, en les développant ¢n
fonction des opérateurs de prolongement T, puis en les refactorisant en opérateurs de
monodromie A., de les redéfinir directement comme suit.

Définition 16 Pour chaque w = 2iwn, n € Z, on note A, I'opérateur :
=3 Pl
[&u.*ﬂ —75“*157
¥

ol la somme finie est prise sur toutes les fagons + d’aller directement de I’origine jus-
qu’dw en contournant les n — 1 singujarités intermédiaires ou bien par la droite, ou bien
par Ia gauche, et ol p, (respectivement q.,) désigne le nombre de singularités intermé-
diaires contournées & droite (respectivement 4 gauche) pary. Il y a exactement 2! tels
chemins v et on a bien sirp, + g, =n —let), el L

n! n

La propriété essenticlle de la famille d’opérateurs A, qui se déduit heuristiquement de
la construction formelle précédente ou qui se montre directement & partir de la définition
précédente est que :

Proposition8 Les opérateurs A, w € 0\ {0}, sont des dérivations vis-a-vis de la
convolution :
Aulgy * g2) = (Bug) * g2 + g1 * (Augz)

pour tous g1, g2 € R(Q).

Si I’on note C[[z, )], 'ensemble £L(R(Q)) des séries Gevrey d’ordre 1 dont la transfor-
mée de Borel se prolonge en une fonction résurgente, alors les opérateurs A, agissent via
Borel-Laplace sur cet espace comme des dérivations usuelles :

A f2)=(Auf) fa+ fi- (Auf2)
50. Défini parIn(7 + X) = =%, SIX

n!
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pour tous fi, f2 € C|(z, Q]1. On les appelle les dérivations étrangéres en opposition ala
dérivation naturelle & = Z. Elles n’agissent pas sur C[[]}, tout entier, et encore moins
sur C[[z]) ; en particulier, elles ne s’expriment pas en fonction de la dérivation naturelle d.
Par ailleurs, elles voient les séries convergentes C{z} comme des constantes puisqu’elles
les annulent ; le lecteur se convaincra aisément qu'elles annulent exactement les séries
Gevrey d’ordre 1 dont la transformée de Borel est entiére, ce qui ne suffit pas & dire que
la série de départ converge sans information sur la croissance.

On montre que les dérivations étrangéres sont libres de toute relation polynomiale et
méme faisant intervenir des crochets de Lic : elles forment la base d’une algébre de Lie
libre. Avec la dérivation naturelle, elles n’observent que la relation [0, A,) = w - A, et
celles qui s’en déduisent telles que A,8" = (8 — w)"A,,. Pour démontrer cette indépen-
dance, on remarque que tous ces opérateurs sont engendrés, sur le plan de Borel, par trois
opérateurs Ty, T1 et T_,, dont le relévement au revétement universel H de C \ £ est le
groupe fuchsien de Picard (groupe de symétries du triangle hyperbolique de sommets 0,
1 et co) qui est bien connu des géométres pour ne posséder que la relation ToT1 71 = 1;
I’indépendance des dérivations étrangéres est une traduction du fait que le groupe de
Picard est un groupe libre a deux générateurs.

3.6. Calcul étranger et équations de résurgence

Nous nous devons de développer quelque peu la traduction des régles de calcul clas-
sique dans le plan de Borel telles que 1'exponentiation et la composition afin d’étudier le
comportement des dérivations étrangeres vis-a-vis de ces lois, et par suite vis-a-vis des
solutions d’équations différentielles et fonctionnelles.

L' application exponentielle est définie dans la variable z par:

exp: f(z) — 1+ Z %(f(z))na

elle se traduit sur le plan de Borel par :

Proposition 9 On note exp, 1’application exponenticlle pour la convolution définie par :

1
exp,:g — 6+Zag .
n>1
Cette application est bien définie et continue sur R(Q) pour la topologie de convergence
uniforme sur tout compact précédemment définie.

Comme nous I’avons déja utilisé, si, dans la variable®! w := -1, la transformation 1(w)
est tangente 2 I'identité, c’est-a-dire de la forme (w) = w -+ e(w), e € C{+}, alors la
composition 2 droite d’un élément f € C{.} par ¢ est donné par :

(-oq,b):fr—»f01/):=f+z’$€"(a%)nf
n1

d’aprés la formule de Taylor. Rappelons que les transformations v de ce type forment un

groupe pour la composition ; par ailleurs, la variable w = —2 correspond sur le plan de
Borel 4 I'hyperfonction &' = %5 définie par — 5 = 3%2‘.1—“(.

51. Pour ’application que 1'on a en vue, les calculs seront plus simples dans la variable w.
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Proposition 10 L'espace G(§) := 6'+R({2) des h yperfonctions obtenues comme sonmune
de la dérivée §' du Dirac § et d’une fonction résurgente agit sur I'espace des fonctions
résurgentes R(§Y) par composition 4 droite pour 1a convolution :

R(Q) % () = RIQ): (0,8) = go. 1= g+ 3 (= &)™ (379)

Cette fléche est continue en g mais pas en . L'espace G(§1) muni de cette loi est un
groupe topologique dont I'élément neutre est ¢

Exemple. Les éléments ¢ := §' + a6 de G(), o € C, agissent comme Suit :
go. =9

I’ensemble de ces €léments forme un sous-groupe de G(£2) qui correspond dans la va-
riable w au groupe des translations w — w + «.
En jouant avec la définition des A, et des régles de calcul qui précédent, on établit le :

Lemme 9 Le comportement de la dérivation étrangére A, w € 0\ {0}, vis-a-visde la
composition est donné, dans le plan convolutif, par :

Au(g 0n %) = () 0u ) * (Autp) + [exp,(—w - (# — &) = {(Bug) s ¢}

c’est-3-dire, dans la variablew = —1, par:

_ af ~we{w)
Aufop) =~ (509 )Auh +e A ot
oit ¢ désigne non plus un élément de G(§1) mais une transformation de Ia forme 1 (w) =
w + e(w), E(—i;) € C[[z, -

Nous allons appliquer ces régles de “calcul étranger” aux solutions de 1’équation d’Abel
(A)  foy=/+1

ol (w) = w + e(w) est holomorphe & I'infini, c’est-a-dire ¢ € C{1}, tangente 2 la

translationw — w+1(e =1+ o(%)), et f est I'unique série formelle du type w + O(é)

dont nous savons maintenant que sa transformée de Borel est une fonction résurgente.
L application directe de la dérivée étrangére A,, nous donne :

e~ WA Foyp = A,f.
Par ailleurs, en réécrivant I’équation d’ Abel sous la forme :
cw)+(f-Dop=(~1)+1
ob I est la transformation identité J(w) = w, puis en quotientant la premiere égalité par
I’exponentielle :

e—we{w) e-»u(f—!}ou‘r — e—w(f—I)

de 1a seconde, on déduit que la séric formelle e_—f(”%m est invariante par composition &
droite par .
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D’aprés la section 1.7., ceci n’est possible que si cette série est constante, c¢ qui nous

donne 1’éguation de résurgence®® :

ALF = Age™F

ot I'on a posé, comme avant, f = I + F,etott A, € C est un scalaire.

Les dérivations étrangéres A,, font donc “ressurgir” la fonction F' exponentiée ce qui jus-
tifie aprés coup la terminologie de “fonctions résurgentes”. Ceci montre que les fonctions
multiformes obtenues comme transformées de Borel de solutions d’équations naturelles
(2 chaque équation différentielle ou fonctionnelle est associée une famille d’équations de
résurgence) possédent des symétries remarquables puisqu’on les retrouve a peine modi-
fiées (ici, exponentiées) par une combinaison linéaire de prolongements analytiques vers
les points du réscau 2. Par ailleurs, on déduit immédiatement de ces équations de ré-
surgence que la solution f est convergente, c’est-a-dire (7 est entiére, si et seulement si
chacun des coefficients A, paramétré par £ \ {0} est nul. Une analyse bien plus élaborée
que celle que nous avons faite ici permet de montrer le :

Théoréme 8 (Ecalle) Etant donnée une transformation analytique complexe :
W)=z + 22+ 224

au voisinage de Porigine, la série de scalaires A, associée, via les équations de résur-
gence,  la solution formelle de I'équation d’ Abel correspondante satisfait la condition de
croissance !

1=l
< M.

(x) 3IM >0, YneZ, AZ""

Réciproquement, étant donnée une suite de scalaires A,, indexée par §} \ {0} satisfaisant
(%), il existe une transformation analytique complexe(z) = z+ z*+4 2%+ -+ au voisinage
de "origine qui les réalise comme coefficients de résurgence.

Deux transformations analytiques ) et 1’ du type précédent, de coefficients de résurgence
A, et Al respectivement, sont conjuguées par une transformation analytique complexe
inversible au voisinage de I’origine si et seulement si :

A, = A, pourtoutuﬁ e 2\ {0}.

Enfin, I’énoncé précédent reste vrai en remplacant “analytique complexe” par “analytique
réel” et en rajoutant 4 la condition (+) la condition supplémentaire

(%) Yne Z”, A, = A_,.

En approfondissant 2 peine I’étude menée dans la section 1.7., on démontre un théo-
réme analogue ob les classifiants A, sont remplacés par la paire (gi, g_i) € (C{z})* de
la question 8 du probléme; les coefficients des g s’expriment d’ailleurs trés simple-
ment en fonction des A, et vice-versa. Aussi, ce théoréme ne parvient pas a justifier la
mise en place d’une telle théorie des fonctions résurgentes. Cependant, il existe des pro-
blémes géométriques trés simples qui donnent naissance & des fonctions résurgentes plus
générales dont le réseau des singularités est bi-dimensionne! du type ! := wZ 4 wpZ,
wa/wy ¢ R, pour lesquelles la théorie précédente s’applique sans modification mais la

52. Appelée aussi équation du pont parce qu'elle établit un pont entre calcul différentie! ordinaire et
calcul différentiel étranger.
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théorie de la k-sommabilité (ou méme multisommabilité) devient inopérante. De plus,
nous avons caché toute la partie de la théorie d'Ecalle sur les moules et pseuda-varia{ales
qui permettent des calculs effectifs d’une part d’invariants et d’autre part de fonctions
résurgentes les réalisant dont voici une application.

Proposition 11 Avec les notations précédentes, la fonction f(w) = w + F(w) définie
par:

i ) we‘zifrnt
F(w) = — 1n[1+23'mae-2‘""‘” f ; dt]

Zimn P

oin € Z* eta € C, permet de reconstruire, via I’équation d’Abel, une transformation
analytique complexe (z) = z + 2% + 23 + ... qui réalise les invariants :

A, = 0 pourtoutw € ¥\ {0, 2irn} et Aginn == @.
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