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Sun Tzu dit: [..]
Maintenant, voici les cing éléments de I'art de la guerre :
|. La mesure de I'espace.
[I. L'estimation des quantités.
lll. Les regles de calculs.
IV. Les comparaisons.
V. Les chances de victoire.
Les mesures de I'espace sont dérivées du terrain;
les quantités dérivent de la mesure;
les chiffres émanent des quantités;
les comparaisons découlent des chiffres,
et la victoire est le fruit des comparaisons.

Sun Tzu, L’Art de la Guerre, VI-Véme s. av. JC.



1. APPROXIMATION DIOPHANTIENNE ET CHAMBRES DE WEYL iii

Introduction

Cette these se découpe en trois parties indépendantesrggsmondent respecti-
vement aux chapitres 1 a 3, au chapitre 4 et au chapitre 5.

1. Approximation diophantienne et chambres de Weyl

La premiere partie de cette these (chapitres 1 a 3) expéoitddtion entre approxi-
mation diophantienne et géométrie hyperbolique, ou plaggdement la dynamique
des chambres de Weyls sur les variétés de Hilbert. Une &d#léon est historiguement
connue depuis longtemps - on pense tout d’abord a Ford, damshées 20, puis a H.
Cohn [Coh54 et R. Rankin Ran57] dans les années 50. Mais cette relation ne com-
menca a étre vraiment exploitée (sous une forme plus etegticie précédemment, et
de maniére plus systématique) qu’'au début des années &8, (@nitre autres) les ar-
ticles de S. Danilpan85 et D. Sullivan [Sul82 qui montrérent par I'exemple la fécon-
dité du sujet. Si cette relation fut utilisée pour obtens d&sultats géométriques a par-
tir de résultats d’approximation diophantienne connusigelongtemps, la déduction
de propriétés d’approximation diophantienne a partir deorsmements géometriques
est également possible, comme le montrérent par exemptdd@ead.ehner, Sheingorn
[BLS86] d’'un cote, et A. HaasHaa8€ indépendamment, lorsqu’ils publierent leurs
preuves géomeétriques du théoréme da & Markoff décrivararéepsupérieure &/3
du spectre de Markoff (voir le théoréme 1.1). C’est danseaddiuxieme optique que
se place ce travail. La relation approximation diophamégéométrie et dynamique
y est abordée d’'un point de vue constante d’approximatiofepdeur de pénétration
dans les cusps (je ne parlerais pas de la vitesse de pémeétiatis les cusps). La partie
1 donne les notions classiques d’approximation diophanéget sert d’introduction a
la partie 2 ou est définie une notion d’approximation diopieame (homogéne a une
variable) pour un corpK, extension finie dé), ainsi que quelques corollaires immé-
diats. Cette définition est une légere variation d’'une difimide R. QuémeQué9al,
et également une variation d’'un cas particulier de E. BUyiger92],[Bur93]. Son ori-
ginalité tient essentiellement a la remarque que 'on pkgser les fractions suivant
le groupe de classes d’idéaux du corps choisi, idée déjameislans$wabg. Par
exemple, lorsque I'anneau des entiérslu corpsk est principal, la définition est la
Suivante.
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Soit7mk : K — E = R" x C*® le plongement canonique de ce corps de nombre, ou
(r,s) désigne les nombres de plongements réels et complexes njugués respecti-
vement deK. Soit pourz = (z;);=1._+s €lement de¥, on note

lzlle = sup 2],
i=1,..,r+s
et
r r+s
N =[11= IT 1=
=1 i=r+1

Pourz dansE on définit

vk (2)" % = lim lim inf N(z—m N(q)*.
% (2) U3 10O O e mpflce K/ DN

Le spectre de Lagrange est alors
Lx ={wk(z) : z€ E—mx(K)}.

L'exemple des corps imaginaires quadratiques est abomeldgartie 3. Dans la
partie 4, j'introduis un "spectré'issu d’une situation topologique générique, et en tire
les quelques corollaires élémentaires qui en découlentékét de cette partie est es-
sentiellement de montrer que certaines propriétés detrepele Markoff et Lagrange
sont des conséquences purement topologiques de la cardssp® géométrique, et
donc valables quelle que soit I'extension finie@ehoisie, conséquences qui n’étaient
pas toujours connues et qui dans ce cadre sont particukétesimples.

Le chapitre 2 fait le lien entre les définitions de la parti¢ A @artie 4, a travers les
théoremes 2.2 et 2.3; cette correspondance est bien camsge le corpX est égal
aQ ou a un corps imaginaire quadratique - ici, I'originalité ds traiter de maniere
unifiée toutes les extensions finies @eet de préciser a quelle notion d’approxima-
tion diophantienne correspondent les différents cusps dariétél; associée. Ces
théorémes nous permettent, par exemple, d’obtenir uneefieuwdéfinition, géomé-
trique cette fois, des spectres. Plus précisémment, lgploant canoniquex induit
un plongement dé&SL,(O) dans(PSLy(R))" x (PSLy(C))®, que I'on fait agir par
isométries sufT'H?)" x (T'H?), le produit des espaces tangents unitaires aux espaces
hyperboliques de dimensia@ret 3 respectivement. Le quotient de cet espace par cette
action est not&€'I (Vk), la variété des chambres de Weyl sur la variété de Hilbert as-
sociée &. Le flot géodésique sur chaque composante du prodGit H?)" x (T H?)
passe au quotient en une actiorde A = R+ sur CW (V). Si I'on appelle A*
le semi-groupe ded = R’** formé par les temps positifs sur chaque composante,

1. entre guillements, ce n'est pas a priori le spectre d'@rateur.
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on peut définir ku-limite d’'une chambe de Weyl dansC'W (Vx) comme étant les
sous-ensemble fermé d&8V (Vi) suivant:

wy(w) = m U P w.

teAtT teAt
La description géométrique du spectre de Lagrange est alors

PROPOSITION Il existe surC'W (Vi) une fonctionf a valeur dan<R, continue et
propre (essentiellement une fonction de Busemann, voortadle 5), telle que I'on
ait

Lyx = { in(f)exp(—f) s w € CW(Vk), wy(w) # @} :
w4y (w

J'en tire ensuite quelques corollaires immeédiats, qui sEntraductions des pro-
priétés vues dans la partie 4. En particulier, on peut reungarque dans tous les cas
ou la constante de Hurwitz (définie comms L) est connue (voir partie 3), c’est la
constante d’approximation d’'un nombre fini de classes nwdul,(K) de nombres
guadratiques sUK, et elle est isolée dans les deux spectres. Sans pour aatarad-
ser cette observation, les corollaires 2.7 et 3.5 donnenteftrictions a ce sujet, dans
le cas général et dans le cas imaginaire quadratique respaent. On peut résumer
guelque-une de ces propriétés dans la proposition suivd@iecteur se reportera au
corps du texte pour les énonceés relatifs au spectre de Mavkaf

PROPOSITION SoitK un corps de nombre.
1. Il existez dansF tel que
Vi (2) = sup L.

2. Sisup L n'est pas un nombre algébrique, alors il existe un nombre dé&n
nombrable de: dansF tels quevk(z) = sup L .

3. SiK est un corps imaginaire quadratique, et si la constante denita sup Ly
n'est pas un nombre algébrique, alofisp Lk n'est pas isolée danby.

Je considere ensuite dans le chapitre 3 le cas ou la vartété eengl, c’'est a dire
lorsqueK = Q ou un corps imaginaire quadratique, pour montrer le théerdm,
dont voici la partie de I'énoncé qui concerne le spectre dgadrzge.

THEOREME (Théoréme 3.4) SoitK = Q(iv/d), d entier positif sans facteur carré.
NotonsEQ(C) 'ensemble des nombres complexes quadratiqueKsiiors

Ly = {vk(2)|z € EQ(C)}.
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En particulier, Ly est compact.

Dans le cadre classiqlie = Q, ce théoréeme estdi a T. Cusi€js87 ; lacompa-
cité du spectre de Markoff est, elle, automatique indépemaent du rang, cf lemme
1.5. La démonstration utilise en particulier le lemme denfeture d’Anosov, dont une
preuve dans le cadre d’espacedT'(—1) est fournie en annexe.

Est ensuite abordé dans la section 3 le probléme de la chiliidale la constante de
Hurwitz pour un corps imaginaire quadratique quelconqueg¢ ain algorithme pro-
posé pour calculer des valeurs approchées de cette canstant

Une guestion qu’on m’a souvent posée et qui appelle quelcpmmsnentaires est

celle-ci: pourquoi je ne généralise pas les propriété dadture du spectre de La-
grange au rang supérieurac’est-a-dire lorsque I'anneau des entierskipossede
un groupe d’unités infini. Tout d’abord, techniquementdasls ne fonctionnent plus
(le lemme de fermeture, par exemple, est encore valablemegiarle que de flots et
ne dit rien sur les actions). Une réponse plus intéressamigste a faire le lien avec
la conjecture de Margulis concernant les ensembles fenmuésants sous I'action du
groupe diagonal (et qui est essentiellement qu’il y en a pegu’ils sont tous d’ori-
gine arithmétique); je pense que dans ce cas le spectre darigggest discret (sauf
au point0) et est égal a I'ensemble des constantes correspondanbmbe@s quadra-
tiques surK (c’est a dire correspondant aux tores compacts). Le méneedgpro-
bleme a été rencontré par E. Burger, qui fait la remarqué @‘irouve qu’'un nombre
dénombrable d’exemples de nombres mal approchables seldéfisition Bur93].
A travers la correspondance décrite ici, on verra que la éodon spectre de Markoff
en rang supérieur s’avere intimement liée a la conjectuMatgulis pour les variétés
de Hilbert, conjecture dont S. Dani m’a dit qu’il ne voyaitspde preuve poindre a
I’horizon, en dépit de résultats récents dans cette dmedtMW01].

2. Alternative de Borel-Cantelli dynamique

Le chapitre 4 aborde un sujet un peu différent. D. Sullivanantmré que la vi-
tesse d’approche d’'un point a I'infini d’'une variété hypdidpoe de volume fini non-
compacte, est, sur un rayon géodésique générique, logagitle. 1l utilisait pour cela
la relation entre approximation diophantienne et vitesapptoche d’'un cusp mélée
a des techniques de la preuve du théoréme de Khintchinesuokatéa été généralisé
par D. Kleinbock et G. Margulis dans le cas d’espaces de rap§rieur KM99] et



3. EXEMPLES DE REPARTITIONS D’ORBITES DE RESEAUX Vii

par S.Hersonsky et F. PaulirlPO1g dans le cas des variétés a courbure strictement
négative.

Par analogie, on peut reprendre le probleme géométriquigeépar Sullivan en
remplacant le point a I'infini par un point quelconque de laété hyperbolique (le rap-
port avec I'approximation diophantienne devenant aloede¥gent analogique). Ceci
a déja été fait par Hersonsky et PaullHO01b] en ce qui concerne I'estimation de
la dimension de Hausdorff des géodésiques s’approchanhergiellement vite d’'un
point fixé d’'une variété compacte a courbure strictemenating Ici, le probléme est
le suivant. Soit/ = I'\H" une variété hyperbolique de volume fini. Notah's/ I'en-
semble des vecteurs unitaires tangents & : 7'V — V la projection canoniquey’
le flot géodésique suF'V, et B(q,r) C V la boule hyperbolique de centgec V et
de rayonr. On se donne une fonctign,),>, deR, a valeur dan&?.

La question est de savoir, pour un pgirte V' fixé, quel sera la mesure de Liouville
de I'ensemble des vecteurgels qu'il existet; — +oo, tels quer(¢tiv) € B(p,ry,),
autrement dit tels quft > 0 : w(¢'v) € B(p,r;)} n'est pas borné.

THEOREME (Théoréme 4.1) (Cibles rétrécissantes) Supposons qug;>, Soit
décroissante. Alors, suivant que
/ Tf_ldt
0

diverge ou converge, presque tout ou presque aucun veabgenedre un rayon géo-
désiqgue qui rencontre pour des tentparbitrairement grands les boules de centre
de rayonr;.

Le corollaire suivant semble étre nouveau.

COROLLAIRE (Corollaire 4.2). Pour tout pointp dansV/, pour presque tout, on

a.
: —In(d(p,7(¢'v))) 1
fim sup In(?) T ho1

3. Exemples de répartitions d’orbites de réseaux

Enfin, le dernier chapitre 5 s'intéresse a des résultatsphetiton semblables au
théoréme ergodique de Birkhoff concernant I'action d’'useadl” d’un groupe de Lie
sur un espace homogéng H, H sous-groupe abélien. Ces exemples sont essentiel-
lement inspirés par l'article de F. Ledrappi&ef99], et des résultats proches dans
I'esprit ont été indépendamment prouvés par A. Gorodnikd@me en particulier les
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trois exemples suivants. Dans le premier, la dérivée de Ralilkodyn qui apparait

n’est pas un produit de fonctions a variables séparéesrémrent aux exemples
connus jusqu’a ce jour), et dans le deuxieme la convergesicermarquablement uni-
forme. Le troisieme est un cas particulier d’'un théorémes giénéral concernant la
répartition des plats géodésiques d’'un espace selon urgsoupe discret d'isomé-

tries.

THEOREME (voir le Théoreme 5.2) Soit

MOI

o OO

1
0
0

O = O

on définitX comme la variété (de dimension 6) des matrices conjuguéds. &lle
porte une mesure (non nulle, unique a homothétie prep)i estS Ls(R)-invariante.

Il existe une application : X? — R*, continue, & variables non séparées, telle que
si I" un réseau de5'L3(R), qui agit (par conjugaison) suX, cette action est alors
ergodique, et si I'on note

B(T)={yeT : tr(*"yy) <T%},

alors pour toutf continue a support compact dé dansR, pour toutx dansX de
I'-orbite dense, on a

i 1
dm 3 100 = o [ Sty

THEOREME (Théoréme 5.3) Soit H* un espace hyperboliquely = 0H". Soit
I' € Isom(H") un sous-groupe discret et non élémentaire d’isométriespesure de
Bowen-Margulis finie. Notong, la mesure de Patterson-Sullivan associée au point
o € H". Soientf : 0H" — R une fonction continue, et un pointc H" fixé. Notons

B(T)={y €Tl :d(yo0) < T},

oud désigne la distance hyperbolique. Alors, pour tout OH":

© > 168 = s [ fn,

'yEB(T

et cette convergence est uniformetea 0H" lorsqueT” — +oc.
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THEOREME (voir le théoreme 5.4) Soit H" un espace hyperbolique I'espace
des géodésiques orientéesIde, ;. une mesureSO(n,1)-invariante surX, eto un
point deH". Il existec tel que sil" est un réseau dé”, et si on définit

B(T)={y €T : dloqo) < T},
alors pour toute fonctiorf dansL' () et u-presque tout: dansX, on a

) 1 c
AT Z)J"(W):W/de“-

~yeB(T

Onremarquera que, dans le premier et troisieme exempledenal deB(7") n’est
pas asymptotique a la normalisation de la somme. Il ne xagiici de moyennes.
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1. CADRE CLASSIQUE 1

CHAPITRE 1

Cadre général de I'étude

1. Cadre classique

L'objet de cette partie est d’'introduire, pour le lecteunnoitié, quelques résul-
tats classiques de I'approximation diophantienne homeg@ame variable. Le lecteur
averti trouvera cependant dans ces rappels les motivatesigénéralisations qui sui-
vront. Mes références principales sur ce sujet sont CagSakb7 et Cusick-Flahive
[CF89].

L'approximation diophantienne traite de la maniere dontpeait approcher un
nombre réel par les nombres rationnels. Un théoreme, dchizit, affirme que pour
tout réel irrationnek, on peut trouver une infinité de fractiopgq telles que

¢ <1.

x__
q

La question de savoir a quel point ce résultat est optimatdlgivra la définition sui-
vante.

DEFINITION 1.1. Soitz € R — Q. On définit laconstante de meilleure approxi-
mation de z par la formule:

p
x__

q

2

v(z) = lim inf q

(p,9)€ZX(Z—{0},|q|—00

Le spectre de Lagrangeest par définition I'ensemble degx) pour = parcourant
R — Q. Il sera notéLg.

Ce spectre est parfois appelé spectre de Hurwitz, et potaicerauteurs le spectre
est 'ensemblel /L. Il est apparu que I'étude de cet ensemble est fortementliée
I'étude des minima de formes quadratiques, et a amené Maaksintéresser aux
objets suivants.

DEFINITION 1.2. Désignons paf'Q(R) I'ensemble des formes quadratiques réelles
a deux variables, indéfinies et non dégénéréeg.<SF'Q(R) s’écrit

q(zy) = ax® + Bry + 1y,
on définit le discriminant de

A(Q) = ﬁQ - 40[7 > 07
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et la quantité
lq(z.y)]

q) = inf —_—
A N INC)]

L'ensemble deg(q), pour ¢ parcourantF'Q)(R), est un sous-ensemble Be appelé
spectre de Markoff, noté M.

Dans la suite /Q(R) ne désignera pas exactement la méme chose mais plutot
les classes d'équivalence de formes quadratiques selefation de proportionnalité,
cette confusion étant destinée a alléger les notations neathange pas(q), ni My

).

De nombreux auteurs ont essayé de décrire ces spectre®drerte suivant ras-
semble de nombreux résultats qui en donnent une vue paresentiellement sur la
partie inférieure et supérieure.

THEOREME 1.1. Les deux spectres admettent la description commune saivant
1. (Korkine-Zolotareff, 1873; Markoff, 1879; Hurwitz, 1891)

LoN ]1/3; +o0[ = MgN ]1/3; +o0o[ = {vm},

ou, pourm un nombre entier tel qu’il existe:;,m, entiers plus petits que:
vérifiant I'équation

m? +m7 +m3 = 3mmyma,

ona
m
Uy i — —F/—————.
" Im? — 4
Il existe une infinité de telles solutions.Les trois preeséaraleurs sont
1 1 5)

—, Vo= —=,V .
N N NN
2. (Hall, 1947; Freiman, 1975) Il existe > 0 tel que

[0; C] C Lo N Mg,

c pouvant étre pris égal &/5, et on connait explicement sa valeur optimale.
3. (Tornheim, 1955; Freiman, 1968)

LQ - M@,

V=

et I'inclusion est stricte.
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4. (Cusick, 1975) Le spectre de Lagrangg est 'adhérence de I'ensemble des
constantes d’approximation des nombres réels quadratigueQ. Le spectre
de MarkoffM est 'adhérence deg(q) ou ¢ est de la forme

q(zy) = (zva —y)(zB —y),
aveca et 3 deux nombres réels quadratiques §ur

2. Approximation diophantienne dans les corps de nombres

Dans ce paragraphe, je définis une notion d’approximatiophdintienne homo-
géne a une variable pour un corps de nombres quelconque. @fésera au livre de
Samuel §am67 pour les notions de théorie algébrique des nombres.

Soit K une extension finie d€. Les différents plongements d& dansR et C
non conjugués par la conjugaison complexe seront respeatints notés;,..,o, et
Or11,--,0r15- DANS toute la suite, on notera= [K : Q] = r + 2setn = r + s.

Le plongement canonique d¢ est alors::
kK — E =R"x C?,

x— (01(2),..,0015()).
Soit O I'anneau des entiers d€. On sait querk (O) est un réseau de E, et qug
donne lieu & un plongement:

T : PSLy(K) — G = [[ PSL2(R) x [ [ PSLa(C) = PSLy(E).
=1 =1
On noterd'x = 7x(PSL2(0)). ll est facile de voir que c’est un sous-groupe discret du
groupe de Lig5. Il est bien connu que c’est en fait un réseau (par exeniesP],
théoreme 13.1 et son corollaire 13.2, ainsi que I'exemplé€)7 Dans toute la suite,
nous écrirons les éléments de ces groupes comme des maigoegu’en réalité ce
soient des éléments d&SL,(.). Nous noterons aussi

E=][®u{oc}) x [] (CU{oo}),
=1 i=1+r
sur lequel’ agit par le produit des actions projectives sur chacun deste On notera
encoreco le point(cc)),—;.., de E.
Le groupe des classes d’'idéaux fractionnaireKdera noté’'(K), et son cardinal
h(K). Le théoreme de Dirichlet nous dit q@& est isomorphe au produt™ s~ x
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1(K), ou u(K) désigne le groupe (fini) des racines de 'unité contenues aious
noteronsw(K) le cardinal de:(K). Lanorme d’un élément: deK est par définition :

r4+s

Ne(@)= ] ot@)=Joil@) x [] lo()I,
g K—C i=1 i=r+1
ou le premier produit désigne le produit sur tous les ploreyjgsK — C. On notera
Ax le discriminant de?.
La classe de I'idéal engendré paety sera notééz,y).
On a posé une fois pour toute= r + s. Pourz = (z,..,2,) € R” x C*, on notera
la norme sup usuelle

||2]]c0 = sup |zl
(2

et

T n
2
ORI IEN I RER
=1 i=r+1
Remarquons quéV est simplement le prolongement de la valeur absolue de la
norme deK via le plongement, ou plus exactement

N(mg(x)) = [Nk ()]

Ce n’est bien sdr pas une norme au sens usuel; cependanombursierons a I'appeler
ainsi. Remarquons quE possede une structure d’anneau produit (non intégre), qui
respecte le plongement; ainsi, on notera /b, poura,b € E, N(b) # 0, le quotient
terme a terme dans chaque espace du prdduftar abus de notation, on consid&ta
et O comme des sous-anneauxfleet on négligera d’écrirex.

Soit P ¢ C(K) un ensembl@on vide de classes.

On poseC{’(z) = {(p.q) € O?| ||z — mx(p/q)|l= < €,(p.q) € P}.
DEFINITION 1.3. Soitz = (24,..,2,) € E. On définit

, D 1/[K:Q]
I/P(Z) = 15[(1) ((p,q)lengf(z) NK<q) N (Z — TK (;))) y

gu’on appelleconstante de meilleure approximation de: par P dansk.

LorsqueP = C(K) (en particulier siO est principal), on pourra négliger I'indice
P et écrire simplementi. Le lecteur remarquera que dans le as- Q ou K une
extension quadratique imaginaire, cette définition cpoad aux définitions usuelles,
avecP = (C(K) ou bienP le singleton donné par la classe des idéaux principaux,
suivant les auteurs. Dans le cas présent, nous pouvonditeera#n considérant des
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idéaux non principaux. Cette idée n’est pas completemeantaile, elle apparait par
exemple dans les travaux de Sw&wja6g dans le ca¥ imaginaire quadratique. Le
lemme et son corollaire suivant permettront de se ramenes &uites de forme bien
particuliére dans la définition de-.

LEMME 1.1 ([Fre90] page 37, lemm@&.5,). Soit/ = (u,v) = (p,q) un idéal en-
tier. Alors il existe

[Z Z] € SL,(O)

telle que:
u = ap + bq,
v =cp—+bgq.
O

COROLLAIRE 1.2. SiP = {I} estun singleton, queest un idéal entier de norme
minimale dans sa classe, et qlie= (p,q), alorsvp(2)X@ est la borne inférieure des
nombres de la forme

aMkp+kaQ) 2
— —————— | N(cea,p + dag.q)°,
CMkp+deq ( k k )

pour une suite de matricéd/; ), dansl', de coefficients s, ,bs, ,cas, .das, , VErifiant
que

k—o00

liminf N (z

e + dar g
tend vers: pour la norme|| || . O

Dans le cas o = r + s = 1, remarquons que la derniére condition n’est pas
nécessaire.

DEFINITION 1.4. On appeleraspectre de Lagrange deK par rapporta P I'en-
semble

LP = {VP(Z)|Z e k- WK(K)}
On notera simplemeritx lorsqueP = C(K)

Nous n’avons pas encore prouvé gue ces spectres soiensljorais c’est le cas).
Cependant on appelera

Ck = sup Lg
la constante de Hurwitz du corpsk.
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Tournons-nous maintenant vers les formes quadratiques,@inir un spectre
de Markoff. Pour toutl < ¢ < r (resp.r < i < r + s), donnons-nous une forme
guadratiquey; a deux variables, et a coefficients réels (resp. complendgfinie et
non dégénérée (resp. non dégénerée). Notbidy E) 'ensemble de applications

q: F* - E,
qui s’écrivent
q (i) = (Qi(xiayi>>1§i§n )

modulo I'action par homothétie d&*)" x (C*)*. Un telq sera appelé par abus de
langageune forme quadratique. Le discriminant de I'un de ses représentants est par
définition le produit pondéré des discriminants

Alq) = 1_[(512 — 4da;y;) H (87 — daim)?,
=1 i=r+41
ou I'on a noté
¢(z,y) = ua® + Bizy + vy

De facon équivalente, en utilisant la structure d’anneadden peut direg est
une forme quadratique a coefficients ddnhs;(z,y) = ax? + bzy + cy?, olla,b,c sont
dansF, les classes d’équivalences sont modulo la multiplicapianE* (I'ensemble
des éléments d& de norme non nulle), et le discriminait(q) = N(* — 4ac) est

supposé non nuly;(b?> — 4ac) > 0 pour touti compris entrel etr, o; étant ici le
prolongement (par continuité) de I'application déja natéde K dansR (ou C).

DEFINITION 1.5.

np(q) =

inf ;
(@y)em(0?={0,0Y)  |A(q)|2
Cette application est bien définie, c’est-a-dire que c’e& fonction invariante
sous l'action des homothéties, indépendante du reprégentitaisi. Nous obtenons ici
un autre corollaire du lemme 1.1:

N(g(ay)))mm

COROLLAIRE 1.3. SiP = {[} estun singleton, queest un idéal entier de norme
minimale dans sa classe, et qlie- (p,q), alors

KQ —_ jpf N(g(amp + bryrg.cup + duq))

S S A

9

1. Cette notation n’est pas tout a fait exacte, puiskj@¥ E) dépend en fait dér,s)
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ou les coefficients d&/ sont notésu,,,bys,car €tdyy. O

DEFINITION 1.6. On appeleraspectre de Markoff de K par rapport a P I'en-
semble

Mp ={pr(g)lg € FQ(E)}.
On note encore cet ensemblé; lorsqueP = C(K).

Muni de ces définitions, il est tres facile de voir que I'on s telations suivantes
lorsque I'on fait varierP ouK :

1) vp(z) = inf vy (2),
2 pp(q) = }glf),u{l}(z)'

Si K’'/K est une extension galoisienne, on a un plongement natusetsjgaces
vectoriels associés:

mgp E— E
Il est alors facile de voir que, poure E, on a
e (m () < vie(@),
et des formules semblables correspondant au morphigiie — C'(K').

DEFINITION 1.7. SoitK'/K une extension quadratique, @ts),(r’,s’) les signa-
tures respectives dK et K'. Sir’ = 2r (et doncs’ = 2s), I'extensionK’/K sera
gualifiée deréelle. Si x est dans une extension quadratique réellekjecomme on
peut rassembler par paire les plongementsdea I'aide du groupe de Galois d’ordre
2 deK'/K, on peut lui associe?” points deF de fagon naturelle en choisissant pour
chaque terme du produit d& I'un des deux morphismes de la paire associée. Les
points deFE ainsi obtenus définissent I'ensemble dembres quadratiquesde E, et
ces ensembles @& points deF les ensembles de nombres quadratiq@gugués

Ces points quadratiques sont exactement les élémeriisvdefiant une équation
guadratique dang a coefficients danK. Les points deZ ainsi obtenus sont les ana-
logues des nombres quadratiques réels dans [E eag), et ils bénéficient des mémes
propriétés (voir par ex. le lemme 2.2).

Maintenant, remarquons comme précisé dans l'introductienles définitions préceé-
dentes sont trés proches d’un cas particulier de la situétiodiée par Edward Burger,
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et proches également d’une définition de Roland Quéme. Laratajn dans le théo-
reme 1 de l'articleBur92] reste valable dans notre cas, et on en déduit une majoration

"a la Dirichlet"
2 2s
Ck < <<—) |AK|>
T

La majoration issue de l'article de R. Quéme s’avere ma#ledans notre cas (on
rappelle quen = [K : QJ):

1/m

PROPOSITION1.2. [Qué9]

1/m
4\ % m!2
CK S ((—) 2m‘AK|> .
m m

Il existe une notion de multiplicité pour un élément d’un desix spectres. Il faut
tout d’abord remarquer que- et ;p sont invariants sous les actions respectives de
I'x surE et FQ(E). Ceci sera prouvé dans la suite (Corollaire 2.4), I'actieri’'d
sur E étant I'action projective sur chacun des facteurs via lesdmorphismes;, et
I'action sur les formes quadratiques étant donnée par

(v-@)(zy) == q(v (z.)),

pourq € FQ(E), v € I'x une matrice de coefficientsb,c,d etz,y € E, I'action de
v~ sur E? étant I'action linéaire matricielle. L'ensemble dede E tels quevp(z) =
¢, OUc est une constante fixé, est donc la réunion d’ensemble deeslazodulo I'action
delk, etil en est de méme dedansF'Q(F) tels queup(z) = c.

DEFINITION 1.8. On appellemultiplicité de ¢ dansLp (resp.Mp) le cardinal de
I'ensemble des classes modulo I'actionldedont la réunion est,' (¢) (resp.up'(c)).

Exemple 1:1/3 est de multiplicit&¥; dansLq et My [Cas57.
Exemple 2:La conjecture de l'unicité&ffirme que tout élément 1/3 de Ly est de
multiplicité 1 ([Cas57, p 33).

On se servira de cette notion au paragraphe 4.

3. Corps imaginaires quadratiques

Soitd un entier positif sans facteur carré, et ¥it= Q(+/—d). Il existe une abon-
dante littérature sur I'approximation diophantienne d&npset quelques constantes
d’'Hurwitz ont été calculées, ainsi que parfois la partieésigure du spectre (i.e. la
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partie discrete avant le premier point d’accumulationt€partie est dédiée au rap-
pel des propriétés connues dans ce cas. En voici la listdg®oorps dont 'anneau est
principal, résumées dans un tableau, avec lorsque j'ai pirdeuver dans la littérature

un pointz tel quevk(z) = Cy la constante d’Hurwitz, et une matrice loxodromique
de SL,(O) stabilisantz. Ce tableau compléte celui de Hersonsky et Patin(2].
Certaines matrices/ ont été calculées en suivant la preuve du lemme 2.2 a partir du
x présent dans la bibliographie, et pour d’autres valeurst ¢’gui a été déduit dé/.

d Cd X M
. 2—i 2
1| 1/V3 (14iV/3)/2 i 9t
. [ 3—2iv2 —4
2 | 1/v2 (14i)v/2/2 L aiaiva
3 1/413 (1_2\/5)/4 i\/g—l —(5+i\/§)/2

(14+3iv3)/2  (iV3—-17)/2

+(1 _ 3@\/3) (19—22:'\/5)/2

7 1 1/V8 - -

_ [ (5+iV11)/2 (3 —1iV11)/2 ]
11 | 2/v/5 (24 V5 +iV11) /4 _ 5 (—iviD)2 |
19 1 (14+4v19)(1+1/v5)/2 -
43 ? ? ?
67 ? ? ?
163 2 ? ?

Dans certains cas, la partie supérieure du spectre a étéigkpar Asmus Schmidt
[Sch79,[Sch78,[Sch83, par exemple

LQ(i)ﬂ ]1/27 +OO[ = MQ(i)ﬂ ]1/27 +OO[ = {Vm}m,
avecr,, une suite tendant vers'2, mais il n’existe pas d’'interprétation géométrique
connue comme dans le cas standére- Q ou tout élément des spectresl /3 cor-
respond a une géodésique simple sur un revétement paatidelia surface modulaire
[Haa8€], [BLS86].
La propriété suivante semble spécifique aurcass = 1 (le cas de rang).
PROPOSITION1.3. Pourg € FQ(R), x € R, et toutK imaginaire quadratique:

po(q) = pr(q) = poy(q),
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vo(z) = vk(z) = vio} ().
Ainsi le spectre de Lagrange dgest inclus dans le spectre de Lagrangelfieet de
méme pour le spectre de Markoff.

PREUVE. On avg(xz) > vx(z), etug(q) > ux(x), et il nous faut montrer les
inégalités inverses. Montrons d’abord I'assertion comaet la constante d’approxi-
mation. SIK = Q(iv/d), d entier positif sans facteurs carrés, alors suivant due
est congru a trois modulo quatre ou non, I'annéaules entiers est respectivement
Z[%(ix/& + 1) ouZ[i+/d]. Dans les deux cas, on peut conclure que la partie imaginaire
d'un élément d&® — Z est plus grande en valeur absolue g(&/2. Ainsi, siz est
réel,p,q dansQ tels quep/q n'est pas réel, alors on a I'inégalité

(02

Commevg(z) < 1/v/5 < +/3/2, il ne nous reste & prouver, pour conclure que
vo(z) = vk(z), que sip/q, fraction dekK, approcher sur I'axe réel, on peut prendre
p,q entiers. En effetK N R = Q, et donc sip/q est réel, alore/q = p'/¢', oup' /¢

est une fraction irréductible rationnelle. Comivép) N (¢') = N(p')N(q) se réecrit
N(p)q”? = p?N(q), on en déduit qug” divise N(q) puisquep’ et ¢ sont premiers
entre eux. Ainsi¢'| < |q| etp’/q constitue une approximation deau moins aussi
bonne que/q, au sens que

xr —

/

p

T — —
/!

p
T — —‘ g > >,
q

Maintenant, venons-en aux formes quadratiqueg. &t une forme quadratique
binaire non dégénérée, non définie, on peut tout d'abordosgoquitte a échanger
les variables) que s’écrit

q(z,y) = (yz — 2)(y2' — 2),
ou z,z’ sont deux réels (distincts). Alors potyy complexes, ey non nul, on a

/f|

la(z.y)* = |y|4|2—§|2|2 = L= [y (=R /) +(S(/9)) ) (F=R(x/y)*+(S(2/y))*),

et donc
() * > [yl"(S(x/v)*((z = R(x/y))* + (2" = R(x/y))?).
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Or pour touts réel, on a I'inégalitéz — s)? + (2' — s)? > (2 — 2)?/2. Ainsi, pour tout
x,y, y hon nul, on a
|z — 2|

lq(zy)| = Jy[S(x/y)] 7

De méme que précédemmentzgj sont dang), siy est non nul et si:/y n'est pas
réel, alors
V3

20y[*’

1S(z/y)| >
et ainsi

V3 1
lq(2,y)] > ﬁ\/\A(Q) > \/—EV\A(Q)\,

et donclq(z,y)| > po(q)v/|A(g)]. Nous pouvons toujours nous ramener au cag ou
est non nul, et dans le cas oy est réel, c’est alors un rationnel, s’écrivant comme
fraction irréductibler’ /¢y’ dansZ, et nous pouvons montrer de méme que précédem-
ment quelg(z’,y")| < |q(z.y)].

0]

Le théoréme suivant est une application directe des tradatsdersonsky et Paulin
aux définitions introduites précédemment. Il sera géregraglar la suite.

THEOREME 1.4. [HPO2] Tous les spectresp et Mp sont bornés. On a de plus
sup Lx = sup Mg.

Il faut également faire remarquer que I'approximation tiaptienne dans le corps
des quaternions peut rentrer dans le cadre de rgwgir [Sch69).

4. Spectres des hauteurs d’'un espace

Soit X un espace topologique localement compdaiin groupe topologique abé-
lien agissant continuement siir, A™ un semi-groupe qui engendreetf : X — R
une fonction continue et propre. L'objet de cette partiededtaire une étude sommaire
de quantités/;,..; et d’'ensembled.(f),M(f) définis un peu plus loin. Lun des buts
du chapitre 2 sera justement de voir que les speétresd/» vus dans la partie 2 sont
issus d’une définition comme celle qui suit, et bénéficiemiodibe certaines propriétés,
gui sont données dans les lemmes suivants.

Pourz dansX, notons
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wi(z) = m U (ab).z,

acAt be At
gu’on peut appeldfensemble oméga-limite der.

DEFINITION 1.9. Soitx € X, on définitv(x) etu(x) par

vi(z) =exp | — sup f |,
w(w)

pf(x) = exp <— sup f) :

On définit lesL,M-spectres dg¢ comme les soAljs-ensembleQRdﬁ
L(f) = {v(z)|z € X},
M(f) = {ps()le € X}.
Déduisons-en maintenant quelques propriétés élémesntaire
LEMME 1.4. SiA désigne la différence symétrique d’ensembles, on a:
M(f)A{inf e /WY # 0,4V =Y} C {0},

M(f)A{inf e WY £0,AY =Y} c {0},
ye

et

L(f) € M(f)

PREUVE. L'inclusion
M(f) c {inf e /W |Y,AY =Y}
yey

est claire car les orbites sont des ensembles invariangse Revoir que
{inf e WY AY =Y} c M(f)U{0}.
=

SoitY un ensemble invariant non vide tel giué,cy e~/® > 0, alorssupy f < +oo.
Or

fY) Cfy)
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car f est continue, donc commpgest propre il existe) € Y tel quef(y) = supy f.
Or Ay C Y par continuité de I'action dé, et donc

sup f = sup f,
Ay Y

ce qui conclut la preuve de la premiere assertion, la dewxiémdécoule apres la
remarque que pour tout ensembleon a

sup f = sup f.
Y Y

Pour la derniére assertion, comme(z) est un ensemble invariant, il nous faut juste
vérifier qued € L(f) implique0 € M (f). Or, s’il existex tel que

sup f = +o0,
w ()
alors comme
wi(z) C Az,
et quesupy, f = supy, f, Onaausssup,, f = +o0o. O

LEMME 1.5. M(f) U {0} est un sous-ensemble fermé ReDe plus, siy €
M(f)—{0}, alorsil exister € X tel quef(z) = —In(u) etus(x) = p.

PREUVE. Soit (Az;); une suite d’orbites telles que, = pu¢(z;) converge vers
1> 0 € R. Quitte a translater;, nous pouvons supposer que
—In(u;) = 1/i < f(x;) < —In(u;,)

et & partir d’'un certain rang quén(u;) — In(u)| < 1. Commer; est dans le compact
S7Y[=1In(u) — 2, — In(p) + 1]), la suitez; admet un point d’'accumulation Ainsi
f(z) = —1In(u) par continuité de'. De plus, pour tout € A,

flaz) = lim f(ax;) < limsup p; = p

et donc

sup f = p.

Az
La deuxieme assertion se déduit de la preuve de la premiemresidérant la suite
constante égale a n'importe quelle orbite incluse d@ﬂ@i)- O
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LEMME 1.6. Supposons qug est minorée, alors
sup Ly = sup Mjy.
Notons C; cette borne supérieure commune. On [l'appellera la
constante d' Hurwitzde (X, f). Alors il exister € X, tel que:
py(z) = ve(z) = Cy.
PREUVE. Soit un minorant def. Regardons les ensembles

Ko = () af([8:0)).
a€A
C’est une suite croissante d’ensembles compacts (éviarherit vides) et invariants,
car f est propre. Ainsi, il existe une constantg € [3; +o0] telle queK, = 0 si et
seulement siv < ay, car Si

ap = inf{a|K, # 0},
ona

qui est donc non vide. Poson§ = exp(—ay). Soitz € X, posonsy = sup,,, () [,
eta/ = supy, f. Alorsw, (z) C K, etAz C K,/, etdonca > «ay. D’autre part, si
x € K,,, Az etw, (x) sont des sous-ensemblesidg, et donc

vi(z) = py(x) = Cy.
[

LEMME 1.7. Soitx une mesure finie suk de supportX, supposons qug¢ n’est
pas majorée et que 'action dé sur (X,u) soit ergodique. Alors pout-presque tout
x e X,ve(r) = ps(z) =0.

PREUVE. Commey; et sont des fonctions mesurables et invariantes sous I'ac-
tion de A, ces fonctions sont constantes presque partout. Seigntces constantes.
SoitU, = f~!(]a, 4+ oo[), comme pour tout € U,,

exp(—f(z)) < e,

et quelU, est de mesure strictement positive par hypothes¢g &, on ac; < e @
pour touta > 0 et donce; = 0. Par le lemme de récurrence de Poincaré, presque tout
x € U, vérifier € w,(x), etde méme, = 0. O
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Dans la suite, nous supposerons guesto-compact, c’est a dire réunion dénom-
brable de compacts.
Le lemme suivant est probablement connu.

LEMME 1.8. SoitY C X un ensemblél-invariant compact minimal. Alors so¥t
est une orbite compacte, sditest réunion d’'un ensemble non dénombrable d’orbites
disjointes.

PREUVE. C’est une application directe du théoreme de Baire. Ert,éffettant
A-invariant, on peut toujours I'écrire comme réunion d’¢eldisjointes :

Y = |_| Ay.
yez

Il nous faut montrer que&Z dénombrable implique qug est un singleton. Supposons
donc queZ est dénombrable. Mais gi = U, A, ou chaqued,, est compact, on a:

yeZ.k

Sitous lesA,y sont d’intérieur vide dan¥’, alors par le théoreme de Baireest d’in-
térieur vide dang”. Donc il existey dansZ etk tel queA,y n’est pas d’'intérieur vide.
Soit doncU un ouvert non vide d& contenu dansl,y, AU = Y car le complémen-
taire deAU dansY est un fermé invariant, qui est nécessairement vide panmaiite
deY.DoncAy =Y, etdonc
Z =A{y}.
0]

COROLLAIRE 1.5. Supposons qugest minorée, et qu,e;l((]f) ne contienne pas
d’orbite compacte. AIor&;l(Cf) est une réunion non dénombrable d’orbites.

PREUVE. Reprenons les notations de la preuve du lemme 1.6YSoit compact
invariant minimal inclus dan&,,, alors I'application du lemme 1.8 conclut. [
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CHAPITRE 2

L'équivalence des définitions

1. La variété de Hilbert

J'introduis dans cette section la variété de Hilbert agsoaiK, ainsi que la va-
rieté des chambres de Weyl, avec toutes les définitions edrgpras qui vont avec.
Nous noterondl?, H? respectivement, le plan hyperbolique et I'espace hypebel
de dimensiors. On note:

r r+s

o=][m = [] =,

i=1 i=r+1
espace sur lequél agit a gauche. Un point d@ sera repéré par ses coordonnées
dans le modéle du demi-plan (resp. demi-espace) supérgs chaque élément du
produit:z = (2;,t;)i=1. n 00z € Rsil < i <r, 2z € Csii > r, ett; > 0.
Nous noterondk 'orbifolde quotient (variété de Hilber)x \ (2, etmy, le revétement
d’orbifold : 2 — Vk. Parélément loxodromiquae PSL,(E), on entend une applica-
tion qui a exactemer®” points fixes dan€’. Parpoint paraboliqued’un sous-groupe
discretl’ de PSL,(E), on entend un point d& qui est 'unique point fixe (dang)
d’'une applicationy de'. ParcuspdeI'\(2, on entend une classe modulo 'action de
I" de points paraboliques de. L'espaceF sera parfois désigné comraefrontiére de
Furstenbergde(?.

Nous rappelons le théoreme bien connu suivant, et qui p@ireatrouvé dans
[Fre9Q], par exemple.

THEOREME 2.1. L'application (KUoo) — C'(K), x — (1,x), induit une bijection
naturellel'x \ (KUoco) — C(K) de 'ensemble des cuspsdedans le groupe de classe
d’idéaux fractionnaires d€.

Dans le résultat précédent, on convient que l'idéal engepdr(1,00) est égal a
O. Pour la définition du bord de, on se référera 8al95]. Un ouvert densé&’ de o2,
invariant par le groupé&’, peut étre décrit de la fagon suivante :

U={(20)>cEfe S 'n0,1]"},

le plongement (que I'on considérera comme une identification) dafisétant donné
par

i(2,0) = lim ((z,e*");,

t—+4o00
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avect = (ai,..,an), ., a2 = 1. Cette expression est valable si tous4gsont finis.
Sinon, on remplace dans I'expression précédente le termespmndant a ug, = co
par (0,e*"). L'action deG esticig(z,0) = (gz,0).

Il est facile de vérifier que I'image de ce plongement est biemuvert dense du
bord: c'est en fait 'ensemblé(?,., des points réguliers du bord. Ainsi, nous parle-
rons d’un point de& comme d’une classe asymptotique de chambres de Weyl de
Rappelons que la fonction de Busemann est définie paanmpoint du bords2 et deux
pointsz,y de2 comme la limite

Be(a,y) = lim d(r(t).0) —t,
ou r(t) désigne le rayon géodésique infini partantydeersé. Soité, € U le point a

I'infini régulier (c0.0), et soitz, € 2 le point(0,1);—; . ,+s. Soitx = (2;,h;); un point
de2. On a alors la formule suivante pour la fonction de Busemanpaint¢,

LEMME 2.1.
e Peommo) = TThe.
=1

O

Soitp : I' — G une représentation d'un groupeetry, : Q@ — V = p(I')\Q la
projection canonique. On peut définir une "fonction de Busmami surl” de la fagon
suivante. Soit € 0f2 un point parabolique; dans(?, etq dansl’

DEFINITION 2.1. On pose
Bg(Q7ﬁ) = inf BC(@vﬁ)v

dlmy (§)=q
ou la fonction dans le deuxiéme terme est la fonction de Baisersure).

On se référera ici a l'article de H.C. Im Hof{85] pour la description générale
de I'action sur les chambres de Weyls. Dans notre cas, legoupe abélien dé&,
A = (R% )" identifié au groupe matriciel

el 0
{5 20) e}

agit sur la variétéC W (Q) des chambres de Weyl d& qui est le produit deg ' H?,
T'H3, les espaces tangents unitaires des espaces hyperboliques
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Etant donnée une orbifolde quotievit = I'(1/)\(2, de volume fini et de cusps
C(V), cette action descend en une action sur I'enseraié(V') = I'(V)\CW ()
des chambres de Weyl de I'orbifoldé On se fixe dans la suite le semi-groupée =
{(t1,..,tn) : t; > 0} C A, qui est I'intérieur d’'une chambre de Weyl standard.

DEFINITION 2.2. On dira que deux chambres de Weyl {desontasymptotessi
elles définissentle méme point de la frontiére de Fursteniaar dira que deux chambres
de Weyl d&/ sont asymptotes si elles ont deux relevés asymptotes. Eoypiar, si
ww' € CW (V) sont asymptotes, alors :

wi(w) = w(w).

On a bien sOr un revétement naturely, : CW (V) — V qui & une chambre de
Weyl deV' associe son point base. On utilisera la paramétrisationajd slivante
pour les chambres de Weyls fle notons(E x E)* 'ensemble de$z,2’) dansF tels
queN(z — 2’) # 0. ll existe une bijection:

CW(Q) — (Ex E) x A,

qui est la bijection déduite par produit des paramétrigatiae Hopf d&' H? et 7' H?3.
La mesure de Liouville sut'iW(2) s’exprime a I'aide de cette paramétrisation

dzdz'da
N(z —2)?
Enfin, la propriété suivante peut étre vue comme une génratain duthéoréme

de Lagrange un réel est quadratique sQrsi et seulement si son développement en
fraction continue est périodigue.

(3) dw = 2r+2$

LEMME 2.2. Les plats de&2 qui se projettent sur des tores plats compacts dans
Vik sont exactement ceux dont Bspoints a I'infini sont des nombres quadratiques
conjugués (voir définition 1.7).

PREUVE. Sion considére le®” points a I'infini d’un relevé d’un tore compact, il
existe une matrice loxodromiquede I'k (en fait un sous-groupe abélien de rarg
stabilisant chacun de ces points a I'infini.(8i;);,(y;);) € E? décrivent ces points (au
sens que la-eme coordonnée d’un point a I'infini est soit soity;), alors 'équation

1. Il est sans doute déja connu mais je ne lui connais pas éieengfe. D’autres exemples simi-
laires sont par exemple dariay01].
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décrivant ces points fixegz: = z nous donne pour chaque coordonnées une équation
du second degré d’'inconnue

oi(c)2* + oi(d — a)z — o;(b) = 0,

a coefficients dank, dontz; ety; sont solutions, et ainsi c’est un ensemble de nombres
guadratiques conjugués (on a le bon nombre d’équationsficoemts réels).

Réciproquement, si un ensemble rectangulairg"deoints deF est un ensemble
de nombres quadratiques conjugués, ils sontissus d’unmonaansk’, K’ extension
réelle de degré deK. De par le théoreme des unités de Dirichlet, le facteur abéli
libre du groupe des unités @& est de ran@r + 2s — 1 = 2n — 1, et le facteur abélien
libre du groupe des unités deest de rang +s—1 = n—1. Comme la norme relative
(cf [Sam67) satisfait

Ni/jg(u) = Ngjo(Nerk(u)),

on en déduit que le facteur abélien libre du grokpg N/ k) des éléments de norme
relative pour I'extensiork’/K égale al est de range. Soitu € ker(Ng/ k), qui ne
soit pas de torsion. Soit/ C K’ le O-module de basél,z). CommeM est com-
mensurable &’ (en le sens que leur intersection est un sous-groupe dérfaicde
chacun d’eux), et que la multiplication parstabilise(’, il existek > 0 tel que la
multiplication paru* stabilise)M . Soit

a b
a=[2a]

la transposée de la matrice de multiplication padans la basér,1). Commezru* =
ar + betu® = cx + d, on a pour tout dans I'ensemble des points conjugués
az+b  zu

AR ==

éguation qui est a lire comme une équation dahsCommeA est de déterminant
1= NK//K(u’f) et n’est pas de torsion, ses valeurs propres dans chaquioooees

1 sont distinctes de et —1, et c’est bien un élément loxodromique Og stabilisant
tout point de I'ensemble rectangulaire de départ. Il y a dongroupe de rang
ainsi engendré par les différents élémemtde ker(Ng/ k). Comme le stabilisateur
dansG du plat défini par le€" points conjugués admet un sous-groupe d’indice fini
isomorphe &R", le sous-groupe formé précedemment en est un réseau ettlerquo
est compact. 0]

k
=z,
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2. La correspondance géométrique

Dans cette section, on relie les quantités diophantiertrigsm@miques introduites
dans les parties précédentes. On fixe le point a l'infini :

et le point de référence, = (0,1);-;., dans(. Traitons tout d’abord le cas des
'formes quadratiques’. Le lemme suivant fait le lien entiegpet produits de formes
guadratiques.

LEMME 2.3. Il existe une bijection canoniqué-équivarianteq — G(q) entre
FQ(F) et 'ensemble des plats totalement géodésiques maximaarientés de).

Nous pourrions simplement remarquer g8 Ls(R) (resp PSLy(C)) agit tran-
sitivement surF'Q(R) (resp.FQ(C)) et que le stabilisateur dgx,y) = zy est égal
au stabilisateur de la géodésique non orientée, non ponetésnt les deux points de
OH? (respdH?) 0 etoo, sous I'action du méme groupe vu comme groupe d’isométrie
deH? (respH?). Il en est ainsi de méme pour 'action produit@esur les ensembles
produits. Mais il n’est sans doute pas inutile de décrireeu glus cette bijection.

Atoutq = (¢;); dansF'Q(FE), on associe le plat géodésiqtég) (sans orientation)
ayant pour points a l'infini les points de coordonnégs;<;<,, ou ¢, est racine de
I'équationg;(z,1) = 0. En général, il y en a toujours distinctes. Sig(z,1) est de
degrél, on prend comme points a l'infini la racine®t ¢ OH? ou 9H3. Cette maniére
de définir nous donne ainsi toujowspoints a I'infini. Il y en a en effet autant que de
chambres de Weyls.

Réciproquement, a un plat géodésidtiron orienté dé€2, en notant; ,£; ses points
a I'infini dans lei-ieme facteur, on considere la forme quadratigue) = (¢;); avec

ou éventuellement;(x,y) = (y& — )y si un des points a l'infini esto € 0.
Venons-en maintenant aux "nombres"ide

LEMME 2.4. Il existe une bijection canonique — R(z) entre E et 'ensemble
des classes asymptotiques de chambres de WY giei estG-équivariante.

Comme précédemment, cette bijection est claire sur chBAque 43, un point du
bord étant par définition une classe (faiblement) asynpietde rayons géodésiques,
et s’obtient ensuite par produit. Plus explicitement, noass intéresserons au passage
au quotient paf'x de cette bijection.
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A un élémentz de E, on associe la classe asymptotigié:) de chambres de
Weyl de Vi a laquelle appartient toute chambre dont un relevé a pout adiinfini
z. Réciproguement, a une chambre de Weyl/deon peut associer la classe modulo
I'x de point a I'infini dans® d’un relevé de cette chambre au produit de demi-espaces
supérieurs. En particulier les élémentsKisont associés aux chambres de Wey! qui
se terminent dans les cusps en respectant I'indexatidf efedes cusps selafi(K),
c’est a dire en respectant I'association du théoréme 2if «Sone chambre de Weyl
de R(z), alors l'w-limite positivew, (w) ne dépend en fait que d&(z), ce qui justifie
I'écriture de cet ensemble comme (R(z)).

Il sera dans la suite plus commode d’associer & un élémedhitmen pas une classe
asymptotique, mais un représentant de cette classe. A megté = (z;,..,z,) dans
E on associe la chambre de Wéy} (=) dans(2 définie par:

Wo(z) = {(zie™")
et le plat maximal contenamty(z), défini par
po(z) = {(zi,t:)[t: > 0},

et on noterdV (z) I'image deW,(z) dansVxk.
Le lemme suivant, qui sera par la suite appliqué a difféeergprésentations de
'k reliées chacune a un cusp, nous permettra de faire le lienl@amproximation

diophantienne.
a; bi . a b
(e ]) L a]esme

ti Z 0}7

Soit

LEMME 2.5 (Lemme fondamental)Avec les notations précédentes sur,,v,<o,
ona:

min  exp(Bg,(z,20)) = (N(C')QN (é _ z) 2r+2s) =

ey~ 1po(2) C

De plus, l'unique point: réalisant le minimum vérifie

PREUVE. Soitz dansy 'py(z), notonse = (u;,h;)i=1,. -
On sait (ou bien I'on calcule) que dans chaque facteur duyiréd(c’est a dire dans

Qa;
2y — —
C;

@ o= (5
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chaqgue copie dé/? ou H?), 'horosphére centrée éch) image par CCLZ cbil } d’une

horosphere centrée en l'infini de hauteur euclidielnest de rayon euclidier avec :

1
2h;|c;|?
On regarde les cercles (resp. sphéres) tangents aux baHE deesp.H?) en les

pointsa;/c; et passant par les projections sur chague composante.dés sont de
rayon euclidierr;. On noteyx = (z;,t;);—1. .. Le théoréme de Pythagore nous dit que

a<
’I“i2 = (tz — TZ‘)Z + |Zz — —Z|2
)

C’est adire gu’'on a les égalités:

i — A tz K
T ( + L )
Et donc:
1 1 |z — o 2
— = _(t R

Ainsi, le produit des: égalités précédentes ou de leur carré, suivant gu’ellessor
pondent a un facteur réel ou complexe, nous donne:

() =5 1)

i=r+1 =1 i=r+1

Ou encore, en utilisant la formule pour la fonction de Busemsure? :

T a;
5 - o

exp(Bey (w.20))" N ()7 = [ [ (1 + =) ( [T+ QJ

=1 i=r+1

Le i-eme terme du produit de gauche est minimiseé lorggue |2; — 2| et I'unique
minimum est atteint pout = v~ *((z;,t;)i=1..»), €t alors:

a

exp(Vr 4+ 4sBg,(x,x9)) = N(z — E)N(c)22’"+28.
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Le lemme suivant est I'analogue du précédent pour les foguadratiques.

PROPOSITION2.6. Soienty € FQ(FE) etp un morphisme d’un groupe dansG,
d’'image discrete. Alors

V€l |A(q)] pemy(G(q))

o= (| ZDZ[ 7| e st

I8}

6\/ r+4sB§O (p,xo0)
’

PREUVE. Montrons d’abord la premiére affirmation. Ecrivons

ai(z,y) = (ym — x)(yn; — x).

Par le lemme 2.1, on a, en posant= N sit<r, o = m sinon,
n a;
Sup e_BﬁO(pva H (_‘nl ) ,
pEG(q) i=1

et de méme,

—Bg, (p,%0) - |772 | )aL
sup e "% < .
pep(v)G(q) 1 2|(cim; + di)(cinh + d;)|

)

On obtient, d’aprés les valeurs deet apres avoir remarqué qlig — 7/ = |A(g)],

2—[K:Q] inf 6\/7“4—48350 (pyro) _ N(Q<_d7c)) )
peP(7)G(a) |A(q)|

En passant a I'infimum sur tous lesdansI’, on obtient bien I'égalité annoncée.
0]

3. Application au cas des variétés de Hilbert

Dans cette partie, on établit que les quantités diophamiedéfinies dans la partie
2 sont égales aux quantités géométriques définies danstia $apour une certaine
fonction f et le fibré des chambres de Weyls de la variété de Hilbert sporedante.

Fixons le corp, extension finie d€), et commencgons par décrire certaines repré-
sentations du groupég. Soit une classé dansC(K), dont on choisit un représentant
I, qui soit un idéal entier de norme minimale parmi les reprtgssds de cette classe.
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Soientp,q dansO deux éléments qui engendrentll existe alorsu et dansl—! tels
que

pv+qu=1.
Soit M I'élément deGG défini par

w=m([5 7 ]),
M_lz_K([—Vq ZD

On posel’y; = Mgk M, etp(y) = M~1yM. Un élémeny dansl';; s'écrit

g pra + puc + qub + qud  —pva — pPc + v+ pvd
g= e —pga + p*c — ¢*b + pqd uqa — ppc — qub + prd

Alors

avec
szgM_lsz<[z ZD € Tk.

3.0.1. Formes quadratiques et plat&appelons quecy : CW (Vk) — Vi est
la projection canonique. FixonsM,p,q comme dans la partie précédente. Notons
po : I'x — G l'inclusion. On définit une applicatiof, : CW (Vk) — R par

1) = =G Bl (e 1) 0
5) F1n(2) + 2 B (M)

Cette fonction est continue et propre st/ (V). Si P est une partie non vide de
C(K), notons

fp=sup fr.
Iep

Si P = C(K), on posefx = fcx)- Nous allons maintenant relier explicitement
les objets de la partie 4 appliquée8 a8V (Vk),fp) avec les quantités diophantiennes.
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THEOREME 2.2. Les définitions arithmétiques et géométriquesudenincident.
En d’autres termes, pour toytdansF'Q(F),

(6) 1p(q) = pyp (i (G(9)))-

PREUVE. D’apreés la formule 2, et la définition dé&, il nous suffit de le prouver
pour P un singleton. Soit don® = {I}. Soitp la représentation décrite précédem-
ment, et soiy dansFQ(E), p(y~!) dansly,. Ecrivons

A B a b
p(’Y): C D y V= c d |-
Alors, on a
D —-B] _
M[_C 4| =Me() =M,
et donc
D __ ap + bq
M{—C__[cijdq]'
Ainsi,

q(M(D, - C)) = q(cp + dg,ap + bg),
d’ou, par la proposition 2.6,

N d b .
o Valep Tdgap+09) _ oo
~v€lk |A(q)] pETy (G(M~1q)

o
e\/r+4sB€O (p,xo0) .

Le corollaire 1.3 nous permet ainsi d’affirmer que

o~ [K:Ql inf e V7155, (p.o)
pemy(M~1G(q))

= up(q)" 9.

Maintenant exprimons la relation de cocycle de la fonctierBdsemann

B (p,x0) = Biye,(Mp,Mxo) = Byje (Mp,x0) — Bue, (Mo,20)

= B]’(/O[&)(Mp,xo) — By, (zo,M *0)
Ce qui, avec la remarqus, (M ~'G(q)) = T, (G(q)), conclut la preuve.
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3.0.2. Approximation diophantienne etlimites.

THEOREME 2.3. Les définitions arithmétiques et géométrigues/dsoincident.
En d’autres termes, pour toutdansFE — K,

(7) vp(2) = v (W(2)).

PREUVE. De méme que dans la preuve précédente, la formule 1 nougpdem
supposer qué’ est un singleton. Soi = {/}, etp la représentation définie précé-
demment. Tout d’abord, montrons que

vin(z) 2 vy (W(2)).
D’apres le corollaire 1.2, il existe une suite
== a; bl
f}/l_pZK|i o dl :| EFK7

tels que, lorsqué — +o0,

ap + big '
8 L, ST,
® H ap+diql|
et
aip + biq 9 K:
9 N (-2 U1\ N d Q).
9) (Z clp+dlq) (ap+ dig)” — vy (2)

Soit z; le point dep(y;) " 'po(M~12) réalisant le minimum dans le lemme 2.5,
appliqué a la transformatiak/ ~'~;1/. On obtient:

exp(V7r + 4B, (x1,%0)) = N(Cl)2N (M_lylM(oo) — M‘lz) Q[K:Q},
carA;/Cy = M~ M~*(o0). Or, on peut calculer que

Cy = (par + qdi)(p — g1iM(00)),

et
N(z —nM(0))

N (M7 M (00) = M712) = N(—qz +p)N(—qnM(c0) +p)

Ce qui nous donne

exp(Vr + 45 By /q,60) (Mz1,Mx0))
N(p - WIM(OO))Q[K:@]
N(p —qz) ’

= N(pci + qdp)*N (1M (o0) — 2)
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Lorsquel — oo, I'expression précédente tend véesr,(2)) &Y, de par les expres-
sions 8 et 9. La suitg(y;)x; converge vers\/ 'z dansW,(M~1(z)) d’apres I'équa-
tion 4. Donc I'ensemble des points d’accumulationmde(M z;), est contenu dans
ew (we (MW (M™12))) = mew(we (W(2))), et donc par continuité dg, on obtient
bienvry (2) > vy, (W (2)).

Montrons maintenant la réciproque:
vin(z) < vy (W(2)).

Soit w; une suite de sous-chambres de Weyls dai&, (1 ~'z) dont les points-
basesr; tendent vers: pour la topologie euclidienne, tels qeep(—f;(rw;)) —
vi,(W(z))), = étant ici la projectiorCW (Q2) — CW (Vk). On posey, = M 'z,
Ainsi, d’aprés la définition deBgO et le lemme 2.5, il existe une suitgde I, telle
que:

A
exp(Vr +4sBf (giyi,w0)) > N(C)*N (Ul — M_lz) ok,
l

De plus, quitte a changer grace au lemme 2.5, on peut supposer qu’il y a égalité,

et 'équation 4 nous dit alors que

Hgl(oo) — M_leOO — 0.

Mais on peut écrire, en posant= Mg, M1,

N(E = u(®)
NiE-1)

q
tout comme dans la premiére partie de la preuve. En passaniiraiie, on obtient
I'inégalité annoncée, cafz — v,(p/q)||~ tend bien vers.

exp(Vr + 45350(]\/[_1%%@0)) = o[KQ ( ) (N(ap+ qdi)*N (m(p/a) — 2))

O

4. Quelques corollaires

Nous énong¢ons maintenant quelques conséquences direstésedrémes 2.2 et
2.3. Le premier est bien connu lorsque= 1, mais mérite d’étre noté. On n’avait
jusqu’alors pas précisé de mesure 8p(FE), mais commeF'Q(F) s'identifie natu-
rellement a I'espace des plats fke il existe ainsi une mesur@-invariante sur cet
espace issue de la mesure de Haatzde

COROLLAIRE 2.4. Les fonctions/p et up sur E et FQ(E) sontI'k-invariantes.
Elles sont nulles presques partout.
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PREUVE. Linvariance résulte des formules 6 et 7. La deuxieme ea#i déduit
du lemme 1.7 de la fagon suivante; sbit_ £ un ensemble de mesure finie et positive
tel querp est constant suf'. L'ensemble des chambres € CW (Vk) telles quew
admet un relevé & ayant pour point a I'infini positif un élément de est de mesure
non nulle d’aprés la formule 3, et on applique alors le lemmde 1 O

Ce corollaire est I'analogue du résultat de Tornheim. #ignsi I'inclusion est
stricte.

COROLLAIRE 2.5. Pour toutP C C'(K) non vide, on a:
Lp C Mp

PREUVE. C’est I'application directe du lemme 1.4. O

Le corollaire suivant généralise le théoréme 1.4.
COROLLAIRE 2.6. La définition suivante d€x a bien un sens
Ok = sup Lg = sup M.
Etil existeq dansF'Q(F), etz danskF tels que

pr(q) = vr(z) = Ck.
Si P est non videL p et Mp sont bornées.

PREUVE. La premiere partie est I'application directe du lemme 1.8y a qu'a
verifier quefox) est bien minorée. La derniere assertion découle du faildgpppe
suivant: il existe un compadt de Vi intersectant tout plat géodésique, car un voisi-
nage horosphérique suffisamment petit ne contient auctemnmtier. O

COROLLAIRE 2.7. Si la constante de Hurwitz n’est pas atteinte par un "nombre"
de F 'quadratique réel’, alors sa multiplicité est non dénombiedans chacun des
deux spectres. C’est en particulier le cas si ce n’est pasamhbre algébrique.

PREUVE. Sila constante de Hurwitz n’est pas atteinte par un "nombegratique
réel" deF, d’apres le lemme 2.2, le corollaire 1.5 s’applique et latiplitité est non
dénombrable dans le spectre de Markoff. Remarquons quatrdpl? et a fortiori de
Vi peut étre donné par des points antipodaux dans le rectaesfté doints a I'infini.

Si elle était de multiplicité dénombrable dans le spectréagrange, en particulier
'ensemble des points a l'infini des plats donnant lieu a lastante de Hurwitz se-
rait dénombrable, mais ces plats sont inclus dans ceux sléfiate a des paires de
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points de cet ensemble, ce qui nous donne un nombre déndmbcahtredisant la
conclusion sur la multiplicité du spectre de Markoff. Poairderniére assertion, on
peut calculer que la constante d’approximation d’un nongiedratique d& dansrt
est toujours algébrique (voiHP02)). O
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CHAPITRE 3

Le cas de rangl

1. Un théoréme sur les spectres dans les espaced7’(—1)

Soit 2 un espace métriqgue simplement connexe, complet et locatetoenpact,
géodésique e€C' AT (—1) (référence Bal95]). Notons T2 I'ensemble des plonge-
ments isométriques de dans(, il est naturellement muni d’une actiat deR qui
consiste a translater I'isométrie et d’une involution—~ —v, qui change le signe du
temps.

Soit I un sous-groupe discret du groupeom(€2) des isométries d€, notons
V =T\QetT'V = I'\T'Q les espaces quotients. PaudansT'V/, on notew, (v)
son ensemble-limite positif, i.e. I'ensemble des points d’accumulatites’v lorsque
t — +o0. Le but de cette partie est de prouver le théoreme suivant:

THEOREME3.1. Soit f : T'V — R une fonction continue et propre. Saolg
I'ensemble des vecteurs périodiquesidé’, etJ I'ensemble des vecteurs @&V tels
quew, (v) etw, (—v) soient chacun vide ou bien une orbite périodique. Alors

1.

RN {sup f(¢'v)jv € T'V} =R {sup f(¢'v)v € J},
teR teR

R N {limsup f(¢'v)|v € T'V} = {sup f(¢v)|v € Jy}.
teR

t——+o0

Autrement dit, avec les notations de la partie 4,

In(M(f)) = R0 fsup @)l € J7.

in(L(f)) = Tsup F& )l € L.

(Les adhérences sont prises d&)et non pas danR.)

Soientr : T'Q) — Qetw : T'V — V les projections canoniques,&® le bord de
Q2 (voir [Bal99]). La paramétrisation de Hopf nous permet de faire I'idisdtion :

T'Q = ((0Q x 99) — diag) x R.

Siv € T'Q, nous noterons, etv_ les éléments déQ tels quev = (v, ,v_t)
pour un certairt dansR. Ce sont les extrémités ero et —oo de la géodésique définie
parv .
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Nous utiliserons sur''( la distancel suivante: sv,v’ € T"'(2, alors

dv') = %Ad(ﬂ¢tv,w¢tv')e_|tdt.

Cette distance a I'avantage d’étre convexe, i.e. 'appbeoede la variable

t = d(¢'v,¢")
est convexe, car intégrale positive de fonctions convekegarticulier, siv, = v/,
alors cette application est décroissante. Notons encareefte distance est invariante
par isométrie, et induit donc une distance guf/, encore notéd. Les distanced
sont invariantes par renversement du temps, et satigfght,¢v) = |t — s|.

Nous utiliserons dans la suite la version du lemme de fenmaetdnosov Ano69)
ci-dessous.

THEOREME 3.2 (Lemme de fermeture, cas non comp@et7’(—1)). Pour toute >
0, il existed > 0 etT > 0 tel que pour touv € TV ett > T tels qued(v,¢'(v)) < 4,
il existey € T, loxodromiquew € TV, ett’ > 0 tels que la géodésique fermée de
V' associée & soit (w(s))sep, [t — | < €, ¢ (w) = w, et pour touts € [0,t],
d(¢®(w),¢*(v)) < e. De plus,i(e) etT'(e) ne dépendent pas déni de(), et ont des
valeurs explicites.

PREUVE. Cette version du lemme de fermeture d’Anosov est prouvésppen-
dice A. ]

PREUVE DE L' ASSERTION 1 DU THEOREME 3.1. Montrons d’abord que I'ensemble
RN{sup;cr f(¢'v)|v € T'V'} estfermé. Ensuite, il nous suffira pour conclure de mon-
trer que I'ensembl@® N {sup,.x f(¢'v)|v € J} en est une partie dense. Saif*v;);
une suite d’orbites telles que = sup,x f(¢'v;) converge verg € R. Quitte a trans-
laterv; a l'aide du flot, nous pouvons supposer que- 1/i < f(v;) < u;, et a partir
d’un certain rang qug; — x| < 1. Commey; est dans le compagt ([ — 2,u + 1]),
la suitev; admet un point d’accumulation Ainsi f(v) = p par continuité def. De
plus, pour tout € R :

f(¢'v) = lim f(¢'v;) < limsup p; = p,
et donc
sup f(¢'v) = p.

teR
Montrons maintenant quR N {sup,.g f(¢'v)|v € J} est un sous ensemble dense
deR N {sup,cr f(¢'v)|v € TV} Soit ¢®v une orbite du flot géodésique, telle que
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p = sup,eg f(¢'v) < +00. SoitK le 1-voisinage fermé d¢ " ([ — 1,1+ 1]), qui est
compact. Soit(¢) le module de continuité d¢ sur K, c’est a dire

oe) = sup |f(x) = fy)l-

z,yeK,d(z,y)<e
Prenons: > 0 tel qued(2¢) + 2¢ < 1. Quitte a opérer une translation, nous pouvons
imposer|y — f(v)] < e.
Supposons d’'abord que, (v) # 0. Soitw € w, (v), w € T'Q un relevé dev, et
U c U’ deux voisinages ouverts de e T'Q, de diamétre plus petit que vérifiant

que pour touv™ v@ e U, il existev® € U’ tel quev'? = vV etv® = @),

En appllquant Ie lemme de fermeture d’Anosoy, il exiE1te> T, > 0, aussi grands
que I'on veut, et une géodésique peériodique de longiieavec|T — (17 — Tb)| < €,
ayant un vecteur unitaire tangentel que pour tout € [0,7]

(¢ ,p") <
et quev’,¢"1v aient des relevés ,¢”' o dansU.
Il existe ainsiw, dansU’ tel que(wy)+ = (?')+ et(wp)- = (v)—. En particulier,
pourt > 0, on a les inégalités
(¢tw07¢t /) < d(¢tw07¢t{/) S d(wmﬁ/) S €,
carwy,v’ sont tous deux darig’. De méme, pout < 0,
d(¢"wo,¢" M) < d(wg,¢"0) < e,
carwy,¢’ v sont tous deux darig’. Ainsi, en vertu des inégalités précédentes, I'orbite
dew, est contenue dans Pe-voisinage de I'orbite de, car I'orbite dev’ est contenue
dans lec-voisinage de I'orbite de. Commed (¢~ "1wy,v) < e ety — f(v)| < e 0na
[f(¢™ M wo) — p| < 0(e) +e < 1.

En particuliersup,cg f(¢'wo) > p—3(e) —e, et'ensemblef (¢%wo) N [u—1,u+1] est
non vide. De plus, sh'wy € f~!([u—1,u+1]), il existet’ € R tel qued(ptwy,¢' v) <
2¢, et alorsp’’ v est dangs et
f(@'wo) < f(¢"0) + 6(2€) <+ 6(2e).
Commef(¢®(wy)) est connexe, on peut en conclure que
f(d®wo) €] — oo,u + §(2€)].

D'ou, finalement:
|sup f(¢'wo) — p| < 6(2€) + €

teR
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Nous avons ainsi obtenu une nouvelle géodésigife ), telle que l-limite positive
soit une orbite périodique, et sur laquelle la borne supégidef est aussi proche que
I'on veut de celle sur la géodésique initiale, gaest uniformément continue SIf.
Siw, (v) = 0, prenonswy = v. Appliquons la méme technique a partir de I'orbite
#®(—wy), nous pouvons obtenir une troisieme orbite, dontudémites positive et
négative sont chacune soit périodique, soit vide, et swrdidg|la borne supérieure de
f est aussi proche que I'on veut de celle sur la géodésiqual@iCe qui conclut la
preuve.

0]

PREUVE DE L' ASSERTION2 DU THEOREME 3.1. Montrons d’abord 'inclusion du
terme de gauche dans celui de droite. Seite 7'V tel quew, (w) # () etv =
lim sup,eg f(¢'w) < +oo. Commef~!([v — 1,v]) est compact, et qu’'un ensemble
w-limite est fermé, il existe € w, (w) tel quef(v) = v.

Nous reprenons ici un argument trés proche de celui de SataoAsky et Frédéric
Paulin dans HHP02], ou ils démontrent que la constante d’Hurwitz peut se datcu
uniquement a l'aide de la profondeur de pénétration deségdquaes périodiques.

Soité > 0. Il existeT}, 7, > 0, 77 — T, aussi grand que I'on veut, tel que les
vecteursy; = ¢liw € TV vérifientd(v;,v) < §. Soite > 0, il existe, par le lemme de
fermeture d’Anosov, pourvu qug — 75 soit suffisamment grand, untel qu’il existe
une orbite périodique(t) de périodel” avec|T — (T} — T)| < e, telle que pour tout
t € 10,77,

d(g(t),0" ™ 2w) < .

Par des techniques de continuité uniforme semblables @soddl la preuve de la
proposition précédente, nous obtenons une orbite pétiedigr laquelle la borne su-
périeure def est aussi proche que I'on veut de celle sur I'ensemblienite initial.

La deuxieme étape, indépendante, consiste a démontreipacgue :

{Stlelﬂg)f(gbtv)\v cJoyc{ sup f)|weTV,wy(w)#0}.

vEWy (w)

Soit une suitej; de géodésiques périodiques orientdes;; I'ensemble des appli-
cations localement isométriquesBelansl’, d'imageg; et respectant I'orientation de
Gi, telle quey; = sup, .14, f(v) converge vers € R. Nous extrairons liborement des
sous-suites dg;, tout en continuant a noter la suite de la méme maniére. Pgpacité
de f~'([v —1,v+1]), les ensembles'G; ont un point d'accumulation (lorsqueend
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vers l'infini) v, tel quef(v) = v. Ainsi, il nous suffit, pour conclure la démonstration,
de construire un vecteuwr vérifiant :

v € wy(w) C ﬂUTlgj .

i>0 >4
Soitv un relevé de» dansT' (), posons; = 2~%. On peut trouver :
Bz’ = ‘/z X Wix]t(] -+ Ei,to -+ Ei[,

une suite décroissante de voisinages dé,|V; des ouverts relativement compacts de
fermetures disjointes, et telle queB; = {0}, et que chaqué; soit inclus dans une
boule deT*() de rayor2e;. Désignons pa; € I la transformation telle que pour tout
v; € TG;, on aitry; (v;) = ¢'(v;), oll; est la longueur dé;.

On peut alors supposer que! (71G;)N B; # 0. Soit doncw; € T'G;N B;. Comme
le point a I'infini attractif dey; est dand/;, quitte a considérer un itéré de on peut
supposer que;(V;) C V;, et de mémeaV,_; C ;(W;).

Considérons la suit&! = ~v17»...7:(V;), avecVy = V4. Remarquons tout d’abord
que cette suite est décroissante au sens de l'inclusionmeom (Viy1) C Vig1 C
Vi, C'est évident. De méma), = ~17,...7;(W;) est une suite croissante. Sgitc
NisoV/ # B, soitn € W,. On posew = (&,n,ty) € By.

Montrons maintenant par récurrence qu'’il existes [—16¢; + 1;,16¢; + [;], tel que:

¢L1+L2+...+Li (w) c fyl...%'(Bi)7

En effet, c’est vrai pout = 0 avecB, = B;. SUpposons que ce soit vrai pauet
posons

U£+1 =31..%i(Viz1) € Y17 (Biy1)-
On aalors:

" (v0) = (7)Y (%) T (Vi) € YaeiYier (Big)-

Comme € v1..%i41(Vig1) €tn € Wi C 19501 (Wiya), il existeT tel queg” (w) €
Y1--Yie1(Bir1). Comme lesB; sont de diamétrec 2¢;, I'inégalité triangulaire appli-
quée aux points,_,, ¢"+1(vl, ), 1T Li(w) et¢’ (w) nous donne

|T — (Ll + ..+ Lz) — li+1| < 4(62 + Ei-i—l) < 1661'_,_1.

AinsionposelL; 1 =T — (L + .. + Ly).
Il ne reste qu’'a vérifier que vérifie bien les propriétés annoncées, mais c’est facile
car ainsi pour tout € [L; + .. + L;,L; + .. + L; + L;.1], la projection dep*(w) sur
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T'V est a distance: 20¢; de T'G;, et les projections de ™ Zi(w) nous donnent
une suite d’adhérence
|

Ainsi, dans le cas d’'un espa€eAT'(—1), on ala propriété suivante, dont la deuxieme
assertion se démontre de la méme maniere que dans le aer@llai

COROLLAIRE 3.3. Supposong minorée. SC' est isolée dangd ;, alors il existe
un vecteur périodique tel que

(10) pr(v) =ve(v) = Cy.
Si, au contraire, il n’existe aucun vecteur périodique fiarit 10, alors il existe un
nombre non dénombrable de vecteurd orbites disjointes et deux a deux non faible-

ment asymptotes tels que 10 ait lieu (§tn’est pas isolée, ni dank; ni dans)/y).
O

2. Application au cas arithmétique de rangl

J'applique ici le théoreme précédent a la situatiometls = n = 1, c’est a dire
lorsqueVi est une orbifolde de Bianchi.

Soit EQ(FE) I'ensemble des éléments d&— K algébriques de deg@surk, et
G p 'ensemble des géodésiques (non orientées ni pointédg) dent les relevés sur
Q2 ont des points a l'infini qui soient darfsQ)(£) ou bien des élémenis/q deK tels
que(p,q) ¢ P. Notons@p 'ensemble des formes quadratiques correspondantes, c'es
adire de la forme:

q(z.y) = Mz — ay)(z — By),

ou\ € E — {0}, o, sont soit quadratiques, soit rationnels avec la conditigrie
mée ci-dessus. L'interprétation dynamique de ces défirstest donnée dans le lemme
suivant.

LEMME 3.1. Les éléments d@p sont les géodésiques non orientées (vues comme
paire d’orbites opposées, de la forme= (¢%(v)) U (¢®(—v))), avecw, (v) (resp.
w_(v)) soit vide, soit périodique, et telles que pour téutansP, on a

py(g) > 0.

PREUVE. Siw,(v) = 0, et siun relev& € Q dewv s’écritv = (v, ,v_,t), alors
vy = p/q € K, avec(p,q) ¢ P. En effet, un vecteur qui sort de tout compact sous
I'action du flot a une orbite nécessairement orthogonalesahamosphére, centrée en
un certainp/q € K. Si (p,q) € P, alors la géodésique vérifie clairement(g) = 0.
La réciproque est facile. O
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Ce théoréme a déja été démontré par CusiiksB7 dans le caK = Q. Cepen-
dant, 'approche dynamique permet plus de souplesse,ymitpgielle n’utilise pas de
codage du type fractions continues; or leur théorie dépanthéément dé.

THEOREME 3.4.

Mp = {upr(q)lqg € Qr},

Lp ={vp(z)|lz € EQ(E)}.
En particulier,Lp et Mp sont fermés.

PREUVE. Nous appliquons le théoreme 3.1 a la fonctfersur 7 V. Cette fonc-
tion est continue et propre, et on pourra remarquer quele'@sinimum parmi une fa-
mille finie de fonctions de Busemann. Le résultat est doncéudiat, au vu des lemmes
2.2 et 3.1, modulo la vérification queappartient bien aux deux spectres, et est bien
dans I'adhérence des ensembles ci-dessus; mais c’estwnaiesque toute orbite est
dense, ainsi que presque touwtdimite positive, et I'ensemble des vecteurs périodiques
est dense. O

Le corollaire 3.3 s’applique, et se traduitl§iest imaginaire quadratique par:

COROLLAIRE 3.5. SiCk est isolée dand, alors il existe un nombre complexe
z, quadratique suiK, et une forme quadratique complexa coefficients dan® tels
que

(11) px(q) = vx(z) = Cxk.

Dans le cas contraire ou il n’existe pas dejuadratique tel quex (z) = Ck, ou bien
s'il n’existe pas dey a coefficients danK telle queux(q) = Ck, alors la multiplicité
de Cxk est non dénombrable dans les deux spectrésat’est pas isolée, ni danbk
ni dansMx. O

Pour conclure cette partie, donnons un indice que l'inolugi, C Mp pourrait
bien étre stricte. Pour que ce soit vrai, il faut déja que &métures d’orbites ne
soient pas toutes deslimites. Rappelons-nous des ensemblest .J, du théoreme
3.1,V étant ici une variété hyperbolique. On remarquera que itgte d a Freiman
délément deV/y — L est du type de celui décrit dans cette propositiong87.

PROPOSITION3.2. Soitv € J — Jy tel quew, (v) # —w, (—v). Alors la fermeture
de l'orbite dev n’est pas un ensemblelimite.
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PREUVE. Supposons d’abord que (v), —w, (—v) soient des orbites périodiques
distinctes. Choisissons un voisinage tubulaire dahis de I'orbite dev, suffisamment
petit pour qu’il ait une forme de monture de lunettes donblesiches soient cassées,
c’est a dire topologiguement deux tores pleiagt 7, reliés par un cylindre pleié, la
géodésique engendrée paallant de7; a7, et tel que pour touty € C, le germe de
rayon géodésique engendré pasoit rentre dang,, soit sort de la paire de lunettes
7, U7, UC. Procédons par I'absurde, et supposons que l'adhéreneegimtésique
engendrée par soit égale av, (v') pour un certain/’, alors il existeT' > 0 tel que
plT+°l(v/) soit inclus dans le voisinage tubulaire. Seitel que¢*(v) € C, alors il
existet > T tel queg’(v') arbitrairement proche d&(v), et en particuliep’(v') € C.
Dans le futur, le rayon engendré psfv’) est ainsi coincé darg, U C et ne visitera
plus jamais7;, ce qui est une contradiction avec le fait que la géodésiggerairée
parv est dans lw-limite dev’. Siw, (v), — w, (—v) ne sont pas tous deux périodiques,
I'un d’eux seulement est vide et la preuve fonctionne de m@&merenant pour; ou
75 un cylindre plein. O

3. Sur la constante de Hurwitz

Soit K un corps imaginaire quadratique €dr Dans HP0Z2] est démontrée la for-
mule suivante pouf’;»;

tr(v)2 —4
(12) Co = inf Vir(y)* -4
velk,loxodromique ' €l'g 2|C(’y/’y’y/_1)|
ou ¢(~y) désigne I'élément de la deuxiéme ligne, premiére colonrla detricey. En
effet, sig est une géodésique périodiqueldede vecteur directeur, et si on désigne
parl’(g) 'ensemble des dansl’ correspondant g, alors

24
(13) Iio(g) = max %

Le but de cette partie est de démontrer la proposition stévan

PrROPOSITION3.3. Il existe un algorithme (explicite) qui, étant donné 0, cal-
cule explicitement une matride dansI'kx loxodromique et dansC tel queMz = z
et

C]K — € S VK(Z) S CK.

Comme on ne connait pas de constante de Hurwitz qui ne saitqueme par une
classe de conjugaison d& (c’est-a-dire que Inf est unmin dans la formule 12),
et qui ne soit pas isolée dans le spectre de Markoff, on pattesdre a ce que pour
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e suffisamment petit, la valeur approchée donnée par I'dlyoe soit en faiexacte
Malheureusement, je ne connait pas de critere permettal#tdeter si c’est le cas.
La premiéere étape consiste a trouver un sous-groupg; akindice fini sans torsion;
un sous-groupe de congruence modulo un éléméetO, fera I'affaire pourvu que la
seule racine de I'unité dari§ congrue a modulop soit 1. Notons

[[p] = ker (SL2(O) — SL2(O/p0O)),

ce sous-groupe distingué. Remarquons gue 5, par exemple, convient toujours.
Nous aurons besoin du lemme suivant, qui est une adaptatidentme des tiroirs,
auquel on rajoute le lemme de fermeture. Notons le volume dan§™ H" des boules
de centre un vecteur et de rayomour la distance définie précedemment.

LEMME 3.4. SoitV = I'\H" une variété hyperbolique, avétsans torsion. Soit
v € TV, tel que pour tout > 0, le rayon d’injectivité enr(¢tv) est au moins;.
Alors pour toute dans]0,e,[, soientd = d(e) etT" = T'(e) donnés par le lemme de
fermeture 3.2, il existe < ¢, dans|0,L], ou L désigne

(14) L=3¢ (([T/a] + 2)‘2(5‘2/)) + 1) .

etw € T'V, T, > 0, tels que pour tout € [0,7p),
driy (¢ v,0'w) <e,

|T0 +t — t2| <€ etngOw = w.

PREUVE. Soient),T" > 0 les constantes données par le lemme de fermeture d’Ano-
sov, qui sont fonction de données par exemple explicitement dans le corollaire A.1.
Considérons pour entier naturel les vecteuts = ¢“v, et les voisinage®; qui
sont les boules de centrsget de rayorny /2. Leur volume est(4/2), il est indépendant
dei a cause de I'hypothése sur le rayon d’injectivité et parciémjy a pas de torsion
. Et donc, si on pose

w(T'V)
v(5/2)

il existe un point d&™V qui appartient a au moif#'/d] + 2 boulesB;. Donc il existe
1 < j <m,tels que

m = |([T/d] +2)

+ 1,

driy (vi,05) <0,
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et|i —j| > [T'/6] + 1. Ainsid|i — j| > T. Nous pouvons ainsi appliquer directement
le lemme de fermeture 3.2 qui permet de conclure. De pluseabgrendre

Lo=3 (([T/a] + 2)“<Tlv) + 1) .

v(6/2)
O

COROLLAIRE 3.6. Supposons que I'on connaisBe< v, < Ck. Soite; le mi-
nimum du rayon d'injectivité aux relevésIgk]\H® des points-bases des vecteurs
v € T 'V tels que

fr(v) < —In(vp).

Pour toute €]0,¢,], il existe L > 0 donné par la formule 14 aveg(T' Vi) rem-
placé paru(T' Vi) [Tk : T[k]], tel que sivy,...,u, € T'Vi sont des vecteurs tangents
a (respectivement) toutes les géodésiques périodiquemdadur au plud., alors

—In(Ck) < z—i1nf L In(vy, (v;)) < —In(Ck) + 2e.

PREUVE. L'inégalité de gauche est triviale. Montrons celle de troComme la
constante d’Hurwitz est atteinte (lemme 1.6), il existe 7' Vi tel queux(v) = Ck,
et appliquons le lemme 3.4 a la varidtg]\H?, un vecteun’ relevé dev, ete. C'est
|égitime d’aprés le choix dg . Nous obtenons un vecteur que nous projetons en
surT'Vk. Le vecteunw est nécessairement de la forme’(v;) pour certaing,i, car il
est périodique de période Comme l'orbite dev est contenue dans érvoisinage de
I'orbite dew, et quefx est2-lipschitzienne, cafr,s) = (1,0) ou (0,1) et les fonctions
de Busemann sontlipshitziennes, on obtient ainsi I'inégalité annoncée. O

Nous pouvons faire les remarques suivantes. La premiecestgui sera de loin
la plus difficile a implémenter.

REMARQUE 3.1. Il existe un algorithmé A,) qui étant donn&” > 0, fournit une
liste finie de matriced/,,..,M; deI'k telle que pour toute matric®/ del'x de tracet
de module inférieur & et loxodromique (c’est a dir¢ — 4 n’est pas de modul®), il
existe; tel queM est conjuguée darisc a I'une des matriced/;.

PREUVE. Toutd’abord, iln’y a gqu’'un nombre fini de traces possibRsmarquons
ensuite que s/, loxodromique, est de tragesoit (x,z5) un vecteur propre d&/ de
valeur proprew; = (¢t + v/t? — 4)/2. En écrivant I'équation matricielle on remarque
que, si on note4, 'anneau des entiers d€[v/t? — 4], alors le sous?-module deC
engendré par,,z, est und;-module, défini a une constante multiplicative prés a partir
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du choix deu,, et de plus la matrice de multiplication pardans laO-base(z;,x2) est

la transposée d&/. Il est facile de voir que si/’ est de trace également, alord/ est
conjugué @V’ dansGG L, (O) si et seulement si les deux modules obtenus (& partir de la
méme valeur propre;) sont égaux modulo une homothétie. Comme on peut toujours
prendrer;,z, € K[v/t? — 4], on peut aussi supposey,z, € A; etle module(zy,xs),

qui estunidéal del,, peut étre supposé d’indiee B; par des techniques classiques de
théorie des nombres (voir la finitude du groupe de classdsalix BC67],[ Sam67),

ou B, est une constante dépendant uniquemenide

A partir de ces données, un algorithme (qui n’a pas prétedtietre optimal) peut
étre le suivant: on calcule tous I&5 correspondants aug, pour|t| < T. On énu-
mere ensuite a l'aide d’ung-base duZ-module libre de rang qu’est A; tous ses
sous-groupes d’indice. B, (la redondance n’est pas génante pour la théorie de l'al-
gorithme). Puis on élimine ceux qui ne sont pas desnodules (en multipliant leurs
générateurs par un deéggénérateur del; et en vérifiant que les changements de base
obtenus sont bien a coefficients daf)s Pour chacun de ces modules, on calcule la
matriceM de multiplication paw,; dans uné)-base, qui est de déterminanét donc
dansl'k. On rajoute alors a la list/; tMNl,..,N;(lK) *M Ny ) OU N1,.. N, ) sont
des représentants préalablement choisis des clasges,(€&) moduloSL,(O).

0]

Il est probable que I'on puisse calculer kg% (z;), pourz; point fixe de I'action
de M;, uniguement a I'aide des idéaux calculés ci-dessus, enlaald’élément de cet
idéal de norme minimale. Néanmoins, il existe une méthods géométrique pour
déterminer le maximum dans la formule 13.

REMARQUE 3.2. Etant donné une matric&/ loxodromique dan$'y , il est pos-
sible de calculer explicitement la constante d’approximati€e a cette matrice, c’est-
a-direvp(z), ouz est point fixe de I'action projective dd dansC.

PREUVE. Faisons-le pouP = {O}. Soit

a b
M:[c d

notonst = a+d satrace, et choisissons une fois pour toute une racinescaoraplexe
Vt? — 4. Les deux points fixes d&/ sont

, a—dxt?—4

2,2 =
2c

} € SLy(0),
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et la géodésiqueg reliantz et 2’ est périodique de longueur

2o (=)

que I'on peut majorer parin(p), ou p est défini par:

p=t]+ V]2 = 4],

car|In(z)| < In(z + 1/z) pour toutz > 0, et

-1
t+Vt2 —4 t—Vt2—4 1
S - = e+ v,

Soitz € H? le point de la géodésique a la verticale du miliew ,= (a — d)/2c

du segmeniz,z’|. Largument est le suivant: la constante d’approximatiencdtte
géodeésique est égale d /2h, ou h est la hauteur de la plus haute (dans le modele
du demi-espace) géodésique de la formpey € I'k. Soityyg une géodésique, et soit

y le point le plus haut de cette géodésique. Comme l'intezvatle longueur In(p)
centré enc contient un domaine fondamental pour la projectioy dansVk, il existe

v € T'k tel queyyog = g etyy € I, notons alore/q = v(c0) € K etr(p/q) le rayon

de I'horosphére centrée erfq et tangente enyy a g. Lintervalle I peut se décrire
comme l'arc de cercle euclidien des points: g tels que I'angle euclidief entre les
demi-droitegm,z) et|[m,z’) verifie :

2
cos(f) > ——.
p+pt
En effet, la relation entre la distance hyperbolig(e x’), pourz’ dansg, etI'angle
6 est

tanh(d(z,2")/2) = tan(6/2),
et en utilisant la relation trigonométrique
1 —tan(0/2)?
~ 1+tan(6/2)%’

nous obtenons la relation désirée. Puisquesst dans l'intervalld, le rayonr(p/q)
veérifie

cos(0)

|z =2 2

2 p4pt

r(p/q) >
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Commeh > ‘Z;;‘ etr(p/q) = 1/(2h|q|*), nous avons en combinant ces inégalités

p+p!
g < ——,
|z — 2|2
qui s’écrit encore
P < A (o).
2 — 4]

Remarquons que le nombre delansO vérifiant cette inégalité est fini. D’autre
part, sil'on pose:

2s+d—a

u(s) = ——

2 —4

on peut calculer (voir la partie B en annexe):

Y

|z = 2|

r(p/a) = —— /(1 + [ulp/9)]*)* — 4R(u(p/9))

On a donc une deuxiéme minorationd@,q) qui s’exprime

|z = 7]

r(p/a) = =——— |1 = |u(p/9)"|
En utilisant cette fois la majoration
1
<
" S I S e

car|q| > 1, nous obtenons
1— N ——
11— |u(p/q)’| < EEE
En exprimant.(p/q) en fonction dev/q, z,z’ etm, on obtient

2
<1+

|z — 2|
g " 4
Pourgq fixé, il n’y a qu'un nombre fini de tels que cette derniere inégalité soit vraie.
Donc, les couplesgp,q) € O? tels que(p,q) est dans la classe @@, satisfaisant les
deux inégalités est un ensemtlg; fini et calculable explicitement. Ainsi, on a la
formule suivante pour calculefoy(z) :

s AP
v (QP,;?GFMNP/@'q') 4

‘ p
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En conclusion, les remarques 3.1 et 3.2 montrent que tostldarorollaire 3.6 est
explicitement calculable. Nous pouvons toujours prendre

1
V5’
puis calculere;. Le calcul ded, T est donné par le corollaire A.1, celui depar le
lemme 3.4, puis le calcul des matride¥,;),<;<, par la remarque 3.1 et celui de leur

constante d’approximation associée par la remarque 3.2oncion v qui apparait
dans le calcul dé. doit étre estimée indépendamment.

vy =
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CHAPITRE 4

Lemme de Borel-Cantelli et loi de puissance

1. Enoncé des résultats

L'objet de ce chapitre (qui devrait s’appeler Borel-Cai€hintchine-Sullivan)
est de prouver un analogue du théoreme de Khintchine damslie dynamique sui-
vant: soitl” = I"'\H" une variété hyperbolique de volume fini. Notand” I'ensemble
des vecteurs unitaires tangent®¥ ar : 7'V — V la projection canoniquej’ le flot
géodésique sur'V, et B(¢q,r) C V la boule hyperbolique de centyec 1V et de rayon
r. On se donne une fonctidn, ).~ décroissante d&_ a valeur dan®, .

La question est de savoir, pour un pgirte V' fixé, quel sera la mesure de Liouville
de I'ensemble des vecteurdels qu'il existet; — +oo, tels quer(¢'iv) € B(p,ry.),
autrement dit tels quét > 0 : w(¢'v) € B(p,r)} n'est pas borné.

THEOREME4.1. (Cibles rétrécissantes) Supposons @tig;~, Soit décroissante.
Alors, suivant que
/ r?‘ldt
0

diverge ou converge, presque tout ou presque aucun veatg@ndre un rayon geo-
désique qui rencontre pour des tenmparbitrairement grands les boules de cengre
de rayonr;.

COROLLAIRE 4.2. (Loi de puissance pour les points) Pour tquide V, pour
presque tout, on a:
— In(d(p.7(¢'v))) 1

I -
P In(?) n-1

On pourrait se poser une question légérement différentarguelle est la me-
sure de Liouville de I'ensemble des vecteurtls que{t > 0 : w(¢'v) € B(p,r:)}
soit de mesure de Lebesgue infinie.

PROPOSITION4.1. Supposons que:):>o Soit décroissante. Alors, suivant que

/ rydt
0

diverge ou converge, presque tout ou presque aucun veabgenedre un rayon géo-
désiqgue qui passe un temps infini dans les boules de ggrdeerayonr;. O
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La preuve n’est qu’'une Iégére modification de la preuve darérée 4.1. J'ignore
si de tels résultats sont encores vrais lorsques la vargtgiderée est de courbure
variable strictement négative, pour la mesure de Liouwliebien celle de Bowen-
Margulis. Parmi les améliorations possibles, je comptégedcet publier une version
ou la variété pourra étre hyperbolique complexe, quataigi@ ou bien le plan hy-
perbolique de Cayley, et ou les boules ne seront plus suppa®méme centre, mais
toujours décroissantes au sens de l'inclusion.

2. Rappels et notations

Soit(¢")cr un flot agissant sur un espace mesuré de probablie) tel que I'ac-
tion préserve la mesure et soit ergodique.

On considérera des familles (continues) de fonctibns= (f;)scjo,+o0] OU fs :
X — R. Une telle familleF sera dite

— positive si chaquef; I'est;

— décroissantesi s < ¢t implique que pour tout € X, fi(x) < fs(x);

— mesurablesi F' : [0, + co[xX — R I'est.

Pour une familleF” = (f;)sco,+| ON NoteraSy[F| la fonction deX dansR

ST[F](x):/O fi(¢'z)dt,

etsif € L'(u), on noteu(f,) := [y fi(x)du(z). On notera encore:

Ip[F] = / u(f)dt.

Dans cette situation, nous pouvons dégager quelques @repigenerales, peut-
étre implicitement connues, mais qui méritent quelquesieagons, par analogie avec
le lemme de Borel-Cantelli (partie facile) et la loi du 0-1Kt@mogorov en probabilité.

LEMME 4.2. SOitF = (f;)tc[o,+00| Une famille mesurable et positive de fonctions.
Alors la condition

LulFl = [ it < oo

implique queS7[F] converge presque partout et au sdrisvers une fonction positive
etLl.
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PREUVE. En effet, posons
SwclFl(z) = lim Sr[F](@),
qui est une fonction a valeurs daRs U {+o0}, existe carSy[F|(x) est croissante en
la variableT'. De par le théoreme de convergence monotone de Lebesguedicf, h
1.26 [Rud80)), S, [F] existe et est dank' (1) , car d'intégrale/, [F]. Le théoréme de

convergence dominéeR[1d80], th 1.34) permet alors de conclure que la convergence
est également au seis. O

LEMME 4.3. SoitF = (fi):c(0,+00] UN€ famille mesurable, positive et décroissante
de fonctions, et supposons gfiec L?(i). Supposons que

I.[F] = / T () = oo,

alors tout point d’adhérence faible dad$(n) dex — Sr[F](x)/Ir[F] lorsqueT —
+o00 est égal a la constantepresque partout.

PREUVE. Soith une limite faible dand.?() d’une sous-suitér, [F|/I7, [F], et
soitt > 0 fixé. Nous voulons d’abord montrer qhe< h o ¢'. On a:

St w1l F)(x) — 51, [F)(z) = / " L(@)ds < / fol @ (6™ (2)))ds.

Cette différence est donc positive et bornée dahDivisons parlr, [F], nous avons
donc queSr, [ F|(z)/Ir, [ F] converge faiblement vers D’un autre c6té,
T+t

SredlFI(x) — SrF)(@x) = [ fuo(@x)ds — / fu(6 o) ds

0

t T
— [ nds+ [ (o= 1)1 0)ds
0 0
Par décroissance dg on a
SrudlFl(2) — SelF)(6'2) < /0 fu(¢*)ds,

et en divisant pafr[F], nous obtenons:

St,ulF](x) S, [F(¢'z)
I, [F] Iz, [F]

Si[F](z)
I7,[F]

<
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Soit E 'ensemble des tels queh(z) > h(¢'z). Ona:
St Fl(x) _ S1,[F](¢') Jp Si[F](w)dz
J i S ) <

et en interprétant ces intégrales comme des produits szmbaiec la fonction caracté-
ristique deF, nous obtenons lorsque— +oc:

l@mm—hw%wwmso

Par définition de&/, on a dondi < h o ¢' presque partout, et ainki= h o ¢' presque
partout car la mesurg est invariante. Doné est constante presque partout par er-
godicité de la mesurg. CommeSy|F|/Ir[F] est d'intégralel, h aussi, dond = 1
presque partout.

O

LEMME 4.4. SOitF' = ( f;)cjo;+00[ Une famille mesurable, positive et décroissante
de fonctions, et supposons gfiec L'(x). Supposons que

Lelf) = [ h) =+
0
alors la fonction de la variable & valeurs dan$0, + ]
: SrlF](x)
L(x) = limsup ————,
( ) T—>+oop IT[F]
est constante presque partout.

PREUVE. On a
T+t

Srudl F)(2) — SelF)(6'2) = ﬂwmw—lfmmww

0

t T
— / Fo(¢°x)ds + / (fore = fo)(@"z)ds
0 0

Pour simplifier cette expression, notons pous 0 G = (¢) la famille de
fonctions définie par

Vs 2 07 ggt) = fs - fs-i—t'
L’équation précédente s’écrit donc:

SradlFl(x) — Sr[F)(¢'2) = SilF)(z) - Sr[G)(¢'2)
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Par décroissance d&, G est positive, et de plus(¢\”) = u(f,) — u(fore), €t
donc:
I.[GY] = I[F] < o0
Par le lemme 4.2, pour presque tays,[G®](z) a une limite finieH® (z), qui est
dansL! (). Ainsi:

SiF)(x) _ JrulF] SralFl(x)  SrFl(¢'x) _  HY(¢'x)
Ip[F] = Ip[F] Ipp(z) Ir[F] = Ip[F]
Commer’ est une famille décroissante et qUe[F'| = +oo, Ir4+[F]/Ir[F] converge
versl lorsqueT’ tend vers l'infini. De la derniére équation, nous pouvonsiaigdduire

que pour tout: tel que ™ (z) < oo,
L(z) = L(¢').

Sit < 1,alorsH®(z) < HY(x). Les ensembles ' ([a,b]) sont donc invariants
par ¢' a un ensemble de mesure nulle pres, pour &out b, a etb dans[0, + oo et
tout ¢t compris entre) et 1. Par ergodicité de’, ces ensembles sont de mesQirau
1. Une dichotomie sur 'intervallé:,b] permet de conclure quk est constant presque
partout. 0]

3. Preuves

LEMME 4.5. Il existe une constantg telle que si deux boules d&", de centres
et diamétres respectif®;,r1), (09,r2) Vérifientr; < 1, ry < 1, etd(oy,02) > 2, alors
la mesure des géodésiqueslife passant par ces deux boules est majorée par:

Clr?—lrgz—le—(n—l)d(ol ,02)

PREUVE. Les symboleg’,c”,... désigneront des constantes fixes. La mesure des
géodésiques passant pafo;,r;) est au plus’ry~*. Comme l'aire de la sphére de
centreo, et de rayonr = d(o1,05) est au moing”e™1), on peut trouver des points
p1,...,pk SUr cette sphére qui soient deux a deux a distance au winsvec

(n—1)r
(&
k > C///7_1.
Ty

Par homogénéité de&”, la mesure des géodésiques passant par la foule) et la
boule(px,r>) estindépendante deet aussi égale a la quantité recherchée. Comme une
telle géodésique ne coupe au plus qumules du typeépy,rs), la mesure recherchée
est inférieure a

n—1
cry

< clrln_lrzn_le_(”_l)r.

2
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O

Soit p un point deV/, fixé dans ce qui suit. Sof le minimum del et du rayon
d’injectivité deV enp, et soit(r;);>¢ une suite décroissante tendant vertelle que
ro < R/2, etr,./r, tendant vers lorsquet tend vers l'infini, uniformément pour les
ensembles compacts de parametrdd sera commode pour la suite de définipour
les temps négatifs comme étant égaj.a

On définit une famillef; de fonctions de la maniére suivante. Soit 7'V, sim(v)
n’est pas dans la boule de cenpret de rayori, alorsf;(v) = 0. Sinon, considérons le
segment géodésiquemaximal de vecteur directeuret contenu dans la boule fermée
de centrep et de rayonl. Il existe un unique) € [—R,R] tel quer(¢’v) réalise la
distance de&s ap. Si0 € [-R/2,R/2] etd(S,p) < r, on définitf,(v) = 1, et0 sinon.
L'intégrale de cette fonction le long du flot compte ainsiéedrées dans la boule de
centrep et de rayorr; du rayon géodésique considéré, avec un fadeuirRemarquons
encore que ces fonctions sont symétriques, dans lesfsens = f,(—w). Il existe
une constante, > 0, tel que lorsqueé — +oo:

fi(v)dv ~ 027“{‘_1
TV

La famille ' = (f;):>o est une famille décroissante et positive de fonctions sur
TV, et on a 'asymptotique en prenant pouia mesure de Liouville suf'V

T
Ip[F] ~ 02/ rildt,
0

pourvu que I'un des deux termes tende vers l'infini.

PROPOSITION4.6. (Borel-Cantelli-Khintchine-Sullivan pour les points dewié-
tés hyperboliques). Supposons q@ér{“ldt diverge. Alors, il existe une constante
c €]0,00] telle que pour presque toute 7'V

F
lim sup 75;1[ I(v) =
T—oo g T?_ldt

PREUVE. Nous voulons majorer la norni¢ de Sr[F]. Par le théoréme de Fubini,

Sr[F)(v)? = 2/0 /OS fi(d™) fo(o°v)dtds.
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Intégrons suw € TV, puis appliquons le changement de variable= ¢*v, on
obtient

T ps
2 t—s
/T . SrlFl(v) dv < 2 /0 /0 - fo(w) fi(¢'*w)dwdtds,

Soit p un relevé dep dansH" et G = (g:):>0 la suite de fonctions définie de la
méme maniere qug;, mais pour la variétél”, le pointp, et le mémeR. Ainsi, le
relevéf, de la fonctionf, a7 H" s'écrit :

fiv) = ().

Soit D un domaine fondamental decontenant la boule de centpede rayonR. On
peut réécrire :

T s 5 5
/ SrlF)(v)dv < 2 / / Fo(w) fi(¢'*w)dwdst,
TV o Jo J1TbD

et donc

/TlVST[F](U)ZdU gz/OTZ/OS /TlDgs(w)gt(7¢t_sw)dwdtds.

~yel

Changeons encore de variable, en posaat —w, ce qui nous donne en utilisant la
symeétrie des fonctiong :

st e [ [ 5 [owate o

vyel’

Pouri entier strictement positif, notorl§ I'ensemble fini desy dansI tels que la
distance entrg etp soit comprise dans l'intervalle—1,i+1]. Comme les ensembles
I'; recouvrent’, on a:

sitrerw <2 [ S5 [ gwate s

1>0 vely;

TV

TV
Pour~,v,s ett fixés, la quantité

s () ge(v¢*"v)

est non nulle si et seulement s'il exig@® ,0,) € [—R/2,R/2)? tels quer(¢”v) soit
a distance plus petite que dep, et 7(¢%2+*~tv) soit a distance plus petite quede
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~v~1p. Dans ce cas, cette quantité vduet on peut affirmer, en vertu de l'inégalité
triangulaire, que I'on a

|(s —t) = d(p,yp)| < |61] + |62 + 7+ + s < 2R,

et que de plus le rayon géodésiquev),>_; coupe la boule de centrg 'p et de
rayonr,_q; 45 —2r (Car(ry) est décroissante), et la boule de ceptde rayorn,.
Avec cette restriction suf, nous obtenons &v et~ dansl’; fixés

/0 95(v)g:(v¢*"v)dt < AR

dans tous les cas, et cette quantité est nulle si la géodésimendrée parne coupe
pas les deux boules de centres et rayons respégtifs, (v ' p,rs_i_2r_1), OU Sis <

— (2R +1). Dans le cas ou > 2R + 3, on as —t > 2 et donc la mesure de
telles géodésiques est alors majoréeqat~'r"~! . e~ V=D Lintervalle des
vecteursv d’'une telle géodésique tels qygv) > 0 étant au plus de longuetr on
obtient as ety € T, fixés, lorsque > 2R + 3

et l'intégrale est en fait nulle si+ 2R + 1 < i. Ainsi, sii > 2R + 3,
Z/ / 9s(v)ge(7¢"*v)dtdv < 4Rerri ™ T 2R—16_(n_1)(i_1)Ni7
TD

ou N; désigne le nombre d'élémentsdg et la somme majorée est nullessi2 R+1 <
i. Mais il est classique qud; < c,e® Y, ¢, dépendant uniquement ge(voir par
exemple Bul79]). On en conclut I megallte

/ZZ//Tl 9s(0)gs(v0* ) dvdtds

>0 vyely
/ / 9s(0)g:(¢* v)dtdvds.
T'D

Observons queJ[2R+3]F est un ensemble fini, soit” son cardinal. De plus, on a

2 1
par décroissance de;), "L, , < [* 2% rn~ldt. Ceci nous donne:

T [s+2R]+1

<c3/ ”1’;112Rlds+/

=[2R+4] i=1 ~eT;

T [2R+3]
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s+2R+1

T [ | ps—i—2R-1 T
/ Sr[F)(v)2dv < 203/ rnt Z / rt"_ldtds%—K/ / 4Rgs(v)dv,
TV 0 s 0 TD

i=[2R+4)  STI7 22

s—2R—4

T T
Sr[F)(v)*dv < 203/ 7”?_1/ ridtds + 05/ i,
0 0

TV —4R-3

T s T
Sr[F)(v)*dv < 203/ 7‘?_1/ ri - dtds + 05/ i,
TV 0 —4R-3 0

et par le théoreme de Fubini,

/Tlv Sr[F)(v)*dv < c3 (/OT r’;—lds) + ((4R + 3)czro + cs) </OT r’;—lds) .

Ce qui montre queSt[F]/Ir[F] est bornée dans?, et ainsi qu’elle a un point
d’adhérence faible dans’. Ce point est nécessairement la fonction constantar le
lemme 4.3 s’applique. De par le lemme 4.4, la fonction

lim sup Sy [F|(v)/I7[F]
— 400
est constante presque partout. Cette constante est phaegyael . En effet, suppo-
sons le contraire; alors il existe> 0 et un ensembl& C 7'V, de mesure strictement
positive, tels que pouF suffisamment grand et pour toue F,

ST[F](U)/[T[F] <1-— €,

2

et donc
/E Sp[F)(w)/ I [F] < (1 - )u(E),

contredisant le fait qu'une limite faible d&-[F](v)/Ir[F] soit la fonction constante
1.
U

Nous sommes maintenant en mesure de prouver les asseritmpattie 1.

PREUVE DU THEOREME4.1. Casde ConvergencSupposon§?()Jroo rildt < 4o00.
Pour toutw € TV ets > 4R, sin(w) appartient a la boul8,, alors
2R

fs(¢'w)dt > R.

—2R
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Commel’ = (f)s>o est décroissante, ceci implique que

ft(¢t_s+2Rw)dt Z R,

s—4R
et donc sir(¢*v) est dans3,, on a

s

fi(¢o"Ry)dt > R.

s—4R
D’un autre c6té, le lemme 4.2 nous dit que pour prequeritput

/OOO ft<¢t1})dt < o0,

et donc, pour presque touton a

/0 fi(0'(¢*Fv))dt < oo,

et par la remarque précédente, ceci implique que passez grand et dans un en-
semble de mesure pleine(¢'v) n'est pas dans;.

Cas de DivergenceSupposong,”™ r'~'dt = +oc. Pour touts > R/2, sir(¢'w)
n'est pas dan®, pour toutt € [—R, + R], alors par définition d¢, on a

+R/2
/_ Fu(6tw)dt = 0,

R/2
Comme la familleF’ est décroissante, on obtient

/:+R fi(¢"*w)dt = 0.

D’autre part, si pout un certaifi > 0 et toutt > T, 7(¢'v) n'est pas dang;, alors
7(¢'v) n'est pas dans, pour touts > ¢t > T car(B;) est décroissante, et donc pour
toutt € [—R,R], touts > T + R, (¢~ f*v) n'est pas dand3,. Donc, pour tout
s>T+ R,ona

s+R
/ fi(oFv)dt = 0.

Ceci montre qué,, [F]|(¢~fv) < 400, si le rayon géodésique’v);>, n'intersectes;
que pour des tempsbornés. Mais de par la proposition précédefte[F](v) = +oo
pour presque tout, et donc la situation précédente ne se produit que pour wmérie
de mesure nulle. O



4. CONCLUSION 55

PREUVE DU COROLLAIRE4.2. Soite > 0, posons, = t~/(»=D=<pourt > 1, et
r, = 1sit < 1.Sie > 0, alorsI[F] < +oc et donc presque tout rayon géodésique
ne rentre qu’un nombre fini de fois dans une boule de r&ypat de centre au temps
" bone In(d(pr(6")) _ 1
. — In(d(p,m(p"v
htrilfip In(t) = n—1 te
Sie = 0, au contraire presque tout rayon géodésique rentre pounfingé de temps
t, — oo, dans une boule de rayeyy'2 et de centrg. Donc
lim sup - ln(d(p,w(gbtv))) > 1 ’
t—too In(t) n—1
ce qui conclut la loi de puissance pour les points.

4. Conclusion

On peut pousser I'analogie avec I'approximation diopheamie et le théoreme de
Khintchine un peu plus loin, en considérant la fonctitfw) = d(x(v),p), qui est
continue et propre. En particulier, les résultats pargcalau rand des chapitres pré-
cédents s’appliquent, et I'approche des rayons géodésigus pointp fixé donne
lieu & deux spectres compacts(p) (resp.L(p)) qui sont 'ensemble des distances
possibles entre les points-bases des ensembles invas@mid’'action du flot géodé-
sique (resp. les ensembledimites).
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4. LEMME DE BOREL-CANTELLI ET LOI DE PUISSANCE
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CHAPITRE 5

Quelques répatrtitions d’actions de réseaux

1. Introduction

SoientI" un sous-groupe discret d'un groupe de Lie(B{(T"))r>, une famille
croissante de sous-ensembles fini§'d®n pense ici aux boules de raydncentrée en
e, pour une certaine distance surSupposons qué agisse sur une variété topologique
X (par exemple, un espace homogéne). Nous nous intéressesscart/ergences du
type: il existe deux fonctiong : R, — R, etd : X? — RT, et une mesurg surX,
tels que pour certains € X (par exempley-presque tout, ou bien toutz d’orbite
dense) et pour toute fonctiqﬁdeX dansR continue a support compact, on a

Jim s 3 f0m) = [ @bdnty)

'yEB(T

Le théoréme ergodique de Birkhoff, polir= Z et B(T') l'intervalle [-7.T| N Z,

est 'exemple le plus marquant de ce type de résultat coanelda répartition des
orbites sous une action. Lorsqlieest un groupe hyperbolique au sens de Gromov, K.
Fujiwara et A. Nevo ont montré qu’une action desur un espace mesuf&’,;.), avec

1 une mesure ergodique et de probabilité, satisfait (souswypethése de mélange)
le théoreme ergodique ponctuel pour les boules du grapheagie\C[FN98]. Mais
beaucoup d’actions naturelles de réseaux de groupes dehapgent a ce cadre, et
en particulier les deux exemples suivants.

THEOREME (Ledrappier; Gorodnik). Jed99], [Gor02b] SoientI’ un réseau de
SL,(R) agissant matriciellement si®”, f une fonction continue a support compact
deR" dansR, et soit

B(T)={y el :tr('yy) < T?.
Alors pour toutz dansR™ dont I'orbite 'z n’est pas discréte si = 2, ou dont I'orbite
estdense si > 2,0na

- Sty co W) ey,

e 2 T oo @)l i Tl

ou L est la mesure de Lebesguel®le ¢, une constante positive ne dépendant que de
la dimensiom, etcovol(T") est le covolume dE.

THEOREME (Gorodnik). [Gor02a Soientl” un réseau d&'L,,(R) agissant sur la
variété des drapeauvd deRR"™, f une fonction continue dé dansR, et B(7') comme
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précedémment, et désignons pata mesureSO(n)-invariante surg, alors pour tout

r €, /
c
li =" d
oo T(n=1) T”(” 1) Z Uy COUOZ(F) /gf m,

~yeB(T
ou ¢, désigne une constante mdependant@de

L'objet de cette étude est de donner différents exemplesasl®g la convergence
C a bien lieu, avec différents comportements: convergenesgpie partout ou par-
tout, dépendance dgz,.) enx, comparaison entré' (1) et le cardinal d&3(7"). Ces
exemples sont tous d’origine algébrique, plus précisemimeuns regardons I'action
de réseauX’ (ou d’'un sous-groupe discret) de groupes dedisur certains espaces
homogénes:/H, ou H est un sous-groupe de.

Dans le premier exemple que I'on donne, I'espace admet dearewinvariantes
de masse infinie, et pour ces mesures la convergence a lisgugr@artout vers un
multiple de la mesure choisie.

THEOREMES.1. Soientn > 2, A le groupe des matrices diagonalesx n a
coefficients positifsY = SL,(R)/A, T unréseau d& L(n,R). Il existe une mesure
non nulle surX qui est invariante par I'action d&'L,,(R) par multiplication & gauche
sur X. Soitd une distance riemannienne invariante a gauchesuy(R)/SO(n), on
définit pourz, € SL,(R) etT > 0,

Br(zo,T) ={y €T :d(z0SO(n),y2,50(n)) < T}.

Alors pour toutf € L'(u), toutzy € SL,(R), pour u-presque tout € X, on a

1
Jim o S ) = / fdp,

’YEBF(:B(), )
oU ¢ est une constante indépendantefdetI.

On peut également changer la facon de compter, c’est a diee ppur un choix
différent de boules3(T'); le premier des deux exemples suivants est en effet compa-
rable de ce point de vue au théoreme précédent. Dans le deriexemple, il existe
une mesure invariante infinie naturelle, mais comme dargleréme de Ledrappier-
Gorodnik, la convergence a lieu avec des mesures qui luigdzsglument continues.

De plus, et contrairement a I'exemple de Ledrappier-Gatqdmfonctiond(x,y) n'est
pas un produit de deux fonctions a variables séparésg, et c’est a dire les mesure
d(z,y)du(y) ne sont pas proportionnelles entre elles.
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THEOREMES.2. Soit M, une matrice3 x 3, a valeurs propres réelles, dont le po-
lyndme caractéristique est égal au polynéme minimal, ebgupas de valeur propre
de multiplicité exactement X la variété des matrices conjuguées ak;(R) a My,
et soitl’ un réseau d&7 = SL3(R), agissant par conjugaison suf. On pose

B(T)={yel:tr("yy) < T}
Soientu la mesure suX qui estG—invariante par conjugaison (définie & une constante
multiplicative pres), eff : X — R une fonction continue a support compact. Alors

— SiM, posséde une valeur propre de multiplicitélors pour tout: dont I'orbite
'z est dense ona

li —
T—lgloo T2 Z el covol /f Ty)duly)

~eB(T)

— Si M, est diagonallsable alors pour-presque tout dansX, on a

Gt 2 100 = ot | i)

La fonctiond est continue, peut s’expliciter et estindépendante def. De méme,
les constantes > 0 et¢’ > 0 ne dépendent pas ni dg nide f.

Enfin, nous donnons I'exemple suivant, analogue au théoam@orodnik, ou
'espace est compact mais n'admet pas de mesure finie int@nmon triviale, et ou
la convergence a lieu uniformément. La limite dépend seelgrde la maniére de
compter les éléments dg et ces différentes limites selon ces choix donneront lieu a
des mesures absolument continues entre elles.

THEOREMES5.3. SoitH" un espace hyperbolique, & = 0H". SoitI" un sous-
groupe discret et non élémentaire deom(H"), de mesure de Bowen-Margulis finie.
Notonsy, la mesure de Patterson-Sullivan associée a un poidé H" fixé. Soient
f : X — R une fonction continue. Notons

B(T) = {y €I : d(y0,0) < T},
oud désigne la distance hyperbolique Alors, pour tow X, ona
S 0= )/fduo,
~EB(T) X

et cette convergence est uniformesdorsque?l” — +oo.
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Nous attirons I'attention du lecteur sur la différence emg type de résultats et les
résultats d’équidistribution d’Eskin-Mac MullelcM93]. En effet, ils considérent le
comptage d’orbites discrétes selosur le grande boules d&/ H. Ici, le probléme est
de déterminer la densité locale d’une orbite génériqgue sgrandes boules de

Les preuves des théoremes 5.1 et 5.2 étant assez longuasetaymbres de points
communs, il ne semble pas inutile de faire une esquisse démenstrations.

Dans les deux cas, il s’agit d’étudier la répartition desitesdbdel’ agissant a
gauche sur un espace homogé&néeH (voir 3.1 pour se ramener a ce cas dans le th.
5.2). L'idée de départ est, comme dabsed99], de considérer I'action duale du groupe
H (abélien dans les cas considérés) a droitéd §a, et d’appliquer un théoréme ergo-
dique ponctuel pour cette action. On verra que dans chacioadg= s’écrit comme
un produitG/H x H al'aide d’une section continye: G/H — G, et que la mesure
de Haar d&~ se décompose en la mesure produit d’'une meStimvariante sur et
de la mesure de Haar dé. Enfin, I'action del’ surG = G/H x H sera ainsi donnée
par un cocycle continu: I' x G/H — H :

V(gH.h) = (ygH.h + c(v.gH)),
cocycle que I'on peut méme écrire

c(v,9H) = p(ygH) 'yp(gH).

La présentation faite dans la partie 2 sera cependant unipgegénérale, voir 3.2 dans
l'autre cas. A partir d’une fonctioyi continue a support compact sdy H, on définit
d’abord une fonctiory surG, en choisissant une approximation de l'unjté H —
R, c’est a dire une fonction continue positive, a support cachpt d’intégrald, et
en posant

f(gH.h) = f(gH)x(h);
puis une fonctiory : I'\G' — R par
fTg) =" flvg).

vyel

Soit poH dansG/H, tel quep(poH) = po. Alors, si{E(T")}r>o est une famille de
sous-ensemble mesurablesie

FTpohydh = 3 F(pol) / el poH) 1 h)dh.

E(T) gy E(T)
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L'idée est de choisif/(T') de telle sorte que cette derniere somme soit égale a la somme
rechercheQWEB(Tl f(vle),. Imaginons que nous puissions nous ramener au cas ou
x est le delta de Dirac en I'élement neutre/deOn pourrait alors réecrire I'équation

f(Tpoh)dh = > f(vpoH).

E(T) ~€ET : c(v,poH)E—E(T)

Imaginons maintenant que I'on puisse aussi se ramener aaudassupport def est

un pointp, H, qui vérifiep(p1 H) = p;. (cette hypothése étant bien sir impossible a
vérifier a moins qug’ soit nulle...). Comme dans la somme de droite, hous pouvons
nous limiter aux termes non nuls, c’est a dire auxérifiantypoH = p;; dans ce
cas,c(v,poH) = py *vpo. Autrement dit, pour retrouver la somme recherchée a droite
on veut que{ € B(T) etypoH = p H) soit équivalent ay'vp, € —E(T) et
vpoH = p1H). Les boules3(T") étant données par l'intersectionsidavec des boules
B(T) de@ (suivant les cas, par exemgkT) = {v € G : tr(*yy) < T?}), le choix
—E(T) = (p;*B(T)po)NH convient (et ne dépend pas e Ensuite, on peut calculer
que laH-mesure de Haar dB(T") a une asymptotique de la formép,H,p1 H)F (T))

( dépendante a priori d& H etp; H). Or, comme on aurait alors

/ F(Tpo)dh = 57 FlypoH),

YEB(T)

si I'on pouvait appliquer un théoreme ergodique ponctueirpga famille de boules
E(T), on aurait alors

(p0H7p1H) =
lim Z fypoH 7/ f
T_)JFOOF 'yeB(T covol(I')  Jra
5(P0H,p1H)/ 1
T T eonol(TY = —— H)6(poH.gH)d(gH).
co0lT) Joyn! = coval(D) Jy T OO g ) H)

Bien sar, il y a de nombreux problémes dans cette esquissedegd Dans la preuve
du th. 5.1, les choses seront assez simples grace a I'titihsd’'une inégalité trian-
gulaire. Par contre, pour le th. 5.2, il nous faudra introgldieux ouverts relativement
compactsd{ etU deGG/H et H respectivement (contenant par la suite les supporfs de
ety respectivement), puis étudier des sous-ensembl&s ég (7,UU) et Ko (T,UU),

gui nous permettront d’encadrer la somme recherchée €@ag), en étudiant la dé-
pendance ep, H des ensemble&(T) (qui seront notés par la suiteE,, ,,)(1)).
Ensuite, on s’intéressera dans la partie 3.4 a I'enseiilidesp,H pour lesquels on

a un théoreme ergodique ponctuel selon les boklgs, \(7), la difficulté venant du
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fait que ces ensembles nous soient imposeés par la constryecgcédente. Enfin, dans
la partie 3.5, on recollera les morceaux en utilisant un lendérivé des partitions de
'unité, nous permettant de supposer librement que le stpj@of est dans le petit
ouvert/ qui sera imposé par d’autres parametres.

2. Cas du plongement géodésique

Dans cette section nous donnons la preuve du théoreme 5énamtrant le théo-
reme 5.4, qui est plus général et inclut en particulier iacttle certains réseaux d’es-
pacesC' AT (—1) sur I'espace des plongements géodésiques. Nous prouvssis@u
le corollaire 5.5, qui sera I'un des ingrédients de la predwvéhéoreme 5.3.

2.1. Hypothéses, données de déparBoit (X,dy) un espace métrique complet
localement compact, muni de plus d’'une pseudo-distdr{ctest a dire une distance
ne satisfaisant pas nécessairem#nty) = 0 = = = y), compatible avec la topologie
(c’est-a-dire quel : X? — R* est continue), telle que les boules ferméed deient
compactes; en particulieX est nécessairementcompact (c’est-a-dire réunion de-
nombrable de compacts). Seit= R*, pour un certairk > 1, muni d’'une norme|.||.
On suppose qud agit a droite par par homéomorphismes Xyrde facon que

Ve € X,Va € A, d(za,x) = ||all.

On normalise la mesure de Lebesgue dude telle sorte que la mesure de la
boule unité ferméd3, de A soit 1. L'espace des isométries d&,d,) est muni de la
topologie de la convergence uniforme sur les compacts.ISait groupe discret et
fermé d’isométries d€X,d,) agissant & gauche, tel que toutlansl’ — {Idx } n’ait
aucun point fixe. On demande a ce que les actioriseled commutent, c’est a dire a
ce que pour tout,a,y dansX,A,I" respectivements,

(vz)a = v(za).

Supposons de plus I'existence d’une section continu&’/A — X, c’est-a-dire une
fonction continue satisfaisamt= p(z)A. On requiert I'existence d’un point (fixé),
dansX tel que pour touf dansX /A, touty dansl’, on ait I'inégalité

d(vp(z),p(vZ)) < d(wo,70).

Les espaces quotient§/A et I'\ X sont munis des topologies quotients, et sont na-
turellements pourvus d’'une action, pour I'un I'action a ¢gfaeidel’, et pour l'autre a
droite deA.
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2.2. Exemples.Dans cette partie, on détaille quelques exemples de latisitua
décrite plus haut.

Exemple 1 SoitX = T'H" I'ensemble des vecteurs unitaires tangents a un espace
hyperboliqueH™, muni d’'une distance invariante par isométrigset de la pseudo-
distancel qui est la distance hyperbolique entre point-base deswect8oitA = R,

k = 1, agissant par le flot géodésique sirmuni de la valeur absolue standard. Soit
un groupe discret d'isométries @&, vérifiant que touty dansl’ — {/dy~} n'a aucun
point fixe dang ™' H? (c’est le cas sI" est sans torsion, ou bierisi= 2 et les isométries
sont directes). Soit, un vecteur fixé dél", et p(z) le vecteur unitaire tangent a la
géodésique orientée basé en la projection orthogonale du point-baserdeur z.
Commeyp(z) est le vecteur dez basé en la projection orthogonale du point-base
de~x, et que la projection orthogonale sur une géodésique ré&Ridistances, nous
avons bien l'inégalité

d(p(vZ),yp(T)) < d(wo,720).-

Exemple 2 Soit X = G = SL,(R), pourn > 2, muni d’'une distancé, rieman-
nienneG-invariante a gauche, et de la pseudo-distalredevée de la distance rieman-
nienneG-invariante a gauche s$iZ,,(R)/SO(n) définie par d(zSO(n),ySO(n)) est
la racine carrée de la somme des carrés des logarithmesldassvaropres de la ma-
trice (y'y)~!(z'z). Soit A le sous-groupe d€' des matrices diagonales, a coefficients
positifs, de déterminant; on a alorsk = n — 1. La pseudo-distance vérifie bien que
a — d(za,x) est une norme (euclidienne) sdr(vue comme un espace vectoriel, via
I'application logarithme matriciel), indépendante:ddansG. SoitI" un sous-groupe
discret deS L, (R); il agit sans point fixe par translation & gauche &urSoit x, un
point fixé deX = G, etp(gA) 'unique pointga de gA tel quegaK soit la projec-
tion orthogonale de K sur le platgAK de SL,(R)/SO(n), qui est bien défini car
AN K = {I,}. Comme I'espace riemanni&fi, (R)/SO(n) est un espac€ AT (0)
(voir [Hel78]), la projection orthogonale sur un plat géodésique rébligit les dis-
tances.

2.3. Résultats.Remarquons le lemme et la proposition suivante.

LEMME 5.1. Sous ces hypothése§/A et I'\ X sont séparés, localement com-
pacts etr-compacts. De plus, pour tout dansX, I'application

X/Ax A— X,
(xA,a) — p(zA)a,
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est un homéomorpisme. SHA x A, nous obtenons ainsi une action dedonnée
par

v(zAa) = (yzA,a+ c(v,z4)),
ouc: ' x X/A estun cocycle continu & valeur dadsc’est a dire vérifiant

c(yy xA) = c(y Yz A) + (v zA).

Enfin,I" est dénombrable, et tout point @& X possede un rayon d’injectivité stricte-
ment positif.

La preuve se trouvera en annexe C. Une mesure boréliennigrégtinie sur les
compacts, sera appelémsure de Radon

PROPOSITIONS.2. Il existe une bijection affine entre les mesure de Raden
invariantes du™\ X, et les mesures de Radbrinvariantes sutX /A. Cette bijection,
qui sera notée par la suite — [, respecte la propriété d’ergodicité par rapport aux
actions respectives dé etI'.

PREUVE. Soity une mesure sdr\ X, borélienne réguliere, finie sur les compacts
et A-invariante. Soitf continue deX dansR a support compact, alors la fonction

fTz) =" fy),

yel'x

est une fonction continue a support compacti'§& dansR. En effet, le support est
compact puisqug est nulle en dehors de la projection du supportfd¥érifions la
continuité. Soifl"z dansl™\ X, l'orbite I"x vue comme sous-ensemble Meest discréte,

et il existe une bould = B(z,e) telle queyB N B # () implique quey = e. Quitte a
restreindreB de fagon a ce que ce soit encore vrai pSymui soit compact, alors la
projection sul™\ X restreinte a3 est un homéomorphisme sur son image (application
continue bijective d’'un compact dans un espace séparé)exasie un relevé continu
deI'B dansB. Le lemme C.1 nous permet ainsi de véirestreint " B comme une
somme finie de compositions du relévement, d’'un nombre finj @ de f, ce qui
implique la continuité en:.

L'application
A:CYX) =R,

[ fdu,
\X



2. CAS DU PLONGEMENT GEODESIQUE 65

est une forme linéaire positive, et donc par le théoréme pigsentation de Riesz (cf
th. 2.14 Rud80Q], et aussi th. 2.17), applicable car est bien sépare;-compact et
localement compact, il existe une mesure régulierelle que

- /X fdj.

Cette mesure est finie sur les compacts;cast finie sur les compacts. Commesst
A-invariante et quef o @ = f o a pour touta dansA, A est égalementi-invariante
et doncp. Soit maintenang une fonction continue a support compactXigA dans
R, eth une fonction positive continue a support compact4ud’intégralel pour la
mesure de Lebesgue. En utilisant 3lites coordonnée&’/A x A, ce qui est |égitime,
on définit une fonctiory sur X par la formule

g(xAa) = g(xA)h(a).

Cette fonction est alors continue et a support compact déhpaéomorphismeX ~
X/A X A,
L'application

A CYX/A) — R,

g / gdji,

est une forme linéaire positive, et donc par le théoreme piggsentation de Riesz,
applicable carX/A est bien sépare;-compact et localement compact, il existe une

mesure régulierg telle que
N(g) = / gdji.
X/A

Cette mesure est finie sur les compactsichest. Reste a vérifier I&-invariance. On
a, pour touty dansl’,

gon(xA,a) = govy(xA)h(a),
et donc

Nigon = [ glwAh(di(eAa)
X/AxA
Comme le cocycle est continu, et la mesufjeest A-invariante et réguliere, on a
Ngon) = [ glwAhla+ ) di(eAa),
X/AxA

ou encore, commg estI'-invariante,
N(gov) =N(g).
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Réciproquement, & une mesurdorélienne réguliére d& /A, finie sur les com-
pacts, qui est-invariante, on associe la mesure sGfA x A produit de: et de la
mesure de Lebesgué sur A, ce qui nous donne une mesuyresur X, réguliere,A-
invariante et finie sur les compacts. Par le méme argumerdritaaité du cocycle,
elle est de plug'-invariante. Enfin, on peut revenir & une mesurelsuX, de la fagon
suivante : soiff une fonction continue & support compactideX, on peut, a l'aide de
partitions de I'unité subordonnées a un recouvrement ppetites boules de diamétre
inférieur au rayon d’injectivité en un point de ces boulesyver une fonctioy de X
dansR, satisfaisan = f. Le reste des vérifications est mécanique. O

LEMME 5.3. Soit f mesurable (pour la tribu des boréliens), a support compact d
X dansR, alors la formule
fz) =" fy),
yel'x
définit une fonction mesurable, et & support compadi d& dansR, bornée sif est
bornée.

La preuve se trouve en annexe C.
Soit I'ensemble fini

Br(zo,T) = {y € I": d(xo,yx0) <T}.

THEOREME5.4. Soiti, une mesure de Radon de probabilité SUtX, invariante
par I'action de A et ergodique. Elle définit une mesyresur X et une mesurg sur
X /A, décrites dans la proposition 5.2 et sa preuvef ®ist une fonction dans* (i)
sur X/ A, alors pour toutry € X, pour ji-presque tout € X/A, ona

: 1 _ _
Jim o > f(hr) = L
~€Br(z0,T) /

PREUVE. Fixons une fois pour toute, € X. On commence par définir pour
veletz e X/A:

h(v,2) = d(vp(2),p(77)).
Par hypothése, on a
h(%j) < d(.]}o,’}/l’o).
De plus, pour touf fixé et pour tout compadk’ C X/A, il existeb tel que siy € T’
esttel queyr € K, alors
h(v,2) > d(zo,yx9) — b.
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En effet, le "quadrilatéreity,yzo,yp(z),p(7Z) a ses cotéBey,p(vx)] ety[zo,p(Z)] de
taille bornée, cayz € K.

On peut supposer quée: X/A — R est positive, et écrivons

(f = j& + j%a

ou f, est a supporfy compact etf. de normeL! petite, toutes deux positives; C'est
possible catX /A esto-compact el finie sur les compacts. On définit une fonctipn
sur X de la fagon suivante:

F() = { fyA) s d(p(yA)y) <1,

0 sinon.
Considérons poury € I'\ X,
f(Ty) =Y f(2)
zely
Cette fonctionf est dand.! (1) et vérifie
fdp = fdp,
r\x X/A

En effet, par décomposition de la mesunelevée &, le choix def et le théoréme

de Fubini, on a
/ Fau={  ftan.
X X/A

et ce premier terme est bien l'intégrale leOn a de méme deux fonctiorfs et f.,
obtenues de la méme fagon.

Soientz € X /A,y = p(z) etb la constante définie pdt et z. Prouvons que pour
T>0b+1,

as) | Ftyade< Y som< [ ftyade
(T'-b—1)Ba ~EBr(z0,T) (T+1)Ba
En effet, pour tout > 0, on peut écrire :

fl(Fya da=>" [ filyya)da

tB ~er tBa

On veut majorer cette somme; pour cela, on se restreint amegenon nuls. Sup-
posons donc que soit tel quef,, fi(yya)da # 0. Alors d(vy,p(yyA)) < t +1,
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car fi(yya) est nulle sid(p(yyA)yya) > 1. Mais d(yy.p(yyA)) = h(y.yA) car
y = p(yA). De plusyyA € K car sinonf;(yya) serait également nul pour touwtOn
adonc, commeé(y,yA) <t +1,

d(zo,yxe) <t+b+ 1.
Comme on a dans tous les cas

Fitwalda < [ fioayda = fi03) < f60a),
tBa A
nous avons prouvé I'inégalité de gauche de (15) en prenarnt — b — 1.

De méme, sy esttel quel(xy,yz) < t—1, alorsd(~y,p(vyA)) = h(y,z) <t—1
ce qui implique que I'ensemble desels qued(yya,p(yyA)) < 1 estinclut dangB 4,
et donc
flyya)da = f(vz),
tBa
et ainsi, en prenarit= 7"+ 1, on démontre 'inégalité de droite de (15)

3 ﬁms/ F(Tya)da.
~€Br(z0,T) (T+1)Ba
Divisons I'encadrement (15) pdl* et faisons tendré’ vers l'infini, en appliquant
le théoreme ergodique presque sir (voir plus loin le th. B.JCtha7(], par exemple,
pour les actions d&*), nous obtenons pour presque taut X /A :

= .. 1 _ . 1 B _
Fidp <lmint 2o 3" fa) <tmswp o Y NMSAJW

X ~EBr(z0,T) - ~EBr (20,T)

et comme nous pouvons prendieaussi proche que I'on veut ¢feen normel?!, ceci
termine la démonstration. O

Notons également le corollaire suivant de la preuve, quétessite pas I'existence
d’'une mesure de probabilité-invariante et ergodique.

COROLLAIRES5.5. Sif : X/A — R est bornée et a support compact, il existe
C > 0 tel que pour toufl” > 1, toutz € X /A, on ala majoration uniforme

%; > fam<c

~YE€Br(zo,T)
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PREUVE. Sous ces hypothéses, enreprenant la preuve précédepse ldéemme
5.3, f est en fait bornée et mesurable, et 'inégalité (15) divis&#el™* nous permet
de conclure. (L'existence d’une mesure ergodique de pibtgainie sur les compacts
n'était pas utilisée pour démontrer (15) ). O

3. Preuve du théoreme 5.2

3.1. Description des espacesSoit M, une matrice3 x 3, a valeur propres réelles,
dont le polynbme caractéristique est égal au polyndme nahiet qui n'a pas de
valeurs propres de multiplicitéexactement. Comme la dimension &sjui est impair,
deux matrices sont conjuguées si et seulement si elles tersmfulo SL;(R). Nous
avons alors 2 possibilités podt,, 2 cas que nous traiterons en paralléle. Le premier
cas est lorsqué/, n'a qu’une valeur propre réellg, M, est alors (a conjugaison pres)

A 10
MO = 0 )\1 1 5
0 0 N

et le deuxieme cas est celui dd, posséde trois valeurs propres réellas \2,)\3),
deux-a-deux distincted/, est alors (a conjugaison pres)

A 00
My=1 0 X O
0 0 Xs

Dans le premier cas, le stabilisateur (par I'action par wgajson) deM, dans
G = SL3(R) est exactement égal a

1z 2%/2+y
H=Shlzy)=]0 1 T D(zy) €R? G
0 0 1

et dans le second cas le stabilisateundigpossede un sous-groupe distingiiél’in-
dice fini, qui est

e’ 0
H= 0 e 0 :(1,y) € R?
0 0 e *

Le stabilisateur est dans les deux cas un groupe abélieroipben aR? via les
coordonnéesz,y) fournies ici. Nous utiliserons la notation multiplicatigeur la loi
de groupe lorsquél sera vu comme un sous-grouped@eet notation additive lorsque
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nous travaillerons dang lui-méme. La variétéX des matrices conjuguées\a, est
alors, dans le premier cas, diffeomorphe par un difféomermpaG-équivariant, a I'es-
pace homogén€@/H, et dans le deuxiéme cas c’est un quotient fini:gé7 . Insistons
sur le fait que I'action par conjugaison @esur X se transforme en une action a gauche
de G surG/H. En particulier, les valeurs des n'ont pas d’importance puisque les
variétés obtenues pour dasdisctincts sont diffeomorphes par un diffeomorphisme
G-équivariant. C'est en pratique sur ces espaces homogéareasoqs travaillerons, et
gue nous montrerons les résultats.

Dans les deux cas;/H porte une mesurg, qui estG-invariante, dans la classe des
mesures de Lebesgue, et unique a homothétie pres. En(efist,unimodulaire, et/
abélien (Bou63, VII.2 théoréme 3)).

3.2. Section et homéomorphismell sera par la suite essentiel de disposer d’'une
section continue dé&'/H dansG.! On va vérifier que la définition suivante est cor-
recte : on définip : G/H — G parp(gH) = gh, ouh est 'unique point critique de
I'application deH dansR

h s tr(*h'ggh).

Dans le premier cas, sajt € G, et soit N la matrice’gg. Elle est symétrique,

notons ses coefficients de la maniere suivante

A B C
N=|B D E
C E F

Remarquons qu'alor€;? < AD, de par I'inégailté de Schwarz appliquée aux vecteurs-
colonnes dgy, inégalité stricte cay est inversible. On prend suf les coordonnées
1,2, avecz = y + x?/2. Alors

0 bt oh , o'h
%tr(h h'gg) = tr<(8_x h+ h%)N),
et par multiplication matricielle explicite, on obtient

gtr(hthtgg) = 2Ax + 2Bz + 2(E + B).
T

De méme,
gtr(hthtgg) =2Bx 4+ 2Az + 2C.
z

1. Je ne connais pas d’interprétation géométrique de csrsgautre que "la minimisation de la
norme 2 matricielle sugyH"). Le choix de ces sections particuliéres n'a d’'influence swr la simplicité
de certains calculs.
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L’ équation

8t h'hlgg) = at h'h'gg) =0

5. T(h'higg) = o-tr(h'higg) =

a bien une unique solutiqa,z) puisque le déterminant du systeme44t + 4(AD —
B?) > 0. De plus,p est méme différentiable en fonction geLorsquer = 0, z = 0,
on trouve alors que la projectigrig H) satisfait

A B 0
‘p(gH)p(¢H)=| B D —-B |,
0 —B F

pour certainsA,B,D. I réels. De par la forme de ces matrices, on a nécessairment
A>0,B>0,B?< AD, B?> < DF, B?> < AF et comme le déterminant eston a
de plus

ADF — B*(A+ F) = 1.

De méme dans le deuxiéme cas, on peut vérifier que le poirtfuaiest unique et
que sig € G, alors'p(gH)p(gH) est de la forme

A B C
‘p(gH)p(¢gH)= | B A E
C E A

Il'y a également le méme type de restrictions sur la forme deateices que dans le
premier cas. Elles ont par exemple nécessairement un dégenégal al, et A > 0,
B? < A2, etc.

On a bien slp(gH)H = gH pour toutg dansG. Définissons maintenant I'appli-
cationD deG dansH

D(g) = g~ 'p(gH).
Nous avons maintenant un difffomorphisme
G/H x H — G,
(gH,h) — p(gH)h,
de réciproque
G — G/H x H,

g+ (9H.D(9)™").
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La mesure de Haar; deG, vue surG/H x H, se décompose comme le produit
de . et de la mesure de LebesgueMeidentifié aR?2. En effet,la mesure produit sur
G/H x H estG-invariante de par sa régularité et la continuité du cocgskocié a la
sectionp, de méme que dans le cas du paragraphe 2.

3.3. Etude de certaines fonctions suff. Pour deux éléments),p; dans I'image
de la sectiom, eth dansH, on pose

G popr)(R) = tr(("popo) ™ "h("pipr) ).
Cette fonction est continue et propre HedansR’, . En effet, on peut I'écrire

G popn) () = tr("(pihpg ) (prhpg 1)),
et sous cette forme c’est la restriction a 'ensemhl&p, ' du carré de la norme
matricielle. Comme{ est paramétré par les coordoonngeg), nous écrirons parfois
G(po,m)(xvy)'

On étudiera les famille d’ensembles indexées’Padorsquel/ est un ouvert rela-
tivement compact d&? et/ un ouvert relativement compact d& H :

Epop)(T) = {(2,y) € R*: Gy (2,y) < T?},

EA(T.UU) =U+ | Egopigmy(T),

gHeU

KQ(T,U,Z/{) = {(x,y) € RZ : (l‘,y) +U C m E(po,p(gH))(T)} .

gHeU
Ces ensembles ont les propriétés suivantes. Rappelons que

B(T) ={y el :tr(*yy) <T?},
etqueD(g) = g 'p(gH).

LEMME 5.4. SoitpyH,p; H deux éléments d&/H, tels quepy = p(poH) etp; =
p(p1H). Soient et/ deux voisinages relativements compacts dansH et dep; H
dansG/H. Les ensembles; (T, UU), i = 1,2, vérifient les propriétés suivantes:
(H1) Si~ est dansB(T') et ypoH est dand/ alors —D(vp,) + U est inclus dans
K\(T,UU),

(H2) Si(—=D(ypo) + U) N Ko(T,UU) # 0 etypoH est dang/ alorsy est dansB(T).
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PREUVE. On a toujours

vpo = p(ypoH) D (vpo)
et doncy = p(ypoH)D(vpo) 'y . Ainsi, par définition de_,(.), on a

(16) tr('yy) = G poptrpotr)) (=D (V0))-
Doncy € B(T) est équivalent a-D(vpo) € Eggpepor) (). Les deux propriétés
recherchées découlent directement de la définition desrdassl;(T,UU). O

Remarques Si I'on voulait travailler avec une autre famille de boule $y en
prenant par exemplB; (7') la boule dd” pour une norméd.|| quelconque sui/;(R),
il nous suffirait de redéfiniG,, (k) de maniere analogue a la formule 16. Plus
précisemment, on définirait

Hpop)(h) = [[p1hpg ],
et on étudierait les ensembles

J(po,Pl)(T) = {(.T,y) S R? : H(poml)(x?y) < T} )

de maniére analogue a celiy,, ,,,)(7') deGy, ) (le lecteur fera bien attention qu’ici,
j'ai choisit de travailler avez = H?). Heuristiquement, si I'aire dé,, ,,,)(T’) est
asymptotique (lorqué’ tend vers l'infini) ad, (poH,p1 H) F1(T'), alors le résultat au-
guel on peut s’attendre est de la forme : pour tbgbntinue a support compact, pour
p-presque tout: dansG/H

1
F(T) VE%:(T) f(yx) — o f(y)o1(xy)du(y).

Remarquons que par I'équivalence des normes, la t&illee dépend pas de la norme
choisie initialement. De plus, remarquons que la détertiwinaled, e F; ne dépend
qgue de la mesure de Haar @& et non celle de&7, et que 'on peut espérer que le
résultat ci-dessus soit encore vraie pour toute mesgurénvariante, ergodique, finie
sur les compacts, pour les mémes fonctidnet F;.

Revenons aux deux cas qui nous intéressent. La suite deseetien est dévo-
lue aux preuves des deux propositions suivantes. Lidéeunajest de se ramener a
I'étude deL,, ,,)(7) au lieu des ensemblds,(7.UU/) en montrant qu'ils different
peu. Dans le deuxieéme cas, c’est encore plus simple puisge toute dépendance
enpo,p;. Dans chaque cas, on obtient une asymptotique de l'ait€ge,)(7") (qui
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nous donnera effectivement le facteur de récurrdiCg), et la dérivée de de Radon-
Nikodyn de répartitiod). On désigne paA la difféerence symétrique d’ensembles, et
par £ la mesure de Lebesgue stiridentifié aR?.

PROPOSITIONS.5. Dans le premier cas, pour toutyH,p; H dansG/H, avec
po = p(poH),p1 = p(p1H), pour U ouvert relativement compact &, 7' > 0, et
n dans]0,1/2[, on définit les ensembles suivants :

T
K{(T\Um) = Epop) (ﬂ) +U,

T
Ky(T\Upn) = {(x,y) €R®: (2,y) + U C Eypy) (m) } :
Alors,
1. llexisted : G/H — R continue, telle que lorsqué — oo,

L(Epopy)(T)) ~ 6(poH,p1 H)T?.

2. Pour toutr > 0, il existeU voisinage ouvert borné dedansR? tel que pour
tout U’ C U voisinage ouvert dé dansR?, toutn > 0, et pouri = 1,2, on ait
pour tout? suffisamment grand :

Te ™ Te™
Epo.p1) (m) - K£<T7U7n) C Epop) <E) .

3. Pour toutpyH,p1 H dansG/H, avecpy, = p(poH),p1 = p(p1H), toutn dans
I'intervalle ]0,1/2[, il existeld voisinage dep; H dansG/H, tel que pour tout
U un ouvert borné d&? et toutT suffisamment grand, on ait les inclusions

E(PO,Pl)(T) - Kl (T,U,Z/{) C Ki (T7U777)7

et
KQ(T,U,T)) C K2<T7U7u) - E(Poml)(T)'

PROPOSITIONS.6. Dans le deuxiéme cas, il existe une famil§7T") de sous-
ensembles d&? telle que, pour toupyH,p; H dansG/H, avecpy = p(poH),p1 =
p(p1H), tout U ouvert borné deR?, tout/ voisinage relativement compact gder
dansG/H, les ensemble&;(T,UU) vérifient

lim L(K(T,UU)AE'(T))
T=Yoo L(E'(T))

= 0.
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De plus, lorsqud” — oo,
, 9
L(E(T)) ~ 5 (In(T))*.

3.3.1. Etude du premier cas - Preuve de la proposition 53%.'on détaille un
peu plus cette applicatio&,, ,,), dans le premier cas on peut écrire qu’il existe
A;,B;,D; F;i = 1,2 telles que

tpipi = | Bi D
0 —B;

Mg o

Posons
] = (A(]DO — Bg)Al, g = 2(AOD0 — Bg)Bl + 2A1AOB0,
a3 = (AQFoAl + D1 (A()DO - Bg) + 2AoBQBl) .
En utilisant les restrictions sur les coefficiemts B;,D;,F;, on voit quea; > 0. Re-

marquons que ces coefficients ne peuvent pas prendre niengoelles valeurs. En
effet, par exemple; > 0, et en dévellopant I'expression

ayaz — a5 /4 = (AgDy — B3)*(A1Dy — BY) + A1 Ag(AgDoFy — B3 (Ag + Fyp)),
on voit, en utilisant quelo Dy Fy — B2(Ag + Fy) = 1, A; > 0 et A;D; > B2, qu'on a
nécessairement
4onas — a3 > 0.
Nécessairement, on a auagi> 0.

On obtient par calcul matriciel en partant de la définitiorCHg, ,,,), en utilisant le fait
gue toutes les matrices apparaissantigmbur déterminant, que

x? 2 x? 2
2
G(P(),Pl)(xvy) =m ( 5 +y) + o ( 5 +y) T+ a3r” + Qy (-2 +y) + asx + ag,

ou oy, a5, dépendent polyndmialement dds B;, D, F; (et peuvent étre explicités,
mais n’ont aucune importance dans la suite). En particudisicoefficientsy; sont des
fonctions continues dgy,p;. Nous admettrons pour I'instant 'asymptotique quand a
I'aire de £, ,,)(1'), et que la fonction intervenant ici est

2T
Voo — oz%.
On pourrait calculer cette asymptotique directement, roaisera conséquence de la
preuve de la proposition 5.9 . Nous admettons ainsi pousthint le premier point de

5(p0H7p1H) =
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la proposition 5.5. Le troisieme point est conséquence dénitions des ensembles
K, Kj, Ep, p,) €t du lemme suivant.

LEMME 5.7. Soitpy,p; fixés. Pour tout) dans I'intervalle]0,1], il existe un voisi-
nagel{ dep, H tel que I'on ait

G : G ,
1 —n/2 < liminf inf (pop(o) () < limsup sup (po.p(gH)) (T,Y)

<1+n/2.
(z,y)eR? gHeU G(po,m)(x»y) (z,y)eR2 gHEU G(pmm))(x»y)

PREUVE. Posons la fonction de,y et des paramétres

.132 2 .132
Qa(l’,y) = 7 (7 + y) + Qi (7 + y) T+ 043.7}2.

On peut changer les variablés,y) en les variable$z,z) avecz = z%/2 + y, car ce
changement de variable est une application continue etg@reples limites inférieures

et supérieures resteront inchangées. La fonatigy ;) (x,2) est alors la somme
de la forme quadratiqu€@, définie positive, d’'une forme linéaire et d’'une constante.
Seule la forme quadratiqug, intervient dans I'expression voulue, et ses coefficients
«; dépendent continlemment g . 1l est donc possible de trouver un voisindgee
p1H vérifiant la propriété requise. O

Il nous reste a montrer le deuxieme point de la propositién Tout d’abord, le
résultat ne dépend pas gede par la définition dé/, et on peut se ramener au cas ou
n = 0. On peut calculer en utilisant qdg, est une forme quadratique définie positive,
gu’en dehors d’'un compact d&* nous avons les majorations (dd > 0 est une
constante fixée dépendant seulementde;)

oG (po,p1)

‘T(%y)‘ < MG (pg p1) (7,9),

oG (po,p1)

Ty(x’y) < MG (pg py) (7,9).

De part les majorations différentielles classiques (lenende Gronwall, me semble-
t-il?),on a

G(po,m)(‘r + 'y + y,) < G(po,p1)(x7y)exp(M|x/| + M|y/|)
Ainsi, si I'on notediam(U) le diamétre dé/ qui contient),
exp(2M diam(U))T)
1—n ’

K{(T,U,T}) - E(po,m) <
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et on en déduit de méme que

KY(TUm) > Epon (

C’est ce que I'on voulait.

3.3.2. Etude du deuxiéme cas - Preuve de la proposition Béns le deuxieme
cas, en écrivant gueest décrit par les deux variableg, introduites dans la représen-
tation matricielle de, et qu'’il existeA;,B;,C;,E;,i = 1,2 tels que

exp(—2M dmm(U))T)
1417 '

tpipi = | B A E;

Ci Ei Az

on obtient par calcul matriciel, en utilisant que ces masiontl pour déterminant,
que

Y

Glpo,pn) (T,Y) = a1€® + ape® + age T + oy + ase " + ageY,
avec
oy = A (A2 —E3) > 0,0y = A (A2 — C2) > 0,03 = A1 (A2 — B2) > 0,
ay = 2B1(EyCo — AgBy), a5 = 2E1(ByCo — AgEyp),
ag = 2C1(BoEy — AgCh).

On peut vérifier, par des calculs semblables au premier@ags Imais sans difficulté
majeure, que I'on a
4oy — ozi > 00,4003 — ozé > 0,
dogaig — ag > 0.
Posons pouf’ > 1 eta réel positif, £’ (T,a) comme l'intérieur du triangl& (7',a)
de sommets (en coordonnéesy)) (—21n(7T) — 2a,In(T) +a), (In(T) +a,In(T) +a)
et(In(7) + a, — 2In(T) — 2a). On pose de plug’(T) = E'(T,0).

LEMME 5.8. Pour toutU ouvert borné, tout/ ouvert relativement compact de
G/H, il existea,,a; deux nombres réels tels que pour t@ut- e~*, pour toutg; H €
U,

E/<T,CL1) - Kl(T,U,Z/{> C E/(T,CQ),
et
E/(T,Cl,l) C KQ(T,U,U) C E/(T,CLQ).
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ESQuIsSsSE DE PREUVE Il sera commode de définir les formes quadratiques sui-
vantes:
QW (uw) = aqu® + agv® + ayuv,
QQQ) (u,0) = aqu? + asv? + aguw,
Q;,) (u,0) = agu? + asv? + asu.
Les discriminants de ces formes quadratiques sont, on jaarsé#ée automatiqguement
négatifs. On peut vérifier que

— Lorsque(z,y) tend vers l'infini dans le domaine+ y > 0, alors
Go(z,y) ~ QW (e" ).
— Lorsque(x,y) tend vers l'infini dans le domaing< 0, alors

Ga(,y) ~ QP (e"e"7Y).
— Lorsque(zx,y) tend vers l'infini dans le domaine < 0, alors

Gao(,y) ~ QP (ev,e™7Y).

En utilisant ces équivalents sur chacun des trois domaines estimant la taille de
G (po,pr)(z,y) sur les cotés du triangl# (T',a), on calcule qu'il existe des constantes
by,b, telles que

E(poml)(eablT) - E/(T,CL) - E(Po,m)(eab2T)'
Cette estimatio_n peut étre rende uniformepedans/, car les coefficients des formes
quadratiqungf) dépendent continlement ge. Quitte a rajouter une constante dé-
pendant du diametre dé, on obtient le résultat désiré. O

3.4. Ensembles de validité du théoreme ergodique ponctue$oitI" un réseau
deG. Nous utiliserons le résultat suivant, di a N. Shah, donsmappelons une ver-
sion légerement simplifiée.

THEOREME 5.6 (Shah $ha94, corollaire 1.2). SoitGG un groupe algébrique réel,
I' un réseau de5. Soit® : R¥ — G une application algébrique réguliére (au
sens gu’elle se prolonge en une application algébriqu&telansG/(C)), telle que
0©(0) = e. Alors il existe un sous-groupe ferntéde G contenan®(R*) tel que F'T
est fermé et admet une unique mesugede probabilitéF-invariante, et pour toutf
dansC?(G/T'),on a

im [ pewrdcw = [ fdur.

R—+o0 L(BR) Jiep, FT

ou By, désigne la boule de rayoR deR* centrée en.
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3.4.1. Premier cas.

PROPOSITIONS.9. Supposons quEp,H est dense dans (c’est a dire que l'or-
bite sous 'action dé&" dep, H est dense dans/H). Alors pour touty € poH, et pour
toute fonctionf : I'\G — R continue & support compact, on a

4 2
e S L
E(Powm(T)

27TT2 NG

PREUVE. Posons? = \/4a a3 — a3/2ay, et notons

1 87 v—525u 2
& _ Qo U

O(uw)=10 1 B lu = h(B™ upw — U— ).
0 0 1 2alﬁ 26

Cette application est polynomiale et réguliére au senstad4. Appliquons le théo-
réeme précédent au résefl = p; 'I'py. J'affirme queF’ = G nécessairement. En
effet,

po (CpoHl) = I'O(R?),
est dense dans par hypothése, et est contenu d&hg' qui est fermé. Dong"F =
G, et commeF est fermél” dénombrable, le théoréme de Baire nous dit fuest
d’intérieur non vide, et par suite' = G car G est connexe. Ainsiyr est la mesure
G-invariante de probabilité sui\G, et pour toute fonctiorf de C°(I'\G, on a

. a1
lim %L O(uw))dudy — Q.
Jdim 2 o SOt = [ i
Or
Qo uw — e “2u?) = oy (u? +0?).

-
20élﬁ
Soit E!, = {(z,y) : Qu(z,y) < T?}. Comme
G o) (1Y) = Qu(@,y) + 0(Qa(,y)),
on a pour tout > 0 et7’ assez grand
Eo(T(1 =€) C Epop)(T) € E(T(1+€)),

et il ne nous reste plus qu'a calculer le jacobien du changede variable(u,v) +—
(z,y). Il est constant et égala
]
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Remarquons que comme corollaire de la preuve, on a l'asyigpelorsquel’

tend ver I'infini
2m 9

L(E T)) ~ ————=T
( (POﬁUl)( )) \/m
3.4.2. Deuxieme casNous utiliserons la version suivante du théoréme ergodique
ponctuel pour les actions .

THEOREME5.7 ([Cha7(]). Soit(E,), une suite d’ensembles @& vérifiant

1. Pour toutv € R*, on a la condition de Fglner

. L(E,A(v+ E,))
1 = 0.
2. Il existe un constant& > 0 telle que pour tout,
L(E, - E,)
— 2 < K.
L(E,) —
3.
UnEn = Rk?

4. (E,), est croissante.

Alors pour tout action dé&R* sur un espaceX, toute mesurg, de probabilité sur
X, invariante et ergodique, tout dansZ! (), on a pour presque tout, lorsquen
tend vers l'infini

: f(v.x)dﬁ(v)%/xfd,u.

Remarguons gue dans la suite, les quantificateurs ser@rsés/. on écrira qu'il
existe un ensemble de de mesure pleine de validité du théoeégodique ponctuel
pour les fonctions d€’°(X), et non par que pour toute fonctidd, il existe un en-
semble de validité du théoréme ergodique. Cette formunasn Iégitime car, avec les
notations du théoreme précédefif( X) c L'(u) lorsque la mesure est finie sur les
compacts (ici, elle est de probabilité),&}(X) est séparable st est une variété.

LEMME 5.10. Il existe un ensembl¥ C G/H, de complémentaire de-mesure
nulle, tel que pour toute applicatiofi de I'\G dansR, continue & support compact,
tout g dansG tel quegH est dans’,

1

e — h)dL(h) = :
T—+o0 ,C(E’(T)) /E,(T)f(lﬂg ) ( ) I‘\Gf
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PREUVE. Tout d’abord, remarquons que pobf(n) satisfait aux hypothéses du
théoréme précédent, car I'action desurI'\G est ergodique. Il s’ensuit qu'il existe
un ensemblé” deI'\ G, de mesure pleine pour lequel pour toute fonctforontinue
a support compact, pour toliy dansY”’, on ait

1

- . ‘

CEW) Jwon f(Tgh)dL(h) =10 . f
CommeL(E'(n+1))/L(E'(n)) tend versl, c’est encore vrai pour réel et non plus
n entier. Remarquons qu€ estH-invariant. Commd" est dénombrable, 'ensemble
Y"” desg dansG tels quel'g est dang”’ est de mesure pleine (i.e. son complémentaire
est de mesure nulle). Cet ensemble est endeire/ariant, et s’écrit comme un produit
Y” =Y x A. Par décomposition locale de la mesure de HagarY est encore de
mesure pleine. O

3.5. Conclusion de la preuve.Notons pary” dans le premier cas I'ensemble des
points deGG/H dont l'orbite parl’ est dense, et dans le second cas I'ensemble de
mesure pleine décrit par le lemme 5.10.

COROLLAIRE 5.8. Pour toute > 0, poH dansY etp; H dansG/H, il existel/ un
voisinage relativement compact gef et U un voisinage relativement compact @e
dansR? tel que tels que les ensembl&s(T,U.U) satisfont la propriété suivante (en
plus de (H1) et (H2))

(H3) Pour tout fonctionf continue, positive, & support compact,ldeg dansR, on a
les inégalités

1
1— <liminf ——M
=9 | = i e oy

1
Slimsup—/ Ipoh)dL(h) < (1 +€ .
T—+o0 C(Ki(T,U,Z/{)) KZ-(T,U,Z/{)f( ’ ) ( ) ( ) F\Gf

/ f(Tpoh)dL(h)
Ki(T,U,Z/{)

PREUVE. Montrons-le dans le premier cas. Le deuxiéme cas est bepuaas
facile (comparer les propositions 5.5 et 5.6). Soit 0, prenons deux réels > 0 et
T > O tels que

64T

‘ L=t

=

€,

-1 <
et
e

W”'SE'
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La troisiéme affirmation de la proposition 5.5 nous donne uveat/ relativement
compact contenant H. Puisque nous avons déja chaisi> 0, la deuxieme affirma-
tion de la proposition 5.5, nous donne un ouvérelativement compact, contenant
Soit f une fonction continue, positive, a support compacl'dé&’ a valeurs dan®.
Alors des inclusions issues de 5.5 2) et 3):

Te™
Epopn(T) C Ki(TUU) € K{(T\U.n) C Epopy) (E) 3

Te ™
E(po,p1) <m) C Ké(Tann) C K?(TvUvu) C E(POvpl)(T)v
et de la positivité de, nous déduisons que poius 1,2,

(Pmm)(%

/ femhicy < [ pephacon < F(Cpoh)AL(R).
E Ki(T7U7u) E(PO’PI)(%)

Divisons ces inégalités pa(p, H,p; H)T?, on obtient en passant a la limite a I'aide
du lemme 5.9 (ce qui est légitime puisqud! est dang”), et en utilisant la deuxieme
affirmation 5.5 2), les inégalités

e 1

S < liminf
(1+n)? F\Gf T T—+oo 6(poH,p1 H)T?

/ F(Tpoh)dL(h),
Ki(T,U,Z/{)

et
1

62T
lim sup / I'poh)dL(h Si/ )
Ttoo O(poH,p1 H)T? Ki(T,U,Z/{)f( oh)dL(h) (1—n)? F\Gf

Il ne nous reste qu’a remarquer que les encadrements d’'elesem5 2) et 3) nous
donnent également un encadrement de leurs aires. Le rajgsoaires

L(K(T.UU))

6(poH,pr H)T?’
est donc asymptotiquement compris, grace a 5.5 2), entrg1 + n)? ete™ /(1 —n)?.
C’est ce que nous voulions. O

Le lemme élémentaire suivant, inspiré des techniqueke#90], est une applica-
tion des partitions de I'unité. Une preuve est fournie ereaerC.

LEMME 5.11. SoientX un espace métrique localement compactyne mesure
borélienne finie sur les compacts,(@t-)r~o une famille de mesures. Supposons qu'il
existe une application

£: X - R,
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continue, telle que pour tout> 0 et touty € X, il existe un ouveri/ contenant tel
que pour toute applicatiori : X — R, continue, positive et a support dat’s

(1= () [ fan < tpmin [ s,
et

limsup/de)\T (1+6)§(y)/xfd,u.

T—4o00
Alors pour toute applicatiorf continue a support compact,

Jdin [ pive = [ f)ewdnt)

Nous pouvons maintenant conclure la preuve.

SoitpoH dansY’, po = p(poH). En posant(gH) = 6(poH,gH) dans le premier
cas et{(¢gH) = 1 dans le second, nous sommes ramenés a prouver I'’hypothése du
lemme 5.11. Soip; H dansG// H, et soite > 0. On peut supposern = p(p1H). Soit
U le voisinage relativement compact gigf donné par le corollaire 5.8, et sditune
fonction deGG/H a valeurs dan®, continue, positive et dont le support compact est
contenu dang/. Prenons unm- > 0 arbitraire, le corollaire 5.8 nous donne ainsi un
voisinagel/ de0 dansR?. Soity : H — R une fonction continue positive telle que

/H N(h V)AL (R) =

et de support contenu dafis Soit f : G — R, la fonction définie par:

=Y f(vgH)x(D(7g)).

vyerl
Ona:

> fligeH) = /H Z F(ygoH)x(h7Y) | dL(h).

~EB(T) veB(T
Comme la mesuréL(h) est invariante a gaucﬁe nous avons
Z f WPOH Z / f WPOH ID(W?O)) dﬁ(h)-
~yeB(T ~yeB(T)

2. a droite également, mais ce n’est pas ce que I'on utilise.
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Alors, en utilisant les propriétés (H2) et (H1) du lemme %4, peut écrire en
remarquant qué®(ypoh) = h=1D(vpo):

/K o (Zf (vpoH)x (D(vpoh)) ) Z fypoH)

~yel ~veB(T

/K(TUL{ (Zf Yoo H )X %’Ooh))> dL(h),

c'est-a-dire

f(poh)dh H f(poh)dh.
/KQ(T,U,Z/{) f(poh)dh < Z f(ypoH) < /KI(T7U’M)f(Po )

YEB(T)

Commef estl-invariante, elle peut se voir comme une fonctiontié; dansR
et est alors continue et & support compact. On a d’apres Higté(H3) I'encadre-
ment

(L=a)é(pH) | f<liminf = f vpoH ),
lim sup > flwpoH) < (1+€é(pmH) | f.
Tpeo ~eB(T) MG

Nous venons de montrer que I'on peut appliguer le lemme 5lakaite de mesures::

E : 6’YPOH )

'yEB

ou ¢, est la mesure de Dirac au point

3.6. Variables non séparées de la fonctiof. Montrons maintenant quén’est
pas un produit de deux fonctions des variables sépax@ésp, H, ni symétrique en
ces variables.

Soit py la matrice identité ep; la matrice
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on calcule que

1 1 0
‘ppp=11 3 -1
0 -1 1

Alors le calcul direct nous permet de montrer que
S(poH.poH) = 7/v2,8(poH.p1 H) = 7/V/3,
S(prH,prH) = 7/3,6(p H,poH) = V/2/3.

Ainsi,
0 (poH,p1 H)6(p1 H,po H)
0 (poH,poH )6 (p1 H,p1 H)

£,

4. Action au bord d’'un groupe kleineen

Dans cette partie, nous démontrons le théoreme 5.3HBoitn espace hyperbo-
lique, I" un sous-groupe discret deom(H"), non élémentaire , tel que la mesure
de Bowen-Margulis associée stitI'\H" soit finie. Notonsu, et v, respectivement
la mesure de Patterson-Sullivan relative,at la mesure harmonique de probabilité,
associees au pointe H".

Un ingrédient essentiel de la preuve est le résultat syidarsa Thomas Roblin:

THEOREME 5.9 ([Rob02], corollaire 1 du théoreme 4.1.1Avec les notations preé-
cédentes, en supposant guadmette une mesure de Bowen-Margulis-Sullivan finie,
la convergence suivante a lieu au sens faible dans I'espas@rebsures de probabilité
surH"™ U OH" lorsquel — +o0':

Z 670 aHn)

( 'yEB(T

PREUVE DU THEOREMES.3. Nous commencerons par prouver que la fonction

Fr(e) = @ gm(mg) ~ fom)

converge uniformément vefdorsquel’ — oo. Pour cela, fixons > 0 et notonsk (¢)
le compact d&H" x JH" — diag,

K(e) = {(&m) € OH" x OH" - d(&,n) = e}.
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Notonsw(e) le module de continuité dé. Alors

Fr(€)] < ol + 5o 3 1708~ St

On a designé la fonction caractéristique idéc) par 1. De part le corollaire 5.5
appligué a I'exemple de I'espace des géodésiqués'd@oir I'exemple 1 de la partie
2.2),
> 1F(68) = Fem) ik (vém) = O(T),

~eB(T)
uniformément erg,n. Commel’ non élémentaire]’/| B(T')| tend versD; en effet, le
corollaire 2 du théoreme 4.1.1 dR¢b0Z nous dit que la fonction orbitaleB (7|
croit exponentiellement €A. Donc £ converge uniformément vets

Pour conclure, il suffit de montrer que lorsdiie— oo,

/ ]_
8Hn

O(@H") OH™
| o raente) - B 2 [ )

~EB(T) 8Hn

et il suffit maintenant d’appliquer le résultat de T.Roblltaefonctlon deH" U OH",
définie pourr dansH™ par

fdp,.

~EB(T)

g(x) = [ f(§)dvx(E),

0X
et égale af suroH". C’est bien une fonction continue, et la convergence dopaée
le théoréme 5.9 , modulo le changement de variables v~! (qui laisse les boules
B(T) invariantes), est exactement ce qu'’il nous fallait pourcbare que la limite est
bien celle annoncée. O
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ANNEXE A

Lemme de fermeture

Cette section est dédiée a la preuve du lemme de fermetyrarfalbgue dans
un cadre un peu différent du lemme de fermeture d’Anogavop9]. Il faut faire
plusieurs remarques cependant : les constantes du lemmnawesrselles dans le sens
ou elles ne dépendent que de la courbure d’Alexandrov-TapmgdeX ; le choix de
la métrique sui™ X, qui n’est pas importante dans le lemme original d’Anoset/i@
cruciale, car sI'\ X est non compacte, un changement de métriqué'siir peut faire
disparaitre I'universalité dé. Enfin, remarquons que I'hypothe€edT'(—1) peut étre
remplacée pat’ AT'(—a) poura > 0, par simple homothétie, la conventiotAT'(—1)
n’étant prise que par souci de simplification des calculspds, la preuve fournit des
fonctionsT (e), d(e) explicites :

COROLLAIRE A.1 (Constantes explicites).
T = sup (ln(S/e), In(1 + \/§),3e) )

_eln(15)
16 + 2¢ ’
ou I'on a posé:
64 — €2 — 16¢
= ————tanh(€/16).
U G g 16 Puble/16)
Nous donnons tout d’abord des estimées de distances datenleyperbolique,
qui nous seront utiles dans la suite. Nous utiliserons lestfons de référence :
F)\”u(t) = )\et + ,ue_t.

L'espace vectoriel de ces fonctions est de dimengjatable par translation du temps
et dérivation, et engendré par les fonctianh , sinh. Ces fonctions possedent la pro-
priété suivante:

LEMME A.1. Soit\,\ u,u' .ty < t; 6 nombres réels. Si on a pour= 1,2, I'in-
egalité
By u(ti) > [ Fy e (t)],
et si de plusFy , ne s’annule pas sut,,t,], alors pour toutt € [t;,t], on a

Fxut) = [Ex ()]
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PREUVE. Soitg(t) le quotient défini suft;,ts]

Fy W (t)
t) =222
Sa dérivée est:
_ Fk,u(t)FN,—u’ (t) - F/\,—u(t)FXvu’(t)

/
t ;
a WO
Cestadire 2Nt M)
glt) = =
(Fxu(t))
Ainsi g est monotone. Comme elle est en valeur absolue plus petteent, ,t,, c’est
encore vrai pout € [tq,ts]. O

LEMME A.2. Soit g;,g. deux géodésiques du plan hyperboligidé, supposons
queg; est paramétrée par longueur d’arc. La fonctiduft), distance du poing; (¢) a
la géodeésique., est de la forme:

sinh L(t) = |F ,.(t)],
ou\u € R.

PREUVE. Si g; et g, S'intersectent et que; (0) est le point d’intersection, et
I'angle d’intersection, alors la distance s’exprime :

sinh L(t) = | sin(«) sinh(#)].

Si g1 et g2 ne s’intersectent pas, si elles ne sont pas asymptotes gef0$iest
l'intersection dey; avec I'orthogonale communega et go, et L, la distance entre les
deux droites, on a:

sinh L(t) = cosh(t) sinh(Ly).
Un paramétrage différent de celui choisit dans les deux@asealsimplement une autre
valeur de\ et deu. Le cas ou elles sont asymptotes correspond au cag etl0. [

LEMME A.3. Soienty;,g, deux géodésiques du plan hyperbolidiig ¢, paramé-
trisée par longueur d’arc. Soit la fonction distance du poin; () avecgy,, et soient
t; < ty deux réels. Alors pour € R:

sinh L(t) < F\ (1),

avec
e " sinh(L(t2)) 4+ e "> sinh(L(t1))

A pum—
2 Sinh(tg — t1> ’
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_e''sinh(L(ty)) + e" sinh(L(t,))
B 2 Sil’lh(tg — tl)

PREUVE. En effet, d’apres le lemme précédent, il existe tels que:
sinh L(0) = [Ao + o],
ey sinh L(t) = Xoe™ + poe™™,
o sinh L(—t3) = Aoe ™" + poe®,

avece;,e; € {+1,—1}. Eninversant le systéme formé par les deux derniéres énsati

on obtient:
e "2¢; sinh(L(ty)) — e ey sinh(L(t))

2sinh(t; — t) ’
—e'2e; sinh(L(ty)) 4 e eg sinh(L(ts))

2sinh(t; — t2) '
Les valeurs données deu sont telles que pour tout

F)‘vu(t) > |F>\o,uo (t)|

)\0:

Mo =

O

LEMME A.4. Soitg une géodésique dé? paramétrée par le temps etc H?2. La
fonction distancd.(t) du pointg(¢) au pointx est de la forme:

cosh L(t) = \e' + pe™.
De plus, sit; < t, sont deux réels, alors :
cosh(L(t)) < Fy (%),

avec
e " cosh(L(tz)) + e "2 cosh(L(ty))

2 Sinh(tg — t1> ’
e't cosh(L(ty)) + €2 cosh(L(ty))
2 Sinh(tg - tl)

\ =

PREUVE. Sig est paramétrée de telle sorte gué) soit la projection der sur g,
le théoréme de Pythagore hyperbolique donne

cosh L(t) = cosh(dp) cosh(t),

ou dj est la distance de a g. La deuxiéme partie s’obtient de la méme maniére que
dans le lemme précédent. O
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Soit X un espace simplement connexe, complet, métrique géo@éstiqui7T(—1)
(référence Bal95]). Rappelons qué™ X désigne I'ensemble des plongements isomé-
triques deR dansX, et que I'on utilise la distance suivante zsi’ € T X :

[¢]
drix(v,0') = / dx(u(t).0'(6) .
R
En plus d’étre convexe et invariante par les isométries{deette distance a la
propriété suivante§ou95 pour tout?" > 0:

(A7) e ' sup dx(v()W' (1)) < dpx(v) < sup  dx(v(t)p'(t)) +2e77.

te[-T,T) te[-T,T)
Le lemme suivant nous sera utile.

LEMME A.5. Soientv,w € T'X, soit L(¢) la distance des(t) a 'image dew et
soientT; < T5. Alors, pour toutt € [T7,75], on a:

sinh L(t) < F (1),

avec

e~ T sinh(L(Ty)) + e~ T2 sinh(L(T}))
2sinh(T, — Ty) ’

e sinh(L(T3)) + e sinh(L(Th))
2sinh(Ty — Ty) '

=

PREUVE. Soient\,;, comme dans I'’énoncé, et sdit C [T3,7»] 'ensemble des

tempst pour lesquels

sinh L(t) < F\ ,.(%).
Il est facile de vérifier qué’ est un compact contenaht et7;. Nous allons montrer
que pour tout; < t, tous deux éléments dB, il existet €|t;,t,] appartenant &.
Ceci impliquera qudZ = [T},T3]. Soient donc deux tels.

Pouri = 1,2, soitp; le point dew tel quedy (v(t;),w) = dx(v(t;),p;). Nous pou-
vons trouver dang/? deux triangles de comparais¢mb,p,) et (b,p},p,) correspon-
dants aux triangle&v(t;), (tg),pl) et (v(t2),p1,p2) respectivement, car il est possible
de les prendre accolles dos a dos. Remarquons tout d’aberkksjangles intérieurs

a = phpla et = p1p2b sont tous deux plus grands que¢2. En effet, pour I'angle
a par exemple, la dérivée de la distance au poitg long de la géodésique orientée
(p!,py) est— cos(a), et nous pouvons comparer la distaneediun pointp proche de
p1 Sur le segmenfp’,p5] a la distance du point correspondant sué v(t;), en pas-
sant par le point d’'intersection avec la diagonaleb] du segmenip,a]. Il en est de
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méme pours. Il s’ensuit donc que la médiatrice au segmightp,] coupe le segment
[a,b] en un pointc. Notonsq' le milieu de[p},p;], et e’ l'intersection de[f’,c] avec
[b,p)]. Soiente,q,v(t) les points des segments respedtifss),p:|,[p1,p2], [a,b] corres-
pondant &', f’,c. Nous avons donc, par comparaison dans le triaqgle),v(t2),p1),
linégalité

dX<U(t)7e) < d(c,e/).
De méme, dans le triangl(e(ts),p1,p2), ON a:

dX(@,C]) < d<€/7q/)7
et donc

L(t) < dx(v(t).q) < d(c,e’) +d(€',q") = d(c,q").
Or la distance sur la droite:,b) a la droite(p],p),) est une fonction de la forme:
sinh L'(s) = [F . (s)],
pour certains\’,/. Comme
L/(tl) < d<a7p/1) < L(h) < F)\,,u<t1)7

et de méme pout, on a pouri = 1,2

| Ex g ()] < Fopu(ti).
D’ou, commet € [t1,t], On peut en déduire par le premier lemme que

|F>\’,u’(t)| < F/\,u(t)a
donc

sinhd(¢',c) = sinh L'(t) < F) ,.(t).
et ainsit € £. Nous avons bien trouvé un point intérieut at,| dansk.
0]

Nous pouvons maintenant, aprés ces longs préliminairageredans le vif du
sujet.

PREUVE DU THEOREME3.2. Soite > 0, tel quetanh(e/16) < 1. Prenond” > 0
suffisamment grand pour que les trois inégalités suivaniestvraies:

sinh(7T') > 1.
Prenons’ > 0 suffisamment petit tel que I'inégalité suivante soit vraie :
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sinh(7") 4+ 1
sinh(7") — 1
Soit enfing > 0 suffisamment petit, vérifiant I'inégalité suivante :

tanh(¢') < tanh(e/16).

6/

1+el”
Nous allons vérifier qué’ et § ainsi choisis conviennent.
Soientv ett > T tels qu'il existey € T', dpix(¢'(v),y(v)) < 0. Le v de I'énoncé
du lemme est le projeté s\ X du v considéré ici, et le; est déduit par passage au
revétement universel. Suivant la classification des isnesties espaces d’Hadamard
[Bal95)], v est soit parabolique, soit elliptique, soit loxodromique.
Si v est loxodromique ou elliptique, notons I'ensemble invariant de déplacement
minimal par-, qui est respectivement une géodésique globalement amtarou un
ensemble convexe de points fixes. Soie Y tel quedx(v(0),Y) = dx(v(0),p).
Notonst’ = dx (p,yp) le déplacement dg, il est nul si et seulement siest elliptique.
Soitd = dx(v(0),p) = dx(yv(0),yp).
Par I'inégalité triangulaire,
|dx (v(t),yp) —d| <6 <€,
et comme la fonction distanceYaest convexe le long des géodésiques,

dx(v(T),Y)<d+d<d+¢€.

o<

Donc
dx (0(T+1),Y) < dx(o(T+),7(0)(T)+dx (y(0)(T),Y) < " dx(v(t),7(0)(0))+(d+),
dx((T +1),Y) < (1+e")6 +d,
d’ou
dx(v(T +1),Y) <d+¢€.

ler Cas Supposons d’abord queest elliptique. Le raisonnement se fera par I'ab-

surde. On @ = yp. Sid < ¢, on a alors:
T <t=dx(v(0),0(t) <dx(v(0),p) +dx(p,v(t)) <2d+ 0 < 3,

et nous obtenons une contradiction €ar 3e.

Nous supposons donc qde> ¢ > ¢. Nous pouvons trouver dard$? un triangle
de comparaisofy’,a,b) au triangle(p,v(0),v(T + t)). Soitc le point sur le segment
(a,b) correspondant au pointt). CommeX est un espac€ AT (—1), on a:

cosh(dx (v(t),p)) < cosh(d(c,p")) < Fy ,u(t)
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Avec:
\ e T cosh(dx (v(0),p)) + cosh(dx (v(t + T),p))
N 2sinh(t +17)
e cosh(dx (v(0),p)) + cosh(dx (v(t + T),p))
h= 2sinh(t + T)
Et donc: /
, 2 cosh(t) cosh(d + €
cosh(d — €') < si(rﬂ)l(t n ;) ),
dou:

< sinh(7) 4+ 1
~ sinh(7T") — 1

Commecoth(d) > 1, nous obtenons une contradiction. Lisométriee peut donc
étre elliptique.

coth(d) tanh(e’).

2éme CasLe cas parabolique se traite de maniére analogue : prenams pm
point tel quedx (p,y(p)) Soit trés petit, nous pouvons approcher la situation préceé-
dente ou I'on avait un point fixe par ce point "quasi-invatiabes estimées resteront
les mémes, a une constante arbitrairement petite presaBautde;y ne peut étre un
élément parabolique.

3eme Cas Nous sommes donc arrivés a la conclusion quest loxodromique.
Nous allons montrer dans un premier temps due ¢/16. Soit L(s) la distance du
pointv(s) & la géodésiqu&. Posons tout d’abord:

_ sinh(L(t+T)) + e " sinh(L(0))

\ =
2sinh(7T + t) ’
 sinh(L(T +t)) + e"** sinh(L(0))
h= 2sinh(7 +t)

Ainsi nous avons l'inégalité :
sinh(dx (v(t),Y)) = sinh(L(t)) < F) (1),
cosh(t) sinh(L(t + T')) + cosh(7T") sinh(L(0))
sinh(T + t) ’

| 2 cosh(t)
sinh(L(t)) < sinh(t + T)

sinh(L(t)) <

sinh(d + ¢),
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sinh(d) cosh(¢’) + sinh(€’) cosh(d)
sinh(7") ’

sinh(d — €') <
Ce qui se traduit par:

1+ sinh(7)
tanh(d) < tanh(e )W,

d'ou:

tanh(d) < tanh(e/16),
et ainsid < ¢/16. Soitw le paramétrage unitaire de la géodésiguel quew(0) = p
, et orienté de facon a ce quéw) = ¢*'w. On a:
[t =t = |dx (v(0),0(t)) — dx (w(0),w(t))] < dx (v(0),w(0)) + dx (w(t),v(t)),
[t — '] < dx(v(0),p) + dx(w(t'),7(v)(0)) + dx (v(v)(0),v(t)),
it —t'| <d+d+0<e/8+¢/16,
et ainsi:
[t —t'| <e/4.

Pours € [0,17,

dx(v(=s),x) = dx(y(v)(=s).2) < dx(y(v)(=s)0(t=s))+dx(v(t—s).x) < e*d+d,
dx(v(—s),x) <e'd+d < e/d+¢/16.
Etdonc:
drix(vaw) < e/4+2e 1 < ¢e/2.
Majorons de mémeé;: x (¢'(v),¢' (w)) :

drix (' (v),6'(w)) < dpix (¢ (0),7(0)) + dpix (V(v),0" (w)) + drix (¢ (w),¢" (w)),
dpix (¢'(v),0" (w)) < 6 + dpix (v,w) + [t = 1],
drix (0" (v),0"(w)) < €/16 +€/2 + €/4,
dpix (¢'(v),¢' (w)) < e

1xX
),0°(w)) est convexe, nous obtenons bien I'inéga-

T
Comme la fonctiors — dpix(¢°(v
lité annonceée.

O
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ANNEXE B

Un calcul de géométrie Euclidienne

Soit P un plan deR3, identifié au plan complexe (par une isométrie). $oitin
cercle, inclut dans un plaR’ orthogonal aP, et tel que la droite® N P’ passe par le
centre de”'. Notonsz,z’ les deux point d’intersection d& avecP. Soit S une sphére
tangente & en un point noté&; on suppose qu€ intersecte”’ en un et un seul point,
et on veut une relation entre le rayoule S et les nombres complexes:’,z.

Dans un premier temps, supposons que: 1 etz = —1. Remarquons que la
distance de: au planP’ est alors égale &(z). Soit(C, l'intersection deP’ et S; c’est

un cercle, dont le centre est a distancg/¥(x)? + 2 du centreo = 0 de C. Notons
r1 sont rayon; par le théoréme de Pythagore, on a

rf =r? — §(z)?

Comme(; et C ont un unique point de tangengg on a quen,m,a sont alignés. En
retranchant les deux équations

am® =1}, om* = 1,

et en utilisant les expressions deet oa, nous obtenons
1+ |z|?
5
Comme ces deux vecteurs sont colinéaires, on a en élevaatrgu c

2\ 2
gy (1Y

- =

et donc

N e

ce qui est I'expression voulue pour

Maintenant, siz et 2’ ne sont pas égaux laet —1, nous pouvons appliquer une
homothétie de rappot/ |z — 2’|, ainsi qu’une rotation et une translation, de telle sorte
gue P soit invariant et que la transformation s’écrive gur

2y —(2+7)

uly) = ————

z—z
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Ainsi, u(z) = 1 etu(z’) = —1. Le calcul précedent s’applique, et la formule pour
devient donc, aprés tranformation inverse,
|z — 7]

V(L [u(@)P)? = 4R(u(w)).
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ANNEXE C

Quelques preuves manguantes

1. Preuve dulemme 5.1
Nous aurons besoin du lemme suivant.

LEMME C.1. Sous les hypothéses de la partie 2, toute orbitd d#ans X est
discrete. De plus, pour tout compakt de X, I'ensemble des transformationsde I’
telles queyK N K # () est fini.

PREUVE. Prouvons tout d’abord la deuxieme assertion. Spitine suite de tels
éléments dé'. Vus comme applications d’'un compakt dansX, c’est une famille
équicontinue (car ce sont des isométries), et le théorémeela-Ascoli (applicable
car X est complet) nous dit que I'on peut trouver une limite. Parpoocédé dia-
gonal sur des compacts(;);cn, |€gitime carX esto-compact, nous pouvons faire
converger ces éléments (uniformément sur les compacts)uver application,,, de
X dansX, qui a la propriété..(K)NK # (). Cette application est nécessairement une
do-isométrie. Commae” est discret et fermé, la suitg, possede donc une sous-suite
constante. En d’autre termes, I'ensemble gdésls queyK N K # () est donc fini.

La premiére assertion se déduit de la deuxieme. Baiin voisinage compact quel-
conque d’'un pointr de X, I'ensemble desgy tels queyK N K # () est fini, mais
tous les éléments dedifférents de l'identité/dx n’ont pasz comme point fixe (par
hypothése sur'), et par conséquent quitte a restreindfeon a quer est isolé dans
Iz. O

PREUVE DU LEMME 5.1. Montrons d’abord qué&’/A est séparé. SoientA,y A
deux points deX/A, et notonsB(z,e) la boule ouverte pout, de centrer, rayone.
Supposons que pour toustrictement positif, on ait

B(xz,e)AN B(y,e)A # 0.

Poure = 1/n, il existe dona:,, dansA tels quer,a, = y,, =, tendant vers: ey, vers

y. Commed(z,an,x,) = ||an|| = d(yn,xy), a, €St bornée et une sous-suite converge
versa. Ainsi za = y et doncx A = yA siz A n'est pas séparé ded.

Montrons maintenant qué\ X est sépare, a I'aide du lemme précédent. En effet, soient
K un voisinage compact deet y, deux points deX. De par le lemme précédent, la
distancedy(x,I'y) est un atteinte par usy, pour un certainy. Ainsi, Siyy # z, les
orbites pai’ des boules ouvertes de centre respectdsy, de rayondy(x,yy)/2, sont
disjointes.
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La locale compacité et-compacité deX/A etI"\ X découlent de celles d¥.

Pour la deuxiéme partie, I'applicatioXi/A x A — X est un application continue.

Soit
¢: X — X/A XA,
x+— (zA,D(x)),

ou D(x) est 'uniquea dansA tel quep(zA)a = x - il existe carp(zA)A = zA et
est unique cat(ya,ya’) = ||a — a'|| pour touty dansX, et touta,a’ dansA. Alors
ces deux applications sont réciproques I'une de l'autrd, re¢ reste a prouver que
la continuité dep. Il suffit donc de prouver la continuité de. Soitz € X ete ans
I'intervalle ]0,1], soit &; un voisinage compact d€z) dansA de diamétre inférieur
ae/2, il existe par uniforme continuité un voisina@gé dep(zA) tel que pour touy
dansK,eta dansk, on aitd(ya,z) < €/2. SoitU un voisinage de tel que pour tout
z € U, p(zA) est dansky, alorsd(p(zA)c(z),p(zA)c(x)) = ||D(2) — D(z)|| et, par
l'inégalité triangulaire,

d(p(zA)D(z),p(zA)D(z)) < d(z,x) + d(z,p(zA)D(x)) < €/2 + €/2.
Le cocyclec se définit comme

c(y,2A) = D(yp(zA)).

La relation de cocycle découle de la commtutativité de®astdel et A.
Enfin, le fait quel’ est dénombrable découle de la deuxieme assertion du lenime C.
du fait queX esto-compact et que aucun élémentida’a pas de point fixe. O

2. Preuve dulemme 5.3

PREUVE. Le support def est compact puisque c’est le projeté du supporf de
Si B est un borélien d&X saturé (c’'est-a-dir€'5 = B dansX), alors sa projection
dansl'\ X est également borélienne, car la tribu engendrée par lestswsaturés de
X est en bijection avec la tribu des boréliens (engendréesparuverts) d&"\ X, car
la projection est ouverte (En fait, tout borélien se prejetir un borélien car' est
dénombrable). On peut suppogepositive. Soitf la fonction deX définie par

F) =" fw).

Cette somme est presque nulle, et a bien un sens. Cdmese dénombrablef est
également mesurable et par syfitiest. Enfin, sif est bornée, I'application du lemme
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C.1 au support d¢ nous permet de voir que la somme définissArt au plus un
nombre finiN de termes non nuls, et donc que | f| < N sup | f]. O

3. Preuve du lemme 5.11

PREUVE. Quitte & écriref = sup(f,0) — sup(—f,0), on peut supposef positive.
Soite > 0, pour touty dans le supportupp(f) de f, il existe par hypothéese et conti-
nuité de¢ un voisinage ouvett(y) dey vérfiant I'hypothese et tel que pour toudans
U(y), |E(z)—E(y)| < e. Commesupp(f) est compact, il existg, ...,y tels que les ou-
vertsi (y;) recouvrentsupp( f). Soit, pour; = 1,..,k, des fonctiong; : X — R, qui
forment une partition de I'unité subordonnée au recouvrdgmqpezcédemment choisit.
On peut prendre par exemple, si on nbtele complémentaire d’'un ensemlile etd
la distance sukX, ot

Xz i ¢
(o) = e w))

Zj:l d(z,U(y;)°) .

De par I'hypothése, commgy; est a support darig(y;), on a pour uri; > 0 et tout
< 2e sup / faidp.

T>T,
/ fgidAr — &(y;) / faidp
X X supp(f

Sommant ces inégalités poue= 1,...k (C’est Iégitime car leg g; sont positives), on
obtient en utilisant quEf:1 g; = 1 sursupp(f), I'inégalité valable pout” > sup T;,
k

/X fdrr— /X 7O €ly)g)dp

1=1

< 2¢ sup (f)/de,u.

supp(f)

Or, pour toutz danssupp(f),

Zf(yz’)gi(z) < Zgz §W)l <e

car|é(z) — &(y)| < e dés quey;(z) > 0. A|n5| pourT > sup Tj,

/ Fdr - / fdu‘ (285;%)@“) /X fd.

Commee > 0 est arbitraire, CQFD. O
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