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Index des notations

Soit
K un corps commutatif quelconque,
n, p et k des entiers naturels non nuls,
i et j deux nombres de 'ensemble {1, ..., n},
E et F deux espaces vectoriels sur KK,
v, v1,..., Uy des vecteurs de E,
S un sous-ensemble quelconque de E,
f une application linéaire de E dans F,
g un endomorphisme de E,
B, B' deux bases de E, € une base de F,
A une matrice a coefficients dans K,
M une matrice carrée de taille 7 a coefficients dans IK,
P un polynéme de K[X],
R un anneau commutatif et x,..., x; des éléments de R.
Alors, on utilisera les notations
Vect{vy,..., vx} : sous-espace vectoriel de E engendré par v,..., Vk.
Vect(S) : sous-espace vectoriel de E engendré par les vecteurs de E contenus dans S.
dim(E) : dimension de E sur K si E est de dimension finie.
Z(E, F) : espace vectoriel sur K des applications linéaires de E dans F.
Z(E) : espace vectoriel sur K des endomorphismes de E (£ (E) = Z(E, E)).
Idg : application identité de E.
Ker f : noyau de f (il s’agit d'un sous-espace vectoriel de E).
Im f :image de f (il s’agit d'un sous-espace vectoriel de F).
1g(f) : rang de I'application linéaire f.
det(g) : déterminant de I'endomorphisme g.
M, () : espace vectoriel des matrices a n lignes et p colonnes et a coefficients dans K.
M, (K) : espace vectoriel des matrices carrées a n lignes et n colonnes et a coefficients dans K.
I,, - matrice identité de taille n.
0p,p : matrice a n lignes et p colonnes avec uniquement des coefficients nuls.

E; j : matrice de M, (K) avec un coefficient 1 sur la ligne i et la colonne j, et des coefficients nuls
partout ailleurs.

Matgg (v) : vecteur colonne (matrice colonne) des coordonnées du vecteur v dans la base 23.



Matg « (f) : matrice représentative de f dans les bases 98 de E et € de F.

Pg_, o : matrice de passage de la base 98 ala base %’ (il s’agit de la matrice Matg o (Idg). Noter
que Py, = Py, Py, ).

Tr(M) : trace de la matrice M i.e. la somme des coefficients diagonaux de M.

Ker A : noyau de la matrice A.

rg(A) : rang de la matrice A.

det(M) : déterminant de la matrice M.

’A : transposée de la matrice A.

K,[X] : espace vectoriel sur [K des polynd6mes en une indéterminée a coefficients dans K et de
degré au plus n.

deg(P) : degré du polynéme P.

(x1,...,xx) :idéal de R engendré par les éléments x;, ..., Xk.



Chapitre 1

Formes linéaires et dualité linéaire

Introduction

La dualité linéaire est la théorie des formes linéaires sur un espace vectoriel, c’est-a-dire, pour [ un
corps commutatif quelconque, la théorie des applications linéaires E — K ot E est un espace vectoriel
sur K. La dualité linéaire est une théorie qui généralise la dualité dans les espaces euclidiens. Elle met
en correspondance deux espaces vectoriels E et son dual E*. Quand E est de plus de dimension finie
muni d'un produit scalaire, on peut identifier E* a E et ainsi retrouver la dualité euclidienne.

On peut également voir la dualité linéaire comme la théorie des équations linéaires sur un espace
vectoriel. En particulier, cette théorie nous donne une correspondance explicite entre les sous-espaces
vectoriels d'un espace vectoriel E et les systemes d’équations linéaires sur E. La dualité linéaire nous
fournit également une interprétation vectorielle de I'opération de transposition sur les matrices.

Tout au long de ce chapitre, [ désigne un corps commutatif quelconque.

1.1 Formes linéaires sur un espace vectoriel et espace dual

Définition 1.1. Soit E un espace vectoriel sur K. On appelle forme linéaire sur E toute application
linéaire de E dans K. Lensemble des formes linéaires sur E muni de l'addition et de la multiplication
par les éléments de K issues des opérations sur Uespace d’arrivée K est un espace vectoriel sur K appelé
espace dual de E et noté E*.

Remarque 1.2. Si E est un espace vectoriel muni d'une base %8 = (e1, ez, -, ey), alors 'application
E —
p— n . . .
v=>l_1Xjej — X
Montrons que les formes linéaires sur E sont alors exactement les combinaisons linéaires de ces
applications coordonnées. Soit ¢ une forme linéaire sur E. Pour tout vecteur v de E de coordonnées
X1

coordonnée ¢; : est une forme linéaire sur E.

dans la base 28, on a par linéarité
Xn
p(v) =@x1e1+---+xpep) = X1 @(e1) +---+xn plen) = @ler) P1(V)+---+ @(en) Pn(v).
~—— N~ = ~——
ek ek ek ek
On en déduit que ¢ est la combinaison ¢(e;)p; +--- + @(e,) ;. On peut aussi écrire
X1
p) = (ple1) -+ plen))

Xn



Lamatrice de’application linéaire ¢ dansla base 28 de E et {1} de K estdonc Matgz ; () = ((p(el) e (p(en)).

R3 —
Exemple 1.3 (exemple “fil rouge”). L'application ¢ : est une forme li-
ple 1.3 (exemp ge). Lapp Y (xy,2) — 2x+3y—5z
néaire sur R3, combinaison linéaire des trois formes linéaires coordonnées (x, y, z) — X, (X, y,2) — ¥,

(x,y,2) — z de la base canonique de R3. Pour tout vecteur (x, ¥, z) de R3, ona

X
(P(x,y,z):(z 3 _5) y .
V4

1.2 Base duale

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie n € N\{0}. Comme dim E* = dim (£ (E,K)) =
dim(E) x dim(K) = dim(E), on obtient dim(E*) = dim(E). On peut également le montrer en associant
a toute base de E une base de E* :

Théoreme et Définition 1.4. Soit % ={e;,...,e,} unebasede E. Pouri€{l,...,n}, on note e;.“ la forme
linéaire sur E définie sur la base % par

1 sii=j,

our toutje{l,...,n}, ef(e)=9;; =
P g P {o sii+j.

La famille{e}, ..., e}} de E* est une base de E*, appelée base duale de 9 et notée ™.

Démonstration. Soit i€ {1,...,n}. Commencons par remarquer que, par définition, si v est un vecteur
X1

de E de coordonnées | : | dansla base %,

Xn
* % _ * * _
e;(v)=e"(x1e1+- -+ Xpep) = x1€; (€1) +...+ Xpe; (ey) = X;,

autrement dit e;." associe a tout vecteur v de E sa i*™¢ coordonnée dans la base 2.

A présent, montrons que la famille {ef,..., e} de E* est libre : soient A;,..., 1, € K tels que A, e} +
...+ Apej, soit la forme linéaire nulle, i.e., pour tout vecteur v de E, A e (v) +...+ A,ej;(v) = 0. En
particulier, pour tout j €{1,...,n}, 0= Aej (ej) +...+ A e, (e;) = Aj etlafamille {e],..., e};} de E* est
donc libre.

On avudansla remarque que la famille {ef, ..., e;;} engendre E* B O

Exemple 1.5. Si B = {ey,..., en} estla base canonique de K", pour tout i € {1,...,n}, e} est la forme
linéaire
P - K
e::

! (xl;---»xn) = X

Les espaces vectoriels E et E* étant de méme dimension finie, sont isomorphes. Cependant, en
général, ils ne le sont pas de facon “canonique” : un isomorphisme entre ces deux espaces vectoriels
dépend, en général, d'un choix de bases pour E et E*, ou bien d'un produit scalaire sur E :

1. On aurait pu se contenter de montrer le caractere libre ou le caractére générateur de la famille {ei", ...,€}} puis
d'utiliser le fait, établi précédemment, que dim (E*) = dim (E) = n pour montrer que la famille {e, ..., ej;} est une base de
E*. On a cependant fait le choix de la démonstration “compléte” ci-dessus pour son intérét didactique.



Proposition 1.6. Si E est un espace vectoriel muni d'un produit scalaire < , > et Si vy est un vecteur
E —

n est une forme linéaire sur E. De plus,
U=Zj:1xjej — < U, Uy>

de E, alors l'application ¢, :

k
Papplication ®: E = est une application linéaire injective.
vo— @y
Démonstration. Les énoncés de linéarité sont conséquences de la bilinéarité du produit scalaire. Pour
montrer l'injectivité de @, on consideére un vecteur vy de E tel que ®(vy) = 0, autrement dit orthogonal
a tout vecteur de E. En particulier, ®(vg) (vg) =< vg, vy >= 0. Comme le produit scalaire est défini, on
en déduit que vy = 0. Lapplication ® est donc injective. O

Exemple 1.7. On considere la base 98 = {e}, ez, e3} de R3 formé par les vecteurs e; := (1,1,1), ey :=
(1,0,—1) et e := (0,1, 1). Déterminons la base duale %8* de 2 : précisément, nous allons déterminer
les expressions des formes linéaires e}, e} et e sur R®.

On cherche a, b, c € R tels que, pour tout (x1, X2, X3) € R3, el (x1, X2, x3) = axy + bxz + cx3. Lapplica-
tion e} vérifie

eflen) =1 a+b+c=1 a=1
ef(e)=0 <=<{a —c=0 <<{b=-1
ef(e3) =0 b+c=0 c=1
Ainsi, e} estl'application
R3 R
el: -

(X1,X2,X3) +— X1—X2+X3

On cherche a présent a, b, c € R tels que, pour tout (x;, X2, X3) € R3, e5 (x1, X2, x3) = axy + bxy + cx3.
Or

e5(e1)=0 a+b+c=0 a=0
ej(ez)=1 <<{a —c=1 <<{b=1
e;(e3) =0 b+c=0 =—1
Ainsi, ej est'application
R3 R
e;: -

(x1,X2,X3) +— Xp—X3

Enfin, on cherche a, b, c € R tels que, pour tout (x1, X2, x3) € R3, eg‘ (x1, X2, X3) = axy + bxy + cx3. Or

e;(e)) =0 a+b+c=0 a=-1
€§(€2)=0 <<{a —c=0 <<{b=2
e;(e3) =1 b+c=1 c=-—1
Ainsi, e} estl'application
R3 R
e;: -

(X1,X2,%3) +— —X1+2X2— X3

Remarque 1.8. Attention : parler de “dual d'un vecteur” n’a pas de sens. Si %, et 98, sont deux bases
de E et v est un vecteur de E appartenant a chacune de ces deux bases, les vecteurs “v*” dans %] et
“v*” dans 38;‘ sont a priori différents (on devrait écrire v*#1, respectivement v*#2), car ils sont définis
par des conditions impliquant tous les vecteurs de base.

Reprenons les vecteurs e; = (1,1,1) et e, = (1,0,—1) de R® de I'exemple précédent mais posons
cette fois v3 := (1,0,0). La famille %’ := {e, e», v3} est également une base de R3. Déterminons les



formes linéaires de la base duale 2’* de &’ : on cherche a, b, c € R tels que, pour tout (x1, X2, X3) € R3,
el (x1, X2, x3) = axy + bxz + cx3. Or

ef(en) =1 a+b+c=1 a=0
ef(e)=0 <qa —c=0 <<{b=1
ef(r3) =0 a =0 c=0
Ainsi, e] est 'application
R3 R
ef: -

(X1,%X2,X3) +— X2

On cherche ensuite a, b, c € R tels que, pour tout (x1, xo, x3) € R3, e; (X1, X2, X3) = axy + bxy + cx3. Or

e;(e)) =0 a+b+c=0 a=0
es(e)=1 <qa —c=1 <{b=1
e;(r3) =0 a =0 c=-—1
Ainsi, e; est'application
R3 R
e;: -

(x1,X2,X3) +— Xp—X3

Enfin, on cherche a, b, c € R tels que, pour tout (X1, xo, X3) € R3, V3 (X1, X2, X3) = axy + bxz + cx3. Or

vi(e)) =0 a+b+c=0 a=1
vi(e)=0 <qa —c=0 <{b=-2
vy (v3) =1 a =1 c=1
Ainsi, v} estl'application
R3 R
vy -

(x1,X2,X3) +— X1 —2X2+ X3

*p

. . * gt _ *
On remarque ainsi que e,” = e,

. * A ~ .
mais que el“*’ # e;”. A noter également que, méme si v3 est le
R3 - R

. es . % , . .
troisiéme vecteur de la base canonique de R3, Vs #" n'est pas 'application .
(xl » X2, x3) — X3

Proposition 1.9. Soit & = {ey, ..., ey} une base de E.

n
(i) Pour toute forme linéaire ¢ € E*, ¢ = Z @(e;)e}, autrement dit ¢ a pour vecteur de coordonnées
i=1

@(er1)
dans la base duale B* le vecteur Matgs () = : ="Matg (@) .
@(ep)
" el (v)
(ii) Pour toutvecteurve E, v = Z e;'-‘ (v)ej, autrement dit v a pour coordonnées : dans la base
J=t ek )

B.

Démonstration. (i) Soit ¢ € E*. Comme les formes linéaires ¢ et >, @(e;)e; prennent les mémes
valeurs sur les élément de la base 93, elles sont égales.

10



n
(i) Soit ve E. Comme 2 est une base de E, il existe yy,..., i, € K uniques tels que v = Z uje;. Si

j=1
n

n
iefl,...,n},onaalors e (v) = Zuje:f(ej) = u;, etdonc v = Z e;(ve;. O
j=1 j=1

Remarque 1.10. Cela peut constituer un moyen “efficace” de déterminer les coordonnées d'une forme
linéaire dans une base duale donnée, resp. (“respectivement”) d'un vecteur dans une base donnée.
R3 — R

(X1,%X2,x3) — 2x1+3x2—5x3
fil rouge et déterminons ses coordonnées dans la base duale 8™ de l’exemple Onag(e;) =0,
@(ez) =7, p(e3) = —2 etdonc ¢ = 7e; —2e}. Remarquons que I'on n'a pas besoin de I'expression
des formes linéaires de la base duale pour déterminer les coordonnées de ¢ dans celle-ci
(les expressions obtenues dans I'exemple nous permettent cependant de vérifier que la
décomposition précédente est bien correcte).

Exemple 1.11. e Reprenons la forme linéaire ¢ : de I'exemple

e Sil’on considere le vecteur v = (3, —4, 1) de R3, on obtient ses coordonnées dans la base & de
l’exernpleen calculant e] (v) =8, e (v) = —5 et €5 (v) = —12. On adonc v = 8e; —5e; — 12e3.

Corollaire 1.12. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et v un vecteur de E qui annule toutes les
formes linéaires sur E. Alors v est le vecteur nul.

Démonstration. Sion considére une base 2 = {ey,...,e,} de E et sa base duale 8* = {ei", e, e;‘l}, ona,

n
; * — — * L=
pour tout j € {l,...,n}, ej(v) =0etdoncv= Z e;(v)ej=0. O
j=1

La proposition [1.9| nous permet également de montrer que 'opération qui a toute base de E
associe sa base duale est injective. Nous montrerons sa surjectivité dans la section suivante.

Corollaire 1.13. Soit % ={ey,...,en} et B ={f1,..., fu} deux bases d'un espace vectoriel E. Si B* = B,
alors 9B = B’ .

Démonstration. Soitie{1,...,n}. D’apres la proposition|1.9
n n
ei= ) fienfi=) eie)f;=fi
j=1 j=1
Ainsi B = %'. O

1.3 Aspects matriciels

Comme I'espace vectoriel de dimension finie E* admet des bases finies, on peut utiliser les outils
matriciels pour étudier les formes linéaires de E*. Comme dans la section précédente, on considere
un espace vectoriel E de dimension finie 7 € N\{0} muni d'une base 2 = {ey, ..., e,}.

Commencons par une premiére remarque : si ¢ est une forme linéaire de E* et v est un vecteur de
E, alors, d’apreés la remarque([1.2)et la proposition[1.9

@(v) = " Matgs (p)Matg (v).

Nous allons nous intéresser au changement de base pour les bases duales : précisément, soit
B’ =1{fi,..., fn} une autre base de E, on cherche a calculer la matrice de passage de la base duale %*
alabase duale 98’ a partir de la matrice de passage de la base 28 a la base %’.

11



Proposition 1.14. Ona

t —1 t
P@*_)%/* = P@—»,@’ = Pe%/_,@.

Démonstration. (rappel : la transposition et I'inversion des matrices inversibles commutent si bien

que ‘(Pg_, 1) = ("Pg_.5)~"). Pour simplifier les écritures, on note P = (p; ;) =Py ,q et

1<i,j<n
Q=(aij)1<ij<n'= Par o+
On considere les matrices de passage comme agissant sur les coordonnées : soit v un point

X1

de E de vecteur de coordonnées Matg(v) = X = | : | dans la base 28. Le vecteur de coordonnées
Xn

Matg (v) = X’ de v dans la base %’ est alors X' = P;_)%,X = P~1X. On écrit de méme pour une

forme linéaire ¢ sur E, Matg= (¢) = Y et Mat(p) = Y avec Y’ = Q_1 Y. Maintenant,

pw)=yX="Y'X' ='Q 'vypT'x)=y(Q P Hx.

En appliquant a tous les vecteurs X et Y la relation ‘YI,X = 'Y('Q~'P~1)X, on en déduit que
I,='Q'P~letdoncQ="P 1.

Autre démonstration : On écrit pour i, j € {1,...,n}, la décomposition de f;* dans la base 8™ :
fr= Zzzl qrie;, etla décomposition de f; dans la base % : fj = Z?Zl pije;- Nous allons montrer que
I,='QPetdonc Q="'P 1.

Soient i, j € {1,..., n}. Le coefficient situé sur la ligne i et la colonne j de la matrice identité I,, est
8;,; et, par définition de la base duale ' = {f,..., f},ona

n n

6ij = fi*(fj)z( Qkiez)(zpljel):ZZ‘]kiPljez(el)
k=1

1=1 k=11=1

n

n n
2 Z qxipP1jOk,1 = Z qkiDkj-

k=11=1 k=1

n
Or Z qriPkj estjustement le coefficient situé sur la ligne i et la colonne j de la matrice produit 'Qp.
k=1
Ainsi, onabien I, = '‘QPie. Q="P7lie Pys g ="Py g L. O

ATaide de cette propriété, on peut également montrer la surjectivité, et donc la bijectivité (voir
corollaire ci-dessus), de I'opération qui associe a toute base & de E sa base duale 8* de E* :

Corollaire et Définition 1.15. Pour toute base € de E*, il existe une et une seule base % de E telle que
€ = B*. On appelle B la base antéduale de 6.

Démonstration. Soit € une base de E*. Fixons maintenant %, une base quelconque de E et consi-
dérons la matrice Q := [P%(;k_)%_l. Comme il s’agit d’'une matrice inversible de taille n, Q peut étre
considérée comme la matrice de passage Pg,_.g de la base %, de E a une base 28 (les coordonnées
des vecteurs de 98 dans la base 98 sont données par les colonnes de Q) et on a alors, d’apres la
proposition précédente,

Pogx_gx = Pz ='Q " = P ¢

de sorte que les coordonnées des vecteurs de la base ¢ dans la base %8 sont les mémes que les
coordonnées des vecteurs de la base 28* dans la base % et donc € = %*. Lunicité a été démontrée
précédemment. O

12



Exemple 1.16. On considere les formes linéaires sur R3

R3 — R 2 R3 — R s R3 - R
2. 3.
(x1,%2,%3) — X1+X2+x3 ' (x1,%2,%3) — —x1+x3’ (x1,%2,X3) — X2+X3

P1:
La famille € = {¢1, @2, @3} est une base de ([RZ3)*. Pour le voir, on écrit les coordonnées de ¢, @2 et @3
dans la base duale %6" = {e}, e, e;‘} de la base canonique %, = {ej, e5, e3} de R3 : on a p1=ef+e5+ e;‘,
@2 = —ef + e} etz = e + e, etlamatrice

dont les colonnes sont les coordonnées de @1, 2 et @3 dans la base %*, est inversible.

On cherche maintenant a déterminer la base antéduale %8 = {v;, v», v3} de la base 6. On procede
comme dans la démonstration précédente : la matrice P ci-dessus est la matrice de passage de %
a € etla matrice de passage de la base %8, a la base 28 est alors la matrice ‘P~!. On obtient

1 0o -1
p~l=|-1 -1 2
1 1 -1
etonadoncv;=e;—ex+e3=(1,—1,1), v =—ex+e3=(0,—1,1)etv3=—e; +2e, —e3=(—1,2,—1).
On vérifie par exemple que ¢1(v1) = 1,¢1(v2) =0,¢;(v3) =0.

1.4 Hyperplans

Définition 1.17. Soit ¢ € E* une forme linéaire sur E non nulle. On appelle hyperplan linéaire de E
déterminé par ¢ le noyau Ker ¢ de .

Exemple 1.18 (suite de I'exemple “fil rouge”). Lhyperplan de R® déterminé par ¢ est le sous-espace
vectoriel {(x,y,2) € R® | 2x+3y — 5y =0} de R.

Quand il n'y a pas de risque de confusion avec les hyperplans affines par exemple, on omet1’adjectif
"linéaire”. Lappellation “hyperplan” est justifiée par le fait que, si E est de dimension finie n € N\ {0},
I'hyperplan déterminée par une forme linéaire sur E non identiquement nulle est effectivement un
sous-espace vectoriel de E de dimension n — 1. Nous allons montrer ce fait ci-dessous, ainsi que sa
réciproque :

Proposition 1.19. (i) Les sous-espaces vectoriels de dimension n — 1 d'un espace vectoriel E de
dimension n sont exactement les noyaux de formes linéaires non nulles.

(ii) Les sous-espaces vectoriels de dimension n— 1 d'un espace vectoriel E de dimension n muni d'une
base 98 sont exactement les sous-espaces vectoriels définis par une équation linéaire non nulle en
les coordonnées.

(iii) De plus, deux formes linéaires non nulles ont le méme noyau si et seulement si elles sont propor-
tionnelles.

(iv) Deux équations linéaires non nulles en les coordonnées dans une base de E définissent le méme
hyperplan si et seulement si elles sont proportionnelles.

(v) Lespace des solutions d’'un systeme d’équations linéaires en les coordonnées dans une base de E
est l'intersection des hyperplans correspondants.
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Démonstration. (i) Soit ¢ e E*\{0}. Limage Im ¢ de ¢ est un sous-espace vectoriel de K. Puisque

(i)

(iii)

(iv)

)

1.5

la dimension de K sur KK est 1, la dimension de Im ¢ sur K est inférieure ou égale a 1. Comme le
seul sous-espace de K de dimension nulle est {0} et comme ¢ est non identiquement nulle, la
dimension de Im ¢ est 1. Par le théoréme du rang,

dim(Ker ¢) = dim(E) —dim(Im ¢) =n—1,

i.e.I'hyperplan de E déterminé par ¢ est de dimension n — 1.

Réciproquement, soit H un sous-espace vectoriel de E de dimension n — 1. Puisque H est

strictement inclus dans E, il existe vy un vecteur de E n’appartenant pas a H. Alors les sous-

espaces vectoriels H et Vect{vy} de E sont en somme directe et, par un argument de dimension,

E = H® Vect{vy}. Ainsi, tout vecteur v de E se décompose de facon unique en une somme
- K

ona
— A,

v=u,+A,vy avec u, € H et 1, € K. Si ¢ désigne alors la forme linéaire

H =Ker ¢, i.e. H est’hyperplan de E déterminé par la forme linéaire (p.E]

Si de plus E est muni d'une base 2 = {ey, ..., e,}, tout noyau ker ¢ d'une forme linéaire non nulle
@ est défini par I'équation linéaire non nulle ¢(e1) x1 +---+ @(en) x, =0.
— ——

ek ek
Réciproquement, si H est un sous-espace vectoriel défini par I'équation linéaire non nulle
X1
ayx1+ -+ apx, =0enles coordonnées | : | danslabase & avec (ay, ..., a,) € K"\{(0,...,0)},
Xn

alors H est le noyau de la forme linéaire non nulle

. E — K
¢ xie+--+xpe, — aixi+---+apx,

Si deux formes linéaires non nulles sur E sont proportionnelles, elles ont méme noyau. Si deux
formes linéaires ¢ et ¢’ non nulles ont méme noyau, soit v un vecteur de E hors de ce noyau.

Alors
;9

= (p
@)
S——
ek

Si deux équations linéaires a; x; +--- + anx, = 0 et “/1 X1+ -+ d,x, = 0 ont le méme hyper-
plan de solutions, alors les deux formes linéaires associées ont le méme noyau, et sont donc
proportionnelles. Les équations ay x1 +--- + anx, =0 et “/1 X1+ -+ a,x, = 0le sont donc aussi.

Vérifier plusieurs équations linéaires, c’est étre dans chaque hyperplan associé. O

Annulateur d’'un sous-espace vectoriel et correspondance duale

Dans cette section, on va définir des outils de la dualité qui vont nous donner une correspondance
explicite entre les sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E muni d'une base 2 et les systemes
d’équations linéaires en les coordonnées dans la base 28 qui les caractérisent.

Définition 1.20. Soit E un espace vectoriel. Soit S un sous-ensemble de E et T un sous-ensemble de E*.

(i) Lensemble des formes linéaires sur E qui sannulent sur S est appelé annulateur de S et noté S°.

C'est un sous-espace vectoriel de E*.

2. La projection sur Vect{vp} parallelement a H a pour noyau H. Le choix de la base {vg} de Vect{vp} a permis de la
transformer en une forme linéaire de méme noyau.
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(ii) L'ensemble des vecteurs de E qui sont annulés par toutes les formes linéaires de T est appelé
annulateur de T et noté T°. Cest un sous-espace vectoriel de E.

L'ensemble S° = {p e E* | pour tout v e S, @(v) =0} est un sous-espace vectoriel de E* : la forme
linéaire identiquement nulle sur E appartient 2 S° et, si ¢, € S’ et A, u € K, pour tout ve S, (Ap +
) (v) = Ap(v) + py (v) = 0.

De facon analogue, T° = {v € E | pour tout ¢ € T,¢(v) = 0} est un sous-espace vectoriel de E : le
vecteur nul de E appartient a T et, si v,we TO et ALpelk, pourtout e T, p(Av+pw) = Ap(v) +
pe(w) =0.

Remarque1.21. On a par linéarité {0 =E* E%= {0g=}, {OE*}O = E. Le corollaire montre aussi

(E*)° = {0g).

Proposition 1.22. Soit E un espace vectoriel. Soit S une partie de E et soit T une partie de E*. Alors

(i) S° = (Vect(S))°.
(i) T = (Vect(T))°.

Démonstration. (i) Comme S < Vect(S), on a déja S% 5 (Vect(S))°. Pour I'autre inclusion, soit
Qe SO et v e Vect(S). 1l existe vy,..., vp € Set,...,Ap €K tels que v = Zle/liv,-. Comme
@) =0,...,9(vp) =0, par linéarité, ¢(v) = 0. Par conséquent ¢ € (Vect(S))? et donc S°
(Vect(S))°.

(ii) Cette démonstration analogue est un bon exercice laissé au lecteur. O

Soit E un espace vectoriel de dimension finie muni d'une base % = {ey, ..., e;}. Remarquons que,
si W est un sous-espace vectoriel de E* et {¢1,..., ¢4} est une base de W, alors wo = ﬂ?zl Ker ¢; et
WY est le sous-espace vectoriel de E caractérisé par le systéme linéaire

p1(e)x1+---+@i(ex)xp, =0

pqlen)x+--+@qlen)x, =0

X1
en les coordonnées | : | dansla base 2.
Xn
La proposition suivante affirme notamment que si W = F?, alors F peut étre décrit par le systéme
linéaire ci-dessus, autrement dit que les vecteurs de F forment I'espace W° des solutions de ce
systeme.

Proposition 1.23. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n € N\{0}. Soit F un sous-espace
vectoriel de E et W un sous-espace vectoriel de E*. Alors

(i) dim(E) = dim(F) + dim (F°) erdim (E*) = dim(W) + dim (W?),
(i) (F°)°=Fer (W)’ =w.

Démonstration. (i) Montrons tout d’abord que dim(E) = dim(F) + dim (F°). Soit {v1, ..., vp} une

base de F que I'on compléte en une base % = {vy, ..., Up, Vp+1,..., Uy} de E. Considérons la base
duale #8* = {v;‘,..., v;‘,, V;+1"--' v,”;} et montrons que la famille {v;‘;ﬂ,..., U;} est une base de
FO:
e Soitie{p+1,...,n} alors v} € FO car, pour tout j € {1,..., p}, vi(vj) =0 (@ # j) etles
vecteurs vy,..., v, engendrent F.
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(i)

e Lafamille {v;‘;ﬂ, s v,”;} de E* est libre comme sous-famille de la base %8*.

e De plus, elle engendre F° : en effet, soit ¢ € F°. Alors, ¢(v1) =--- = p(vp)=0carvy,...,Vp€
Fetgpe F°. D’aprésla propositioni),

@ P vy +---+@(vp) v;‘,+<p(vp+1)v;‘,+1 +o @y vy

PVp+1) Vi + -+ R V), eVect{v;H,..., vfl}

En particulier, dim (F°) = n— p = dim(E) — dim(F).

Légalité dim (E°) = dim(W) + dim (W°) se démontre de fagon tout a fait similaire, a 'aide de la
notion de base antéduale (corollaire et déﬁnition :s0it {@1,...,94} une base de W que l'on
complete enunebase € = {@1,..., 94, Pg+1,...,Pn} de E* etnotons B = {v1,..., Vg, Vgs1,..., Un}
la base antéduale de €. On montre que la famille {vq+1, s vn} est une base de W9 :
e Soit je{g+1,...,n},alors vj € WY car, pour tout i € {1,..., g}, @i(v) =vi(v;)=0(+#j)et
les vecteurs ¢y, ...,¢, engendrent W.
e Lafamille {vg+1,...,v,} de E est libre comme sous-famille de la base 2.

e De plus, elle engendre WO : en effet, soit v WP, alors, d’apres la propositionii),

v = v{‘(v)v1+---+vf,(v)vq+vf7+l(v)vq+1+-~+v;‘l(v)vn
= i1+ +eWvg+ Qa1 (Vvga1+- -+ Qr(V) vy
= Qg1 Vge1+ -+ QW) vy e Vect{vgit,..., Vn}

(@1 (v)=-=pq)=0cargi,...,p € Wetve WO).

En particulier, diim (W°) = n — g = dim (E*) — dim(W) = dim(E) — dim(W).
Des deux égalités démontrées précédemment, on déduit la double inclusion (FO)O =F:ona
Fc (FO)O (carsi ve F et g e FO alors ¢(v) = 0) et

dim ((F°)°) = dim(E) — dim (F°) = dim(E) — (dim(E) — dim(F)) = dim(F).
De méme, (W°)° = W car W = (W°)° (sip e W et v e WP alors ¢(v) = 0) et

dim ((W°)°) = dim(E) — dim (W°) = dim(E) — (dim(E) — dim(W)) = dim(W). O

Cette proposition et sa démonstration nous donnent en particulier une méthode pour, a par-
tir d'une base de F, obtenir un systéme d’équations linéaires “linéairement indépendantes” (i.e.
d’équations correspondant a des formes linéaires linéairement indépendantes) décrivant F :

Corollaire 1.24. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n € N\{0}. Soit F un sous-espace vectoriel

deE.

Soit {vy,...,vp} une base de F que l'on compléte en une base 8 = {v;, ..., Vp, Vpt1,..., Vn} de E.

.1 * _ * %% *
Considérons la base duale % —{V1’-~-»Vp»Vp+1w-an}‘

(i) Alors la famille {v;’;H, oo v;*,} est une base de F°.

(i) Side plus By = {ey, ..., en} est une base de E, alors F admet comme systeme d’équations en les

X1
coordonnées | : | dans la base 9By, le systeme linéaire

Xn

U;+1(61)x1 +ot v;’jﬂ(en)xn =0

vile)xi+---+vh(en)x, =0
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(iii) Le nombre d'équations linéaires indépendantes nécessaires pour définir le sous-espace vectoriel F
est la dimension de F°, soitdimE —dimF = n — p.

Exemple 1.25. Soit F le sous-espace vectoriel de R3 engendré par le vecteur v; = (1,1,1). On note
v, le vecteur (1,0, —1) et v3 le vecteur (0,1, 1), puis on compléte la famille libre {v;} de R? en la base
B = {v1, V2, v3} (voir également exemple. On considere ensuite la base duale 8* = {v], v3, v3} et,
d’apres ce que I'on a vu dans la démonstration précédente, F° = Vect { vy, v3}. Lexpression de v} sur R3

R3 — R _ R3 — R
estv; : etl'expression de v} sur R® est v : .
(X1, X2,X3) +— X2 — X3 (X1, X2,X3) — —X1+2X2— X3
Ainsi
0\0 3 * *
F=(F")" = {(x1,x2,x3) €R’ | v5 (x1,x2,%3) =0, v5 (x1, X2, x3) = 0}

= {(xl,xg,xg)e[R?3 | X2—X3:0,—X1+2)C2—X3=0}.

Une méthode analogue permet d’obtenir, a partir d'une description de F comme ensemble des
solutions d'un systeme d’équations linéaires linéairement indépendantes, une base de F :

Corollaire 1.26. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n € N\{0}. Soit F un sous-espace vectoriel
de E défini par les équations F = {v € E,p1(v) =0,...,¢,(v) = 0} ot les ¢; sont des formes linéaires
sur E. On suppose que {¢1,...,¢,} est une famille libre de E* que I'on compléte en une base € =
{01, 0p, Pp+1,...,0n} de E*. Considérons sa base antéduale 9B = {vl, e Upy Upslyenss vn}. Alors la
famille{vy1,..., v} est une base de F.

Exemple 1.27. Notons %, = {e1, e2, e3} la base canonique de R3 et considérons les formes linéaires
@1 =ef +e; +ek ety =—ef + el surR®. On note W := Vect{y, g2} © R3* et on cherche a déterminer
une base de W0 = {(x1, x2,x3) € R® | x1 + x2 + x3 = 0, —x7 + x3 = 0}.

Tout d’abord, remarquons que les formes linéaires ¢; et ¢ sont linéairement indépendantes : on
peut par exemple constituer la matrice dont les colonnes sont les coordonnées de ¢; et ¢, dans la
base % et montrer qu’elle est bien de rang 2. On note ensuite @3 := e + e; et on complete la famille
libre {1, 0.} en labase € := {¢1, ¢z, @3} de (R®)*. D’apres l’exemple la base antéduale de € est
labase 8 ={(1,—1,1),(0,—1,1),(—1,2,—1)} de R? et, d’aprés la démonstration de la proposition
WO =Vect{(—1,2,—1)}.

1.6 Application transposée

La dualité linéaire va également nous permettre de donner une interprétation vectorielle a 'opéra-
tion de transposition sur les matrices.

Définition 1.28. SoientE et F deux espaces vectoriels surK. Soit f € £ (E, F). On appelle transposée de f
Uapplication linéaire
F* — E*
¢ = @of
Remarque 1.29. e Sipe F* = 4(FK),onabien¢o f € E* = £(E,K).
e Lapplication ‘f est bien linéaire : si ¢,y € F* et A, u€k,

tf:

"FAp+py)=Ap+puy)of=Apof+pyof=A"f@)+p'f )

Les propriétés de base de la transposée d’'une application linéaire sont réunies dans la proposition
suivante :

Proposition 1.30. (i) '(Idg) = Idg=.
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(i) Sif,ge L(E,F) et A, uck,"(Af+ug)=A'f+u'g.
(iii) Si G est un espace vectoriel surK, f € Z(E,F) etge L(FG),'(gof)="fo'g

(iv) Sif est une application linéaire bijective de E dans F, alors'f : F* — E* est egalement bijective

et('f) =",
Démonstration. (i) Pourtout @ € E*, ona
"(Idp) (p) = poldp = ¢ = Idp. ().
(ii) Pourtout @ € F*, ona
‘Af +ug) @) =go(f+g)=gpof+pog="fp)+'gp) =(f+'g) @
(iii) Pour tout ¢ € G*, on a
‘(gof) @ =polgoN=poglof="g@of="f("gl)=(fo'g) .

(iv) Ona’fo’(f ) ="(f"tof)="Udp) =1dp+ et '(f 1) o'f =(fo ') ="Udp) = Idp= O
On en vient a la justification matricielle de I'appellation “transposée” :

Proposition 1.31. On suppose que les espaces vectoriels E et F sont tous deux de dimension finie. Soient
alors B ={ey,...,ey} unebasedeE et € ={v1,..., vy} une basede F, et soit f € L(E,F). Ona

Matg+ g+ ('f) = "Matg ¢ (f),

autrement dit la matrice de la transposée ' f de [ dans les bases duales €* et B* est la transposée de la
matrice de f dans les bases 9B et € .

Démonstration. Soit j e {1,...,m} et notons A = (ay) 1<k<m := Matg ¢ (f). Alors

I<i<n

n
tf(v}“) =viof = Z(v}“ o f)(e;)e} par la proposition[1.9|(i).
— i=1

eE*
= Z vi (fle)e; :ZU (Zakzvk)e

i=1

n m

* * *

= Ezaki”j(”k)ei=2“1iei
i=1k=1

i=1
Ainsi la matrice Maty+ g+ ('f) est exactement la transposée de la matrice A = Matg < (f). O

Remarque 1.32. Ce résultat permet également de retrouver la propriété|1.14|concernant la matrice de

passage d’une base duale a une autre : si 2 et %’ sont deux bases d’un espace vectoriel de dimension

finie E, la matrice de passage Pg_, g est la matrice Matg g (Idg) de I'identité de E dans les bases %8’
et 9. Or 'Idg = Idg=. Donc,

Pogie_ g+ =Matggx g (Idpx) = Mty s (Idg) = '(Matg g (1dp)) = Py, = "P .

Ce point de vue “vectoriel” sur la transposition matricielle permet également, a partir de la

proposition[1.30]et de la correspondance entre produit de matrices et composition d’applications
linéaires, de montrer sans calcul les propriétés matricielles “/(AB) = '‘B'A” et “(*A)~ 1= HATY)
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1.7 Bidual

Soit E un espace vectoriel sur K. Son dual E* est également un espace vectoriel sur K : on peut
donc aussi considérer son dual que I'on note E**. On a alors, par définition,

E* = (E*)" = 2 (E* K) = £ (ZL(E,K),K).
Définition 1.33. On appelle E** le bidual de E.
Une propriété remarquable du bidual est

Proposition 1.34. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors E est canoniquement isomorphe
a son bidual E**, i.e. on peut construire un isomorphisme linéaire de E sur E** sans faire appel a des
choix de bases.

E* —> K

— (V)
d’“évaluation” des formes linéaires sur E en le vecteur v). Pour tout v € E, I'application @, est linéaire :
sig,we E*et A, uek,

Démonstration. Pour v € E, définissons tout d’abord I'application @, : (I'application

@, (Ap +uy) = (A + py) (v) = Ap(V) + py (V) = ADy () + p®y (Y).

Ainsi, pour tout v€ E, ®, € £ (E*,K) = E**.
On considere alors I'application
E N E**

(O
v — @,

® est une application linéaire : si v, w € E et A, u € K alors, pour tout ¢ € E*,

©(Av+pw) (@) @ ppspw(@) = @ (Av + pw) = Ap((v) + pe(w)

AD, () + p®@ () = AD (V) () + p® (W) (¢) = (AP (V) + ud(w)) ()

ie. ®(Av+pw) =A1d1) + ud(w).

On montre enfin que l'application linéaire ® : E — E** estbijective : comme dim (E**) = dim (E*) =
dim(E), on peut se contenter de montrer que ® est injective. Soit v € E tel que ®(v) = ®, =0, i.e., pour
tout ¢ € E*, ¢(v) = 0. Le vecteur v est nul par le corollaire[1.12] L'application ® est donc bien injective.

Ainsi, I'application ® est bien un isomorphisme linéaire de E sur E** (et sa définition ne dépend
pas d'un choix de bases). O
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Chapitre 2

Espaces euclidiens

Introduction

On introduit sur les R-espaces vectoriels de dimension finie une structure supplémentaire : le
produit scalaire, notion qui généralise le produit scalaire classique sur R? ou R3. Cette structure
supplémentaire permet de définir les notions géométriques d’orthogonalité et de distance.

2.1 Produit scalaire sur un espace vectoriel réel

ExXE —

W) (0w est appelée

Définition 2.1. Soit E un espace vectoriel sur R. Une application {-,-) :

produit scalaire sur E si (:,-) si elle est

1. bilinéaire, i.e. pour tous vy, vy, wy, wo € E et tous A, L€ R, (Avy + pvo, w)y = A{vy, w) + v, w) et
(v, Awn + pwo) = Av, wy) + uv, wo),

2. symétrique, i.e. pour tous v, w € E, (v, w) = (w, v),

3. positive, i.e. pour toutve E, (v,v) =0

4. définiei.e. (v,v) =0 si et seulement si v = 0.
Exemple2.2. 1. Soit n € N\{0}, pour tous v = (xy,...,X,) et w = (y1,...,¥n) dans R”, on définit
R" xR" —

w,w) — (U, Wan

duit scalaire sur R”, appelé produit scalaire canonique sur R”. Montrons le caractere défini po-

(U, W)can := X1)1 + -+ + XpYn- Lapplication (-, )can : est alors un pro-

n n

sitif de 'application (-, -)can : si v = (x1,..., Xn) € R", {V, V)can = lez >0et{V,V)can = lez =0
i i

ssi (“si et seulement si”) pour touti e {1,...,n}, x; =0ssi v=(0,...,0).

2. Supposons que E est un espace vectoriel de dimension finie n € N\{0} et soit 8 = {ey,...,en}

X1 n

une base de E. Pour tous vecteurs v et w de E, de coordonnées respectives | : |et| : | dans
Xn Yn

la base 28, on définit (v, w)g := x1¥1 + -+ + Xn¥n = 'Matg(v)Matg(w). Lapplication (-,-)g :

EXE —

est alors un produit scalaire sur E, appelé produit scalaire associé a la base 2.

(r,w) — (Lwg
3. Soit n e N\{0}. Pour toutes matrices A = (ai )1<i,j<n €t B = (b; j)1<i, j<n dans M, (R), on définit

(A,B):= Z a; jbj j =T1'(tAB).

1<i,j<n
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M,R) xM,® — R
(A, B) — (A,B)
s'agit du produit scalaire associé a la base canonique {E; j}1<;i,j<n de M, (R).

4. Soit n e N\{0}. Pour tous polynomes P et Q de R, [X], on définit

Lapplication ¢-,-) : est alors un produit scalaire sur M, (R) : il

1
(BQ) I=J P(1)Q(n)dzt.
0
R,[X] xR,[X] — R
(PQ) — (BQ)

bilinéarité de I'application (-, -) provient de la linéarité de l'intégrale. Montrons que (-, -) est bien

Lapplication (:,-) : est alors un produit scalaire sur R,[X]. La

1
définie positive. Soit P € R,[X], ona (B P) = J (P(1))*dt > 0 ('intégrale sur un segment d’une
0

1
fonction positive est positive). Si (B, P) = f (P(1))?dt =0, comme la fonction R — R ; ¢t — P(£)?
0

est continue et positive, on a, pour tout ¢ € [0, 1], (P(1)%=0 (I'intégrale d’'une fonction continue
et positive sur un segment est nulle si et seulement si la fonction est identiquement nulle sur ce
segment) et donc, pour tout ¢ € [0, 1], P(¢) = 0, donc (un polyndme ayant une infinité de racines
étant nécessairement nul) le polynéme P est nul.

Remarque 2.3. Si (-,-) est un produit scalaire sur E et si F est un sous-espace vectoriel de E, la

restriction
FxF — R

(5 NFxF: ww — (0w
est un produit scalaire sur F.

Définition 2.4. Si E est un espace vectoriel de dimension finie muni d'un produit scalaire (-, -), le couple
(E,(:,-)) est appelé espace euclidien.

Remarque 2.5. D’apres la remarque[2.3} si (E, (, ) est un espace euclidien et si F est un sous-espace
vectoriel de E, alors (F, O )Fx F) est également un espace euclidien. On le notera simplement (F,(, )).

2.2 Norme euclidienne

Soit (E,(-,-)) est un espace euclidien. Pour tout vecteur v de E, (v,v) > 0 et on définit alors
vl :=+/{v, v). Une premieére propriété importante des espaces euclidiens est I'inégalité de Cauchy-
Schwarz ci-dessous. Cette inégalité permet en particulier de montrer que I'application qui a tout
vecteur v de E associe || v]| € [0, +00[ est une norme.

Lemme 2.6 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Pour tous vecteurs v et w de E, on a l'inégalité
Ky, wyl < llvillwll,
et|{v,w)| = ||v|ll|wl sietseulement si les vecteurs v et w sont liés.

Démonstration. Soient v, w € E.

Si w estle vecteur nul O de E,on a

(v, w) =(v,0g) =(v,0-0g) =0-(v,0g) =0

et |wl =/ (w, w) = /{0g,0g) = 0. Linégalité ci-dessus est donc vérifiée : il s’agit d’'une égalité et on a
w=0=0-v.
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On suppose maintenant que w # Og. Soit alors A e R, on a ||v + Aw|?>=0.0r

lv+Awl®> = Ww+Aw,v+Aw)
= (1, 0) + M, w) + AMw, vy + A (w, w)
= vl*+ 24w, wy + A* | wl®.

Ainsi, pour tout AR, | w|?A% +2(v, wyA + || v||> = 0, en d’autres termes, la fonction polynomiale du
second degré (remarquons que || w||? # 0 car (w, w) # 0 car w # Og)

R — R
A = wl?A? +2(v, A + || v]?

est positive sur tout R, ce qui est équivalent au fait que le discriminant associé 4(v, w2 — 4| w?|v|?
soit négatif ou nul. Ainsi, on a (v, w)? < |[vlI*[w]?i.e. (v, w)| < v wl|.

De plus, si (v, w)| = |viwl < (v, w)? = ||vl?|lw|i?, le discriminant associé a la fonction polyno-
miale du second degré ci-dessus est nul et donc le polynéme associé posséde une racine (double)
Ao €R. On a ainsi

U+ Aow, v+ Aow) = v+ Aowl? = |wl® A3 +2(v, w) Ao + IV[* =0

etdonc v+ Agw = 0g, en particulier les vecteurs v et w sont liés.
Réciproquement, supposons qu'il existe (u1, u2) € R%\{(0,0)} tel que v + gow = 0. Si up = 0,

nécessairement v = 0g et, comme ci-dessus, |[{v, w)| =0 =|[v||w].Siy2 #0,ona w = % v et alors
22! 2 H1 2 M1
<v,W>2=<v,—v> =(—) <v,v>2=<v,v><—v,—v>=IIvIIZIIWIIZ- O
2 H2 M2 U2

Corollaire et Définition 2.7. Lapplication || - | : est une norme, i.e.

1. pourtousve EetAeR, |[Av] =|Allv],
2. pourtoutveE, ||v| =0 si et seulement si v =0,
3. pourtousv,weE, |lv+wl <I|v|+Iwl.

En conséquence, le couple (E, ||-||) est un espace vectoriel normé. La norme ||-|| est appelée norme euclidienne
associée au produit scalaire <, -).

Démonstration. 1. Soient ve E et A €R, alors

1AV = /A, Av) =V A2/, vy = Al V.

2. Soit ve E, alors ||v]| = +/{v,v) =0ssi{v,v) =0ssi v=0g.

3. Soient v, w € E. Alors

2
lv+wl

(v+w,v+w)

(v, v) +(v,w) +{(w, v) +{w, w)

I v||2 +2{v, w) + || w||2 (par symétrie du produit scalaire)

2 2
Iv1° +2Kv, w)| + llwll

NN

vl + 2[lvl? | wl? + lwl|* (par I'inégalité de Cauchy-Schwarz)

= (vl +lwlh?

etdonc |[v+ w| < |vil + lwl]. o
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On remarque que la connaissance de la norme euclidienne suffit a retrouver tout le produit scalaire
parle

Lemme 2.8 (Egalité de polarisation). D'apres les premiéres égalités ci-dessus, on a, pour tous v, w € E,

(ww) == (lv+ wl*—Ivl*— wl?).

1
2
2.3 Orthogonalité dans les espaces euclidiens

La structure supplémentaire qu’apporte le produit scalaire (-, -) sur 'espace vectoriel de dimension
finie E nous permet d’introduire une notion d’orthogonalité :

Définition 2.9. Soit (E,(-,-)) un espace euclidien. Soient v et w deux vecteurs de E. On dit que v est
orthogonal a w si (v, w) = 0. Dans ce cas, par symétrie du produit scalaire, on a aussi {(w, v) = 0 et donc
w est orthogonal a v.

Soit maintenant A un sous-ensemble non vide de E. Lorthogonal A de A pour le produit scalaire
<, > estl'ensemble des vecteurs de E orthogonaux a tous les vecteurs contenus dans A, i.e.

At :={veE| pour tout we A, (v, w) = 0}.

Remarquons que le théoréme de Pythagore peut étre étendu a tout cadre euclidien général :

Lemme 2.10 (Théoreme de Pythagore). Soient v et w deux vecteurs de E. Alors v et w sont orthogonaux
si et seulement si |v+ w|? = | v]|? + |w].

Démonstration. Par 'égalité de polarisation |v + w|? = |vl? + llwl? ssi (v,w) = 0 ssi v et w sont
orthogonaux. =

Exemple 2.11. Dans R® muni du produit scalaire canonique, les vecteurs (1,—1,2) et (1,3,1) sont
orthogonaux, et {(—2,5,3)}* = {(x,5,2) eR® | ((x,,2),(~2,5,3)),,, = —2x+5y+3z=0}.

Dans I'exemple ci-dessus, on peut remarquer que {(—2,5,3)} " est un sous-espace vectoriel de R>.

Lorthogonal d'un sous-ensemble est en fait toujours un sous-espace vectoriel :

Lemme 2.12. Soit A un sous-ensemble de E. Alors A+ est un sous-espace vectoriel de E (méme si A ne
Uest pas).

Démonstration. O € AL car, pour tout we A, (Og, w) =0, et,si vy, 12 € Al et A, peR, on a, pour tout
WEeEA,

(Avy + pva, wy = vy, w) + u(vz, w) =0.

Ainsi, A' est bien un sous-espace vectoriel de E. O

Remarque?2.13. — Par une démonstration analogue a celle de la proposition [1.22} si A est un
sous-ensemble de E, on a A+ = (Vect(A))*.

— Onal{0g}t = E (car, pour tout v € E, (v,0g) =0) et E+ =1{0g} (en effet, si ve EL, (v,v) =0, car
veEletveE, etdonc v =0p).
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2.4 Familles orthogonales, familles orthonormales

Soit (E, (-, -)) un espace euclidien de dimension n € N\{0} et soit {vy, ..., v,,} une base de E. Si v et w

X1 N
sont deux vecteurs de E de coordonnées respectives | : |et| : | dans cette base, alors par bilinéarité
Xn Yn
n n
(v, W>=<invi.2ijj>= Z xiyj{vi, vj).
i=1 j=1 1<i,j<n

On aimerait une base de E dans laquelle cette expression du produit scalaire -, -) sur E soit la plus
simple possible. Cela nous méne a la notion de base orthogonale et de base orthonormale :

Définition 2.14. Soit (E,(:,-)) un espace euclidien de dimension n € N\{0} et soit F = {e, ..., e,} une
famille finie de vecteurs de E.

1. On dit que & est une famille orthogonale de E si pour tous i,j € {1,...,p} tels que i # j, ona
(ej,ej) =0.

2. Ondit que & est une famille orthonormale de E si & est une famille orthogonale de E et si tous
les vecteurs de & sont de norme euclidienne 1. Autrement dit, & est une famille orthonormale de
E si et seulement si pour tous i, j € {1,..., p}, (ej,ej) = ;.

Exemple2.15. — La base canonique de R” est une base orthonormale pour le produit scalaire
canonique sur R” (exemple[2.2]1.).

— Par définition, une base % de E est une base orthonormale pour le produit scalaire associé

(-,-) (exemple[2.2]2.).

Lemme 2.16. Une famille finie orthogonale de vecteurs non nuls d'un espace euclidien (E, -, -)) est
libre.

Démonstration. Soit {vy, ..., v,} une famille de vecteurs non nuls de E deux a deux orthogonaux (i.e.,
pourtous i, j € {1,..., p}, si i # j alors (v;, v;) = 0). Soient Ay,...,A, e Rtels que Lyvy +- -+ Apvy =0p,
alors, pourie{l,...,p},

p p
0= <vi,2)l,jvj> = le(vi,vj> = Aivi, vi).
j=1 j=1

Comme v; # 0, la norme (v;, v;) # 0, et donc A; =0. O

Lemme 2.17 (Expressions dans une base orthonormale). Soit (E,,-)) un espace euclidien de dimen-
sion n € N\{0} et soit B = {ey, ..., ey} une base orthonormale de E. Alors

1. PourtoutvdeE,v=>y (vee;.

X1 N
2. Pour tous vecteurs v et w de E de coordonnées respectives Matg(v) = | . | et Matg(w) =
Xn Yn
dans B, on a (v, w) = Z?:l XiYi-
X1
Démonstration. 1. Soit v un vecteur de E de coordonnées Matg(v) =| : |.Pourtoutie{l,...,n},
Xn
(v,e;y=x;etdoncv=>"(v,e;)e;.
2. Parbilinéarité, (v, w) = >3y <; <, Xiyjlei j) = i1 XiYi. 0
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2.5 Orthonormalisation de Gram-Schmidt

Un résultat fondamental de la théorie des espaces euclidiens est qu’il est toujours possible de
construire, de facon algorithmique, une base orthonormale pour n'importe quel espace euclidien :

Théoréme 2.18 (Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt). Soit{v,..., v,} une famille libre
de E. On peut construire, de facon algorithmique, une famille orthonormale {ey, ..., ey} de E telle que,
pour tout k € {1,..., p}, Vect{ey, ..., ex} = Vect{vy,..., vx} (en particulier, {e1,...,ep} est donc une base

orthonormale deVect{v,,...,v,}).

Démonstration. On construit, de fagon récursive, une base orthogonale {e1, ..., €,} pour Vect{vy,..., Up}.
On en déduit immédiatement une base orthonormale en “normalisant” les vecteurs non nuls obtenus
(i.e. en les multipliant chacun par I'inverse de leur norme).

Le procédé récursif est le suivant : pour 1 < k < p — 1, on suppose que I'on a déja construit des
vecteurs €y, ...,€x € E orthogonaux deux a deux tels que Vect{ey,...,ex} = Vect{vy, ..., vx}. Onrecherche
alors un vecteur €y de E de la forme

€ks1 = Vs1 F A1€1 + -+ A€ € Vectie,..., €k, Vi+1} = Vect{vy,..., Uk, vk+1}[ﬂ

tel que, pour toutief{l,..., k}, (€x+1,€i) =0.
Or, pouriefl,..., k},

<Vk+lx€i>
(€rs1,€1) =0 < (Uk+1+7tl€1+---+/1k€k,€i>:0<:><Vk+1r€i>+/1i<€i»€i>:0<:>/1i:_w
1
Ainsi, par construction, la famille {€;,...,€1} avec
k
_ (vk+lJ€i>
€k+1 = Vk+1 —Zwﬁ'
i=1 !
h 1 1 = _ k (Vks1,€0) .
est orthogonale. De plus, Vect{ey, ..., €k, €x+1} = Vect€r,..., €5, Vi+1 Zi:l le; 17 €i
=Vect{ey,..., €k, UVk+1} = Vect{vy,..., Vg, Uk+1}- O

Remarque 2.19. Au terme de I'étape k + 1 du procédé ci-dessus, on peut remplacer €, par n'importe
quel vecteur non nul e’k .1 dela droite vectorielle engendrée par €+ : la famille {ey, ..., €y, e’k L1 ainsi
obtenue reste orthogonale et engendre toujours Vect{vy, ..., vr.1}. Cela peut étre utile pour simplifier
les calculs (notamment pour éviter de manipuler des fractions).

Exemple 2.20. On détermine une base orthonormée pour le sous-espace vectoriel F de R* engendré
par les vecteurs v; = (1,1,0,0), v, = (1,0,—1,1) et v3 = (0,1, 1, 1). La famille {v, v», v3} est libre (c’est
donc une base de F = Vect{v;, v, v3}) et on applique le procédé d’orthonormalisation de Gram-
Schmidt pour déterminer une base orthonormale de F.

On pose
er = n=(01,100)
e = mpomeL, _, 1 —(1 L 11)—1(1 1,-2,2)
2 = 2 ||€1||2 1= U2 2 1—- 21 21 ’ _2 ’ » ’
€, := (1,—1,—2,2) (pour simplifier les calculs)
(vs,e€1) (vs,€5) 1 1, ( 224 6) 2
€3 = U3— €1 — €E=UV3——€1+—€,=|——,—,—,-|==(—1,1,2,3
: el T g 2T T 02T (755 55) T 5 )
€5 = (-1,1,2,3)

1. Notez qu’on utilise les vecteurs déja construits €;
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et la famille {el,e’z,eg} est alors une base orthogonale de F. La famille

1 1 1
_(]-) 1;0)0)v _(17_17_2)2)v Y —
{\/é V10 V15

ensuite obtenue par normalisation est une base orthonormale de F.

(_11 1)2r3)}

Corollaire 2.21. [l existe une base orthonormale pour Uespace euclidien (E, {-,-))

Démonstration. Soit{vy,...,v,} une base de E. En particulier, la famille {vy,..., v,} estlibre et, d’aprés
le théoreme|2.18} on peut construire une base orthonormale pour Vect{vy,...,v,} = E. O

Le choix d’'une base orthonormale pour 'espace euclidien (E, (-,-)) permet d’identifier E avec
I'espace euclidien (R, (-, -)can) muni du produit scalaire canonique. Précisément :

Corollaire 2.22. ]| existe un isomorphisme (non canonique) v : E — R” tel que, pour tous vecteurs v et
w de E, (y (), y (W) o, = (v, W)

Démonstration. Soit % = {ey, ..., ey} une base orthonormale pour (-,-) et notons %’ = {e/l,...,e%} la
base canonique de R". Notons ensuite ¥ g 1'application linéaire de E dans R” qui, pour tout i €
{1,...,n}, associe e;. a e;. Autrement dit, g est 'application qui a tout vecteur v de E de coordonnées

X1
dans la base 28 associe le vecteur (x1,..., x,) de R". Il s’agit d'un isomorphisme linéaire et, si v et
Xn
X1 N
w sont deux vecteurs de E de coordonnées respectives | : |et| : | dans %, ona
Xn Yn
n
(W), va(w)) = (X1, X0), V1 Vi) ) can = inJ/i = (v, w)
i=1
(car Z8 est une base orthonormale pour ¢, -)). O

Revenons maintenant a I’orthogonal d'un sous-ensemble de E. Si F est un sous-espace vectoriel
de E, on va pouvoir décomposer E en la somme directe de F et de son orthogonal F'.

Proposition 2.23. Soit (E, (-,-)) un espace euclidien de dimension n € N\{0} et soit F un sous-espace
vectorielde E. Ona:
1. dim(E) = dim(F) + dim (F+),
2. E=F®F*,
3. (FH) =F.
Démonstration. 1. On choisit une base {vy,..., vy} de F o p = dim F. On la compléte en une base
{v1,...,Up, Up41,...,vp} de E ot n = dim E. Par le procédé d’orthonormalisation, il existe une

base {¢1,...,€,} orthonormale de E avec en particulier F = Vect(vy,..., vp) = Vect(ey, ..., €p). Soit
veE.Onécritv=> x j€j dans la base orthonormale {ey, ..., €,}. Maintenant,

veFt & Vi= L..,p, <1€>=0 < Vi=1,...,p,x; =0 < veVectlep+1,...,€n).

Donc, F- admet pour base {€+1,...,€,} : il est donc de dimension n — p.

2. Soitve FnFL, (v,v) =0 (car ve FL et ve F) et donc v = 0g. On a donc F n F+ = {0g}. Ainsi, F
et FL sont en somme directe et, comme dim(E) = dim(F) + dim (Fi) parl, E= F@Fl.
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3. OnaFc (Fi)L car, si ve F, pour tout w € FL, (v, w) = (w, v) = 0. De plus,
. 1\t . . n . . . .
dim (F ) - dim(E) — dim (F ) — dim(E) — (dim(E) — dim(F)) = dim(F).
. 1L
En conséquence, F = (F~) ™.

2.6 Projections orthogonales, distances euclidiennes

Soit F un sous-espace vectoriel de E. Comme E se décompose en la somme directe de F et son
orthogonal F, on peut considérer la projection de E sur F parallelement a F- :

Définition 2.24. On appelle projection orthogonale sur F la projection de E sur F parallélement a F*-.

1l s'agit de l'application linéaire surjective qui a tout vecteur v = w + u de E avec w € F et u€ F* associe
sa composante w dans F. On note pr cette application.

Remarque 2.25. Si {ey,...,e,} est une base de F et {ey,1,...,€,} est une base de FL alors % :=
{e1,...,ep,ep41,..., en} estune base de E dans laquelle la matrice représentative de pr est

1

1 1 0,4
Mat - = p p,n—p
ates (pr) 0 O0n—pp On—pn—p

0

Lemme 2.26. Soit F un sous-espace vectoriel de E euclidien et 6 = {€1,...,€p} une base orthonormale
de F. Alors le projeté orthogonal d'un vecteur v de E sur F est donné par pr(v) = Zle (v,€;)€;.

Démonstration. Le vecteur Zle (v,€;)€;, combinaison des €;, est dans F. De plus, puisque la famille
€; est orthonormale, le produit scalaire de v — le (v,€;)e; avec chaque € est nul. Cette différence
est donc orthogonale a F. O

La projection orthogonale permet notamment de calculer explicitement la distance euclidienne
d’un vecteur de E a un sous-espace vectoriel de E. On donne tout d’abord la définition de cette notion
de distance euclidienne :

Définition 2.27. Siv et w sont deux vecteurs de E, on définit la distance euclidienne de v a w comme
étant le réel positif ou nul d(v, w) := |w — v|. Si v est un vecteur de E et A un sous-ensemble non
vide de E, on définit également la distance euclidienne de v a A comme étant le réel positif ou nul
d(, A) = inf d(v,w) = inf |w—v]|.

weA weA

Remarque2.28. — La distance euclidienne d'un vecteur de E a un autre est bien une distance,
dans le sens olt

1. pourtous v,weE, d(v,w) =0,

2. pourtous v,we E, d(v,w) =d(w,v) (eneffet |[w—v| =Ilv—wl),

3. pourtous v,we E, d(v,w)=0ssi v=w (en effet, [w—v|| =0ssi w—v=0g),
4

. pour tous v,w,uc E, d(v,u) < d(v,w)+d(w,u) (eneffet, l[u—vl=lu—w+w—rv| <
lu—wl+|w—vl).

Plus généralement, toute norme sur un espace vectoriel induit, de cette facon, une distance.
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— Pour v un vecteur de E et A un sous-ensemble non vide de E, la borne inférieure de I'’ensemble
{d(v,w) | w e A} existe bien et est positive ou nulle : ce sous-ensemble de R est non vide et
minorée par 0.

Proposition 2.29. Soitve E.Ona
dw,F) = ||lv—pr)||.

Démonstration. Soit we F.On a
lv—wl? = ||v— pr@) + pr@) — w|* = |v— pr@) |* + | pr() — w|?

par le théoreme de Pythagore (lemme carv—pr(v)e F L (par définition de la projection or-
thogonale : il existe un unique vecteur u € F tel que v = pr(v) + u) et pp(v) — w € F (car F est un
sous-espace vectoriel de E).

Ainsi, pourtoutwe F, |[v — w|? > H v—pr() ||2 donc|lv—w| = H v—prv) || doncinf{|lv—w]| | we F} >
|v— pr)|. De plus, comme pr(v) € F, inf{llv— wll | we F} < ||v— pr)||. Autotal, || v — pr(v)| =
inf{llv—w| | we F} =d(v, F). O

On définit également la symétrie orthogonale par rapporta F :

Définition 2.30. On appelle symétrie orthogonale par rapport a F la symétrie par rapport a F paralle-

lement a F*. Il s'agit de I'involution linéaire de E qui d tout vecteur v= w + u de E avec w e F et u€ F+
associe le vecteur w — u. On note sr cette application.

Remarque2.31. — “Involution linéaire de E” signifie que sy est une application linéaire de E
dans E telle que sg o sp = Idg. Autrement dit, s¢ est un automorphisme linéaire de E d’inverse
lui-méme.

— Comme pour toute symétrie vectorielle, on a sp =2pr —Idg (siv=w+ue Eavec we F et
ueFt+ ona (2pr—1dg) W) =2w— (W+ u) = w— u = sp(v)).

— Si{ey,...,ept estunebase de F et {ep41,...,e,} estune base de Flalors & := {er,....ep,eps1,...,en}
est une base de E dans laquelle la matrice représentative de sg est

1

Mat = =
atg (SF) 1 Oupp —In_p

-1

2.7 Représentation matricielle du produit scalaire
Afin d’aider aux calculs, on cherche a représenter le produit scalaire de fagon matricielle.

Définition 2.32. On appelle matrice représentative du produit scalaire {-,-) dans la base 9 la matrice

(er,er) --- (e, en)
Matpg; (N = (<€i»ej>)1<i,j<n - : '

(en,e1) -+ (ep,ep)

Remarque 2.33. Attention aux confusions avec la matrice représentative d'une application linéaire!
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Exemple2.34. — Si%Bcan désigne la base canonique de R”, on a Matpgg ({-,*)can) = I. Plus géné-
ralement, la base 98 est orthonormale par rapport au produit scalaire (-, -) si et seulement si
Mat), ((-,)) = In.

— Considérons sur I'espace vectoriel R, [X] de dimension 3 le produit scalaire (:,-) défini dans
I'exemple[2.2]4.. On note %8 la base {1, X, X?} de Ry[X] et on calcule alors

1
1,1y = fldt=[t](1,=l
0

1

1 2
t 1
(LX)=(X,1) = Jtdt: —| ==
0 2] 2
1 t31 1
axt)=ey = [ fa= 5| =
0 3 0 3
1 341 1
<X7X> = ftzdt: — J—
0 3 3
1 l'41 1
<X,X2>:<X2,X> = Jtsdlz — ==
0 4 0 4
1 541
t 1
<X2)X2> = J t4dt =|— = —
0 5 0 5
Ainsi,
1 1
1 3 3
Mat>, ((-,-)) = 3 3
1 1 1
3 4 5

Proposition 2.35. Soit (E,-,-,)) un espace euclidien et soit 98B = {e, ..., e,} une base (quelconque) de E.
Alors, pour tous vecteurs v, w de E,

(v, wy = "Matg (v)Matl; ((-,-)) Matg (w).

Démonstration. Ecrivons A = Matpg;‘ N = (Ces, ej>)1<i,j<n' On a vu que par bilinéarité du produit
X1 N
scalaire, si v et w sont deux vecteurs de E de coordonnées respectives X =| : |etY =] : |dansla

Xn Yn
base 28, alors

n n
(v, w) Z xiyjlei, ej) = Z xi<eivej>J/j:in Z(ei,eﬂyj
1<i,j<n 1<i,j<n i=1 j=1
n
Z x;(AY); (ol (AY); désigne la i®me coordonnée du vecteur colonne AY)
i=1

XAY. O

On notera S, (R) 'ensemble des matrices symétriques de M, (R) c’est a dire les matrices A telles
queie. TA= A.

Définition 2.36. Soit A une matrice symétrique réelle de taille n. On dit que A est

— positive si, pour tout X eR", T XAX >0,
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0
— définie positive si, pour tout X e R"\S | 1 | 3, ' XAX > 0.
0

1 10
Exemple 2.37. 1. La matrice symétrique A:=|1 2 0]e M;3(R) est définie positive : pour tout
0 0 3

X
X=|y|eR®), ' XAX = x® +2y?> +32% +2xy = (x + y)? + y* + 32 > 0, et cette quantité est égale a
z
0
Ossix=y=2z=0ssiX=]|0]|.
0
2 =30 x
2. La matrice symétrique B:= -3 11 0| e M3(R) est positive car, pour tout X = [y | € R3,
0 0 O z
IXBX = 2x*+11y? —6xy = (x — 3))? + x*> + 2y?> > 0, mais elle n’est pas définie positive car
0
(0 0 1)B|0]|=0.
1

Proposition 2.38. Soit E un espace vectoriel réel de dimension n muni d'une base 98 = {ey, ..., e,}. Alors
la matrice d'un produit scalaire sur E est symétrique, positive et inversible. Réciproquement, toute
matrice A symétrique, positive et inversible définit un produit scalaire sur E

o ExE — R
A W= viepw=Y,wie) — (vw)a:=Y,; aijviw;="VAW
4] wh
v wo
oV = ER"etW=| . |eR"
Un Wp

Démonstration. Soit (-,-) un produit scalaire sur E. Comme le produit scalaire est symétrique, on a,
pour tous i, j€{1,...,n}, {e;,e;) = (ej,e;) etla matrice A:= Matpg; ((-,-)) est donc symétrique. Comme
le produit scalaire est positif, la matrice A I’est aussi par la définition Le fait que le produit
scalaire (-,-) soit “défini” s’exprime dans le fait que Matpg; ((-,-)) est inversible. En effet, soit X un
vecteur colonne de taille n tel que AX =0, alors . XAX =0 et donc (v,v) =0 ou1 v désigne le vecteur
de coordonnées X dans la base 28. Par suite, v = O et X est donc le vecteur colonne nul. Comme le
noyau de la matrice carrée A est réduit au vecteur colonne nul, A est inversible.

Réciproquement, si A est une matrice symétrique, positive et inversible, I’application (:,-) 4 est
bilinéaire, symétrique et positive. Soit v tel que (v, v) 4 = 0. Alors pour tout Le R, (e; + Av,e; + Av)a =
(ej,eiya+2A(e;,v) 4 = 0 implique que (e;, V) 4 = Zj aijvj=0.Alors, AV =0 et comme V est inversible,
V =0. Par conséquent, (-, ) 4 est définie : c’est donc un produit scalaire. O

On peut a présent se demander comment sont reliées les matrices représentatives de (-, ) dans
deux bases (quelconques) différentes, autrement dit s’intéresser a la question du changement de base
pour la matrice représentative d'un produit scalaire.

Proposition 2.39. Soit % et B’ deux bases d’'un espace euclidien E et soit Pg_, g la matrice de passage
de la base 9 a la base %' . Alors

Matly, () = ‘P Matly (¢, )) P
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Démonstration. Soient v, w € E. Comme au début de la section, notons X := Matg(v), Y := Matg(w)
et A:= Matpg; (¢-,-)). Notons ensuite X’ := Matg (v), Y’ := Matg (w) et A’ := Matpgj, ().
OnaX=Pg_gX etY=Pg_,zY' . Ainsi,

IXAY
"PpowX')A(Pp_a'Y')
‘X' ("Pg_g AP )Y .

(v, w)

Remarquons maintenant que, si M = (m; j), _; j<n €St une matrice carrée de taille n quelconque
etsi, pour i €{l,...,n}, E; désigne le vecteur colonne avec coordonnées 1 a la ligne i et 0 sur les autres
lignes, on a, pour tous i, j € {1,...,n}, tEiMEj =mjj.

Soient alors i, j € {1,..., 1} et notons ' = {e],..., €},}. On a Matgy (€}) = E; et Matgy (e;.) =Ej et
par I'égalité ci-dessus,

<€;~,€;~> = tEl‘ (tng_,@/Ang_,gg/)E]

Autrement dit, le coefficient a la ligne i et la colonne j de la matrice A’ est égal au coefficient a la
ligne i et la colonne j de la matrice "Pg_, ' APg_, g . Par conséquent, A’ ='Py_, 2 APy, . O

Remarque 2.40. Attention a ne surtout pas confondre ce changement de base pour les produits
scalaires avec le changement de base pour les applications linéaires.

2.8 Orthogonalité et dualité dans les espaces euclidiens

Effectuons un petit retour sur la dualité linéaire. Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur
R. On a vu au chapitre précédent que, méme si E et son dual E* sont isomorphes, il n’existe en général
pas d’isomorphisme canonique (i.e. ne dépendant pas d’'un choix de bases) entre E et E*. Mais si E
est maintenant muni d'un produit scalaire (-, -), celui-ci permet de construire un tel isomorphisme
canonique entre E et E* :

Théoreme 2.41. Soit (E,(:,-)) un espace euclidien. Pour tout v € E, on définit l'application linéaire
Ay E—R; w— (v,w). On définit ensuite l'application
E — E*

A
v — A,

Lapplication A est un isomorphisme linéaire.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que, si v € E, A, est bien une application linéaire de E
dans R (en d’autres termes A, € E*) car le produit scalaire (-, -) est bilinéaire.

Montrons ensuite que I'application A est bien linéaire. Soient donc vy, v2 € E et A, u € R, alors,
pour tout w € E,

AAvi+pve) (W) = App+pun, (W) = (Avy + pv, w)
= Mv,w)+ vz, w) = AN, (W) + Ay, (W)
= (AAV1+:UAU2)(W)

ie. A(Avy + ) = AA(v1) + pA(v2).

Montrons enfin que A est injective : comme dim(E) = dim (E*), on obtiendra alors (par le théoréme
du rang) que A est bijective. Soit donc v € E tel que A, est I’application identiquement nulle. En
particulier, A, (v) = (v,v) = 0 donc v = 0. Lapplication A est donc bien injective, et A est donc un
isomorphisme. O
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La surjectivité de A donne le

Corollaire 2.42. Soit (E,<:,-)) un espace euclidien. Pour toute forme linéaire ¢ € E*, il existe un unique
ve E tel que, pour tout w € E, p(w) = (v, w). De plus, comme A est bijective, v = A_l((,o).

Intéressant en soi, ce résultat nous permet également de mettre une évidence une correspondance
entre les notions d’orthogonal et d’annulateur d'un sous-espace vectoriel d'un espace euclidien :

Corollaire 2.43. Soient (E,<:,-)) un espace euclidien et F un sous-espace vectoriel de E. On a
A[FH) = F.
Démonstration. Montrons I'égalité équivalente A~! (F°) = F-.Ona
AL (FO) ={veE|A() EFO} ={veE| pour tout we F, (v, w) = 0} = F+ O

Soient (E, (-, -)) un espace euclidien et F un sous-espace vectoriel de E. Le corollaire précédent
affirme en particulier que A induit, par restriction, un isomorphisme linéaire F- — F°, et donc que
dim (F+) = dim (F°). On retrouve ainsi

Corollaire 2.44. On adim(E) = dim(F) +dim (F1).
Démonstration. On a, en utilisant proposition 1,

dim (F*) = dim (F°) = dim(E) — dim(P). O

2.9 Endomorphisme adjoint

Proposition et Définition 2.45. Soit (E, (-,-)) un espace euclidien et soit f un endomorphisme de E. 1l
existe une et une seule application * : E — E tel que, pour tous vecteurs v et w de E,

(f),w)={v, f*(w)).

De plus, f* est une application linéaire (et donc un endomorphisme de E). On appelle f*
l'endomorphisme adjoint de f .

Démonstration. On montre I'existence de f* en utilisant I'isomorphisme canonique entre E et E* du
théoreme Soit w € E, on considere I'application
E — R
Py e (fow)
Cette application est linéaire car f 'est et ¢, est donc un élément du dual E* de E. D’apres le
théoreme2.41| il existe donc un unique vecteur noté f*(w) de E tel que ¢, = A(f*(w)) i.e. tel que,
pour tout v € E,
(fW,w)=@u) =A(f*(w) W) ={(f*w),v) = (v, f*(w)).
On note alors f* I'application qui a tout vecteur w de E associe f*(w). Lunicité évoquée ci-dessus
montre I'unicité de 'application f* : E — E telle que, pour tous v, w € E, { f(v), w) = (v, f*(w)).
Montrons a présent sa linéarité : soient w;, w € E et A, p € R alors, pour tout v € E,

(v, f* (A +pw2)) = (f(W),Aw +pws)

= Mfw),wi)+u(fw), ws)
= M fFw))+p(v, f* (wo)

= (VL Af"(w1) +pf*(wo))
Ainsi, A (f* (Awn + pwz)) = A(Af*(wr) + pf* (wy)). Par injectivité de I'application A, on obtient alors
légalité f* (Awy + pwo) = Af*(w1) + uf*(wo) et f* est donc bien linéaire. O
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Avant d’étudier le pendant matriciel de cette opération d’“adjonction” des endomorphismes de E,
on en montre quelques propriétés de base :

Proposition 2.46. 1. (Idg)* =1dg.
2. Sige L(B) et A, ueR, (Af +ug)" =Af*+ug*et(gof) = frog*.
3. Si f est une application bijective, son adjoint f* l'est également et (f*)_1 = (1"
4. (f*) =1

Démonstration. 1. Pour tous v, w € E, on a {Idg(v), w) = (v, w) = (v,Idg(w)) donc (Idg)* = Idg
(par unicité de ’adjoint).

2. Pourtous v,we E,ona

((Af +ug) ), w)

Af W), w)+u(g@), w) = A(v, f*(w)) +p(v, g* (w))
(v, (Af* +pg*) (w))

donc (Af +ug)* = Af* +ug*.
Pour tous v,we E,on a

(gofw),w)

(g(fw) w)=(fw),g"w)
(v, 1" (8" W) = (v, f*og*(w))

donc (go f)* = f*og*.
3. Onaf*o(f') =(f"of) =Udp*=1dget (f) o f*=(fof")" = Udp)* =1d.
4. Pourtous v,we E,ona
(f* W), w) = (w, f*@)) = (fw), v) = (v, f(w))
donc (f*)* = f. O

Remarque 2.47. On dit que I'endomorphisme f est auto-adjoint si f* = f. L'identité Idg est un
exemple d’endomorphisme auto-adjoint de E.

Donnons également deux égalités intéressantes reliant noyaux et images de f et de son adjoint via
I'opération “orthogonal d'un sous-ensemble” :

Proposition 2.48. On aXKer f* = (Im f)l etIm f* = (Ker f)l

Démonstration. Soit w € E. Supposons que w € Ker f*. Alors, pour tout v € E,

(fw), w)={v, f*w)) = (v,0)=0

)L. Réciproquement, si w € (Im f )l

(0, f*w) = (f), w) =0,

en particulier ( f*(w), f*(w)) = 0donc f*(w) =0g i.e. w € Ker f*.
Pour montrer la seconde égalité, on utilise I’égalité précédente ainsi que la proposition 3) et
la proposition 3):

donc we (Im f alors, pour tout v e E,

Im 1 = ((1m )] = (Ker (/*)*)" = (Ker f)* =

Intéressons-nous a présent a la représentation matricielle des endomorphismes adjoints, plus
précisément a leur représentation dans une base orthonormale de (E, (-, -)) :
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Proposition 2.49. Soit & = {e1,...,e,} une base orthonormale de E. Alors
Matg (f*) = "Matg ().

Démonstration. Pour tous v, w € E, on a, puisque la base 28 est orthonormale et d’apres la définition
de I'adjoint,

(f), w)={(v, f*(w)) < '(Matg(f)Matg (v)) Matg (w) = "Matg(v) (Matg (f*)Matg (w))

i.e.
"Matg (v) "Matg (f) Matg(w) = ‘Matg (v) Matg (f*) Matg (w)

En prenant pour v et w les vecteurs de la base 98, on obtient, pour tous i, j € {1,..., n} 'égalité
tEl' tMat@(f)Ej = tEl' Matg (f*) Ej
(voir la démonstration de la proposition et on a donc bien ‘Matg(f) = Matg (f*). O

Deux conséquences directes de la représentation matricielle dans une base orthonormale de
I'"“adjonction” par la transposition sont les suivantes :

Corollaire 2.50. Le rangde l'adjoint f* de f est égal au rang de f et le déterminant de f* est égal au
déterminantde f.

Démonstration. Soit 28 une base orthonormale de E alors

rg(f*) =rg(Matz (f7)) = rg("Matzs (1)) = rg (Matzs (/) = rg(f)

et
det(f*) = det(Matg (f*)) = det (‘Matg(f)) = det(Matg(f)) = det (f). O

La proposition|2.49|nous donne également une nouvelle interprétation vectorielle de la transpo-
sition matricielle : si A est une matrice carrée de M, (R), représentant un endomorphisme f de R"
dans la base canonique, alors ’ A est la matrice représentative de 'endomorphisme f* adjoint de f
par rapport au produit scalaire canonique (pour lequel la base canonique est une base orthonormale).

2.10 Endomorphismes orthogonaux et matrices orthogonales
Soit (E, (-,-)) un espace euclidien de dimension n € N\{0} et soit f un endomorphisme de E.
Définition 2.51. On dit que [ est un endomorphisme orthogonal de E si f* o f =1dg.

Exemple2.52. Lidentité Idg de E est un endomorphisme orthogonal.

Remarque 2.53. Si f est orthogonal alors f est bijectif et f~! = f*. En effet, 'égalité f* o f = Idg
implique l'injectivité de f (si v € E vérifie f(v) = 0g alors v = f*(f(v)) = 0) et donc sa bijectivité car
f est une application linéaire de E dans E. Légalité f* o f = Idg est alors équivalente a f* = f~1. En
particulier, on a également I'égalité fo f* =1dg.

Remarquons que, réciproquement, I'égalité fo f* = (f*)" o f* = Idg implique f*o(f*)* = f*of =
Idg.

On déduit également de ces considérations que f est orthogonal ssi son adjoint f* est orthogonal.

Lorthogonalité d'un endomorphisme se caractérise géométriquement :
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Proposition 2.54. f est un endomorphisme orthogonal si et seulement si f conserve le produit scalaire
(-,-) si et seulement si f conserve la norme euclidienne | - || associée a <-,-) si et seulement si f conserve
la distance euclidienne d associée a {-,-).

Démonstration. On montre que les assertions
1. f estorthogonal,
2. pourtous v,w€ E, (f(v), f(w)) = (v, w),
3. pourtout ve E, | f ()| = llvl,
4. pourtous v,we E, d(f(v), f(w)) = d(v, w),

sont équivalentes.
Montrons tout d’abord 1 = 2 : supposons que f est orthogonal, alors, pour tous v, w € E,

(f), fw)) =(v, f*o f(w)) = (v, w).

Montrons ensuite 2 = 3 : si f préserve le produit scalaire (., -), alors, pour tout v € E,

If @) =+/(F@), FW) =V v,v) = vl

Montrons également 3 = 4 : si f préserve la norme euclidienne associé a (-, -), alors, pour tous

v, weeE,
d(fw), fw)=lfw) —fwl=Ifw-v)l=lw-vl=duvuw).

Montrons enfin 4 = 1 : Commengons par remarquer que 4 = 3 = 2 car f est linéaire et, pour tout
u€ E, d(u,0) = |ull et, pour tous v, w € E, (v, w) =  (Ilv+ wl* — [v]* — | w]|?) (Egalité de polarisation).
Si f préserve la distance euclidienne, f préserve donc également le produit scalaire et, pour tous
v,w e E, on aalors

(ffofw),w)={(fW), f(w))=(v,w)
et donc (f*o f(v) — v,w) = 0. En particulier, pour tout v€ E, (f*o f(v) — v, f* o f(v) — v) = 0 donc
ffof(v)—v=0gie. f*o f(v)=v.Ainsi f*o f =1dg et f est orthogonal. O
Remarque 2.55. Un endomorphisme orthogonal est également appelé isométrie.

Une autre caractérisation d'un endomorphisme orthogonal est qu’il transforme toute base ortho-
normale en une base orthonormale :

Proposition 2.56. Lendomorphisme f est orthogonal si et seulement si f associe a toute base orthonor-
male de E une base orthonormale de E.

Démonstration. Supposons que f est orthogonal et soit {ey, ..., e;} une base orthonormale de E.
Comme f est orthogonal, on a, par la proposition précédente, (f(ei),f(ej)> =(ej,ej) = 6,~j, donc la
famille de n vecteurs { flen),....f (en)} est orthonormale : il s’agit donc d'une base orthonormale de E.
Réciproquement, soit 2 = {ey, ..., e;} une base orthonormale de E et supposons que la famille

X1 1

{f(el), .. .,f(en)} est orthonormale. Soient alors v, w € E, de coordonnées respectives | : | et

Xn Yn
dansla base 4. On a

<f(v),f(w)>=<f(2x,~ei),f >lvie; >: ST xiyi(fen fep) =D xiyi = (v, w).
i=1 j=1 1

1<i,j<n i=

Par la proposition précédente, f est donc orthogonal. O
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Remarque 2.57. Remarquons que, d’apres la démonstration ci-dessus, il suffit qu'il existe une base
orthonormale {ey, ..., e,} de E telle que la famille {f (e1),..., f(en)} soit orthonormale pour que 'endo-
morphisme f soit orthogonal.

Passons maintenant a la caractérisation matricielle de ’orthogonalité.

Proposition 2.58. Soit % une base orthonormale de E. Soit A:=Matg(f) la matrice représentative de
f dans la base B. Lendomorphisme f de E est orthogonal si et seulement si' AA = I,.

Démonstration. D’apres la proposition la matrice représentative de I'adjoint f* de f dans 98 est
"Aetdonc f*o f=1dgssi"AA=1, O

Ce résultat motive la définition suivante :
Définition 2.59. On dit qu'une matrice A de M, (R) est orthogonale si LAA=T,.

Remarque 2.60. Une matrice A de M, (R) est orthogonale ssil’endomorphisme de R" représenté par
A dans la base canonique est orthogonal.

Exemple 2.61.

1. Les matrices de rotation
cosf —sinf
sin@ cosf

sont orthogonales.

2. Si o est une permutation de {1,2,...,n}, la matrice P = (5l~g(j))1<,<n est appelée matrice de
1<j<n
la permutation o. Les matrices de permutations sont carrées avec uniquement des 0 sauf un
coefficient sur chaque ligne et chaque colonne qui vaut 1. Elles sont donc orthogonales.

3. Lamatrice
2 -1 2
2

est orthogonale.
4. Une symétrie orthogonale est un endomorphisme orthogonal (remarque 2.31). Une projec-
tion orthogonale sur un sous-espace vectoriel strict n’est pas un endomorphisme orthogonal

(remarque|2.25).

Un point de vue supplémentaire donné par I'égalité “ AA = I,,” est le suivant : une matrice
Ae M, (R) est orthogonale si et seulement si les vecteurs colonnes la composant forment une base
orthonormale de R” muni du produit scalaire canonique. Dans ce cas, la matrice A est la matrice de
passage de la base canonique de R” a la base orthonormale formée par ses vecteurs colonnes. On
peut généraliser cela de la fagon suivante :

Proposition 2.62. Soit 9 une base orthonormale d’un espace euclidien (E, (-,-)) et B’ une base de E.
Alors B’ est orthonormale si et seulement si la matrice de passage de B a B’ est orthogonale.

Démonstration. La matrice de passage P:= Pg_,q de B = {ey,...,e,} 9B’ = {€],...,€)} est formée,
dans’ordre, des vecteurs coordonnées des vecteurs e;., i=1,...,n,dans la base 28. On a alors, comme
2 est orthonormale,

/ / / /
(ep.er) - (epen)
‘PP=| :
/ / / /
<en’el> T <en’en>
Ainsi, la matrice de passage P = Pg_, g est orthogonale ssi la famille de vecteurs {ej,...,e}} est
orthonormale. O
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Remarque 2.63. En particulier, toute matrice de passage d'une base orthonormale a une autre est
orthogonale.

Remarquons ensuite que 'égalité “ AA = I,,” permet le calcul du déterminant d’'une matrice
orthogonale et donc d'un endormorphisme orthogonal :

Proposition et Définition 2.64. Soit A une matrice orthogonale de M, (R). Alors det(A) =1 oudet(A) =
—1. Ainsi, si f est orthogonal, det(f) =1 oudet(f) = —1.

Si det(A) = 1, resp. det(f) = 1, on dit que A, resp. f, est une matrice orthogonale directe, resp.
endomorphisme orthogonal direct. Si det(A) = —1, resp. det(f) = —1, on dit que A, resp. f, est une
matrice orthogonale indirecte, resp. endomorphisme orthogonal indirect.

Démonstration. On a 'AA = I, donc 1 = det (‘AA) = det (*A) det(A) = (det(A))* d’otr det(A) = 1 ou
det(A) =—1

Ainsi, si f est orthogonal, comme sa matrice représentative dans une base orthonormale est
orthogonale (proposition[2.58), on a det (f) = 1 ou det(f) = —1. O

Exemple 2.65. 1. La matrice orthogonale A de ’exemple 1. est directe.

2. Une symétrie orthogonale par rapport a un sous-espace vectoriel F de E est directe ou indirecte
suivant la parité de la “codimension” de F : le déterminant d'une telle symétrie orthogonale est
(—1)"~P si p est la dimension de F (remarque[2.31).

Terminons cette section en remarquant que ’ensemble des endomorphismes orthogonaux de
E muni de la composition forme un groupe. On a déja vu plus haut que l'identité Idg de E est
orthogonale et que, si f est un endomorphisme orthogonal, il en est de méme pour son adjoint. Enfin,
la composition d’endomorphismes orthogonaux est également orthogonale :

Proposition 2.66. Soit g un endomorphisme de E et supposons que [ et g sont orthogonaux. Alors la
composition f o g (ainsi que la composition g o f) est orthogonale.

Démonstration. Ona (fog)*o(fog)=g*of*ofog=g*oldpog=_g*og=1Idg. O

Corollaire et Définition 2.67. Lensemble, noté G (E,(-,-)) ou simplement O (E) lorsque le contexte est
clair, des endomorphismes orthogonaux de l'espace euclidien (E, (-,-)) est un sous-groupe du groupe
(Y £ (E),0) des automorphismes linéaires de E muni de la composition (appelé groupe linéaire de E).
On a appelle (O (E), o) le groupe orthogonal de (E, (-, )).

De maniére équivalente, I'ensemble O, (R) des matrices orthogonales de M, (R) est un sous-groupe
du groupe (GL,(R), -) des matrices réelles inversibles de taille # muni du produit matriciel. O, (R) est
appelé groupe orthogonal de M, (R).

Remarque 2.68. Le sous-ensemble de O (E) des endomorphismes orthogonaux directs est un sous-
groupe de (O (E), o) appelé groupe spécial orthogonal de E et noté #0 (E).

Le sous-ensemble de O, (R) des matrices orthogonales directes est un sous-groupe de (O, (R), )
appelé groupe spécial orthogonal de M, (R) et noté SO, (R).

2.11 Décomposition QR d’'une matrice inversible
Soit a nouveau (E, (-, -)) un espace euclidien. Nous allons étudier le pendant matriciel du procédé

d’orthonormalisation de Gram-Schmidt (théoréme [2.18) qui permet notamment de construire, a
partir d’'une base quelconque {vy,...,v,} de E, une base orthonormale {ey,...,e;} de E.
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Théoréme 2.69 (Décomposition QR d’'une matrice inversible). Soit n € N\{0} et soit A € GL,(R).
1l existe une unique matrice orthogonale Q € O, (R) et une unique matrice R € GL,(R) triangulaire
supérieure a coefficients diagonaux strictement positifs telles que A = QR. On appelle cette écriture
la décomposition QR de A.

Démonstration. Sot A une matrice inversible de M, (R) (i.e. A€ GL,(R). Notons vy,..., U, les vecteurs
colonnes qui, dans l'ordre, forment la matrice A. La famille 98 := {vy, ..., v,}, considérée comme
famille de vecteurs de R", est une base de R" : si %, désigne la base canonique de R", A est alors la
matrice de passage Pg,—, 5.

Notons ensuite %’ = {ey,...,e,} la base orthonormale de R” (par rapport au produit scalaire
canonique) obtenue a partir du procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. Dans le procédé de
Gram-Schmidt, pour ke {1,...,n}, les relations

k
(Vk+1,€i) €
ot = v = 3 T g, €T
e lleq | el
permettent d’écrire
k
(Vk41,€7)
Ver1 = lesillepss + ), — e
P el
et donc d’obtenir directement la matrice R de passage de la base {ey,...,e,} a la base {vy,..., v,}.

Elle est triangulaire supérieure avec coefficients diagonaux strictement positifs. On peut aussi noter,
puisque la base {ey,..., e,} est orthonormale que les coefficients de R s’obtiennent par produit scalaire

<e,h > <elhuvr> - - <e,Up>

0 <eyvy> - -0 <@, Up>

R= 0 0 <es,v,>
0 0 e 0 <epvp>

Enfin, si Q désigne la matrice de passage de %, a %’ (i.e. Q est la matrice formée, dans I'ordre,
par les vecteurs colonnes ej,..., e;), comme les vecteurs colonnes de la matrice Q forment une base
orthonormale de R (par rapport au produit scalaire canonique), Q est orthogonale.

Maintenant, en considérant la composée d’endomorphismes de R” muni de différentes bases

R", ) 1% ®", %0) = (®", %) 14 ®R", %) 1 R", %))
on peut écrire

A=Pgp, .= Matgggo(ld) = Matgg/ggo(ld)Mat%@/(Id)

=Py, - Pp .z =QR.

Il nous reste a montrer 'unicité de la décomposition. Soient donc Q;, Q2 € O,(R) et Ry, R, deux
matrices triangulaires supérieures de GL, (R) a coefficients diagonaux strictement positifs telles que
A=Q1R; = Q2R;.

On a alors 1?11?2_1 = Q1_1Q2 et Rle_l = QI_IQZ est alors une matrice orthogonale ((O,(R),-) est
un groupe) et triangulaire supérieure a coefficients strictement positifs (I'inverse d’'une matrice
triangulaire supérieure a coefficients strictement positifs est une matrice triangulaire supérieure a
coefficients strictement positifs). Il s’agit donc de la matrice I, d’apres le lemme qui suit cette preuve.

Ainsi, R1R2_1 =Q1_1Q2:In etdonc Q; = Q, et R = Ry. O
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Lemme 2.70. Soit Ae GL,(R) une matrice orthogonale et triangulaire supérieure a coefficients stricte-
ment positifs. Alors A= I,.

Démonstration. Notons vy,..., U, les vecteurs colonnes qui, dans I'ordre, forment la matrice A =
(aij)lgi,jgn' Le fait que A soit orthogonale signifie que, pour tout i, j € {1,..., 1}, <l/l’, vj> = 5”-. En
particulier, (vy, v;) = 1. Mais, comme A est triangulaire supérieure, (vy,v) = afl et, comme a;; est
strictement positif, on a nécessairement a;, = 1. Pour tout j € {2,...,n}, on a alors (vl, vj> =a1;=0
(autrement dit, la premiere ligne n’a que des coefficients nuls sauf le coefficient a;; qui est égal a 1).

Soit k € {1, n—1} et supposons que I’on a déja montré que, pour tout i € {1,..., k} et tout j € {1,..., n},
a; j = 0;;j (autrement dit que pour les k premieres lignes, tous les coefficients d’'une ligne i donnée
sont nuls sauf le coefficient a;; qui est égal a 1). On consideére alors le vecteur colonne vy, dont,
par hypothése de récurrence, la seule coordonnée non nulle est @i +1 > 0. Comme (Vgi1, Vgr1) =
Ari1ks1>=1,0na Apy1pser =1 et par suite, pour tout je {k+2,...,n}, (vk+1, vj> = ar4+1j =0:laligne
k+11n’adonc que des coefficients nuls saufle coefficient a1+ quiestégalal. O

Exemple2.71. Considérons la matrice

[« T \ SR

0
0
1

BN
Il
S = =

de M3(R). On note v; :=(1,1,0), v :=(1,2,0), v3:=(0,0,1) € R3 et on applique le procédé d’orthonor-
malisation de Gram-Schmidt 4 la base {v1, v, v3} de R3. On pose

€1 = 1/1:(1,1,0)
(V2,€1) 3 ( 11 ) 1
€ = VW———€=h——€=|—,-,0==(—1,1,0
2 27 T2 1T 2T 54 > 2( )
€, = (—1,1,0)
(vs,e1)  (v3,€h)
€3 = U3— €1 — e, =1v3=1(0,0,1)
leq 112 lej |12 2
1 L (1,1,0)
el = —€1 = —=1,
lleall V2
Lo (—=1,1,0)
e = €= —=1—L1,
eyl /2
1
e = —632(0,0,1)
llesll
Comme
v = €1=+2e
v, = e+€—3€+e/—3e+1e
2 = 36 2—2122—\/51\/52
Vg3 = €3=¢€3
3
V2 5 0
la matrice de passage de la base {e}, e, e3} alabase {vy,v2,v3} est R:=] 0 \/Li 0|.Sionnote Qla
0 0 1
&0
2 2
matrice \/LE \/Li 0 | formée par les coordonnées (dans la base canonique de R%) des vecteurs e,
0 0 1
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e, e3, 'égalité

1 1 3
R | e
0 0 1J\ 0 0 1

est la décomposition QR de A.

Exemple 2.72. Un exemple d’application est la résolution des systémes linéaires carrés inversibles
de la forme AX = Y d’inconnue X. En écrivant A = QR, le systeme devient équivalent au systeme
triangulaire RX = QY.
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Chapitre 3

Rappels et compléments sur la réduction
des endomorphismes

Introduction

On donne dans ce chapitre des rappels sur la théorie de réduction des endomorphismes, c’est-
a-dire la recherche de bases dans lesquelles un endomorphisme donné posséde la représentation
matricielle la plus “simple” possible (la plus “réduite” possible).

On étudiera notamment les critéeres nécessaires et suffisants classiques de diagonalisabilité, directs
(vialarecherche des espaces propres) ou via les polynémes d’endomorphismes. On étudiera également
la triangularisabilité et la réduction la plus aboutie des endomorphismes triangularisables, a savoir la
réduction de Jordan pour laquelle nous donnerons une méthode systématique de réduction.

La premiere partie de ce chapitre étant constituée de rappels, les assertions seront la plupart du
temps données sans preuve (on renvoie au cours de I’année passée pour les démonstrations). Nous
les illustrerons cependant, ainsi que les méthodes, par des exemples. La preuve de I'existence de la
réduction de Jordan pour les endomorphismes triangularisables sera elle donnée, notamment afin de
dégager une méthode systématique de réduction.

Tout au long de ce chapitre, K désigne un corps commutatif quelconque et E désigne un espace
vectoriel sur K de dimension finie.

3.1 Arithmétique des polynomes et applications
Définition 3.1 (Polynémes d’endomorphismes). Soit f € £(E) un endomorphisme de E et
PX)=as X% ay 1 XN+ @ X+ ape K[X]
un polynéme a coefficients dans le corps K. On définit l'endomorphisme P(f) par
P(f):= adfd + ad_lfd_l +...+a1f+apldg.

ou, pourkefl,...,d}, f k désigne la composée kéme de l'endomorphisme f avec lui-méme. Un endo-
morphisme de E de cette forme est appelé polynéme de l'endomorphisme f.

On peut définir de fagon analogue la notion de polynome de matrice : si l'on reprend les notations
de la définition ci-dessus et si A est une matrice de M, (K), on définit

P(A) = agA%+ay 1A 4+ a1 A+ agl, € My (K),
oit, pourkefl,..., N}, Ak désigne la puissance kéme de A.
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Lemme 3.2. Soit f € £(E) un endomorphisme de E et P(X), Q(X) deux polynomes de K[ X]. Alors,
(PQ(NH=W@QP)HH=P(NoQ(f =Q(fH o P(f).

Comme K est un corps, on a

Théoreme 3.3. Lanneau K[X] posséde une division euclidienne : si A et B sont deux polynémes de
KI[X] avec B non nul, alors il existe un unique couple (Q, R) de polynomes deK[X] tel que A=BQ+R
avec degR < degB.

Ce théoreme permet d’obtenir dans I'anneau des polynémes K[X] I'essentiel des propriétés
arithmétiques de 'anneau des entiers Z.

Définition 3.4. On dit qu'un polynome P deK[X] est irréductible s'il n'est pas constant et s'il ne peut
pas s’écrire comme produit de deux polynémes non constants.

On dit que deux polynomes A et B de K[ X] sont premiers entre eux si leurs seuls diviseurs communs
sont les polyndémes constants non nuls.

On dit qu'un polynome P deK[X] est scindé s’il peut s’écrire comme produit de polynémes de degré
1. On dit qu'il est scindé a racines simples s’il peut s'écrire comme produit de polynémes de degré 1 a
racines deux a deux distinctes.

Exemple3.5. Les polyndomes (X —a)™ et (X — b)P avec a, b deux éléments distincts de K sont premiers
entre eux.

Par I'algorithme d’Euclide, on peut montrer

Théoreme 3.6 (Identité de Bezout). Soit A et B deux polynomes de K[ X]. Alors A et B sont premiers
entre eux si et seulement si il existe deux polynémes U etV deK[X] tels que AU + BV =1.

Comme conséquence sur les endomorphismes on obtient le

Théoréme 3.7 (Théoréme des noyaux). Soit f € £(E) et P, P»,..., Py, € K[X] deux a deux premiers

entre eux. Alors .
[ [P
i=1

Démonstration. Linclusion ) ;" ker P;(f) < ker (] [/, Pi(f)) résulte des définitions.

Dans le cas de deux polyndmes P, Py, par le théoreme de Bezout, il existe des polyndmes U, V tels
que P1U + P,V =1etdonc Py (f) o U(f) + Po(f) o V(f) = Idg. Si v est un vecteur de ker (P (f) o P2 (f)),
alors v =Py (f)oU(f)(v)+Pa2(f)oV(f)(v) avec P (f)oU(f)(v) e ker Po(f) et Po(f)oV(f)(v) € ker Py (f).
On obtient donc I'inclusion opposée ker (P (f) o Po(f)) < ker P2 (f) + ker Py (f).

Montrons que les sous-espaces ker[P; (f)] et ker[P,(f)] sont en somme directe. On constate que
ker[P;(f)] < ker[(P1U)(f)] et de méme ker[P,(f)] < ker[(P.V)(f)]. Par conséquent,

ker

= Pker P; ().
i=0

ker[P1(f)] nker[P2(f)] < ker[(P U)(N] nker[(P2V)(f)] < ker[(P1U)(f) + (P2V)(f)] = ker[ldg] = {0}.

Dans le cas général, on raisonne par récurrence en notant que 'hypothese implique que P,, est
premier avec [ [/ P;. O

3.2 Diagonalisabilité et diagonalisation

On note n := dim(E). Soit f € £ (E). La forme “la plus simple” pour une matrice carrée est la forme
diagonale. Son action sur un vecteur est alors simplement la multiplication de chaque coordonnée
par le coefficient diagonal correspondant. Nous allons rappeler dans cette section des conditions
suffisantes, voire nécessaires et suffisantes, sous lesquelles f posséde une matrice représentative
diagonale (diagonalisabilité) et, dans ce cas, chercher a déterminer une base de E dans laquelle la
matrice représentative de f est diagonale (diagonalisation).
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3.2.1 Coté endomorphisme

On commence par donner la définition précise de la diagonalisabilité de f :

Définition 3.8. Soit f un endomorphisme de E. Soit A € K. On dit que A est une valeur propre de f s'il
existe un vecteur non nul v de E tel que f(v) = Av, autrement dit si l'endomorphisme f — A1dg n'est pas
injectif.

Si A€ K est une valeur propre de f, on note E := Ker (f — Aldg) : il s'agit d'un sous-espace vectoriel
de E stable par f appelé sous-espace propre de f associé a la valeur propre A. Tout vecteur non nul de
E, est appelé vecteur propre de f associé a la valeur propre A. Lensemble des valeurs propres de f dans
K est appelé spectre de f, et noté Sp(f).

Exemple 3.9. Le réel 2 est une valeur propre de 'endomorphisme

RZ - R2
f:

(x,y) — (x+2y,—x+4y)
car, par exemple, f((2,1)) = (4,2) =2(2,1),etona
Ep =Ker (f —2Idg) = {(x,y) e R* | x =2y} = Vect{(2, 1)}.

Proposition 3.10. Soient Ay, ..., A, k€ N\{0}, des valeurs propres deux a deux distinctes de f. Alors les
sous-espaces propres Ey ..., Ey, correspondants sont en somme directe.

Démonstration. 1l suffit d’appliquer le théoréme des noyaux aux polyndmes deux a deux premiers
entre P; := X — A; etdonc Ej, = ker(f — A;1d) = ker P;(f). O

Définition 3.11. On dit que I'endomorphisme f est diagonalisable s’il existe une base %8 de E et des
scalaires A1,..., A, €K tels que -
/11 0
Matg (f) = -
0 An
De facon équivalente, l'endomorphisme f est donc diagonalisable si et seulement si il existe une base de
E formée de vecteurs propres de f.

Puisque les espaces propres sont de dimension au moins 1, on déduit de la proposition le
corollaire

Corollaire 3.12. Un endomorphisme d’'un espace vectoriel de dimension n qui a n valeurs propres
distinctes est diagonalisable.

Plus généralement,
Théoréme 3.13. Soit f € £ (E). Alors f est diagonalisable si et seulement si E est somme directe des
p
espaces propres de [ si et seulement si Z dim (Ey,) = dim(E) o2t Ay, ..., A, désignent les valeurs propres
i=1
deux a deux distinctes de f

Exemple 3.14. Reprenons I'endomorphisme f de I'exemple[3.9|0On avait déterminé E, = Vect{(2,1)}.
De la méme facon, on obtient que Sp(f) = {2;3} et

E3 =Ker (f —3Idg2) = {(x,y) e R* | x = y} = Vect{(1, 1)}.
Ainsi, dim (E;)+dim (E») = 2 = dim (R?) : f est donc diagonalisable. De plus, la famille 2 := {(2,1), (1, 1)}

20
est une base de E formée de vecteurs propres de f et on a Matg(f) = ( 0 3
-

Diagonaliser un endomorphisme diagonalisable f de E, c’est déterminer une base 98 de E dans
laquelle la matrice représentative de f est diagonale et exprimer Matg(f).

) (on dit qu'on a diagonalisé
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3.2.2 Coté matrice

Soit n € N\{0} et soit A une matrice carrée de M, (K). On peut, de facon analogue, définir une
notion de valeur propre, d’espace propre et de vecteur propre pour A : un scalaire A € K est une
valeur propre de A s’il existe un vecteur colonne non nul X de M, ; (K) tel que AX = A1 X, autrement
dit si le sous-espace vectoriel E, := Ker (A— AI,) de M, (K) n’est pas réduit au vecteur colonne
nul, et, dans ce cas, E} est appelé sous-espace propre de A associé a la valeur propre A et tout vecteur
colonne non nul de E} est appelé vecteur propre de A associé a la valeur propre A.

Supposons que dim(E) = n et soit 98 une base de E. Soient A € K et v € E. Si la matrice A est la
matrice de 'endomorphisme f dans la base 28 (i.e. A=Matg(f)), alors A est une valeur propre de f
ssi A est une valeur propre de A et, dans ce cas, v est un vecteur propre de f associé a A ssi Matg (v)
est un vecteur propre de A associé a A.

La diagonalisation d'un endomorphisme correspond a un changement de base vers une base dans
laquelle la matrice représentative de I'endomorphisme considéré est diagonale. L'analogue matriciel
du changement de base est 'opération de “conjugaison” par une matrice inversible : en considérant la
composée d’endomorphismes de E muni de différentes bases

E B L& B =|EB%EB) L EB) S EB

on peut écrire
Matg (f) = Pg_.qMatg ()P,

Définition 3.15. Soit A et B deux matrices de M, (K). On dit que A est semblable a B s'il existe une
matrice inversible P € GL, (K) telle que A = PBP~! (la relation de similitude sur M,,(K) est une relation
d’équivalence).

Définition 3.16. On dit que A est diagonalisable s’il existe une matrice inversible P € GL, (K) et une

matrice diagonale D de M,,(K) telles que A= PDP~!. Ainsi, A est diagonalisable si et seulement si A est
semblable a une matrice diagonale.

Diagonaliser une matrice diagonalisable A de M, (K), c’est déterminer une matrice inversible

P e GL,(K) telle que la matrice P~ AP soit diagonale et exprimer P~1AP. Diagonaliser une matrice
diagonalisable permet entre autres de calculer ses puissances.

5 2 5— 2
Exemple 3.17. La matrice A:= ( 0 5) n'a que 5 comme valeur propre car les matrices ( 0 o 5_ x)

avec x différent de 5 sont toutes inversibles. Mais I’espace propre de valeur propre 5 est
Es =Ker (A—5Idg) = {(x,y) e R? |y = 0} = Vect{(1,0)}

de dimension 1 :la matrice A n’est donc pas diagonalisable. On aurait aussi pu remarquer que si A
était diagonalisable, comme sa seule valeur propre est 5, elle serait semblable a la matrice 5Id et donc
égale a la matrice 5Id.

3.3 Polynoémes annulateurs et diagonalisabilité

On va dans cette section présenter des conditions nécessaires et suffisantes de diagonalisabilité,
exprimées a I'aide de la notion de polyndome d’endomorphisme. Tous les énoncés et notions présentés
ci-apres sur les polynémes d’endomorphismes ont leur analogues immédiats pour les polynémes de
matrices.

Définition 3.18. Soient f € £(E) et P € K[X]. On dit que P est un polynéme annulateur de f si P(f)
est 'endomorphisme identiquement nul de E.
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Exemple 3.19. Considérons la matrice A:= (_11 8) de M (R) et le polynéme P := X (X — 1) de R[X].
Ona
1 0\[O 0 0 0
P(A)_A(A_IZ)_(—l 0) (—1 —1)_(0 0)'

Le polynome P est donc un polyndme annulateur de A.
Un premier pas entre les polyndmes annulateurs et la réduction des endomorphismes est donné
par le résultat suivant :

Lemme 3.20. Soit f € £(E). Toutes les valeurs propres de f sont des racines de tout polynome annula-
teurde f.

Démonstration. Soit A € K une valeur propre de f et v un vecteur propre associé a la valeur propre
A. Soit P un polynéme annulateur de f. Alors, comme f(v) = Av, P(f)(v) = P(A)v. Comme P est

supposé annulateur de f et v non nul, on en déduit que P(1) = 0. O
Exemple3.21. — Reprenons la matrice A de I'exemple Comme P = X(X —1) estun polyndme

annulateur de A, Sp(A) < {0;1}.
— Sil'endomorphisme f vérifie f3 = f i.e. le polynome X3 — X = X(X — 1)(X + 1) annule f, alors
Sp(f) < {0;—1;1}.
On en vient a un premier critere, nécessaire et suffisant, de diagonalisabilité d'un endomorphisme
mettant en jeu la notion de polynéme annulateur, conséquence du théoréme des noyaux

Théoreme 3.22. L'endomorphisme f est diagonalisable si et seulement s'il existe un polynéme annula-
teur de f qui soit scindé a racines simples.

Il est a noter que ce critére permet, sil'on trouve un tel polynéme annulateur de f scindé a racines
simples, de montrer que f est diagonalisable sans avoir a calculer les dimensions des espaces propres
de f.

Exemple 3.23. Si f vérifie alors f3 = f alors f est diagonalisable car le polynome X3 — X = X (X —
1)(X + 1), annulateur de f, est scindé a racines simples.

Si un endomorphisme f d’un C-espace vectoriel vérifie f® = Idg alors f est diagonalisable, car

X3 —1 est scindé a racines simples sur C.

Corollaire 3.24. La restriction a un sous-espace stable d’'un endomorphisme diagonalisable est diago-
nalisable.

Démonstration. Si f est diagonalisable et F un sous-espace de E stable par f, alors la restriction de
f a F est bien définie comme endomorphisme fr: F — F. Par ailleurs, puisque f est diagonalisable,
il admet un polyndéme annulateur P scindé a racines simples. Mais P annule aussi fr qui est donc
diagonalisable. O

3.4 Polyné6me minimal

Soit f € £ (E). Remarquons que I'ensemble I des polynomes de IK[X] qui annulent f est un idéal
de l'anneau K[X] : le polynome nul annule f et, si P et Q sont deux polynémes annulant f et si R est
un polynéme de K[X], (P — Q)(f) = P(f) — Q(f) = 0 et (RP)(f) = R(f)P(f) =0.

L'anneau K[X] étant muni d'une division euclidienne, I'idéal Iy peut étre engendré par un seul
élément de ¢, que I'on peut de plus supposer unitaire. En fait, il y a un seul générateur de ce type

Proposition et Définition 3.25. I existe un unique polynome unitaire p¢ tel que Iy = (1 f). On appelle
ur le polynome minimal de f.

47



Remarque3.26.  — Par définition, les polyndmes annulateurs de f sont les multiples de u¢. En
particulier, sil'on connait g7, on connait alors tous les polynomes annulateurs de f.

— g estle polynome annulateur de f unitaire de plus petit degré.
On donne un critere de diagonalisabilité en termes du polyné6me minimal de f, encore consé-
quence du théoreme des noyaux.

Théoreme 3.27. Lendomorphisme f est diagonalisable si et seulement si son polynome minimal i ¢
est scindé a racines simples.

Ce théoréme ajoute au théoréme une information utile pour démontrer qu'un endomor-
phisme n’est pas diagonalisable : il suffit de montrer que son polyndme minimal n’est pas scindé ou
bien qu'une de ses racines n’est pas simple.

Exemple 3.28. Siun endomorphisme f d'un R-espace vectoriel vérifie f° = Idz mais f = Idg, alors f
n'est pas diagonalisable, car X3 —1 = (X —1)(X?+ X +1) et donc le polyndme minimal de f, diviseur de
X3 —1 différent de X — 1 vaut X2 —1 ou X? + X + 1 et n’est donc pas scindé sur R. Noter que X? + X + 1
estirréductible sur R.

3.5 Polynome caractéristique

3.5.1 Définition et premieres propriétés
Comme E est de dimension finie, on a

Définition 3.29. Soit f € L(E). Le polynome caractéristique de f est le polynome de K[ X]

xf(X) :=det(f — XIdg).

Lemme 3.30. Soient f € £(E) et A€ K. Le scalaire A est une valeur propre de f ssidet(f — Aldg) =0
ssi A est une racine (dansK) de Xf-
Un exemple d’'implications sur les endomorphismes de propriétés des polynomes est la

Remarque 3.31. D’apres le théoreme de d’Alembert-Gauss, tout polynéme de C[X] est scindé. Ainsi,
tout endomorphisme d’'un C—espace vectoriel de dimension finie admet au moins une valeur propre.

Exemple 3.32. Reprenons I'endomorphisme f de l'exemple[3.9] La matrice représentative de f dans

1 2
la base canonique de R? est (_1 4) etdonc

1 2 1-X 2
xf(X):det(f—XIdE):det((_l 4)—X12)=det( 4 4_X):(3—X)(2—X)

d’ou Sp(f) = {2;3}.
Soit Ae M, (K), on définit de facon analogue y 4 := det(A — X I,;) e K[X] et le spectre de A est alors
I'ensemble des racines de y 4 dans K.

0 1
Remarque 3.33. Attention au corps de base : sil’on considere par exemple la matrice A := (_ 1 0) ,

ona

XA(X)=det( ! )=X2+1.

-1 —X
Ainsi, si A est considérée comme une matrice de M, (C), on a Sp(A) = Spc(A) = {—i;i}, et si A est
considérée comme une matrice de M, (R), on a Sp(A) = Spr(4) = J.

Corollaire 3.34. Si n = dim(E), le polynome x r € K[X] est de degré n et f possede donc au plus n
valeurs propres distinctes.
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3.5.2 Calcul du polynéme minimal a 'aide du polynéme caractéristique

Le polyndme minimal de f divise le polynéme caractéristique de f en vertu du théoreme de
Cayley-Hamilton :

Théoréme 3.35 (Théoréme de Cayley-Hamilton). Le polyndéme caractéristique de f est un polynéme
annulateur de f. Autrement dit x ¢ € Iy i.e. uy divise y ¢.

Ce théoréme nous donne en particulier des informations supplémentaires sur g :

Corollaire 3.36. — 1< deg(u <n.

— On avu que les valeurs propres de f dansK sont des racines du polynome annulateur iy dans
K. Puisque ug divise y ¢, ces deux polynomes ont exactement les mémes racines dans K, avec des
multiplicités différentes a priori.

— On peut méme montrer que ur et x f ont exactement les mémes diviseurs irréductibles dans K[ X].
Le théoréme de Cayley-Hamilton nous donne ainsi un moyen de déterminer le polyndéme minimal
de f a partir de la donnée du polyndme caractéristique :

Exemple 3.37. 1. On considére la matrice
01 2
A=|1 0 2
1 2 0

de M3(R). Son polynome caractéristique est y 4 = —(X + 1) (X + 2)(X — 3). Ainsi, nécessairement,
pa=X+1DX+2)(X—-3).

2. On considere la matrice

-1 1 1
A=|l1 -1 1
1 -1
de M3(R). Son polyndme caractéristique est y4 = —(X — 1)(X + 2)2. Ainsi, nécessairement,

pa=X—1(X+2)oups = (X—1)(X+2)?. Comme deg (X — 1)(X +2)) < deg((X — (X +2)?),
on commence par tester si le polynéme (X — 1)(X +2) annule A. On a

-2 1 1 1 0 00O
(A-DB)A+23)=(1 -2 1|1 1 1|=|0 0 O
1 1 -2/\1 1 0 0 O
et donc (X —1)(X +2) est le polyndme minimal de A.

3. On considere la matrice

3 -1 1
A=|2 0 1
1 -1 2
de M3(R). Son polynéme caractéristique est y4 = —(X — 1)(X — 2)2. Ainsi, nécessairement,

pa=X-1DX-2)oupusg=X-D(X— 2)2. Or on constate que la matrice (A— I3)(A—21I3) n'est
pas la matrice nulle de M3(R) donc, g = (X — 1D (X — 2)2.
Le théoréme[3.27|permet donc de conclure que les matrices des exemples 1. et 2. sont diagonali-
sables, et que celle de 'exemple 3. ne l'est pas.
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3.5.3 Dimension des espaces propres et multiplicité dans le polynéme caractéristique

On peut également exprimer la condition sur les dimensions du théoreme al’aide du poly-
néme caractéristique et plus particulierement a I'aide des multiplicités des valeurs propres en tant
que racines du polyndme caractéristique :

Définition 3.38. Soit A € K une valeur propre de f. On note my la multiplicité de A en tant que racine
du polynome y r € K[X].

Lemme 3.39. 1. SiMy,..., Ay désignent les valeurs propres de f, alors la somme my, +---+m, , est
inférieure ou égale a deg ()(f) =n=dim(E),
2. ily a égalité ssi y y est scindé surK.

De plus, en calculant le polynéme caractéristique de f dans une base dont les dim E; premiers
vecteurs forment une base de E, on obtient la

Lemme 3.40. Si e Sp(f), alors
1 <dim(E) < m,.

Ainsi:
Théoreéme 3.41. f est diagonalisable ssi y ¢ est scindé et, pour tout A € Sp(f), dim (Ey) = m,.

Exemple3.42. Si f admet n = dim(E) valeurs propres deux a deux distinctes, alors f est diagonalisable.

Les résultats de diagonalisabilité d’'un endomorphisme énoncés ci-dessus ont leurs analogues
matriciels, a savoir :

Théoréme 3.43. Soient Ay,...,Ap, p € N, les valeurs propres deux a deux distinctes de A et, pour
i€{l,...,p}, notons my, la multiplicité de A; en tant que racine de y 5. Alors A est diagonalisable ssi

p
Zdim (Ex,) = n ssi (x a est scindé et, pour touti € {1,..., p}, dim(Ey,) = my,).
i-1

1
Exemple 3.44. On considére la matrice A:= ( ) de M3 (R). Son polyndéme caractéristique y 4 =

2 4
(X —2)(X — 3) est scindé a racines simples donc A est diagonalisable.

Une base de E; est {(_11)}, une base de Ej3 est {(_12)} et on pose P := ( 1

1 _2). On a alors

2 0 o . - 2k 0
A=P (0 3) P~ et, par associativité du produit matriciel, pour k € N\ {0}, Ak = P( 0 3k) P~ 0Or
2 1
-1_
P~ = (_1 _1) donc

Ak_ 2k+1_3k 2k+3k
T\—2ktlpn.3k ok _p .3k

3.5.4 Diagonalisation par bloc

Définition 3.45. Soit f € £ (E) un endomorphisme de E, Ay, ..., A, les valeurs propres deux a deux
distinctes de f et m; la multiplicité de A; dans le polynome caractéristique y y. Pour i € {1,..., p}, on
appelle sous-espace caractéristique de f associé a la valeur propre A; le sous-espace vectoriel de E,

N, :=Ker (f—/liIdE)mAi .

Il contient le sous-espace propre associé et est stable par f
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Une conséquence simple du théoreme des noyaux et du théoreme de Cayley-Hamilton est le

Théoreéme 3.46. Soit f € £(E) un endomorphisme de E. On suppose que son polynéme caractéristique
estscindéi.e. y rX=0=1 n Hle (X —1;)™4. Alors, E est somme directe des sous-espaces caractéris-
tiques

p
E=P Ny,
i=1

Exemple 3.47. Reprenons la matrice

3 -1 1
A=[2 0 1|leMx(®
1 -1 2

de I'exemple Son polyndéme caractéristique est y 4 = — (X — 1)(X — 2)2. Le sous-espace carac-
téristique de A associé a la valeur propre 1 est N; = Ker (A— I3) = E) et le sous-espace caractéris-

0 0 O
tique de A associé a la valeur propre 2 est N, = Ker (A—2I3)%. Or (A—2I3)>=|—1 1 0] donc
-1 1 0
1 0
N> =Ker (A—2I3)%=Vect{ |1],|0
1

3.6 Forme réduite des endomorphismes nilpotents

Définition 3.48. On dit qu'un endomorphisme f de E est nilpotent s'il existe une puissance m € N\ {0}
telle que la composée [ soit nulle. La plus petite telle puissance est appelée l'indice de nilpotence de f .

Soit u est un endomorphisme nilpotent de E. Comme il existe / € N\ {0} tel que u' = 0, le polynome
X! est un polynome annulateur de u et donc le polynome minimal de u est de la forme g, (X) = X"
avec 1 < v < [. Alors 0 est une valeur propre de u et c’est la seule. De plus, le degré v du polyndme
minimal XV de u est'indice de nilpotence de u. Par le théoreme de Cayley-Hamilton, cet indice est
inférieur a la dimension de I'’espace ambiant.

On notera (ey, ... ep) la base canonique de K™ et, si m, my, ..., my € N\ {0},

0 1 0 0
T, 0

oMy "

R=0)eM@, 5= " [eMp@etS, = g
1 0 T
0

Lemme 3.49. La matrice ]9, est nilpotente d’indice m, de rang m—1 et son noyau est donc de dimension
1 engendré par e et, ker(J9)P = Vect(ey, ..., ep). De facon générale, on retrouve le nombre k de blocs

.....

Théoréeme 3.50 (Réduction des endomorphismes nilpotents a la forme de Jordan). Soit u un en-
domorphisme nilpotent de E. Alors, il existe une base % de E et des entiers my, ..., my € N\{0} tels
que

..... I
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Démonstration. On prouve le résultat par récurrence sur la dimension. Précisément, on prouve que
pour tout n € N\{0}, pour tout espace vectoriel E sur K de dimension n, pour tout endomorphisme
nilpotent u de E, il existe une base 2 de E et des entiers my,..., my € N\{0} tels que Matg (1) =

Pour n =1, le résultat est vrai. En effet, soit E un espace vectoriel sur K de dimension 1 et soit u
un endomorphisme nilpotent de E. Soit vy € E un vecteur engendrant E. Comme u est un endomor-
phisme de E, il existe a € K tel que u(vy) = avy. Soit maintenant / € N\ {0} tel que u! soit identiquement
nul, alors 0 = u(vy) = a' vy et donc @ = 0 car vy engendre E qui est de dimension 1. Ainsi, si on note
9% := {vo}, on a Matg(u) = (0) = J).

Supposons maintenant le résultat vrai pour tout entier naturel non nul strictement inférieur a un
entier n € N\ {0} fixé, et soient E un espace vectoriel sur K de dimension n et u un endomorphisme
nilpotent de E.

On note v I'indice de nilpotence de u. Si v = 1, u est identiquement nul et, dans toute base % de E,

1’1 n’est pas identiquement nul).

Soit alors v € E\Ker '~ : nous allons montrer que la famille {u" ! (v), u’?(v),..., u(v), v} est
libre. Soient Ay, ...,A,—1 € K tels que

Aov+Au@) +-+Ay_1u" " (v) = 0g.

En appliquant u¥~! 4 cette égalité, on obtient, puisque u" =0, 'annulation 1, "1 (v) =0 et donc
Ao = 0 car u¥~!(v) # O par hypothése. On applique ensuite ¥ ~2 a I'égalité

Mu@) +-+ Ay’ H(v)=0g

pour obtenir A; 1"~ (v) = 0g et donc A; = 0. De proche en proche, on obtient ainsi que 1y = 11 =
.. = Ay_1 =0 et la famille B’ := {u¥~(v),..., u(v), v} est donc libre. Il s’agit donc d’'une base du
sous-espace vectoriel F := Vect{u""1(v),..., u(v), v} de E.

Remarquons ensuite que F est stable par u (i.e. u(F) c F) et

0 1 0

Matgg (u|F) = R = ]3
S
0 0

Si v =n, alors F = E et Matg (ur) = Matg (1) = JO. Supposons a présent que v < n. Nous allons
construire un supplémentaire G de F dans E qui soit également stable par u. Comme dim(G) < dim(E),
on pourra alors appliquer I'hypothése de récurrence a G et ug et considérer une base 8” de G et des
entiers vy,...,v; € N\{0} tels que Matgr (yG) = ]31'“.%. De sorte que, si 8 := {%#', 8"},

_ Matgg/(uu?) 0 _ ]3 0 _
Matg () = . Mata (16)) = =Ty

.....

On construit un tel espace G en utilisant la dualité linéaire. Soit ¢ € E* tel que ¢ (u"*1 (v)) #0 (un
tel ¢ existe car, sinon, u¥~!(v) serait nécessairement le vecteur nul par la proposition 2., ce qui
n'est pas le cas par hypothése sur v) et montrons que la famille {p, ‘u(¢), ..., ‘u" (@)} de E* estlibre
(‘u est la transposée de u : cf déﬁnition. Soient g, ..., ty—1 € K tels que

po@ + i ‘ul@) + -+ py_1'u" ") =0.
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On applique cette égalité d’endomorphismes au vecteur ¥~ (v) : on obtient

t. v—1

pog (' () + m'ule) (w7 W) + -+ v "u¥ ) (W)
Lo (uvfl(v)) + o u(u"*l(v)) 4ot py_1pou’! (uvfl(v))
pog ('~ ()

0

(car u¥ = 0). Comme ¢ (u¥~!(v)) # 0 par hypothése, nécessairement y = 0. En appliquant I'égalité
fu(@) + -+ v 'u ) =0.

a u"~2(v), on déduit ensuite que u; = 0. De proche en proche, on obtient ainsi que g = iy = ... =
ty—1 =0 et la famille € := {(p, tu((p), ety tu"_l((p)} de E* est donc libre. 1l s’agit d'une base du sous-
espace vectoriel W :=Vect{¢p, ‘u(¢),..., 'u"1(p)} de E*.

On considére ensuite I'annulateur W° de W (définition[1.20). Montrons que F n W° = {0g} : soit
w=Av+Mu@)+--+A_ 11", Ay, ..., Av_1 €K, un vecteur de F annulé par toutes les formes
linéaires de W. En particulier,

0 = "‘w @ w)
Ao u' ™ @) () + " TH) (@) + -+ Ay ) (1T )

Ao (uv_l(v))

(u¥ = 0) et donc, comme ¢ (u¥ 1)) #0, Ao =0 et w = A u(v) +--- + Ay_1u"~1(v). Le vecteur w est
également annulé par ‘u"~2(¢) et on en déduit de facon analogue que A; = 0. De proche en proche,
on obtient ainsi que 1o =1; =...=A1,_; =0 et donc w = 0. Les sous-espaces vectoriels F et wOde E
sont donc en somme directe.

De plus, dim (W°) = dim(E) — dim(W) = n— v (proposition|[1.23) donc dim(F) + dim (W°) = v +
n—v=n=dim(E) et F et W° sont donc des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E.

Montrons enfin que W est stable par u : soit w € W et soit @ = po@+p1 ‘u(@) +-- -+ py—1 1’ ~(g),
Uo,- .-, y—1 €K, une forme linéaire de W. Alors

vuw) = poe(w)) + w ul@)w(w) + -+ wy_1 'u¥ @) (w(w))
= po'u(@)(w) + 1 "W (@) W) + -+ iy 21" (@) (w) + 0
=0

car we WO et W = Vect{p, 'u(p),..., 'u’ ()}

On pose alors G := W : G est un supplémentaire de F dans E de dimension n— v < n et stable par
u. La restriction de u a G reste nilpotente et, par hypothése de récurrence, il existe donc une base %"
de G et des entiers v1,...,v; € N\{0} tels que Matgr (ug) = J9, . Ainsi, en posant 8 := {%8', %"}, on
a

.....

. Mat@/(u|p) 0 )_(]2 0 )_
Matg (u) = 0 Mat (UIG) = . = ]8,1/1 ,,,,, vy O

3.7 Triangularisabilité et triangularisation

Soit f € Z(E). Apres avoir cherché a diagonaliser, on peut chercher a déterminer si f peut étre
réduit sous forme triangulaire :

Définition 3.51. On dit que l'endomorphisme f est triangularisable s’il existe une base 98 de E telle
queMatg (f) est triangulaire (supérieure ou inférieure).
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De maniére analogue, on dira qu'une matrice A de M, (IK) est triangularisable si A est semblable a
une matrice triangulaire. Triangulariser un endomorphisme triangularisable f de E, c’est déterminer
une base 98 de E dans laquelle la matrice représentative de f est triangulaire et exprimer Matg (f).
Triangulariser une matrice triangularisable A de M, (K), c’est déterminer une matrice inversible
P € GL,(K) telle que la matrice P~! AP soit triangulaire et exprimer P~ AP.

Lemme 3.52. Si T est une matrice triangulaire représentant f, les coefficients de la diagonale de T sont
les valeurs propres de f, apparaissant suivant leurs multiplicités dans x f.

3 -1 1
Exemple 3.53. Reprenons la matrice A=(2 0 1| del’exemple(3.37|3. On a vu que y4(X) =
1 -1 2

—(X — 1)(X — 2)? est scindé sur R. Cherchons une matrice triangulaire T de M3 (R) semblable a A.
Commencgons par remarquer que chaque espace propre de A est de dimension1.Ona A— I3 =

2 -1 1 X 0 1 -1 1
2x—y+z =0
2 —1 1|donckE; = y eMg(R)I{ =Vect< |1 etA—23=|2 -2 1
1 -1 1 z x—y+z =0 1 1 -1 0
X
x—y+z =0
donc E; =4 [y ]| eM3(R) | =Vect< |1
z =y =0 0

Si on complétait la famille 1{,(1 de M3 ;1 (R) ainsi obtenue en une base, i.e. de fagon a ce

1
01 « 1 0 =
que la matrice P:= |1 1 «| soit inversible, on aurait alors P"!AP=|0 2 «| (deux matrices
1 0 « 0 0 2
semblables ont les mémes polynémes caractéristiques).
0 1
Ainsi, sion note Xj :=|1] et Xz :=|1|, nimporte quel vecteur colonne X3 de M3 ; (R) n’appar-
1 0

1 01 1
tenant a Vect{ X7, X»} convient. On choisit, par exemple, X3 :=|0 |, on pose alors P := (1 1 O0]est
0 1 00

1 0 1 01 1
bien inversible etona P~ AP=[0 2 1|.Sion avait posé Xz:=|1|etP:=|1 1 1],onauraeu
0 0 2 1 0 1

1 00
P~'AP=|0 2 1|.En particulier, on peut donc triangulariser A de plusieurs facons.
0 0 2

On donne dés a présent le critére essentiel de triangularisabilité d'un endomorphisme, que on
obtient comme conséquence de la diagonalisation par blocs et de la réduction des endomorphismes
nilpotents.

Théoreme 3.54. L'endomorphisme f est triangularisable si et seulement si son polynome caractéristique
X f est scindé surlK (ssi son polynome minimal uy est scindé surK).

Corollaire 3.55. Tout endomorphisme d’'un C-espace vectoriel est triangularisable.
Toute matrice de M, (C) est semblable a une matrice triangulaire.

Mais on peut aller encore plus loin dans la simplification de la représentation triangulaire de
I’endomorphisme triangularisable f : cette simplification “ultime” appelée réduction de Jordan est
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I'objet de la section suivante. En particulier, on décrira un algorithme systématique de triangularisation
d’'un endomorphisme triangularisable f sous “sa” forme dite de Jordan.

3.8 Réduction de Jordan

Soit f un endomorphisme triangularisable de E et soit y f = (—1)" ]_[le (X — A;)™ son polyndéme
caractéristique scindé sur K, avec 14,..., A, ses valeurs propres deux a deux distinctes.

Nous allons construire, par un processus algorithmique, une base de f dans laquelle la ma-
trice représentative de f est une matrice diagonale par blocs dont les blocs diagonaux sont des
blocs de Jordan :

Définition 3.56. Soit A € K. Pour m € N\{0}, on appelle A-bloc de Jordan de taille m la matrice carrée

A1 0

ImA) =
1
0 A

de M, (K) (par convention, J1 (1) = (1)).
Pour my, ..., my € N\{0}, on note Jmy,...m(A) la matrice diagonale par blocs de My, ..., (K) :

Iy (A) 0

0 T (A)

Lemme 3.57. 1. La matrice J;,(A) a un espace propre de valeur propre A de dimension 1 engendré
par e et, ker(J,, (A1) — AId)P = Vect(ey, ..., ep). La matrice J (A1) — Ald est nilpotente d'indice égal
am.

2. La matrice Jp,,. m,(A) a un espace propre de valeur propre A de dimension k. La matrice
Imy,..,m, (A) — AId est nilpotente d’indice égal a au plus grand des entiers m;.

.....

Dans cette section, nous allons précisément montrer le résultat de réduction suivant :

Théoreme 3.58. Il existe une base 9B de E et, pour touti €{1,..., p}, des entiers m{, e, m;c e N\ {0} relle
que

0 ]mf,...,mzp (AP)

De plus, a permutation pres, les entiers m;'., 1<i<p,1<j<k;, sontuniques et on appellent les
blocs de Jordan ]m;-. A1), 1<i< p, 1< j<k;, les blocs de Jordan de I'endomorphisme triangularisable
f. La matrice Matg(f) est appelée la forme de Jordan de f (“la” forme de Jordan de f est unique a
permutation pres des blocs de Jordan).

De facon générale, pour tout i on retrouve le nombre k; de blocs associés a 1; dans la décomposi-
tion de Jordan de f comme la dimension de I’espace propre de valeur propre A; de f, et la taille du
plus grand bloc associé a A; comme I'indice de nilpotence de (f —A;1d) n,, la restriction de f —A;1d
au sous espace caractéristique associé a ;.
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1 0 0
Exemple 3.59. Par unicité des blocs de Jordan, la matrice [0 2 1] obtenue dans |’exemple|3.53|est
0 0 2
3 -1 1
donc la forme de Jordan de la matrice A={2 0 1].
1 -1 2

Un résultat de “classification” découlant du théoreme précédent est :

Corollaire 3.60. Deux matrices triangularisables de M, (IK) sont semblables si et seulement si elles ont
les mémes blocs de Jordan.

La méme démonstration fournira le résultat

Théoréme 3.61 (Décomposition de Dunford). Soit f € £ (E) un endomorphisme de E. On suppose
que son polynome caractéristique est scindé. Alors, il existe un unique couple (d, n) d’endomorphismes
de E tel que d soit diagonalisable, n nilpotentetdon=nod.

Dans le reste de cette section, nous allons montrer I'existence de la réduction de Jordan de f par
un procédé constructif algorithmique. Nous ne montrerons pas 'unicité des blocs de Jordan de f.

3.8.1 FEtapel

La premiére étape de cette réduction est une réduction suivant les sous-espaces caractéristiques de
f-Pouriefl,..., p}, soit %; une base de N, et notons % := {%,...,B,}. Comme E= N @®-- DNy,
(théoréme(3.46) et comme chaque sous-espace caractéristique de f est stable par f,on trouve la forme
diagonale par blocs

Ay 0
Matg, (f) =
0 Ap

ou, pour tout i €{1,..., p}, A; := Matg, (fWM)'
Remarquons a présent que si, pour tout i € {1,..., p}, on trouve une base %; de N,, telle que
_ ) ) X j 1 —— / /
Mat@l{ (f\NA,») = ]m{,.--,m;i (A;) avec my,..., m;ci € N\{0}, alors, en notant & := {A ,...,%p}, ona

......

Matg(f) = .
0 ]mf ..... mZ (AP)
P

On va donc rechercher une telle base 93: pour tout i €{1,..., p}.

3.8.2 Ftape2

Soit donc A une valeur propre de f. Nous allons montrer qu’il existe une base %’ de N, et des
entiers my, ..., my € N\{0} tels que Mat g (ﬁNA) = Jm,,..,m; (1). Pour simplifier encore un peu plus les
écritures, notons N := Nj.

On écrit

f|N = /HdN + ﬁN — /HdN.
Pour montrer I'existence d’une telle base %', on commence par remarquer que 'endomorphisme
u:= fiy — Aldy de N est nilpotent. En effet, si ve N = Ker (f —Aldg)™, alors

u™ ) = (fiy—Mdy)™ (v) = (f — Aldg) ™ (v) = 0
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(a noter que 'indice de nilpotence de u, i.e. le plus petit entier / € N\{0} tel que u! =0, est donc
inférieur ou égal a m,). Par le théoreme de réduction des endomorphismes nilpotents, il existe
une base %’ de N et des entiers my, ..., mi € N\{0} tels que Matgy (fin, — Aldy) = ]?nl,...,mk' On a alors

.....

(rappelons que m; = dim (N,)).

3.8.3 Description matricielle de la méthode de réduction a la forme de Jordan

Résumons la méthode décrite ci-dessus en appliquant son pendant matriciel & une matrice
triangularisable A € M, (K). On suppose que 'on a déja écrit le polynome caractéristique y 4 de A
comme un produit

p
xa= D] [ =™
i=1

dans K[X], ou A4,...,A, sont les valeurs propres (deux a deux distinctes) de A.

Ftapel:

Ftape 2:

Ftape3:

Pour tout i € {1,..., p}, calculer la matrice (A— A;1,)"" et déterminer une base %; de Ny, =
Ker (A—A;1,)"™ < My, 1 (K). Considérer la base % := {4, ..., Bp} de My, 1 (K) et la matrice Py
dont les colonnes sont, dans I’ordre, les vecteurs colonnes de la base %,. Calculer la matrice
Py 1APO : elle est de la forme

A 0

0 Ay
ou, pour tout i € {1,..., p}, A; € Mpm, (K) (et x4, = (=)™ (X — A;) ™),

Pour chaque i € {1,..., p}, calculer la matrice U; := A; — A; I, de My, (K) puis appliquer ala
matrice nilpotente U; 1a méthode décrite ci-apres de réduction des matrices nilpotentes a la
forme de Jordan : on obtient des entiers mi, . m;c € N\{0} et une matrice inversible Q; de taille

my, tels que Q;IU,-Q,- =)0

m{,...,mfgi
Q 0
On note P := € GL,,(K) et alors
0
A 0 M Imal 0 ]m]l,...,mllcl 0
p! . P = +
0 Ap 0 Ap Im, 0 ]215, o
Tt omt (A1) 0
1
0 ]mf ..... m? (Ap)
P
En posant P := Py P, on obtient donc
]mi,...,m}q (1) 0
PlApP=
0 ]mp wom? (AP)
1oy,
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L'algorithme récursif permettant de réduire a la forme de Jordan une matrice nilpotente U quel-
conque de M, (K), m € N\{0} (la matrice dans la base canonique d'un endomorphisme nilpotent u de
K™), est le suivant :

Ftapea:

Ftapeb:

Ftapec:

Ftaped:

Ftapee:

Etape f:

Ftapeg:

Déterminer I'indice de nilpotence de U : il s’agit de la plus petite puissance v € N\{0} telle que
U" est la matrice nulle.

Choisir un vecteur colonne Y € M, 1(K) (le vecteur colonne des coordonnées dans la base
canonique d’'un vecteur v de K) tel que le vecteur colonne U¥~!Y n’est pas nul, et constituer
la famille libre {UY71Y,...,UY, Y} de My, 1 (K).

Si v = m, on note Q la matrice de GL,, (<) dont les colonnes sont, dans I'ordre, les coordonnées
des vecteurs colonnes de la base {U"~'Y,...,UY, Y} de My,1(K), etonaalors Q 'UQ = 7o

Siv # m, passer al'étape d.

Si v # m, choisir un vecteur colonne Z € M, ; (K) (le vecteur colonne des coordonnées dans
labase duale de la base canonique d’'une forme linéaire ¢ de (K™)*) tel que la quantité 'Z Uv-ly
(qui estla quantité ¢ (u" 1 (v))) ne soit pas nulle, et constituer la famille libre {Z,'U Z,..., 'U" 1 Z}
de M1 (K) (correspondant a la famille {g, ‘u(¢),..., v’ (@)} de (K"™)).

Déterminer une famille libre {Xj,..., X;,—,} de M, 1 (K) telle que, pour tout i € {1,..., m — v} et
tout j€{0,...,v—1}, (‘U Z) X; = 'ZU7 X; = 0 (la famille libre {Xj,..., Xy} correspond & une
base de 'annulateur de Vect{g, ‘u(¢p),..., u’ "1 (@}).

On note Qg la matrice de GL,,(K) dont les colonnes sont, dans I'ordre, les coordonnées des

vecteurs colonnes de labase {Y,UY,...,U""'Y, X1,..., X;n_n} de My, 1 (K). Calculer la matrice
0

Qy 1AQ() : elle est de la forme (]6’ (9]) ol U est une matrice nilpotente de M,,,_ 1 (K).

Appliquer la méthode a la matrice nilpotente U (a partir de 'étape a). En appliquant ce procédé
récursif, on obtient une matrice inversible Q € GL;,—, (K) et des entiers vy, ...,v; € N\{0} tels que

Q'UQ=1), -

. I, 0
Etapeh:OnnoteQ:=Qo((;/ 6) GL;,(K),etona Q! UQ:]?,,V1 _____ v
1 00 O
- 1s . -1 4 1
Exemple 3.62. On considere la matrice A:= 9 1 2 _1 de M4 (R).
1 21 0
Etape 0 : On calcule le polynome caractéristique y 4 de A :
1:1X 4EX (1) —02 o 12
xa=det(A— X1y = , L.y _qFa-X] 1 2-Xx -1
1 2 1 —X 2 =X
2—X 1 —2 1 1 —2
c ? c 1-X) O 2—-X —-1|=1-X)2—-X)|0 2—X -1
DR 2-X 1 —X 1 1 X
1 1 —2
= 1-X2-X0 2—-X -1 |=0-X2-x%%

0 0 2—X
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Etape 1 : La multiplicité de la valeur propre 1 dans y 4 étant 1, N; = Ej, et

0 00 O 1

-1 3 1 -2 1

E; =Ker (A— 1) =Ker 11 -1 =Vect« 4
1 21 -1 —1

La multiplicité de la valeur propre 2 dans y 4 est 3. Pour déterminer N, = Ker (A — 214)3, on commence

-1 0 0 O 0) [0} (O
-1 0 0 O 1 0 0
— 3 = = i
par calculer (A —21,) 4 00 0 et donc N, = Vect ol'lil'lo ». On note Py la matrice
1 0 00 0/ \o 1
0 0 O 4 1 -2 0
. . 1 0 0 1 . -1 |11 2 =1 0f (A O
inversible 01 0 —4 et on obtient P, " APy = 21 0 ol lo af
0 01 -1 00 0 1

Etape 2 : Le bloc A, = (1) € M; (R) est déja un bloc de Jordan J;(1).

4 1 -2 21 -2
On note U; lamatrice A; —2I3=|1 2 —1|—-23=|1 0 —1]e M;3(R)eton appliquela mé-
21 0 2 1 -2

thode de réduction a la forme de Jordan des matrices nilpotentes a U; :

—1
0 |et Uf est la matrice
-1

S O O

1
Etape a : Déterminons I'indice de nilpotence de U; : on a U12 =10
1
nulle de M3(R). Ainsi, I'indice de nilpotence de U, est 3.

Etape b : On choisit ensuite un vecteur colonne qui ne soit pas dans le noyau de U12 : on prend par

1 2 1
exemple le vecteur colonne Y :=|0] etoncalcule U; Y =| 1] et U12Y= 0].
0 2 1
Etape ¢: Comme l'indice de nilpotence de U, est 3, la famille {U12 Y,U1Y, Y} estune base de M3 ; (R)
1 2 1 010
etonposeQ;:=[{0 1 O .OnaalorsQl_lUlQ: 0 0 1].
1 2 0 0 0 O
1 210 0 0 0 1
Etape?):Onnoteﬁ:: ((2)1 (1)): (1) ; g 8 et P:=PyP = (1) ? (1) 14 ,etona P~1AP =
0 0 01 1 2 0 -1
21 00
0 2 1 0| (3@ 0
00 2 0 _( 0 h(l))'
0 0 01
5 0 4 -2 -3
-2 3 -3 2 4
Exemple 3.63. On considére lamatrice A:=| 0 0 3 0 0 |deM;5(R).
0 0 O 3 1
1 0 2 -1 1
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Etape 0 : Calculons le polyndme caractéristique y 4 de A:

5-X 0 4 -2 -3
—2 3-X -3 2 4
xa(X) = det(A—XIs)=| 0 0 3—-X 0
0 0 0 3-X 1
1 0 2 -1 1-X
5_2X 3£)X _22 _3 S—X =2 -3
= B-X| 0 3. x =B-X?* 0 3-X 1
1 0 -1 1-X 1 -1 1=X
3-X -2 -3 1 -2 -3
= B-X?3—-X 3—-X 1 |=3-X°%]1 3—-Xx 1
Gty 0 1 1-X 0 -1 1-X
1 -2 -3
5—-X 4
= G-x3l0 5—- X 4 |=3-Xx)° . l—X‘
Lelo=h 0 -1 1-X

= B-X216-X0-X)+4]=6B-X)3X?*-6X+9) =(3—X)°.

Le réel 3 est donc I'unique valeur propre de A.
2 0 4 -2 -3

-2 0 -3 2 4
Remarquonsque A—-3Is=] 0 0 O 0 0 | et quel’espace propre E; = Ker (A— 315) est
0 0 0 0 1
1 0 2 -1 =2

de dimension 2.
Etape 1 : 3 étant 'unique valeur propre de A, le sous-espace caractéristique N3 = Ker (A — 31I5)°
est M5 1 (R) tout entier (on “pose” Py = I5 et A; := A).

Etape 2: On note U := A—315.

1 02 -1 -2
0 00 O 0
Etape a : On calcule I'indice de nilpotence de U.Ona U?=(0 0 0 0 0 [etU3estla
1 0 2 -1 -2
0 00 O 0

matrice nulle de M5(R) donc I'indice de nilpotence de U est 3.
Etape b : On choisit & présent un vecteur colonne qui ne soit pas dans le noyau de U?, par exemple

1 2 1
0 -2 0
Y:=|0[,puisoncalcule UY =] 0 |et U2y =10|.
0 0 1
0 1 0

Etape c : Lindice de nilpotence de U est strictement inférieur a 5.
Etape d : On choisit un vecteur colonne Z € Ms5,1 (R) (correspondant a une forme linéaire) tel que

1 2 1
0 0 0
'ZU?Y #0, parexemple Z:= [0 | etoncalcule Z, :='UZ=| 4 |et Z,:='U?Z=]| 2
0 -2 —1
0 -3 -2
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X1

X2
Etape e : On détermine une base du sous-espace de Ms 1 (R) des vecteurs colonnes X = | x3 | qui

X4

X5

X1 =0
vérifient 'ZX ='Z1X="7Z,X =0,i.e.{ 2x; +4x3 —2x4 —3x5 =0 par exemple la famille

= e el =
oON = O O

X1+2X3— X4 —2X5 =0
1 2 1 00 01 0 0O
0 -2 0 1 0 0 01 0O
Etapef:OnnoteQp:={0 0 0 0 1lfetonaQ,'UQ=[0 0 0 0 0 =79,
1 0 0 0 2 0 0 0 01
0O 1 0 0 O 0 0 0 0O
31 000
03 1 00
Etape3:0Onnote P:=QpetonaP 1 AP=[0 0 3 0 0|=/3,03).
00 0 3 1
0 0 0 0 3

Remarque 3.64. Le fait que, dans I'exemple ci-dessus, la matrice Q, LUQy ait directement été
de la forme voulue est un “heureux hasard”. Si I'on avait choisi, pour base du sous-espace vec-

0 0
1 0
toriel {XeMs 1 (R) | 'ZX =21 X = 'Z, X} de M5 (R), la famille { | 1|,| 1| ¢, on aurait posé Qg :=

2 2
0 0

1 2 1 0 0 01 0 O 0

0O -2 01 0 0 01 O 0 ]0 0

0 0 0 1 1]|.Pourcettematrice Qy, onaQ()_lUQ(): 0 0 0 O 0 (03 (7)

1 0 0 2 2 0 0 0 1 1

0O 1 0 0 O 0 0 0 —1 -1

Dans ce cas, on passe alors a I’étape g : on applique le procédé récursif a la matrice nilpotente

~ 1 1 ~ ~ 1
U= (_ 1 — 1) de M, (R) : I'ordre de nilpotence de U est 2, le vecteur Y := ( 0) n'est pas dans son noyau

rTyv — 1 Rl ~ . 1 1 ~_1~~_O 1_ 0
etUY—(_1).Sllonnotteamatr1ce(0 _1),0naQ UQ—(O 0)_]2.
sy s I; 0

On passe ensuite a’étape h : on note Q := Qg 0 0 etona
01000
) 00 . 001 00
Q UQ = (03 ]0)=]3,2= 00000O
2 00001
0 00 0O

61



Al'étape 3 de la méthode appliquée a A, on note alors P:= Qetona P~ ' AP =

S O O W
S O W~
S W = O
w o O O
- o O O

0 0 0 0 3
Remarque 3.65. Laréduction de Jordan permet entre autres de calculer les puissances successives
d'une matrice triangularisable. Précisément, soit A une matrice triangularisable de M, (K), soient
A1,...,Ap les valeurs propres deux a deux distinctes de A et soient P € GL, (K) et mj, ..., m;c e N\ {0},
ief{l,...,p}, tels que P~1 AP soit de forme de Jordan
0
]m} ..... m}q (A1) 0 Imal 0 ]m} mt 0

0 ]mf ..... mZp (AP) 0 Im/lp 0 ]O P

Comme les deux matrices de cette derniere somme commutent, on peut calculer (P_lAP)k =p-takp
—et donc AF — pour tout ke N aI'aide du binéme de Newton. De plus, la nilpotence de la matrice de
droite simplifie I'expression du développement.

3 -1 1 010
Exemple 3.66. Reprenons A=[2 0 I)EMZ(R) del’exemple(3.53| Pour P:=|1 1 0]eGL3(R),
1 -1 2 1 01
1 00 1 0 0 00
onaP 'AP=(0 2 1|=|0 2 )+(0 0 1)
0 0 2 0 0 2 000
1 00 0 00
Soit k€ N. Comme les matrices (0 2 0) et|0 O 1]commutent,ona
0 0 2 0 00
K a(1 0 0“0 0 0
plakp = Z(l) 0 2 0) 00 1
i\ o 2 0 00
100 1000 0o 00 0
= (0 2 0) +k(0 20 0 O 1] (carlamatrice{0 0 1] estnulle)
0 0 2 0 0 2 0 00 0 00
1 0 0 00 O 1 0 0
= (o 2k 0 +k(0 0 2k-1|=0 2F f2k-1
0 0 2k 00 0 0 0 2k
-1 1 0
Enfin,P~'=| 1 0 0]|donc
1 -1 1
1 0 0 2k 4 f2k—1 —k2k=1 okl
Ak =plo 2K pok-l|p-l=|okypok-1_1 —j2k-141 f2k-1|.
0 0o 2k 2k _1 —2k4+1 2k
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Chapitre 4

Exponentielle de matrices

Introduction

On introduit dans ce chapitre une généralisation de la fonction exponentielle aux espaces de
matrices. Cette “exponentielle de matrices” permet notamment de résoudre les systémes différentiels
linéaires du premier ordre a coefficients constants, et peut se calculer a ’aide de la réduction de
Jordan.

Dans tout ce chapitre, K désigne les corps R ou C, et m est un entier naturel non nul.

4.1 Lespace vectoriel normé M,,(K)

4.1.1 Norme de matrices

On cherche d’abord a munir le K-espace vectoriel M, (K) d'une norme. Si le corps de base est
K =C, on définit 'analogue d'un produit scalaire par

Définition 4.1. Si E est un C-espace vectoriel, une application (-, ) : E x E — C est appelée
produit scalaire hermitien si

1. pourtous vy, v, weE ettous A, ueC, (Avy + puve, w) = A{vy, w) + ulve, wy,
2. pour tous v,w € E, (w, v) = (v, w) (en particulier, pour toutve E, (v, v) eR),
3. pourtoutveE, (v,v) =0, et (v,v) =0 si et seulement si v =0,

et, dans ce cas, elle induit une application || - || : E — [0;+0[ ; v — /v, v) qui vérifie l'inégalité de
Cauchy-Schwarz et est une norme, appelée norme hermitienne. Un C espace vectoriel (E, <, >) muni
d’un produit scalaire hermitien est appelé espace hermitien.

Remarque 4.2. 1l resulte des deux premiers axiomes que le produit scalaire hermitien est anti-linéaire
par rapport au second argument, i.e. pour tous v, wy, w» € Eettous A, u e C, (v, Awy +pwo) = A{v, wy)+

v, wo).

Exemple 4.3. Soit n € N\{0}, pour tous v = (xi,..., X,) et w = (y1,..., yn) dans C”, on définit

n
(V,W)can:=X1)1+ "+ XnYn = inﬁ'
i=1

C'xC" —

(v,w) — (V,Wcan
produit scalaire hermitien canonique sur C”.

Lapplication (-, )can : est alors un produit scalaire hermitien sur C”, appelé
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On note que le procédé d’orthonormalisation de Gramm-Schmidt vu dans le contexte des espaces
vectoriels euclidiens fonctionne aussi dans le contexte des espaces hermitiens (i.e. des C-espaces
vectoriels munis de produits scalaires hermitiens). Ainsi, tous ses corollaires comme I’existence de
bases orthonormées, les formules de dimension, les propriétés de I'orthogonalité, sont valides dans
ce contexte.

Sip,qeN\{0} etsi M = (mij), ;) 1cicy
M,, 4(C) dont les coefficients sont les conjugués de ceux de M.

€M, 4(C), on note M la matrice (mif)1<i<p,1<j<q de

Définition et Proposition 4.4. Pour tout A= (a; ) € M, (K), on définit

1<i,j<m

lAll:= [ Tr( A7) = \/W € 10, +0.
1<i,j<m

M, (K 0, +
Lapplication || - | : "A( ) : [ ||A(ﬁO[ est une norme et le couple M, (K), || - ) est donc un

K-espace vectoriel normé.

M;([R) — [0, +00]
Démonstration. SiK =R, 'application ||| : estlanorme euclidienne
A JAl=4/Tr(*AA)

(A, B) — Tr('AB
Mp(©) — [0, +00]
A A= Tr(tAZ
M (C) x M () — C
(A, B) s Tr(fAE

M;,([R) x M,;,(R) — R
associée au produit scalaire (-, -) : m(®) X M (®) ) défini dans l’exemple3.
Si K =C, 'application || - || : ) est la norme induite de facon ana-

logue par I'application

) qui est un produit scalaire hermitien. [

Cette norme | - || sur M,, (K) posséde une propriété de compatibilité avec la structure supplémen-
taire de produit dans M, (K).

Lemme 4.5. Soient A,BeM,,(K). Ona || AB| < |AllB|l. Ainsi, si Ae M,,(K) etneN, ||A"]| < ||A|l".

Démonstration. On note A = (a; ) et B = (bij)lsi,jsm' Pour i, j € {1,...,m}, on note égale-
ment v; :=(a;1,...,Aim), Wj:= (b1 j,..., by j) € K™ (il s’agit respectivement de la i°" ligne de A et de

la transposée de la j®™¢ colonne de B. On a alors

m
IABI> = Y | aihe;

1<i,j<m

2

= Z |<vi’wj>can|2

1<i,j<mlk=1 1<i,j<m
m m 2

2 —|2 2
< Y Wil [T = Y ( laikl)(2|bui)
1<i,j<m 1<i,j<m \k=1 I=1

2 2 2 2
<{ D el || D byl |=141P1BI. 0
1<i,k<m 1<j,l<sm

4.1.2 Propriétés des espaces vectoriels normés

En tant qu’espace vectoriel normé, on peut définir sur (M,,(K), | - ) une notion de limite. Par
exemple, une suite (A;) ,en d’éléments d'un espace vectoriel normé (E, || ||) converge vers un élément
Ade E si

Ve>0,ANeN,Vn>= N, | A, — Al <e&.
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On a également une notion de continuité. A titre d’exemples, si A € M, (K), les applications
M, (K) —» M,,(K) ; M— AM et M,,,(K) — M,,(K) ; M — MA sont continues : en effet, si My, M €
M, (K),

IAM — AMyl| = | AMM — Mo) |l < [AIlIIM — Mol

et
IMA—MAll = (M — Mo) Al < |M — Myl Al

On rappelle que pour une suite (A;),en d éléments d'un espace vectoriel normé (E, || |), la nota-

tion ), A, désigne la suite des sommes partielles (Z]:l:o An) ren Unesérie ) |, A, est dite convergente
si sa suite des sommes partielles est convergente et, dans ce caes, on appelle somme de la série la limite
de la suite des sommes partielles. On dit que la série ), A, est absolument convergente si la série
numérique ), [|A, | est convergente. Un théoreme affirme qu'une série absolument convergente est
en particulier convergente.

On rappelle un résultat relatif au produit de Cauchy de séries d'un espace vectoriel normé (E, || )
muni d'une multiplication compatible avec la norme, qui généralise la multiplication des polynémes :
si )}, An et >}, B, sont deux séries absolument convergentes de E, alors la série Y, (> y_o AkBn—k)

est absolument convergente et a pour somme (% A,) (X% Ba)-

4.2 Définition et propriétés de base de I'exponentielle de matrices

Nous allons associer a toute matrice de M, () la somme d'une série absolument convergente de
matrices, dont I'expression généralise le développement en série entiere de la fonction exponentielle
sur R (et C).

An
Proposition et Définition 4.6. Soit A€M, (KK). La série 2 — est absolument convergente (en parti-
n!
n
+00 ,n
culier convergente) et on note exp(A) := 2 - sa somme.
n!
n=0

’ . s . n
Démonstration. Montrons que la série ), % est absolument convergente. Pour tout n € N, on a

n n L. L. n
0< ” % H < % (par le lemme , or la série numérique Z " % est absolument convergente (sa
. s, . n ’ . . s . n
somme est I'exponentielle de | Al)). La série ), % converge donc également. Ainsi, la série ) |, %
est absolument convergente. O

Définition 4.7. On appelle application exponentielle de M, (K), l'application

M,[K) — M, (K)
eXp . +00 n
A —  exp(A4) = Z T
n=0
Remarque4.8. — Si Ae M, (K), on note également e := exp(A).

— Pour m =1, on retrouve I'’expression (du développement en série entiere) de la fonction expo-
nentielle exp : K — K.

65



Exemple 4.9. 1. On calcule I'exponentielle d'une matrice diagonale quelconque de M, (K) : soient
n

a 0 ay 0
ai,...,am €K, alors, comme pour tout ne N, = ,ona
0 am 0 ay,
al +o0 ay a
@ 0 s [T 0) (2Znlowr 0 e 0
eXp = Z = =
0 a n=0 n 00 Ay 0 en
m 0 n! 0 ZVZ:O n!

En particulier, si 1 € K, exp(A1;,) = e’llm, exp(I,) = el et, si 0y, désigne la matrice nulle de
M (K), exp(05) = Iy,.

Ax 0
2. De maniere analogue, si A est une matrice diagonale par blocs de la forme A =
0 A,
Al 0 e 0
de M, (K), alors, pour tout neN, A" = . et donc e’ = .
0 Al 0 er

r

3. Soit J € M, (K) une matrice nilpotente d’indice de nilpotence v € N\{0}. Alors, pour tout n € N,
sin>v,J"=0,,etonadonc

vV rn 2 v—1
61:2]—=]m+]+]_+...+ J
n:On!

2! (v—1!
01 0 0 0 1
Par exemple, si J désigne la matrice nilpotente [0 0 1|(=J3) de M3([R),onaj?=(0 0 0f,
0 0 O 0 0 O

J3 =05 et donc

2 (L0 0 (010 00 %) (11 3
e]:I3+]+§—010+001+000=011.
oo 1/ looo Vooo loo1

Proposition 4.10. Soient A, B € M, (K) et supposons que AB = BA. Alors e**B = e4eB.

Démonstration. Comme A et B commutent, on peut appliquer la formule du binéme de Newton :
n

n
pour tout neN, ona (A+B)" = Z v A¥B" K et donc
k=0
+00 n too n
A+ _ N\ (A+B)" 1 ny kon—k
¢ B Z_: n Z_: Z n!'\k A'B
n=0 n=0k=0
+00 n +00 n 4k n—k
1 P Ak B
=2 2w T L M
=i kl(n—k)! =i k! (n—k)!
+00 AP +0 n
= Z — (Z — (les deux séries sont absolument convergentes)
—onl |\ & n!
=e%eB O
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Remarque 4.11. Si A,B € M,;;,(K) commutent, on a edeB = pATB = pB+A = B eA, en particulier les

matrices e et e commutent également.

Corollaire 4.12. Soit Ae M,,,(K). La matrice e € M,,(K) est inversible et (eA)f1 =e A

Démonstration. Les matrices A et —A commutent : A(—A) = A(—I;;)A=(—A)A. On a donc, par la

proposition précédente, e 4 e = ede A = AT A = On = . O

Proposition 4.13. Soit Ae M, (K) et soit P € GL,,(K) une matrice inversible. On a

exp(P 1AP) =P le?P

) . ) . o«(ptar)
Démonstration. exp (P_ AP) est la somme de la serleZ —_— Or,sikeN,
~ n!
k —1 k
AP A"
Y et
n!
n=0 n=0
donc
. IAP (& A
ex AP lim lim P~ —
p( —>+002 k—>+oo ng() n!
k
A" M,,([K) — M, (K)
— -1 : - » . . m m .
=P (kEToo (};} - P (car l'application M . p-lpp est continue)
=p~ledp O

Cette compatibilité de I'exponentielle de matrices avec le changement de base permet de montrer :

Corollaire 4.14. Soit A€ My, (K). On adet(e?) = e™A).

/11 *
Démonstration. Vérifions d’abord cette relation pour une matrice B = € M, (C) tri-
0 Am
A} *
angulaire : Remarquons que, pour tout n € N, B" = (le produit de deux matrices
0 AR
triangulaires supérieures reste triangulaire supérieur) et donc
/}: * Z;i% % * eM *
0 # 0 Zn:O Tr? 0 e
det(e He i =eXimhi = B,

j=1
Considérons A comme une matrice de M, (C). En tant que telle, elle est triangularisable dans
M,,(C) (corollaire [3.55) : il existe une matrice Q € M, (C) et une matrice triangulaire B telles que
A=QBQ™!. Ainsi, par la proposition précédente on a e” = Qe Q! et donc

det(e”) = det (ef) = P = '

car la trace est invariante par changement de base. O
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4.3 Calcul deI'exponentielle d’'une matrice via la réduction de Jordan

Soit A une matrice de M;, (K). Nous allons détailler une méthode pour calculer 'exponentielle de
A a partir de sa réduction de Jordan en tant que matrice de M, (C).

Soient Ay,..., A, € Cles valeurs propres complexes deux a deux distinctes de A. D’apres le théoreme
il existe une matrice inversible P € GL,,(C) et, pour tout i € {1,..., p}, des entiers mi, v m;'ci €
N\{0} tels que

]m} wyml (A1) 0
-
P'AP=
0 I? o (Ap)
e,
Alors
]m} ..... m}q (A1) 0
exp(A) = exp|P p!
0 ]mp ..... mP (/lp)
kp
T, m (A1) 0
= Pexp p! (par proposition4.13)
0 ]mf,...,mp (AP)
kp
exp (Tt (A1) 0
= P P! (exemple[d.9]3.).
0 exp (]mp P (/lp))
Lo,
A son tour, chaque exp [ ] mi,.mi. (/11)) se calcule par bloc comme dans 1’exemple3.).

Ainsi, pour pouvoir calculer exp(A), il nous suffit de savoir calculer exp (J,,(A)) pour tous m € N\{0}
etAeC.Ona J,u(A) = AL, +J9,. Orles matrices A1, et /9, commutent et la matrice /9, est nilpotente
d’indice de nilpotence m.

]2 ]m—l
exp (Jm(A) = exp (A, +]9n) =exp (AL, ) exp(J) = e)“lm0 (Imo +]+ o +oet o 1)')
2 m—1
1 J ]
=e" Iy, +J+—+---+
mo +J 2! (m—l)!)
- - 1 1
1 1 1/2 . . (m=2)!  (m-—1)!
1
01 1 1/2 T
IPY R S R Vi '
0 0 O 1 1 1/2 .
0 0 O 0 1 1 1/2
0 0 O 0 0 1 1
0 0 O 0 0 0 1

Remarque 4.15. Si A e M,;(R), alors et e M, (R) : méme si ’on considere la réduction de Jordan
“complexe” de A pour calculer e, la matrice que I’on obtient a la fin du calcul ne posséde que des
coefficients réels.
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1 0
dans le sens direct. Son polynéme caractéristique est y 4 = X +1 qui est scindé a racines simples

) o
B ) onaP lAP= ( Ol

L as . 0 . ,
Exemple 4.16. 1. On considere la matrice A = ( ) de M (R) de la rotation d’'un quart de tour

1 0
iet—isurC:sionnote P:= (i i) (il s’agit de la réduction de Jordan

de A) et pour tout réel ¢

—it 0)._ 1 1\(e’t o0)(i =
EXp“A):PeXp( 0 it)P 1:(1' —i)( 0 e”)(i %)
2 2

1 ( elf+e 't jell— z'e—”)

2\—iett+ie ! ell4elt

cos(t) —sin(t)) ‘1
sin(f#) cos(?) a

Or, e’ + e7' = 2cos(t) et ie!’ — je™ ' = —2sin(t). Ainsi, exp(tA) = ( )

matrice de rotation d’angle ¢.

3 -1 1 010
2. Reprenonslamatrice A=|2 0 1|eM(R)del’exemple/3.66{ PourP:=|1 1 0]|eGL3(R),
1 -1 2 1 0 1
1 0 0
1 0
onaP'AP=|0 2 1 =(h() )donc,pourtoutréel t,
0 J2(2)
0 0 2
exp(th) 0 ) 1
ex] (tA)=P(
P 0 exp(t)(2)
0 . o_(0 1) »
Or J2(2) =21+ J; et, sionnote ] := J; = 0 0 , J© =0, donc
10 0 1 ¢
_ 2t _ 2t _ 2t
o= =) (0 )=l )
—1 1 0
Comme P~ 1= 1 0 O0],onaenfin
1 —1 1
el 0 0 e?l + te?! —te?t te?!
exp(tA)=P| 0 e* te?'|Pl1=|—e'+e? +te?t el —te?! te?!
0 0 82[ _et+82t et_eZt ezt

Remarque 4.17. Dans le premier exemple, plutét que de passer par la réduction de Jordan, on aurait
pu remarquer que, pour tout neN,

1 0) —_— N
sin=4q,qeN,
0 1
0 1 in=4g+1,geN =DP 0 in=2p, peN
S1n= y ) S1n= ) )
. (0 1)” -1 0 9+-4 0 (=1 p.p
A = =< -
-10 0 (=P

-1 0 .
) sin=4q+2,g€N, (

sin=2p+1,peN.
0 —1 ) p p

(=Dt 0

0 -1 in=4g+3,geN
S1n= y y
Lo q+3,q
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4.4 Application alarésolution des systéemes différentiels linéaires d’ordre
1 a coefficients constants

On s’intéresse dans cette section aux systemes différentiels linéaires de la forme
X'=AX

ol A est une matrice de M, (K) quelconque fixée et ou1 la fonction inconnue X désigne une fonction

vectorielle dérivable
R — K"x=Mp1(K)

x1(1)
t — '
Xm (1)
autrement dit aux systemes de la forme
X =anXi+-+aimxm
X, =amiX1+-+ GpmXm

ot (a; j), <ijem EMm(K) etles fonctions inconnues xi,..., X,; sont dérivables de R dans R.
Précisément, soit A une matrice de M, (IK). On souhaite déterminer I’ensemble des fonctions
vectorielles dérivables X : R — R™ telles que, pour tout 1€ R, X'(r) = AX(1).
Nous allons d’abord étudier la fonction

R - Mpy([K)
(2 PN ol A
Proposition 4.18. La fonction ¢ est dérivable surR et, pour tout t € R, ¢'(t) = Ae'4,

5 ; : . (t+h)A__ ,tA . . . 3
Démonstration. Soit t € R. On montre que I'expression % possede une limite finie quand

h tend vers 0 et que cette limite est égale 2 Ae’4. Soit donc h € R*. Remarquons tout d’abord que,
puisque les matrices t A et h A commutent,

e(t+h)A_ etA ehA etA_ etA ehA_r, A
= = e

h B h  h '

hA

hA__ .
et nous allons en fait montrer que la quantité % tend vers A quand h tend vers 0, i.e. que la

s || e =1,—hA
quantité | —p—— ” tend vers 0 quand h tend vers 0.
+00
hA)" hA)"
Comme e = Z ) =I,+hA+ Z (h4)
n=0 n! n!
hA - lhA|"
|~ 1 —na] = ( < ST URAV ity g = o141 gy,
Tl n!
n= 2 n=2
donc
A1 —nAl  eMAl_y
< — I All.
h |k
Or, quand h& tend vers 0, |h| tend vers 0 et la quantité e’ ‘I‘ h|| tend alors vers la dérivée de la
fonction R — R; t+— efl4l en 0, c’est-a-dire || A|. Ainsi, la quantité % ” tend donc bien vers 0
quand h tend vers 0.
+ hA _
Au total, la quantité et h):l*em = In ¢4 tend donc bien vers Ae'4 quand h tend vers 0 : 'appli-
cation ¢ est donc bien dérivable en ¢ et ¢’ (1) = Ae'4, O
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On s’intéresse a présent a la résolution du systeme différentiel linéaire (S) X’ = AX de fonction
vectorielle dérivable inconnue X : R — K", Les solutions de (S) sont données par I’exponentielle de
matrices :

Proposition 4.19. Les solutions de (S) sont les fonctions vectorielles de la forme

R - K™

X:
r — e‘AXO

avec Xy e K™,

Démonstration. On montre toutd’abord que, si Xy € K™, la fonction dérivable X :R — K™ ; ¢ +— etAXo
est une solution de (S) : pour tout ¢ € R, on a, d’apres la proposition précédente,

X'(1) = Ae" Xy = AX (D).

Réciproquement, soit X : R — K™ une solution de (S) et considérons la fonction dérivable Y : R —
K™ t+— e ' X(f). Pour tout t€R, on a

Y(t)=—Ae " X()+e " X' (D =e " (X' () — AX (D) =0
donc il existe un vecteur X, € R™ tel que, pour tout teR, Y () = Xg < X (1) = e X,. O

Remarque 4.20. — Si Xy € K™, la fonction X : R — K™ ; +— el X, est I'unique solution de (S)
prenant pour valeur X en 0 (on a X(0) = e’ Xy = I,,Xo = Xo). L'égalité X (0) = X, est appelée
condition initiale en 0.

— Pour m =1, on retrouve la résolution des équations différentielles linéaires du premier ordre
x'(t)=ax(t) avecacK et x:R— R.

Exemple4.21. On considere la matrice

3 -1 1
A=12 0 1|eM3®)
1 -1 2

de l’exempleZ. et le systeme différentiel linéaire (S) X' = AX, avec X :R — R3, dont on souhaite
déterminer I'ensemble des solutions.

D’apres la proposition précédente, les solutions de (S) sont les fonctions de la forme X : R —
K™; t— e X, avec Xy € R3. Soit £ € R. D’apres le calcul de l’exemplez., les solutions du systeme
différentiel (S) sont donc les fonctions de la forme

R — R3
el 4+ te?! —te?t  te?!

t — |—et+e? +te?t el —te?t te?! | Xp
el 2t ol _ 2t 2!

avec X € R3.
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Chapitre 5

Réduction des endomorphismes des
espaces euclidiens

Introduction

Dans ce chapitre, on aborde la question de la réductibilité de certaines classes d’endomorphismes
des espaces euclidiens. En particulier, on montre que tout endomorphisme auto-adjoint est diagonali-
sable dans une base orthonormale, et que tout endomorphisme orthogonal est diagonalisable par
blocs, suivant des blocs identité ou symétrie de dimension 1 et des blocs de rotations vectorielles de
dimension 2.

On abordera également la notion de positivité d’'une matrice symétrique, montrant notamment
qu'une matrice symétrique positive posséde une “racine carrée”. Cela nous permettra d’établir |'exis-
tence d'une “décomposition polaire” pour toute matrice a coefficients réels inversible.

5.1 Compléments sur la diagonalisation

Tout endomorphisme d'un C-espace vectoriel de dimension finie admet une valeur propre, donc
une droite stable. L'analogue réel est

Lemme 5.1. Tout endomorphisme d'un R-espace vectoriel de dimension finie admet une droite ou un
plan stable.

Démonstration. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n et f un endomorphisme de E.
Notons p(X) € R, [X] son polynome minimal et p17(X) = IT} _, Py son écriture en produit de polynémes
irréductibles sur R. Par minimalité de u g, IT; _, Px (ou 1sir =1) n'est pas un polynome annulateur de
f-Soitdonc xe E tel que y = leczzpk(f) (x) estnon nul et donc Py (f)(y) = u(f)(x) = 0. Comme P; est
de degré au plus 2, f2(y) = f(f(y)) s’écrit al'aide de y et f(y) et appartient donc a Vect(y, f(y)). Ce
sous-espace est donc stable par f. O

Il résulte de la démonstration que tout élément y du noyau d’'un endomorphisme P(f) ou P est
un facteur irréductible de u f (donc de y 1) fournit un espace stable Vect((y, f(y)) de dimension 1 ou 2.

Si (E, (-, -)) estun espace euclidien et f un endomorphisme de E, 'adjoint f* de f est par définition
I'unique endomorphisme de E tel que pour tous vecteurs v et wde E, < f(v), w >=< v, f*(w) >.

Lemme 5.2. Soit (E,(:,-)) un espace euclidien et f un endomorphisme de E. Soit F un sous-espace de E
stable par f. Alors l'orthogonal F- est stable f*.

Démonstration. Soit x € F-. Montrons que f*(x) appartient 2 F-. Soit donc ye F.Ona < f*(x),y >
=< x, f(y) >=0, car f(y) appartient a F. Donc, F- est stable f*. O
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On rappelle que f est dit symétrique (ou auto-adjoint) sil est égal a son adjoint f*, i.e. si et seule-
ment si, pour tous vecteurs v et w de E, { f(v), w) = (v, f(w)). Lendomorphisme f est symétrique si
et seulement sa matrice dans une base orthonormale de (E, (:,)) est symétrique.

Exemple 5.3. Lendomorphisme 1 :R> — R?; (x,y) — (x+2y,2x + y) de R? est symétrique pour le
produit scalaire canonique de R?.

Lendomorphisme f est dit orthogonal s'il est I'inverse (f*)~! de son adjoint, i.e. si et seulement
si, pour tous vecteurs v et w de E, ( fw),f (w)) = (v, w). Lendomorphisme f est orthogonal si et
seulement sa matrice dans une base orthonormale de (E, (-, -)) est orthogonale.

Dans ces deux cas, le lemmel5.2| devient

Lemme 5.4. Soit (E,(-,)) un espace euclidien et f un endomorphisme de E symétrique ou orthogonal.
Alors l'orthogonal F* d'un sous-espace F de E stable par f est aussi stable f.

On note pour terminer que, par les caractérisations en termes de produit scalaire, la restriction
a un sous-espace stable d'un endomorphisme symétrique (resp. orthogonal) est encore symétrique
(resp. orthogonal).

5.2 Diagonalisabilité des endomorphismes symétriques

Lemme 5.5. Soit (E,(-,-)) un espace euclidien de dimension n € N\{O} et soit f un endomorphisme
auto-adjoint de E. Alors, les sous-espaces propres de f sont deux a deux orthogonaux.

Démonstration. Soit 1; et 1, deux valeurs propres distintes de f et vy et v, deux vecteurs propres
respectifs. Alors, puisque f est symétrique, 1; < vy, V2 >=< f(v1), V2 >=< vy, f(v2) >= A2 < vy, V2 >.
Comme A; # A, on en déduit que v et v» sont orthogonausx. O

Un des principaux théoréme de ce chapitre est

Théoreme 5.6 (Réduction des endomorphismes symétriques réels). Soit (E, (-, -)) un espace euclidien
de dimension n € N\{0} et soit f un endomorphisme symétrique de E. Alors f est donc diagonalisable
dans une base orthonormale de E.

Démonstration. On montre le résultat par récurrence sur la dimension n de E. Précisément, on
montre par récurrence ’assertion suivante : pour tout n € N\ {0}, pour tout espace euclidien (E, (-, -)) de
dimension n, tout endomorphisme symétrique f de E est diagonalisable dans une base orthonormale.

Toute matrice carrée de taille 1 étant diagonale, le résultat est vrai pour 72 = 1.

Soit maintenant f un endomorphisme symétrique d'un espace euclidien de dimension 2. Sa
a
b
caractéristique est y r(X) = X2 —(a+c¢)X + (ac — b?). Son discriminant est A = (a + ¢)%2 — 4(ac — b?) =
(a— c)® +4b* > 0. Par conséquent, f admet une valeur propre réelle A et un vecteur propre v; unitaire.
Lorthogonal de Vect(v) est une droite stable par f symétrique, donc propre avec un vecteur propre
unitaire vy. La base (v, v2) est une base orthonormale de vecteurs propres de f.

Supposons a présent la propriété vraie au rang n pour n € N\{0; 1} fixé, et montrons-la pour
un endomorphisme symétrique f de I'espace euclidien E de dimension n+ 1 > 3. Comme tout
endomorphisme d'un R-espace vectoriel de dimension finie, f admet une droite ou un plan stable.
L'étude en dimension 2 montre méme que f admet une droite F stable donc propre, engendrée par un
vecteur unitaire v;. Parle lemme I'orthogonal F- de F est un sous-espace stable par f. Uhypothése
de récurrence appliquée a la restriction fr. de f a F', qui est un endomorphisme symétrique de
FL, donne I'existence d’une base orthonormale (v5, ..., Un+1) de F L de vecteurs propres de f.Labase
(v1,v2,...,Vp41) de E est une base orthonormale de vecteurs propres de f. O

. o b R
matrice A dans une base orthonormale est symétrique donc de la forme ( c)' Son polynéme
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Exemple5.7. On considere 'endomorphisme

R3 — R3

I (x,,2) — OBx—y+2z,—x+5y+22,2x+2y+22)

de R3. La matrice représentative de f dans la base canonique de R® (qui est une base orthonormale

5 —-1 2
pour le produit scalaire canonique de R®) est A:= | —1 5 2|.La matrice A étant symétrique,
2 2 2

I'endomorphisme f est symétrique. Le polynome caractéristique de f est y ¢(X) = (6 — X)?(—X) etles
valeurs propres de f sont donc 6 et 0.
On a Es = Ker (f —61dgs) = {(x,5,2) €R®| —x— y+2z=0}. La famille {(2,0,1),(1,1,0)} est une

base de Eg. En appliquant le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a cette famille libre de
1

5
normal a Eg, \/lé(—l, —1,2) engendre Ejy. La famille 28 := {\%(2,0, 1), \/%TO(I,—S,—Z), \L@( ,—1,2)} est

R3, on obtient la base orthonormale { 2,0,1), \/Ls*o (1,-5, —2)} de Eg. D’autre part, le vecteur unitaire

—1
6 0 0

alors une base orthonormale de R et la matrice représentative de f dans Best|0 6 0].
0 0O

Le pendant matriciel du théoreme|5.6|est

Corollaire 5.8 (Rédution des matrices symétriques réelles). Soit A une matrice de M, (R). On suppose
que A est symétrique i.e. 'A = A. Alors il existe une matrice orthogonale O € O, (R) et une matrice
diagonale D e M, (R) telles que

D=0"1A0="040.

Démonstration. La matrice A représentate un endomorphisme / de R" dans la base canonique %
de R", qui est orthonormale pour le produit scalaire canonique de R”. Comme A est symétrique, h
est auto-adjoint et, par le théoréeme précédent, il existe une base orthonormale 28 et une matrice
diagonale D € M, (R) telle que Matg(h) = D. Les bases %, et & étant des bases orthonormales de R”,
la matrice de passage O := Pg, .5 est une matrice orthogonale (proposition[2.62) et on a alors

‘0A0=0"'A0 = Py_,,Matg, (h) Pz, .5 = Matg(h) = D. O
5 -1 2
Exemple5.9. Sil'onreprend la matrice A:=|—1 5 2| définie dans1'exemple|5.7|précédent et si
2 2 2
2 1 1
V5 \/3;0 \{é 6 0 0
l'onnote O:= (1) \7—3? Tg , la matrice O est orthogonale et "' A0 ='0A0=(0 6 0].
i Vw7 000

5.3 Réduction des endomorphismes et matrices orthogonaux

Lemme 5.10. Soit (E, (:,-)) un espace euclidien de dimension n € N\{0} et soit f un endomorphisme
orthogonal de E. Alors, les seules valeurs propres possibles de f sont —1 et 1. Les éventuels espaces
propres E_; et E; sont orthogonaux.

Démonstration. Soit A une valeur propre de f orthogonal et v un vecteur propre unitaire. Alors,

puisque f conserve la norme euclidienne, 1 = ||v]| = || f(v)]| = [IAv] = |[Alllv]l = |A| et donc les seules
valeurs propres possibles de f sont —1 et 1. Soit v € E_; et w € E;. Puisque f conserve le produit
scalaire, < v, w >=< f(v), f(w) >=< —v,w >= — < v, w >. Ainsi, v et w sont orthogonaux. O
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Nous allons montrer le théoreme de réduction des endomorphismes orthogonaux :

Théoréme 5.11. Soit (E, (-,-)) un espace euclidien de dimension n € N\{0} et soit f un endomorphisme
orthogonal de E. Alors, l'espace E est somme directe orthogonale de droites propres pour la valeur
propre 1, de droites propres pour la valeur propre —1 et de plans de rotation.

Autrement dit, il existe une base orthonormale 98 de E dans laquelle la matrice représentative de f
est de la forme

€1 0
€r
Mat =
2(f) RO
0 R(0y)
N . . cosflj —sinb;
ouur,seN, pourtouti€{l,...,r}, €; € {+1;—1} ef, pour tout j€{1,...,s}, R(O;) = avec

sinf;  cos6;
0;eR\{kn | ke Z}.

La version matricielle de ce résultat est le suivant : si A€ O, (R), il existe une matrice orthogonale
Pe0O,(R) telle que P~1AP =PAP soit de la forme ci-dessus.

Remarque5.12. En particulier, sil’on applique le théoreme en dimensions 2 et 3, on obtient que :

— Les isométries directes (i.e. les endomorphismes orthogonaux de déterminant 1) de R? sont les
cosf —sinf

rotations de R?, de matrice représentative | .
sinf  cos6

), 6 € R, dans la base canonique de R.

Les isométries indirectes (i.e. les endomorphismes orthogonaux de déterminant —1) de R?
sont les symétries orthogonales par rapport a une droite vectorielle, de matrice représentative

0
vecteur orthogonal (pour le produit scalaire canonique de R?) a la droite fixe.
1 0 0
— Les isométries directes de R3 sont les rotations autour d'un axe, de matrice [0 cosf —sin® |,

0 sinf cosf
0 € R, dans une base orthonormale bien choisie (quand 8 = 7, on parle de retournement).

1 0 . .. . : )
( B 1) dans une base bien choisie formée d'un vecteur engendrant la droite fixe et d'un

Les isométries indirectes de R® sont les compositions d'une symétrie orthogonale par rapport
aun plan (une telle transformation est également appelée réflexion) et d’'une rotation autour
de I'axe orthogonal a ce plan (par rapport au produit scalaire canonique de R3®), de matrice
—1 0 0
représentative | 0 cosf@ —sin0 [, 0 R, dans une base orthonormale correspondante. Noter
0 sinf cos6

-1 0 0 1 0 0 -1 0 O
que| 0 cosf@ —sinf|=|0 cosf —sinBf] 0 1 0.
0 sinf cosf 0 sinf cosf 0 0 1

Démonstration du théoremel5.11. On proceéde par récurrence sur la dimension n de E : on montre que
pour tout n € N\{0}, tout espace euclidien (E, (-,-)) de dimension 7 et tout endomorphisme orthogonal
f de E, il existe une base orthonormale de E dans laquelle la matrice représentative de f est de la
forme voulue.

Pour n =1, soit E un R-espace vectoriel euclidien de dimension 1 et soit f un endomorphisme
orthogonal de E. Par le lemme[5.10} f est soit Idg, soit —Idg.
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Pour n = 2, on a vu que tout endomorphisme orthogonal a dans toute base orthonormée une
cosf; —sinf;

. avec 0; € R, si son déterminant est +1 et de la forme
sinf;  cos0;

matrice de la forme R(0;) := (

cosf; sinb;

sinf; —cos0;
de nombres réels (a, b) tels que a? + b? = 1 sont de la forme (cos(0),sin(0)). Reste a dire que dans le
cas de déterminant —1, 'endomorphisme a 1 et —1 comme valeurs propres et est donc diagonalisable.
Puisque les espaces propres sont orthogonaux par le lemme[5.10} il est diagonalisable dans une base
orthonormée.

Supposons maintenant la propriété vérifiée pour tout entier naturel non nul plus petit ou égal
a n avec n € N\{0; 1} fixé et considérons I'’endomorphisme orthogonal f de I'espace euclidien E de
dimension n+1 = 3.

Comme tout endomorphisme d'un R-espace vectoriel de dimension finie, f admet une droite ou
un plan stable, noté F. Létude en dimension 1 et 2 montre I'existence d'une base orthonormale %8’ de
F sur laquelle la matrice de la restriction fr de f a F ala forme voulue. Par le lemme5.4} I'orthogonal
F! de F est un sous-espace stable par f. Lhypothese de récurrence appliquée a la restriction fr. de
faF L qui est un endomorphisme orthogonal de F L donne 'existence d’une base orthonormale
A" de F sur laquelle fr. ala forme voulue. La base %8’ U 2" de E est une base orthonormale de

), si son déterminant est —1. Cette description repose sur le fait que tous les couples

E=F®!Ftsur laquelle f ala forme voulue. O
2 -1 2
Exemple5.13. Considérons la matrice orthogonaleA::% 2 2 —1|del'exemplef2.61{1.Ona
-1 2 2
1
x4(X) = (1—X)(X?— X +1). On montre par calcul que le vecteur colonne Y; := \/Lg 1| denorme 1
1
X
engendre E;. De plus, (E})* =4 | y| €R3 | x+ y+ 2z =0 }, dont une base orthonormale est formée des
z
1 1
=1 | _ — 1
vecteurs Yg.—\/i 1 eth.—\/g 1 |.0Ona
—2
1 1 .
vz v2 1 1 1. V3
A, =Al—L =] 0 |=—=]|0|=—(V2Vr+V6Y3|=-Vo+—V;
Al I DR RV2 B 2\@( ) 277 2
0 V2
et
1 1 1
V6 Yol 1 [~ 1 NI
1 2
A=Al = |=| = |===| 2 |=—=(-3V212 +V6V3| = -V, + - V3.
ki f_) %) 2l )=
NG V6
1 1 1
\1/_§ 751 7 1 0 0
Ainsi, si on note P:= [ 7= — 5 0 [€eO3®),onaP AP ='PAP = |0 % —\/7§ =
I o _L 0o ¥3 1
V3 V2 2 2
1 0 0

0 cos(§) —sin()[. La matrice A est donc la matrice représentative dans la base canonique
0 sin(3) cos(3)
de R3 de la rotation d’axe la droite vectorielle engendrée par le vecteur (1,1, 1) et d’angle %
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5.4 Matrices symétriques positives, racines carrées

Nous allons a présent exhiber une caractérisation du caractere positif, resp. défini positif, d'une
matrice A de S, (R) en termes de ses valeurs propres (voir les définitions|2.36/)

Proposition 5.14. La matrice symétrique A est positive, resp. définie positive, si et seulement si toutes
ses valeurs propres sont positives ou nulles, resp. strictement positives.

Démonstration. Supposons que A est positive (resp. définie positive) et soit A une valeur propre de A
et v=(xi,...,X,) un vecteur propre de A pour la valeur propre A. Alors

X1 X1
(X1, x)A| =, x)A ] :Ale?
Xn Xn

est positif (resp. strictement positif). Donc, A est positif (resp. strictement positif).

Réciproquement, supposons que toutes les valeurs propres 1; de A sont positives (resp. stricte-
ment positive). Comme A est symétrique, d’apres le corollaire[5.27|de diagonalisation des matrices
symétriques réelles, il existe une base orthonormale (V7,..., V;;) de R" formée de vecteurs propres de
A.Soit X €R". On écrit X = x; Vi. Alors 'XAX =3}, ;xix; ' ViAV; = 3, xixjA; ' ViV = 3 A ;x5 car
la base (V3,..., V},) est orthonormale pour le produit scalaire standard et donc ' V; Vjvaut0sii Fjetl
sii = j.Lamatrice A est donc positive (resp. définie positive). O

Exemple 5.15. Reprenons les exemples de I'exemple

1. Onaya(X)=(X*>-3X+1)(3— X) donc Sp(A) = {3_7\@, 3%@,3}, et on peut donc directement

en déduire que la matrice symétrique A est définie positive.

2. Ona yp(X) = (X*—13X +13) (—X) donc Sp(A) = { 13_2 17 13+2' 117,0}, et on peut donc direc-
tement en déduire que la matrice symétrique B est positive, non définie positive.

Remarque 5.16. Une matrice symétrique définie positive est en particulier inversible.

Nous allons montrer plus bas qu'une matrice symétrique positive possede une “racine carrée”.
Pour démontrer ce résultat, nous aurons besoin de la propriété de “diagonalisation simultanée” :

Proposition 5.17. Soit K un corps commutatif et E un espace vectoriel sur K de dimension finie n.
Soient f,ge ZL(E). Si f et g sont diagonalisables et si f o g = go f, alors il existe une base de E dans
laquelle les matrices représentatives de f et g sont toutes deux diagonales (on dit que f et g sont
co-diagonalisables).

Démonstration. Supposons donc que les endomorphismes f et g de E sont diagonalisables et com-
mutent. Soient A,..., 1, € K les valeurs propres deux a deux distinctes de f.

Soit i € {1,..., p} et montrons que le sous-espace propre E, de f associé a la valeur propre A; est
stable par g. Soit donc v € E), et montrons que g(v) € Ej, :ona

(f — Aildp) (8(»)) (fog))—Aigw)

= (gof)(wv)—A;g(v) (car f et g commutent)

= g(f) —A;v) (g estlinéaire)

= g(0p) (carveEy,)

= 0p
donc g(v) appartient bien a E,,. Comme E,, est un sev de E stable par I'’endomorphisme diagonali-
sable g, par le corollairela restriction g|g, de g a E, estun endomorphisme diagonalisable : il
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existe donc une base 98; de E), dans laquelle la matrice représentative de g|g, est diagonale. Mais
comme E,, est le sous-espace propre de f associé a la valeur propre A;, E, est stable par f etla
matrice de la restriction fjg, = A;1dg,, est également diagonale dans cette base ;.

Sil'on pose enfin 4 := {%1, e ,%p}, les matrices représentatives de f et g dans la base 98 de E
sont toutes deux diagonales. O

Remarque5.18. — Le pendant matriciel de la proposition[5.17|est I'énoncé suivant. Soient A, B €
M, (R). Si A et B sont diagonalisables et si AB = BA, alors il existe une matrice inversible
P e GL,(R) et des matrices diagonales D;, D, € M, (R) telles que P! AP = D; et P"'BP = D,
(on dit que les matrices A et B sont co-diagonalisables).

— Avec les notations de la proposition|5.17} si E est un R-espace vectoriel euclidien et f et g sont
deux endomorphismes auto-adjoints (donc en particulier diagonalisables) qui commutent,
alors il existe une base orthonormale dans laquelle les matrices représentatives de f et g sont
toutes deux diagonales. En effet, conservant les notations de la preuve ci-dessus, il suffit dans
ce cas de considérer, pour chaque i € {1,..., p}, une base 9; de E,, qui soit orthonormale (la
restriction de g a E,, est également un endomorphisme auto-adjoint de E,,) : les sous-espaces
propres de f étant orthogonaux, la base 28 est alors une base orthonormale de E.

— Le pendant matriciel de la remarque précédente est 'énoncé suivant. Soient A, B € S, (R).
Si AB = BA, alors il existe une matrice orthogonale O € O,(R) et des matrices diagonales
D1,Dy € My, (R) telles que ‘OAO = Dy et 'OBO = Ds.

Théoréme et Définition 5.19. Soit A € S;;(R) une matrice positive. Il existe une unique matrice R €

S, (R) positive telle que A= R?> = RR. De plus, si A est définie positive, R I'est également. On appelle R
la racine carrée de A.

Démonstration. Montrons tout d’abord I'existence de cette décomposition. Comme A est une ma-
trice symétrique positive, il existe une matrice orthogonale O € O,(R) et une matrice diagonale

A1 0
D= € M,,(R) telles que ‘OAO = D avec, pour tout i € {1,...,n}, A; > 0 car A est positive
0 An
H1 0
(voir la proposition|5.14). Pour i € {1,..., n}, notons y; := 4/A; = 0 et posons R:= O ‘oe
0 K

M,,(R). C’est une matrice symétrique (‘R = R) de valeurs propres g, ..., i, positives ou nulles donc,
par la proposition R est positive.

Enfin,
M1 0 H1 0
R*=RR = O _ (f00) ‘o

0 En 0 Hn
t 0 (1 0

= 0 . . "0 (O est orthogonale)
0 Hn) \ O Hn
I 0 A1 0

- 0 '0=0 ‘o=0oD'0= A.
0 1 0 An

Remarquons que si A est définie positive alors, pour tout i € {1,..., p}, 1; >0 donc u; > 0, et R est donc
également définie positive.
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Montrons ensuite 'unicité de la matrice R en tant que matrice symétrique positive dont le carré
est A. Soit R € S,,(R) une matrice positive telle que R* = A. En particulier, R commute avec R?> = A
donc avec tout polynome de matrice en A. Or, sil’on considere un polyndéme L € R[X] tel que, pour
toutiefl,..., n}, L(A;) = y; (par exemple le polyn6me donné par I'interpolation de Lagrange), on a
L(/ll) 0 H1 0
L(A)=L(0OD'0)=0LD)'0=0 ‘o=0 ‘0=R
0 L(A,) 0 Hn

et donc R commute avec R = L(A). Comme, de plus, les matrices R et R sont diagonalisables (car
symétriques), elles sont co-diagonalisables d’apres la proposition : il existe une matrice inversible
P e GL,(R) et des matrices diagonales Dy, D € M, (R) de coefficients diagonaux positifs ou nuls (R et
R sont positives) telles que P"'RP = Dy et P"'RP = D,. Alors

Di=P 'RPP=P'AP=P 'R*P=Ds3.

Les matrices D et D, étant toutes deux diagonales a coefficients positifs ou nuls, on obtient finalement

I'égalité D, = D, etdonc R= PD1P~' =PD,P"! =R. O
11 -5 5

Exemple 5.20. On considere la matrice symétrique A:= -5 3 —3| € S3(R). On a ya(X) =
5 -3 3

(—X)(16 — X)(1 — X). En particulier, comme les valeurs propres de A sont positives ou nulles, A est
positive (non définie positive car 0 est une valeur propre de A).

0 2 1 0
Parailleurs, |1 | € Ep (=Ker A),| —1| € Ejget| 1 | € E;donc \/Lg est une base orthonormale
1
1 1 —1 7
2 1
8 P
de Ey, ~ 6 | ( estune base orthonormale de E;¢ et 73 est une base orthonormale de Ej.
1 _1
V6 V3
0 2 1
A
La matrice P := ? _176 751 est alors une matrice orthogonale et on a P~1AP = ‘PAP =
V2 V6B
0 0 O 0 00 3 -1 1
0 16 0].Laracinecarréede AestdoncR:=P|0 4 of|‘P=(-1 1 -—-1}{.
0 0 1 0 0 1 1 -1 1

5.5 Décomposition polaire

Soit n € N\{0}. Lexistence d'une racine carrée pour toute matrice symétrique positive va nous
permettre de montrer le théoréme de décomposition suivant, analogue matriciel de I'écriture des
nombres complexes non nuls sous la forme z = el%r avec |e®| =1 et r >0.

Théoréme 5.21 (Décomposition polaire). Soit A€ GL,(R) une matrice inversible. Il existe une matrice
orthogonale O € O, (R) et une matrice symétrique définie positive S € Sy, (R) telles que A= OS. De plus,
le couple (O, S) est unique, et I'égalité A = OS est appelée la décomposition polaire de A.

Pour démontrer ce résultat, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 5.22. Soit M € M, (R). La matrice 'MM de M,,(R) est symétrique positive. Si M est de plus
inversible, la matrice symétrique "M M est alors définie positive.
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Démonstration. La matrice ‘MM est symétrique car '(‘MM) = 'M*(*M) ="M M.

Soit X € R™. Alors ! X(MM)X = {(MX)(MX) =< MX,MX >can= IIMXII2 > 0. Donc ‘MM est
positive. De plus, si M est inversible, ! X (! MM) X est nul si et seulement si M X = 0, si et seulement si
X=0. O

Démonstration du théoremel5.21l On considere la matrice ‘AA € M, (R), qui est symétrique définie
positive par le lemme précédent. On note ensuite S la racine carrée de ‘AA : S est également symétrique
définie positive. On pose ensuite O:= AS™!.Ona

'00="(AS)AS 1 =171 1AAS =571 $* S (Sestlaracine carrée de ‘AA)
=1571§=8"15=1, (S est symétrique donc 'S = S)
donc O 0,(R), etona A= OS.
Montrons 'unicité de ce couple (O, S). Soient donc Oe 0, (R) une matrice orthogonale et Se S,([R)
une matrice définie positive telle que A= OS. Alors ‘AA="(0S)0S="'S'00S="'55 = 5 donc S est
la racine carrée de *AA donc S =S. Enfin, 0= AS~! = O. O

1 2 1
Exemple 5.23. On cherche la décomposition polaire de la matrice inversible A:=|—2 —1 —1|de
-1 -1 -2

et yraa(X) = (16— X)(1—X)2

5
5
6
1 1
—11,| 0 | ;.Enappliquantle

V3
Une base orthonormale de Ej¢ est \/Lg . Une base de E; est {
\/Lg 0 —1
procédé d’orthonormalisation a cette derniere famille libre de M3 ; (R), on obtient la base ortho-
1 1 1 1
normale AL 72 de E;. En posant P := ?g ~ 73 € O3(R), on a alors ‘AA =
0 J "% s T
16 0 O 4 0 0 2 11
Pl 0 1 0]|!Petlaracine carrée de ‘fAAestdonc S:=P|0 1 0) ‘p=|1 2 1|.Enfin, S~ !=
0 0 1 0 0 1 1 1 2
100 3 -1 -1 0 1 0
Plo 1 o) 'P=1|-1 3 —1|etoncalculeO:=AS"'=|-1 0 0 [cOs(R).Ladécomposi-
0 0 1 -1 -1 3 0O 0 -1
0 1 O 2 11
tion polaire de AestainsiA=|{—-1 0 0 |1 2 1].
o 0 —1)\1 1 2

5.6 Dans les espaces hermitiens

On décrit dans ce chapitre la réduction des endomorphismes auto-adjoints et unitaires des espaces
hermitiens, sans donner de démonstration. Comme sur C les polynomes irréductibles sont de degré 1,
les démonstrations ne nécessitent par I’étude des plans stables, et sont donc plus simples.

Soit (E, <, >) un espace hermitien (voir la définition[4.1). Ladjoint f* d’'un endomorphisme f de E
est par définition 'unique endomorphisme de E tel que pour tous vecteurs vet w de E, < f(v), w >=<
v, f*(w) > . Dans une base orthonormale % de E, la matrice de 'adjoint f* est Matg(f*) = ‘Matg(f)
la transposée de la conjuguée de la matrice de f. Un endomorphisme f de E est dit normal s’il
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commute avec son adjoint f*. En particulier, les endomorphismes auto-adjoints (i.e. égaux a leur
adjoints) et unitaires (i.e. égaux a l'inverse de leur adjoint ou de facon équivalente les endomorphismes
qui conservent la norme hermitienne) sont normaux.

Lemme 5.24. Si f est un endomorphime normal et v un vecteur propre de f de valeur propre A alors v
est aussi vecteur propre de f* de valeur propre A. En particulier, les valeurs propres des endomorphismes
auto-ajoints sont réels et celles des endomorphismes unitaires de module 1.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que

0=I(f —AMA)WI? =< (f —Ad)(v), (f — AId)(v) >=< v, (f* — Md)(f — AId)(v) >
=< v, (f=ALd)(f* = AId)(v) >= || (f* — A d)(v)|? O

Avec la méme démonstration que dans le cas euclidien, on obtient

Lemme 5.25. Soit (E,{-,-)) un espace hermitien et f un endomorphisme de E. Soit F un sous-espace de
E stable par f. Alors l'orthogonal F- est stable f*.

Deux ces deux lemmes, on déduit qu'une droite propre de f normal est une droite propre de f* et
que son orthogonal est donc stable par ((f)*)* = f.

On obtient donc le théoréme de réduction, avec la démarche de démonstration par récurrence,
initiée par le fait que tout endomorphisme d'un C-espace vectoriel admet une valeur propre.

Théoréme 5.26 (Réduction des endomorphismes normaux). Soit (E,{-,-)) un espace hermitien de
dimension n € N\{0} et soit f un endomorphisme normal de E. Alors f est donc diagonalisable dans
une base orthonormale de E.

Le pendant matriciel du théoreme(5.26|est

Corollaire 5.27 (Rédution des matrices hermitiennes). Soit A une matrice de M,,(C) hermitienne (i.e.
vérifiant'A = A). Alors il existe une matrice unitaire U (i.e. vérifiant ‘U = U™") et une matrice diagonale
D e M, (C) telles que

A=UDU '=UDU.

5.7 Réduction des coniques

Définition 5.28. Soit (-,-) une forme bilinéaire symétrique sur R et q((i)) = ((;) , (i)) la forme qua-

dratique associée. La conique centrée €, définie par la forme quadratique q est le sous ensemble de R?
défini par

Cqi=1X = (;) eR?/q(X) = 1}.

Théoréme 5.29. Soir €, une conique centrée définie par une forme quadratique q. Alors, il existe des
nombres réels a et b et une base orthonormale B = (I, ]) de (R?,{,-) can) telle quepour X =x'I1+y'J

Xe€; = alx)?+b(y)*=1.

Démonstration. Soit PB.an = (i, j) la base canonique de R2. Soit (-,-) une forme bilinéaire Symé-
trique sur R? et g : R> — R la forme quadratique associée. On note A := (8’ Zli 8’ i;) la matrice

X

de la forme bilinéaire (-,-). Ainsi, q((;)) =1 (y

X . .
)A(y)' Par le théoreme de réduction des matrices
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symétriques réelles (corollaire [5.27) il existe des nombres réels a et b et une base orthonormale

0
une base orthonormale % = (I,]) de (R?,{:,-)can) telle que A = Pg... -2 (g b) Pg_g1 _,¢- On note

/
(x/) =p ! (;) ='Pg.. —a (;) les coordonnées de X = xi + yj = x'I + y'J dans la base 8. Ainsi,

y @can_’@
X X X a 0 X
o0='3)a(3)="[)Pan-a(y p)ralsal)
q B B 0 bl Ban—% y

y y y
/ /
A ) :

Les directions Vect(I) et Vect(J) sont appelées les directions propres de la conique. Dans la base
orthonormale 28 = (1, ]), il est facile de représenter la conique, en fonction des signes des valeurs
propres a et b.

La démonstration précédente repose sur la correspondance suivante. On notera S, (R) 'ensemble
des matrices symétriques de M, (R) et S}, (R) 'ensemble des matrices symétriques réelles de M, (R)
définies positives. On notera BS(R") I'’ensemble des formes bilinéaires symétriques sur R” et PS(R")
I’ensemble des produits scalaires sur R”.

A toute matrice symétrique A de S,,(R) on associe 'application bilinéaire, symétrique (car A est
symétrique)

¢, da:  RPxRY R
X1 N X1 n X1 1
qg:Ll:p = <|:[Al:|[>an="]"]A
Xn Vn Xn Yn Xn Yn

On obtient donc une application

¢: S,R) — BSERY
A Land ('r')A

Par la représentation matricielle des formes bilinéaires symétriques, cette application est une bijection.

La matrice A est positive si et seulement si 'application (-,-) 4 est positive et la matrice A est
positive définie si et seulement si 'application (-,-)4 est un produit scalaire sur R”. Dans ce cas,
A=Matg ((-,-) a) car, pour tout i, j € {1,..., n}, "E; AEj = (ej, ej) a (cf preuve de la proposition[2.39). La
restriction aux matrices symétriques définies positives

9" SI® — PSRY
A = <)>A

est donc une bijection.
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Chapitre 6

Normes matricielles subordonnées, rayon
spectral, conditionnement

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie des normes particulieres sur les espaces de matrices carrées a coef-
ficients réels ou complexes : les normes dites subordonnées. Ces normes possedent des propriétés
adaptées a I'étude des matrices dans différents aspects et utilisations.

On fait également le lien avec la notion de rayon spectral : il s’agit du plus grand module des
valeurs propres complexes d'une matrice carrée complexe. On verra notamment que la donnée du
rayon spectral d'une matrice permet de déterminer si la suite de ses puissances successives converge
vers la matrice nulle ou non.

Enfin, on aborde la question de la sensibilité de la solution d'un systéme linéaire inversible aux
erreurs d’approximations sur les données, des perturbations que I'on maitrise a 'aide d'une quantité
nommeée conditionnement.

Dans tout ce chapitre, K désigne les corps R ou C, et n est un entier naturel non nul.

6.2 Normes matricielles subordonnées

On rappelle la définition

PP . . .-l E— [0,+00]
Définition 6.1. Soit E un K-espace vectoriel. Une application ) 1l est une norme
>

sur E, si
1. pourtousve EetAck, [|Av| =|Allv,
2. pourtoutveE, ||v| =0 si et seulement si v =0,
3. pourtousv,weE, |lv+w| < |vl+llwl.
Définition 6.2. On dit que la norme | - || : M, (K) — [0, +o0[ sur M, (K) est une norme matricielle si

pour tous A, B € M (K),
IAB| < [AllIBI.

Exemple 6.3. Soit A= (a;j),_; j<n
on avait défini la norme de A.

lAl2i= [ D laijl2=[Te(AA) € [0, +o0l
1<i,j<n
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La norme | - ||, sur M, (K), appelée norme de Frobenius sur M, (K), est induite, si K = R, par
M,[R) x M,([R) — R

le produit scalaire (-, -) :

(A.B) s Tr(*AB) sur M, (R) et, si K =C, par le produit
laire hermitien " Mm@ = € f de la définiti iti
scalaire hermitien (A.B) . Tr(tZB) (cf preuve de la définition et proposition

4.4), et nous avions montré qu'il s’agissait, dans les deux cas, d'une norme matricielle.

-0 Mup(€) —  [0,+0[
A~ Al

AL = D) laijl

— Lanorme , avec, pour A = (aij)1<,~j<neMn(K)»

1<i,j<n
est également une norme matricielle. En effet, si A = (aif)lgi,jgn’ B= (bij)lgi,jgn e M,,(K), on
a
n
IABl, = ) Zazkbk] > Z laicbij]= Y. Dllail b
1<i,j<nlk=1 1<i,j<nk=1 1<i,j<nk=1
< ) Z|azk|(2|bl]|) DU dad || ) |l | =Al1BI,
1<1]<nk 1 1<i,k<n 1<j,I<n
— Lanorme
-1, : M, (K) — [0, +o0[

A=(aij)igijcn = MAlloi=maxigj<nlaijl’

1 —1 1
n’est pas une norme matricielle. En effet, avec les matrices ( 0 0 ) et ( 1 0) de M, (R)

o o)l oll,=lla ol b o)l =ICs all,

Remarquons que | I,l, = v/n et |I,|l, = n. Pour différents usages, on aimerait construire des
normes matricielles pour lesquelles la norme de la matrice identité est 1. Les normes dites “subordon-
nées” satisfont cette condition.

M,(C),ona =2 alors que =1.

=)

o]

Lemme 6.4. Soit||- | : K" — [0, +0[ une norme surK". Soit A€ M, (K). Lapplication

y: KN\{0,...,0} — [0,+00]
v L4v]

I Av]

admet un maximum et on note || Al := max,exm (o,..,0 1] -

Démonstration. Considérons I'application de la sphere unité Sﬁl ={weK"||lwl =1}

f: §”” —  [0,+00][
w -  |Awl

f estune application continue (comme composée des applications continues || - || : K" — [0, +00[ et
K" - K"; w~— Aw) sur le compact 5”1 de K™ (la sphere §|’|1 I ! est fermée bornée dans le K-espace
vectoriel normé de dimension finie (K", | - [|)) : f est donc bornée et atteint ses bornes.

Siwe §ﬁl” 1, f(w) =v(w) donc max f(w) < sup w(v). Maintenant, si v € K"\{(0,...,0)},
weSH [ velk™\{(0,...,0)}

il =)l =i
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I Avl
y(v) = =

vl




car U” appartient a la sphére unité §” | - Ainsi, y(v) = f (W) < max,, esi! f(w) et'application ¢
-1

est bornée et sup w(v) < max f(w) On conclut
veK™M((0,...,0)} wes; !

max f(w)= sup ww)= max y(). O

wes| ! vek™\{(0,...,0)} veK™\{(0,...,0)}

Remarque 6.5. Dans la démonstration précédente, on a montré au passage que

I Avll
[All=" max = max [Av].
velk™\{(0,..,01 [lvll vekn,livi=1
Proposition et Définition 6.6. Soit || - || : K" — [0, +00[ une norme sur K. Lapplication
-1 MpK) — [0,+00]

A = A
est une norme matricielle sur M, (K), appelée norme subordonnée a la norme || - ||. De plus,

lI1n]l =1

et pour tout Ae M, (K) etve K",
IAv| < [|AlflIw].

Démonstration. On remarque d’abord que ||, || = max,cx (o,... 0 ”ﬁvlﬁ” = max,ekm ((0,...0)} ”v” 1.

Par construction de la norme matricielle, pour tout A € M, (K) et v € K™\{(0,...,0)}, lllﬁﬁl” < || Al et
donc et pour tout A€ M, (K) et ve K", [|Av| < || Al|lIvll.
Montrons ensuite que || - || : M, (IK) — [0, +00[ est une norme sur M, (K) :

— soient Ae M, (K)et A elK,ona

IAA) v | Av|l
[IMAll= max ———= max |A|
veK™\{(0,...,0y [Vl vek™\{(0,...,0)} vl

= IAI[lAll-

| Av]|
max
vek™\((0,..,00} [Vl
0 donc ||Av|| =0 donc Av =(0,...,0) (car || - || est une norme sur K"). En particulier, si {e, ..., e,}
désigne la base canonique de K", pour tout i € {1,...,n}, Ae; =0i.e.la i®Me colonne de A est
nulle, et donc A=0;,,.

— soit Ae M, (K) telle que [|A|| = =0, alors, pour tout v € K"\{(0,...,0)}, 14zl =

[ UII

— soient A, Be M, (K), alors, pour tout v € §ﬁl I Y

I(A+B)vll = [Av+Bvl
< |lAvl +|IBv| (car || - || est une norme sur K")
< [lAll+ 1Bl
et donc
lA+B|| = max [I(A+B)vl <||A||+]|B]I.
SII\I
Montrons enfin que la norme || - || sur M, (K) est une norme matricielle. Soient donc A, B € M, (K)
etsoit e K™\{(0,...,0)}. SiBv = (0,...,0), ona LBl = ABI — o < | 4[| B||. Si Bv # (0,...,0), on a
I(AB)vll _ I(AB)vll _ IBvll _ IABWI _ Bl
= x = X < [lAllll -
vl IBvll vl IBvll vl
. I (AB) vl
Ainsi, [|AB[| = max  ——— <|[Al[|B]|. H
vek™\{(0,..,00} vl
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On rappelle que, si v = (vy,...,v,) €K", vll, = Z lviletllvl,, = 1I£iixnlyil' Soit A= (aij)lgi’jgn €

M, (). On va donner les expressions de || A|, et || Al , en fonction des coefficients de A.

Théoreme 6.7. On a

— [l4ll, = max Z|“l]|

— llAll,, = max Z |ai ]

Remarque6.8. — Pouri et j dans {1,...,n}, si on note L; la i®™¢ ligne de A et Cjla j®™e colonne
de A et si on les considére comme des vecteurs de K", on a

llAll, = max |||, et [|A]l, = max ax 1Lill,

]<<

— Si A est une matrice symétrique [|A||, = || A],.
— Attention : en général || A, # Il All, (resp. || A, # IAll.).

Démonstration du théoremel6.2 Montrons tout d’abord I'égalité || A||, = max Z |lai j|.

1<j<n —
n n
Soit v = (x1,...,x,) e K"\{(0,...,0)},ona Av = Z alkxk,...,Z ankxk) donc
k=1 k=1
n n n n
lAvl, = Y01 anexe] < Y0 ) lagexel = ) lal 1kl
i=1lk=1 i=1k=1 i=1k=1
n n n
= 5 St = 3 e S
: 1<j<n“
k=1\i=1 k=1 i=1
n n n
=(lr<n,a<x Z|aij|)2|xkl=(lgla<x Z|al~j|)llvlll
SIS k=1 SIS

I Av

I, 4
< Z . Z
vl \lgagni:1|al]|et H‘AH‘1\1< i<n |a”|

Mais, sil’on note jy 'indice de {1,..., n} tel que Z |a”0| =
i=1

et ainsi
Z |ai j| etsifey,..., en} désigne

1<]<

la base canonique de K", on a

|l 4ejo], -
W = ”Aej()”l :;l|aij0| —1<]< Z|d1]|

)

[l Aej |l
Puisque ||e,;0 L<||A]l,

n
= max Z aij|.
I<j<n
i=1
n

Montrons a présent I'égalité ||Al| , = max ) |a; ;|- Avecles notations ci-dessus, on a
1<i<n
i=1

lAvll,, = max

k
n n n
< max ) |aik|( max Ile) = max > lail vl = (fnix > |a,~k|) 1Vl
<i
k_



| n

n
o < max D laid et Al < max B lail.
vl Isisni— Isisn =

et ainsi

N

n n
Notons ensuite iy I'indice de {1,..., n} tel que Z |al~0k| = max Z |a; ;| et notons vy le vecteur de
1<i<n
k=1 k=1

M€ coordonnée notée y; est

K™ dont, pour tout je{1,...,n},1a j

{e_iArg(“"of) si aj, j # 0 (si a;, j € R, e~ "Ar8(@0)) € (—1;1}),

0 SidinZO,

n n
alors Z iy k Vi = Z | @iy |-
k=1 k=1
Si vy est le vecteur nul de K", cela signifie que tous les coefficients de la matrice A sont nuls et, dans
n

ce cas, on a bien I'égalité || Af| , = max Z |ai j|. Si vo West pas le vecteur nul, alors, comme les coeffi-
1<i<n *
=1

cients non nuls de vy sont de module 1, vy appartient a la spheére unité §ﬁlﬁ) = {w eK" | |wlle = 1}
etona

n n n n n
Al < max. Z la;kl = Z | @iy k] = Z Ajy Yk < Z @i kYk| S Max Z aikyk| = lAvol,, <|| Al
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n
D’ot1 'égalité || Al , = max. Z la; l. O
k=1
1 0 -6
Exemple6.9. Pour A:==|—-2 —4 3 |eMs(®),ona||Al|, =max{l+2+1,0+4+5,6+3+2} =11et
-1 5 2

IlA]| , =max{l1+0+6,2+4+3,1+5+2} =9.

6.3 Rayon spectral

Soit Ae M, (K) < M, (C). On considere dans cette partie les valeurs propres complexes de A: on
note Sp¢(4) le spectre de A en tant que matrice de M, (C).

Définition 6.10. On appelle rayon spectral de A la quantité p(A) := N Igla)((A) [A] € [0, +00].
E— €Spe

1 0
Exemple6.11. — Lerayon spectral de la matrice ( 0 _ ) e M2 (R) est 2.

2

O) € My (C) est 3.

— Lerayon spectral de la matrice ( 0 ! ;

— SiA:= _11 i) € M2 (R), Spc(A) = Spr(A) = {2;3} (exemple(3.32) donc p(A) =3.

— SiA:= f)l (1)) € M2 (R), Spc(A4) = {—i;i} (remarque|3.33) donc p(A) = 1.

1 0 0
— SiA:=|0 0 —2|eM3®), ya=1-X)(X?+2)=(1—-X)(v2i—X)(—+2i— X)doncSp¢(A) =
01 0

{1,4/2i,—+/2i} donc p(A) = v/2.
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Remarque6.12. Si Ae M, (R) et y 4 est scindé sur R, Sp¢e(A) = Spr(A) et donc p(A) = A rgla)((A) |A].
E5PR

Lemme 6.13. Soit || || une norme sur C" et || - || la norme matricielle subordonnée. Soit A € M, (C).
Alors,
p(A) <Al

Démonstration. Soit v un vecteur propre de A associé a une valeur propre A de module p(A). Alors,
p(A) = Al = Il <l A]). D

vl

Dans cette section, nous allons établir deux résultats importants en relation avec le rayon spectral.
Le premier consiste en une expression de la norme matricielle subordonnée a la norme euclidienne
de R" mettant en jeu le rayon spectral. Le second est un lien entre le rayon spectral d'une matrice
complexe et la convergence de la suite de ses puissances successives.

Ci-dessous, la notation || - ||, désigne la norme matricielle sur M, (R) subordonnée a la norme
euclidienne | - ||, sur R” i.e. I'application qui a tout vecteur v de R” associe || v, := v/{V, V)can = Vivy
(ici et ci-dessous, on identifie un vecteur de R” avec le vecteur colonne de ses coordonnées dans la
base canonique de R"™).

Théoréme 6.14. Supposons que A€ M, (R). Alors || A, =1/ p (PAA).

La preuve de ce théoreme reposera sur le lemme technique suivant :

Lemme 6.15. Soit S € S,,(R) une matrice symétrique positive. On considere l'application

Rs:R™{(0,...,00} — R

v —>

(appelée quotient de Rayleigh). Lapplication Rg est bornée et

sup Rs(v) = max }Rs(l}) =p(S).

veR™\{(0,...,0)} veR™\{(0,...,0)
Démonstration. Comme S est une matrice symétrique positive, d’apres le corollaire et la proposi-
A 0
tion[5.14} il existe une matrice orthogonale O € O, (R) et une matrice diagonale D = €
0 An

M, (R) avec A1, ..., A, € [0, +00] telles que *OSO = D. On peut supposer, quitte & permuter les colonnes
de la matrice O (ce qui modifie pas son caracteére orthogonal), que 0 < 1; < --- < A,. En particulier,
p(S)==An-

Soit maintenant v € [R?"\{(O, ...,0)}etnotons w = (wy,...,w,) :=‘Ove [R?"\{(O, ...,0)} (les matrices
O et 'O sontinversibles). Ona‘ww="v0'Ov="vvet

n n
St St
'‘vSv 'vOD'Ov ‘'wDhw 5 7
RS(U):l’ = 7 = ; = <
vy vy ww

La fonction Rg est donc bornée. De plus, pour vy := Oey,, avec ey, le nme yecteur (0,...,0,1) de la

base canonique de R”, on a 'Ovg = e, et

"voSvy e, Dey,

Rs(vo) = =— =le,De, =1,
Vo Vo €nén
doncla borne A, est atteinte et
sup Rs(v) = max Rs(v)=A,=p(S). O
veR™\{(0,...,0)} veR™M{(0,...,0)}
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Démonstration du théoremel6.14 Soit ve R™\{(0,...,0)}, on a

= RtAA(U).

(||Au||2)2 _HAv(Av) _ 'w'AAv
vy fpw

v,

Ainsi, comme la matrice ‘AA est symétrique positive (lemme|5.22),

IAvll, \* I Avll, \*
Af:( max 2) =  max ( 2) = max Rus() =p('A4). O
veR™\{(0,..,004 [lvll, veR™\{(0,...00} \ [V, veR™\{(0,...,0)}

Corollaire 6.16. Si A€ S, (R), alors || A|, = p(A).

Démonstration. A étant une matrice symétrique, il existe O € O,(R) et une matrice diagonale D =
M 0

€ M, (R) telles que ‘OSO = D. En particulier, Spc(A4) = Spr(A4) ={A4,...,A,}. Ainsi,
0 An

2
A2 0

‘AA= A*=(0D'0)’* = 0D*'0=0 ‘0

et Spg (A%) = {A%,...,1%}. Finalement,

2
IA|>=p(*AA)= max_|ul= max |1*|= max Mlzz( max MI) = p(A)?

HeSpg (A%) A€Spg(4) A€Spg(A) A€Spg (A)
d’otile résultat (|| Al|, et p(A) sont deux quantités positives). O
1 2 1
Exemple 6.17. — On considere la matrice A:=|—2 —1 —1|e M3(R) del'exemple|5.23| On a
-1 -1 -2

Spc (“AA) = Spg (‘AA) = {1;16} donc || A||, = 1/p (*AA) = /16 = 4.

1 1 1
— On considere la matrice S:= 1 1 1]|e€ M3(R). Comme S est symétrique, ||S||, = p(S). Or
1 1 1

Spc(S) = Spr(S) = {0;3} donc || S|, = 3.

Nous allons a présent expliciter un lien entre le rayon spectral p(A) de la matrice A de M, (K) etla
convergence éventuelle de la suite (A*), .

Théoréeme 6.18. Soit Ae M, (K). Si p(A) > 1, alors la suite (Ak)keN ne converge pas.

Démonstration. Soit | | une norme sur K" et || || la norme matricielle subordonnée sur M, (). Soit
A une valeur propre de module p(A) et v un vecteur propre associé. Alors

1A% v 1AM vl

ALK = p(a)*
1ol 1ol P

k
A% >

qui tend vers +c0 car p(A) > 1. Par conséquent, la suite (Ak) weny € converge pas dans M, (K). O

Théoréme 6.19. Soit Ae M, (K). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. la suite (Ak)keN converge etklim Ak =0,,
—+00
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2. p(A)<1.

Remarque 6.20. Le cas p(A) =1 est a étudier au cas par cas.

(k)

l..) . deM,(K). Alors la suite
1 J1<i,j<n

Remarque 6.21. Considérons, pour tout k € N, une matrice Ay = (a
(Ap) ren CcOnverge ssi pour tous i, j € {1,...,n}, la suite (aﬁ’;.))k converge, et (Ax) ey CONVerge vers
. _ . .. 5
une matrice B = (bij)lgi,jgn ssi pour pour tous i, j € {1,..., n}, la suite ( i ) converge vers b; ;.
Cette convergence matricielle est au sens de n'importe quelle norme sur M (K) (en effet M, (K)
est un K-espace vectoriel de dimension finie) et on peut par exemple montrer ces équivalences a

'aide de lanorme || - ||, sur M, (K).

Démonstration. On peut travailler sur le corps C. Par conséquent, A admet une forme de Jordan
A=PJP~! et méme une forme de Dunford A = P(D+ N)P~!. Sila suite (A¥) tend vers 0, alors la suite
(D + N)¥) tend vers 0. Par conséquent, ses termes diagonaux tendent vers 0, et donc (DX tend vers 0.
Les valeurs propres de A sont donc toutes de module strictement inférieur a 1.

Réciproquement, si p(A) < 1, on utilise aussi la décomposition de Dunford. En particulier, N
nilpotente vérifie N" = 0. Alors la suite

k
A= p(D+N)kp—1 = Z
i=0

k) keinsipet O (K] ppyinipet - 0 K k—i nji p—1
(|PDFINTPTE =) | |PDMINTP =Zﬁpp NP
i =\ i:O( — 1)

tend vers 0 comme somme de 7 suites 5 PD*~iNip~1 qui tendent vers 0. Noter que pour tout A

l)'l'

de module strictement plus petit que 1, | =57 l), ¥ A=< ]|c/1||/}|' tend vers 0. O
. . . . (1 =3
Exemple6.22. — La suite des puissances successives de la matrice | ; 1 | € M2(R), de spectre
8 4
{%, i et de rayon spectral 5, converge vers la matrice nulle de taille 2.

— Pour chacune des matrices de 'exemple[6.11} la suite de ses puissances successives ne converge
pas vers la matrice nulle.

— Lasuite (IX),, converge, vers la matrice identité.

6.4 Conditionnement

Pour amener et motiver la notion de “conditionnement” d’'une matrice carrée inversible, on étudie
en préambule I'exemple suivant issu du livre cité précédemment de Philippe G. Ciarlet (section 2.2).
On consideére la matrice

100 7 8 7
7 5 6 5
A‘s 6 10 9
7 5 9 10

de M4 (R). Le déterminant de A est 1 et A est donc inversible. En particulier, pour tout vecteur colonne
BeMy(R), le systéeme

AX =B, XeMy1(R)
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32

23
posséde une unique solution X = A~!B. Considérons par exemple le vecteur colonne B := 33 etle
31
1
N . . 1
systeme linéaire AX = B de solution X = 1l
1
0,1
«“. ] PN 2N ! 70’]‘ :
Nous allons “perturber” le systéeme AX = B : on considere le vecteur B’ := B+ 0.1 etla solution
-0,1
9,2
P ! / !/ 7]‘2’6 : : A s P«
du systeme AX' = B’ est alors le vecteur X' = a5 | On constate ainsi que, méme si I’“erreur
-1,1
relative” % de B’ par rapport a B n'est “que” de 3'3 ~ 0,003, I'erreur relative de X’ par rapport a

X estelle de % = 13 8 = 13,6 : le rapport d’“amplification” de I'erreur est de 13° = 4488!
33

Sil'on remplace a present la matrice A par la matrice

0 0 0,1 0,2
0,08 0,04 0 0
A=A+ 7 ; :
0 -0,02 —0,11 0
—-0,01 —0,01 0 —0,02
—81
"1 "_ 137 ) : " 5 1A=A"|
le systeme A” X" = B a pour solution X _aa| Lerreur relative de A" par rapporta A est W"C =
22

% =0,02 et 'erreur relative de X” par rapport a X est ”X” X)ﬁ I — 136, d’otiun rapport d’amplification
de 135 =6800!

0Poérturber méme légerement les données du systeme AX = B peut donc entrainer des perturba-
tions trés importantes sur sa solution, alors méme que la matrice A peut paraitre “sympathique” (ici,
25 —41 10 -6
. o o . . |-41 68 —17 10
la matrice est symétrique, son déterminant est 1, son inverse est A~ = 0 —17 5 _3 ).
—6 10 -3 2
Nous allons définir une notion qui va permettre d’étudier et de maitriser ce phénomene. Soit A
une matrice inversible de M, (K).

Définition 6.23. Soit || - | une norme sur K" et || - || la norme subordonnée sur M,,(K) associée. Le
conditionnement de A par rapport a la norme || - || est la quantité

cond(A) := || Al ] A7].

Remarque 6.24. Le conditionnement de la matrice A dépend de la norme choisie sur K". Usuellement,

on note cond;, cond; et condy les conditionnements respectifs par rapport aux normes | - ||, I - |, et
-1, sur K"
Exemple6.25. — Pour la matrice A ci-dessus, par le théoréme[6.7|ainsi que la remarque[6.8} on a

cond; (A) = condy (A) = [|A| | A7|, =33 x 136 = 4488.
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110 1 -1 1
— SiA:=(0 1 1|eMs®),A'=]0 1 —1]|etdonc
0 0 1 0 0 1

conds, (4) = || 4], | A7, =2x3=6

et
cond; (4) = [|Al|, [| A7}, =2 x 3 =6.
6 5 5
— On considére la matrice symétrique A:= 5 6 5| €S3(R). OnaSp¢(A) = Spr(A) ={1,16} (voir
5 5 6

exemple etSp(A~!) = {55, 1} donc
condy(A) = | All, A, = 16 % 1= 16

(on a utilisé ici le corollaire[6.16).
Soit || - || une norme sur K", Nous allons tout d’abord énoncer quelques propriétés de base du
conditionnement cond associé :
Proposition 6.26. On a
1. cond(A) = cond (A7),
2. pour tout A € K\{0}, cond(1 A) = cond(A),
3. cond(A) > 1.

Démonstration. 1. Ona
_ _ _11—1 _
cond(4~1) = |4~ || (a=)"|| = . a1} 1 4l = conda.
2. Soit 1 e K\{0}, on a
_ 1 1 _ _
cond) = Al )| = Al | 74~ | = | 3| alla~ ) = Al 4~ = condca

3. Ona
1= L]l = [[AAY || < [|AJlJ| A~ || = cond(A)

([ - || est une norme matricielle). O

Etant donné un systéme AX = B, on utilise le conditionnement de A pour estimer et maitriser
I'erreur induite sur la solution du systeme par une perturbation ou une erreur d’approximation sur les
données AouB:

Théoréme 6.27. Soient B,B’ M,,,1 (K) avec B différent du vecteur colonne nul. On note X la solution
du systéme linéaire AX = B et X' la solution du systeme linéaire AX' = B'. Ona
X-Xx B—B
X=X < cond(A) 15— B
1 X1l I B

Démonstration. On a d'une part A(X—X')=B—B'ie. X—X = A"'(B—B') etdonc | X — X'|| <
A=Y[1B — Bl

D’autre part, B= AX donc || B|| < || A||I X]l donc m < w.

Ainsi,
Al _ IB—B|

nd(A) ———. O

v/
u_||x_x’||xi<mz4_lm IB—B'll x €0
1Bl Bl

X1l X1l
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!
En conséquence, I'erreur relative ”X”})”( I sur 1a solution est d’autant plus petite que la condi-

_p!
tionnement de la matrice A (ainsi que I'erreur relative sur la donnée du second membre ”B” Bl”; Iy est

petit.
Le résultat relatif a la perturbation du premier membre autrement dit de la matrice A estle suivant:

Théoréme 6.28. Soit B € M,, 1 (K) différent du vecteur colonne nul. Soit A’ € GL,(K) et notons X la
solution du systeme linéaire AX = B et X’ la solution du systéme linéaire A’ X’ =B. Ona

X—Xx A—A X—Xx A— A flat
XX plA=Al X=X Il I 71|||
Bd | All B Al A

Démonstration. Ona AX =B=A'X"donc0, = AX —A'X = AX —AX'+ AX' —AX' =AX-X")+
(A—A)X'douX—X' =—A"1(A— A)X etdonc

IX—X'I=A"" (A-AX| < [|A7 (a— A 1x']
|A—A')|

<[l A=Al = 47 A0 X
A=,
= cond(A) ———— I X"|l
AT
A=A

. I X=Xl
Finalement, {57 < cond(A)

Pour établir I'autre inégalité, on considere I'égalité 0, = AX — A’X' = AX—AX+AX - AX =
A-AX+AX-X)douX—-X = —A/_I(A — A")X et donc

1X - X'= |4 - x| < | a7t - a9 ix)
- - cond(A)
<o fna-anixi= o= la- apix—orE S
A1 A= ]
—1
_ cond(A) Jla—a) |4 | X
Al A=t
i IX—X'l la—ay Jla
Finalement, TXI < cond(A) Tanr AT - O

Remarque 6.29. Par continuité de I'application qui a une matrice inversible de GL, (K) associe son

I

inverse, la quantité AT m’ tend vers 1 quand A’ tend vers A (i.e. quand ||A— A’|| tend vers 0).

Ainsi, le conditionnement de la matrice inversible A permet de majorer I'erreur (relative) sur la
solution du systeme AX = B quand il y a perturbations sur les données du premier ou du second
membre du systéeme. Si 'on maitrise les erreurs d’approximations sur les données, on peut alors
maitriser les erreurs sur les solutions obtenues.

Un systeme AX = B dont la matrice A possede un conditionnement petit (proche de 1) sera d’au-
tant plus robuste face aux perturbations (i.e. sa solution sera peu sensible aux erreurs sur les données)
et on dira qu’un tel systeme est bien conditionné. Dans le cas contraire (si le conditionnement de A
est grand), on dira que le systeme est mal conditionné.
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Chapitre 7

Matrices stochastiques et théoremes de
Perron-Frobenius

Introduction

On commence par un exemple de situation qui motive la progression du chapitre et les résultats
qui y sont énoncés. Ces derniers sont appliqués dans d’autres situations plus générales et complexes,
comme |'algorithme de classification des pages web utilisé (en tout cas a ses débuts) par des moteurs
de recherche.

La situation que nous considérerons dans cet exemple introductif est celui de I'évolution d'une ma-
ladie au sein d'une population donnée. Pour la maladie considérée, chaque individu de la population
peut étre dans I'un des trois états suivants :

— [I:Sain (i.e. pas malade) et Immunisé
— S:Sain mais non immunisé
— M : Malade

D’une semaine sur I'autre, un individu peut “passer” d'un état a un autre : on parle de transition
d’un état a un autre. On modélise I'évolution de la maladie semaine aprés semaine par la probabilité
pour un individu de passer d'un état donné a un autre. Les différentes transitions ainsi que leurs
probabilités d’avénement sont représentées par le graphe suivant :

0,9

0,8

0,5 0,5

Par exemple, la probabilité de passer, d'une semaine sur I'autre,
— del'étatTal’état S (i.e. de perdre son immunité) est de 0,1,
— del’état S al'état M (i.e. de tomber malade) est de 0,5,

— del'état M al’état M (i.e. de rester malade) est de 0,2.
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On peut rassembler les probabilités d’avenement des différentes transitions dans une matrice

I § M
Lol

A= (0,9 0 0,8) I
01 05 0 —S

0 05 02 —M

appelée matrice de transition. Chaque colonne de la matrice de transition donne les probabilités
de passer d'un état donné a I'un des trois états. Par exemple, la troisieme colonne consiste en les
probabilités de passer de I'état M a I'état I (0, 8), de passer de I'état M a I’état S (0) et de passer de I'état
M alétat M (0,2), i.e. les probabilités de passer a I'un des états (I, S ou M) “sachant que” I'on est a
I'état M (pour employer le langage des probabilités conditionnelles). Remarquons que les coefficients
de la matrice de transition sont positifs ou nuls et que la somme des coefficients sur chaque colonne
de la matrice de transition est égale a 1.

La matrice A va nous permettre de déterminer I’évolution semaine apres semaine de 1'état de la
population que I'on considere. Notons x la proportion des individus qui sont immunisés (étatI), y
la proportion des individus sains (état S) et z la proportion des individus malades (état M). On note

X
ensuite V :=| y | € M3;(R). Remarquons que les coefficients de V sont positifs ou nuls et que leur
z
somme est égale a 1. Le vecteur V représente |'“état” de la population a une semaine donnée (désignée
semaine 0). L'état de la population a la semaine suivante est le vecteur

0,9x+0,8z
Vi:=AV=|0,1x+0,5y].
0,5y+0,2z

Par exemple, 90% des personnes immunisées sont restées immunisées et 80% des personnes malades
sont devenues immunisées.

Si k €N, notons Vi le vecteur de I'“état” de la population apres k semaines. On a la relation de
récurrence Vi, = AVg, ke N, et donc, pour tout ke N,

Vi = AkV.

Létat apres k semaines dépend donc de la puissance k™€ de la matrice de transition A et de I’état
initial V de la population. Considérons par exemple la matrice

I S M
1 l

A>= (0,81 0,4 0,88 —1
0,14 0,25 0,08 —S
0,06 0,35 0,04)] <« M

— le coefficient situé 0, 14 sur la ligne 2 et la colonne 1 de A? est la probabilité de passer, au bout
de deux semaines, al’état S sachant que I'on était a I’état I a la semaine 0, i.e. la probabilité de
perdre son immunité au bout de deux semaines,

— le coefficient 0,05 situé sur la ligne 3 et la colonne 1 de A? est la probabilité de passer, au bout
de deux semaines, a I’état M sachant que I'on était a I'état I a la semaine 0, i.e. la probabilité de
tomber malade au bout de deux semaines alors que I'on était immunisé lors de la semaine 0.
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Lintérét de la matrice de transition A et de I'étude de ses puissances successives est ainsi de
pouvoir modéliser, comprendre, anticiper I'évolution de I'état de la population semaine aprés semaine,
et along terme.

Ici, une étude numérique nous apprend que la suite (Ak) eny S€mble avoir une limite de la forme

0,7547... 0,7547... 0,7547...
0,1509... 0,1509... 0,1509...
0,0943... 0,0943... 0,0943...

ol les trois colonnes de la matrice sont identiques. Ainsi, au bout d'un temps “suffisamment long”, i.e
pour k assez grand, I’état de la population sera

0,7547... 0,7547... 0,7547... 0,7547... 0,7547... 0,7547...\ (x 0,7547...
0,1509... 0,1509... 0,1509...|V={0,1509... 0,1509... 0,1509...||y|=10,1509...
0,0943... 0,0943... 0,0943... 0,0943... 0,0943... 0,0943...)\z 0,0943...

(car x+ y+ z =1) et ce, quel que soit Iétat initial de la population.
Ces constats soulevent les questions suivantes :

— pourquoi la suite (Ak) eny @dmet-elle une limite et pourquoi toutes les colonnes de cette limite
sont-elles identiques?

— peut-on déterminer I'“état limite” de la population a priori, i.e. sans passer par le calcul des
puissances successives de A?

Nous allons répondre au cours de ce chapitre. Dans la suite, n désignera un entier naturel non nul.

7.1 Matrices stochastiques et vecteurs stochastiques

La matrice A de l'introduction vérifie une propriété particuliere : ses coefficients sont tous positifs
ou nuls et la somme des coefficients de chaque colonne est égale a 1. Il s’agit de la transposée d'une
matrice dite stochastique :

Définition 7.1. Une matrice A de M, (R) est dite stochastique si tous ses coefficients sont positifs ou nuls
et si, sur chaque ligne de A, la somme des coefficients est égale a 1.

Exemple7.2. Latransposée de la matrice A considérée dansl'introduction est stochastique (la matrice
Anelestpas).

Remarque 7.3. Méme si cela peut paraitre moins “naturel”, en théorie des probabilités, la matrice
de transition est “traditionnellement” définie comme la transposée de la matrice que nous avions
considérée. Le vecteur de I'état initial prend quant a lui la forme d'un vecteur ligne et on obtient I’état
suivant en effectuant le produit a gauche de ce vecteur par la matrice de transition.

On commence par établir quelques propriétés des matrices stochastiques.

Proposition 7.4. Le produit AB de deux matrices stochastiques A et B de M, (R) est également une
matrice stochastique.

Démonstration. Notons A = (a; ;) et B = (b;}) . Comme les matrices A et B sont sto-

1<i,j<n 1<i,j<n

n n
chastiques, on a, pour tout i € {1,..., n}, Z aijj=1let Z bij=1.
j=1 j=1
Soit maintenant i € {1,...,n}. Si j€{1,..., n}, le coefficient sur la ligne i et la colonne j de AB estla
n

somme Z a; kb j, qui est positive ou nulle, et la somme des coefficients de la ligne i de AB est donc
k=1
n

n n n n
Z(tmmJ=kaij=med O
i=1\k=1 =1 =1 k=1
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Proposition 7.5. La limite d'une suite convergente de matrices stochastiques de M, (R) est une matrice
stochastique.

Démonstration. Les conditions d’inégalités larges Vi, je {1,...,n}, a; j > 0, et d’égalité Vi € {1,..., n},
Z;’zl a; j = 1 subsistent dans les limites. (On dit que 'ensemble des matrices stochastiques est un
fermé de M,,(R)). O

Corollaire 7.6. Soit A une matrice stochastique de M, (R). Si la suite (Ak) KeN des puissances successives
de A converge, alors sa limite est une matrice stochastique.

Démonstration. En utilisant la proposition on montre par récurrence que, pour tout k € N, AF est
une matrice stochastique. La suite (Ak) ren €St donc une suite de matrices stochastiques de M, (R)
convergente : la proposition[7.5 précédente permet de conclure. O

Définition 7.7. Un vecteur deR" est dit stochastique si toutes ses coordonnées sont positives ou nulles
et si leur somme est égalea l.

Exemple7.8. Le vecteur V considéré dans l'introduction est stochastique.

Remarque 7.9. Deux vecteurs stochastiques de R” proportionnels sont égaux. En effet, soient v =
(vi,...,vp) et w = (wy,..., w,) deux vecteurs stochastiques de R” et supposons qu’ils sont proportion-
nels : il existe A € R\ {0} tel que w = Av (A ne peut étre nul car w est stochastique donc en particulier
différent du vecteur nul). Onaalors 1 =337, w; = 3.7, Avj = A3)7_; v; = A (v et w sont stochas-
tiques) et donc w = v.

7.2 Matrices positives, strictement positives, primitives, irréductibles

Afin de comprendre et expliquer les phénomeénes constatés dans I'introduction, nous introduisons
les notions suivantes :

Définition 7.10. Soit A= (a; ;) € M, [R). On dit que A est :

1<i,j<n
— positive si pour tous i, j € {1,...,n}, a;j =0,

— strictement positive si pour tous i, j € {1,...,n}, a; j >0,

— primitive s'il existe k € N tel que la matrice A* est strictement positive,

— irréductible si pour tous i, j € {1,...,n}, il existe k € N (k dépend de i et j) tel que (Ak)ij >0
((Ak)l. j désigne le coefficient a la ligne i et la colonne j de la matrice A).

Noter que
stochastique
strictement positive === positive
primitive
irréductible
. 1 2 . . .
Exemple7.11. — Lamatrice 3 4 de M (R) est positive mais non stochastique.
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— La matrice nulle 0,, de M, (R) est positive mais non strictement positive.

. 0 . . ) 1 1 . ..
— La matrice (_ 1 1) est primitive (car son carré est la matrice ( 1 2)) mais non positive (et

donc non strictement positive).

01
— La matrice A := (

) 0) de M, (R) est irréductible. En effet, (4)12 >0, (A)2; > 0. De plus, A% =

1 0
(0 1), et donc (A%),, > 0, (4%),, > 0. Mais A n’est pas primitive car, pour tout p € N, les

. 1 0 0 1 . ..
matrices A%P = ( 0 1) et A2P*1 = (1 0) ne sont pas strictement positives.

— Lamatrice A de I'introduction est une matrice primitive (son carré A? est une matrice stricte-
ment positive) non strictement positive.

— Les matrices des graphes

sont

B RPLS B RPLS
Ll Ll b
1 100 0 <«B 1100 0|, <«B

A= |1 11 0 0| <R etC:= (1110 0f <R
0010 1f <P 0110 1| <P
00110 <L 00110 <L
00111 <S8 00111 <S8

La matrice A n’est ni primitive, ni irréductible car de Rennes ou de Brest, on ne peut aller ni a
Paris, ni a Lille, ni a Strasbourg; autrement dit les 0 sur les deux premieres colonnes subsistent
dans les puissances. En ajoutant la liaison de Rennes vers Paris, on peut aller d'une ville a I'autre,
par exemple en quatre étapes exactement. La matrice obtenue C est donc telle que C* soit
strictement positive. La notion de matrice positive irréductible correspond a un graphe ot toute
paire d’états communique. La notion de matrice positive primitive correspond a un graphe
pour lequel il existe k tel que deux états quelconques communiquent en k étapes.

20

Remarque 7.12. Il ne faut pas confondre les notions de “positivité” de matrices introduites ci-dessus
avec les notions de matrice symétrique positive ou définie positive. A titre d’exemple, la matrice

2 -1 . . s .. ., . .-
S:= (_ . 2 ) est une matrice symétrique (définie) positive mais n’est pas une matrice positive.

7.3 Les théoremes de Perron-Frobenius

Le théoreme de Frobenius porte sur le rayon spectral des matrices positives et irreductibles.

Théoréme 7.13 (Théoréme de Frobenius). Soit A une matrice positive et irréductible. Alors

1. lerayon spectral p(A) de A est une valeur propre réelle de A, de multiplicité 1 dans le polynéme
caractéristique, (et doncdim (Ep(4)) = 1)
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2. il existe un vecteur propre de A de coordonnées strictement positives pour la valeur propre p(A).

Nous admettrons ce résultat (pour une preuve du théoreme de Frobenius, on renvoie aux ré-
férences citées dans le document de Bachir Bekka intitulé “Le théoréme de Perron-Frobenius, les
chaines de Markov et un célebre moteur de recherche”, disponible sur sa page web).

Si de plus, on considére une matrice positive et primitive, on a
Théoréme 7.14 (Théoréme de Perron). Soit A une matrice positive et primitive de M, (R). Alors

1. lerayon spectral p(A) de A est une valeur propre réelle de A, de multiplicité 1,

2. il existe un vecteur propre de A de coordonnées strictement positives pour la valeur propre p(A),

3. pour tout A € Spe(A)\{p(A)}, IAl < p(A) (on dit que la valeur propre p(A) de A est dominante).

Remarque7.15. Les conclusions du théoréme de Perron ne sont plus vraies si I’on retire 'hypothese

-1 -1
)=

0 -1
de positivité de la matrice A. Sil’on considere par exemple la matrice primitive M := ( ) de

'exemple(7.11} son polynéme caractéristique est yp; = X2+ X — 1= (X — donc

p(M) = “\f n’est pas une valeur propre de M.

Remarque 7.16. Si A est une matrice positive et seulement irréductible, la valeur propre p(A) de A
n’est pas nécessairement dominante. Si on consideére par exemple la matrice positive et irréductible

A= ((i) 0) de M2(R), Sp(A) = {—1;1} et la valeur propre p(A) = 1 de A n'est pas dominante.

Pour une preuve du théoréme de Perron|7.14} on renvoie a nouveau au document de Bachir Bekka
intitulé “Le théoreme de Perron-Frobenius, les chaines de Markov et un célebre moteur de recherche”.
Nous allons établir certaines de ces conclusions sous des hypotheses plus fortes. Précisément, nous
montrerons le résultat suivant et nous admettrons le cas général
Proposition 7.17. Soit A une matrice strictement positive. Alors

1. p(A) est une valeur propre réelle de A,

2. il existe un vecteur propre de coordonnées strictement positives pour la valeur propre p(A) de A.

Dans la preuve ci-dessous, nous utiliserons les notations suivantes :

X1 N
—siv=]|: |etw=]|: |sont deux vecteurs de R", on note v > 0 (resp. v > 0) si, pour tout

Xn Yn
iefl,...,n}, x; =0 (resp. x; >0),et v=> w (resp. v> w) si v — w = 0 (resp. v — w > 0) i.e. si, pour

toutief{l,...,n}, x; = y; (resp. x; > y;),
21 |z1]
— siu=| : | estunvecteur de C”, on note |u|le vecteur | : [deR":onaul>0.

Démonstration de la proposition Comme A est une matrice strictement positive, p(A) > 0. En
effet, si p(A) =0, alors Sp¢(A) = {0} et donc y 4 = (—X)", en particulier A est nilpotente, ce qui est en
contradiction avec le fait que A et donc pour tout k € N\{0}, AF est strictement positive.

Quitte a remplacer A par la matrice —— p( 7y A dont le rayon spectral est p ( o) A) p(lA) p(A)=1,0on
peut supposer p(A) = 1. Soit A € Sp¢(A) telle que |A| =1 (existe car p(A) = 1) et soit u € C" un vecteur

propre (complexe) de A pour la valeur propre A.

102


https://perso.univ-rennes1.fr/bachir.bekka/Perron-Frobenius-Google.pdf
https://perso.univ-rennes1.fr/bachir.bekka/Perron-Frobenius-Google.pdf
https://perso.univ-rennes1.fr/bachir.bekka/Perron-Frobenius-Google.pdf
https://perso.univ-rennes1.fr/bachir.bekka/Perron-Frobenius-Google.pdf

On montre tout d’abord que |u| < Alul. On a, d'une part, Au = Au dong, si zi,...,2z, sont les
coordonnées de u dans C”, puisque |1| =1

1121 1Allz1] |21
[Aul=[Aul=] + [=[ + [|=I1A] ¢ |=lul
|42 1Allznl 1 Znl

reme

D’autre part, si on note A= (a; ), _; jew Pourtoutiel,...,n} lai coordonnée (Au); du vecteur

n
Au est 2 a;jzjetona
j=1

n n n
(IAul); = 1(Aw);| = Z aijzj| < Z laij||zj| = Z aij|zj| = (Alul);
j=1 j=1 j=1

(les coefficients de A sont réels et positifs). Ainsi, |u| = |Au| < Alul.

Nous allons maintenant montrer que, nécessairement, |u| = Alu|. Pour cela, on procede par
I'absurde : on suppose qu'il existe i € {1,..., n} tel que (Alu| — |ul); > 0. Comme A est une matrice stric-
tement positive, on a alors A (A|u| — |ul) > 0 (appliquer une matrice de coefficients tous strictement
positifs a un vecteur de coordonnées positives ou nulles avec au moins une coordonnée strictement
positive donne un vecteur de coordonnées strictement positives).

Il existe alors € > 0 tel que A (Alu| — |ul) > €Aluli.e. (1+e ) Alu| > Alu| (on peut par exemple choisir
€ de telle sorte que la plus grande coordonnée du vecteur € A|u| soit strictement plus petite que la plus
petite coordonnée du vecteur A (A|u| — |ul)). On a ensuite, pulsque la matrice ( 1 A) est également a

T+e
coefficients strictement positifs (et préserve donc la relation ( Alul| > Alul),

1+e )

1\ 1
—A| Alu|>|——A| Alu| > Alu|
l1+¢ l+e€

puis, par récurrence, pour tout ke N,

1 k
—A) Alul > Alul.
l1+e€

Or p (1= A) = 7 p(A) = 7i= < 1. D’apres le théoremel6.19|du chapitre précédent, la suite (( T A)k)k N
€

) Alu| converge donc vers le vecteur nul et, en faisant tendre k

k . P
vers +00 dans I'inégalité de vecteurs (l%eA) Alu| > Alul, on obtient que les coordonnées du vecteur

Alu| sont négatives ou nulles, ce qui est impossible car |u| = 0, u n’est pas le vecteur nul (car vecteur
propre), et la matrice A est strictement positive (i.e. tous ses coefficients sont strictement positifs).
Ainsi, nécessairement, A|u| = |u| et, comme |u| n’est pas le vecteur nul, 1 = p(A) est une valeur
propre de A. De plus, |u| = Alu| > 0 car |u| = 0, u n’est pas le vecteur nul et A est strictement positive.
Le vecteur |u| de R" est donc un vecteur propre pour la valeur propre 1 = p(A) de coordonnées
strictement positives. O

converge donc vers 0. Le vecteur (1

7.4 Le cas des matrices primitives stochastiques

Nous allons a présent appliquer le théoréme de Perron au cas particulier des matrices primitives
et stochastiques afin de répondre aux questions posées dans I'introduction.

Proposition 7.18. Le rayon spectral p(A) de la matrice stochastique A de M, (R) est 1.
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1 1
Démonstration. Ona A| : | =] : | (car la somme des coefficients sur chaque ligne de A vaut 1) donc 1
1 1
est une valeur propre de A. En particulier, p(A) > 1. D’autre part, p(A) < || 4], par le lemmeet
[IA]| .., qui est la plus grande somme des valeurs absolues des coefficients sur les lignes de A par le
théoreme|6.7] est égal a 1 (car les coefficients de A sont positifs ou nuls et, sur chaque ligne, la somme
des coefficients est égale a 1). Ainsi,onal < p(4) <1lie. p(A) =1. O

Nous allons a présent nous intéresser aux matrices stochastiques primitives, pour lesquelles on
peut appliquer le théoréme de Perron :

Théoreme 7.19. Supposons que la matrice stochastique A soit primitive. Alors la suite (Ak) en des

X1 o Xn

puissances successives de A converge, vers une matrice stochastique de la forme | : - | outles
X1 o Xn

réels x1,..., X, forment un vecteur stochastique (xy, ..., x,) € R".

Remarque 7.20. — Avec les notations ci-dessus, le vecteur (x,...,X,), présenté sous la forme d'un

vecteur ligne (x1 e xn) e M ,(R), est appelé état limite associé a A.

— Ce théoréme répond a la premiere des deux questions de I'introduction.

Démonstration du théoréeme[Z19 On commence par triangulariser la matrice A, considérée en tant
que matrice de M, (C), sous forme de Jordan : il existe P € GL,(C), s € N et pour tout i € {1,...,s},
1 0

]m1 (/11)
m; € N\{0} et ; € C tels que P~ 1 AP = ) . De plus, pour tout i € {1,..., s},

0 Tm,(As)
|A;] < 1:en effet, comme A est stochastique, p(A) = 1 (par proposition[7.18) et, comme A est primitive,
p(A) est une valeur propre simple de A et cette valeur propre est dominante (par le théoreme de
Perron : théoreme|7.14).
Afin de simplifier les écritures, notons, pour i € {1,..., s}, J; 1= J, (A;). Alors, pour tout ke N, on a

1 0
]k
Ab=p| 7! p!
0 JE
Pour tout i € {1,..., s}, comme p (J;) = |A;| < 1, d’apres le théoréme ‘ la suite (]f)k>0 de M, (R)
1 0 1 0
. .. ] {c 0m1 .
converge vers la matrice nulle 0,,. Ainsi, ) k—) ) et, par conti-
—+00 ..
0 Jk 0 O,
1 0
M, (K M, (K 0
nuité de I'application ’11\/(1 ) : P*nl(M)P , A " p " P
0 0,
Déterminons enfin la forme de cette matrice limite. Comme la matrice A est stochastique, le
1
vecteur | : | est un vecteur propre de A pour la valeur propre 1 = p(A). Comme A est de plus primitive,
1
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le sous-espace propre associé a la valeur propre p(A) est de dimension 1 (par le théoréeme de Perron).

1
Le vecteur | : | constitue donc une base de E; et on peut supposer que la premiere colonne de la
1
1 0
1 0 10 --- 0
m
matrice de passage P est le vecteur | : |. On a alors P 1 . =|: .| et, si
1 ’ 1 0 -+ 0
0 Om,
(x1 -+ xp)estla premiére ligne de P!,
1 0
0 1 0 0 X1 Xn
" e R
' 10 0
0 O, 1 n
X1 ‘e Xn
Notons L cette matrice limite | : . |. Comme A* P L, pour tout ke N, A¥e M,,(R),
—+00
xl e xn

et M, (R) est un fermé de M, (C), la matrice limite L est dans M, (R). De plus, comme la matrice A est
stochastique, L est également une matrice stochastique par le corollaire[7.6]: le vecteur (x1,..., x,) est
donc un vecteur stochastique de R”. O

Avec les hypothéses et notations du théoréme ci-dessus, on souhaiterait pouvoir déterminer 1'état
limite /:= (x; --- x,) de la matrice stochastique primitive A sans passer par la réduction de Jordan
de A. La solution de ce probleme est donnée par la proposition suivante. Il s’agit de la réponse a la
deuxieme question de I'introduction.

Proposition 7.21. Supposons que la matrice stochastique A soit primitive et notons | € M1 ,,(R) son
état limite. La matrice ' A transposée de A posséde un unique vecteur propre associé a la valeur propre 1
qui soit stochastique, et ce vecteur est le vecteur colonne'l.

Démonstration. Comme la matrice A est primitive, sa transposée ‘A I'est aussi (pour tout k € N,
(tA)k = t(Ak)). De plus, on a yi4 = x4 donc 1 = p(A) = p(*A) est une valeur propre simple (par le
théoréeme de Perron de A. Lespace propre E; de ‘A est donc de dimension 1. De plus, comme ‘A
est primitive, d’apres le théoreme de Perron[7.14} il existe un vecteur propre v pour la valeur propre
p (*A) = 1 de 'A qui soient de coordonnées strictement positives. Si on note vy, ..., U, les coordonnées
du vecteur v, le vecteur normalisé w := an -V est alors un vecteur stochastique de R", qui est

i=1"1

également un vecteur propre pour la valeur propre 1 de ‘A.

Montrons 4 présent que w = '1.Ona Aw = w et donc, pour tout k€ N, ('A)* w = w < (4% w = w.
Comme la transposition est une application continue sur M, (R), si L désigne la matrice limite de
la suite des puissances successives de A, on a alors, par passage a la limite, ‘Lw = w, autrement dit

w ="Lw et w est donc dans I'image de la matrice ‘L. Or ‘L= ("1 |---| 'I) et donc w € Im ‘L = Vect{'I}.
1l existe donc un scalaire a € R tel que w = a 1. Mais le vecteur ‘I = (Iy,...,1,) est, comme le vecteur
w, un vecteur stochastique donc finalement w = /I par la remarque O

Ainsi, si la matrice stochastique A est primitive, son état limite est 'unique vecteur ligne stochas-
tique I tel que YA’l = 1. Nous allons appliquer cette propriété a notre exemple introductif :
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09 0,1 O
Exemple7.22 (Retour a 'exemple introductif). La matrice stochastique A:=| 0 0,5 0,5] (il s'agit
0,8 0 02
de la transposée de la matrice que nous avions considérée dans I'’exemple) est primitive car la matrice
A? est strictement positive, et 'état limite de A est le vecteur ligne stochastique I = (I; I, I3) tel que

0,9 0 08)\(] L 0,94 +0,8l3 =1,
All="l<|0,1 0,5 0 ||bL|=]|L|<<01]+0,50 =1
0 0)5 0’2 13 l3 0,512+0,213 = lg

707111 +0,813 =0
I, =8k
<~ 0,1[1—0,512 =0 ] —8l , lgeR
0,5l,—0,8l3 =0 2 7589

De plus,

8 53 5
h+tb+l=18k+-3+=1e—k=1<3=—,
1 2 3 3 53 3 53 3 53

donc I'état limite de A estle vecteurligne I = (22 £ 2)=(0,7547... 0,1509... 0,0943...).

Exemple 7.23. Le théoréme de Perron a également été utilisé pour le classement des pages web :
Notons W := {x;,1 € I} 'ensemble des pages web présentes sur le “World Wide Web”, ou I :={1,..., N}
avec N entier supérieur a 13 x 1013,

On forme un graphe avec ces pages webs : pour i, j € I, on écrit x; — x; sila page x; contient un
lien vers la page x; (on dit alors que x; pointe vers x;).

Si, pour i € I, la page x; contient au moins un lien, on fait I'hypothése que chacun des liens
présents sur la page x; pointe vers une page différente et que, depuis la page x;, la probabilité de
cliquer sur I'un de ces liens est toujours la méme : si on note d; le nombre de liens présents sur une
telle page x;, cette probabilité est de dl,-' Pour tous i, j € I, on pose alors

1 . .
aii= {7,- sl x; pointe vers xj,
L] =

0  six; ne pointe pas vers x;j,

et on forme la matrice de transition A := (ai j) N (par exemple, si i, j e {1,...,n}, le coefficient

1<i,j<
(Az)l.j = chvzl a;jragj de A? est la probabilité, partant de la page x;, d’aboutir a la page x;j en deux
clics).

Soit i € I. Remarquons que s’il y a au moins un lien sur la page x;, alors la somme Zévz 1 aij des
coefficients de la ligne i de A est Z di =d; x di =1 et que, s'iln'y a aucun lien sur la page

jlxi— Xj i i
x;, tous les coefficients de la ligne i de A sont nuls. Afin de “rendre” cette matrice stochastique, on
remplace tous les coefficients des lignes nulles de A, lignes qui correspondent a des pages sans lien,
par % On note A la matrice ainsi obtenue, qui est alors une matrice stochastique.

Cependant, la matrice A n’est pas nécessairement primitive. Pour remédier a cela, on considere la
matrice G4 := aA+ (1 — a@)E ot a €]0; 1[ et E est la matrice de My (R) dont les coefficients sont tous
égaux a Ai, Alors la matrice G, est stochastique et strictement positive (en particulier primitive) : on
peut donc lui appliquer le théoréme[7.19et la proposition[7.21] En classant ensuite les coordonnées du
vecteur d’état limite de cette matrice de la plus grande a la plus petite valeur, on obtient un classement
des pages web, suivant “leur probabilité d’étre visitée a la limite”.

Dans la pratique, il faut choisir un nombre a qui soit “proche” de 1 pour que la matrice G, soit
“proche” de la matrice A, mais “pas trop proche” pour que le calcul de I'état limite ne soit “pas trop
difficile”. Dans les derniers documents publics détaillant cette méthode de classement des pages web,
a avait été choisi égal a 0, 85.
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Chapitre 8

Résolution de systémes linéaires,

décompositions LU et décomposition de
Cholesky

Introduction

Soit K =R ou C et soit n un entier naturel non nul.

On fixe une matrice A € M, (K) et un vecteur colonne B € M, ; (K), et on considere le systeme
linéaire

S AX=B
de vecteur inconnu X € M, ; (R). Lobjectif de ce chapitre est de présenter des méthodes de résolution
d’un tel systeme qui soient “peu” cotiteuses en calculs pour n “grand”.

On suppose tout d’abord que A est une matrice inversible. Dans ce cas, le systeme (S) possede
une unique solution X = A~!B. En particulier, le calcul de I'inverse A~! de A permet de résoudre le
systeme (S). Une méthode de calcul de cet inverse consiste a déterminer les vecteurs colonnes de la
matrice A~! = (Y3]--+|Y,) al'aide de la résolution des n systémes linéaires

AYT =X
AY, =X,
de vecteurs inconnus Y3,...,Y, € M, 1(R), ou, pour i € {1,...,}, X; désigne le vecteur colonne de

M,,,1 (R) dont toutes les coordonnées sont nulles sauf la i®™me coordonnée quiestl:ona

AAT =T, ssi A(V1]--1Yy) = (Xal--+1Xp) ssi Vie{l,...,n}, AY; = X;.

Dans la visée de la résolution du seul systéme (S), cette méthode est bien trop cotiteuse en calculs. I1
faut donc recourir a d’autres méthodes plus “efficaces”.

Par exemple, lorsque A, en plus d’étre inversible, est une matrice triangulaire supérieure, il existe
une méthode permettant de résoudre le systéme (S) avec un minimum de calculs : la méthode
dite de remontée. Cette méthode consiste a partir de la derniere équation du systéme (S) et puis
“remonter” les équations une a une pour déterminer successivement les coordonnées du vecteur

an - ain by
solution. Précisément, on procéde de la maniére suivante. Notons A =  |LB=] : |et

0 Ann by
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X1

X=] : | alors
Xn
a1 - ain) (% by a1 x1+...+ainx, =b
a X b =
n
0 nn n n ApnXn = by
ajlx)+ +ainXn =b1
a1 xX1+...+ainxy, =bh
= : =
by An—1n—1Xpn—1+an_1nXn =Dbp_1
Xn = Gnn Xn _ bu
ann
anxi+...+tarpnxXn = bl
<<
_ 1
Xpn—1 =@ (bnfl - (anflnxn))
_ 1
Xn T ann bn
1
X1 =27 (b1 —(ar2X2 + ...+ a1 pXp))
1
X2 = 25 (b2 — (a23X3+ ...+ azpxp))
<4
_ 1
Xn-1 = g—— (bn—l - an—lnxn)
=
Xn T apn

(il est ici a noter que, pour tout i € {1,...,n}, a;; # 0, car A est inversible). On dit que I'on a obtenu
X1

la solution X = | : | du systeme (S) par “remontées successives” : on obtient une coordonnée x;,

Xn
i €{l,...,n}, a partir des coordonnées x;, j > i déterminées “plus bas”. Les calculs mis en ceuvre dans
cette méthode sont en particulier simples et “peu” nombreux.

Exemple8.1. On considere le systéme

1 -2 5)\(x 2 X—2y+5z =2
S |10 —4 3 y[=10]<= —4y+3z =0
0 0 -—-1J\z 3

—z =3
X
de vecteur inconnu | y | € M3 1 (R). Alors
z
X—2y+5z=2 X—2y+5z=2 x=2+2x(—3)—5x(-3) =2
S) =4 —4y+3z=0 < y:_?’i—i—&:_% - y:_%
Z:_3 Z:_3 Z:—s

Remarque 8.2. On peut adapter la méthode de remontée décrite ci-dessus dans le cas ol1 A est une
matrice triangulaire supérieure non inversible (i.e. au moins un coefficient diagonal de A est nul).
Considérons par exemple les deux systemes suivants.
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X
Soit | y | € M3,1 (R). Alors le systéme

z
37 0)\(x 1 3x+7y=1 3x+7y=1 3x+7y=1
0 0 2 Y| = 7 < 2z=17 = 2z="7 = 0:7_%
0 0 —5/\z —2 _5z=—-2 z:§ z:%

n’a pas de solution, et le systeme

1 -2 3\ (x 5 xX—2y+3z=5 xX—2y+3z=5
0 4 S5|ly|=|1]= 4y+5z=1 < :1%52
0 0 0 z 0 0=0 0=0
_ 1-5 _11-11
@{x =5+2(152%) — 3z = 1211z
y :1—452
a pour ensemble de solutions
1i-11g 1 -1
1—252 % 25
-2 ||z +2 -1 zelR
z 0 1

Si la matrice A est triangulaire inférieure, il existe une méthode dite de descente, analogue de la
méthode de remontée pour les systémes triangulaires supérieurs. On illustre la méthode de descente

X
avec le systéme triangulaire inférieur suivant: si | y | € M3 1 (R), alors
z
_ _3
2 0 0)(x 3 2x = x =3
-1 7 Of|ly|=| 2 |={—x+7y =2 S\—x+7y =2
13 4)/\z) \~1 x+3y+4z =—1 x+3y+4z =—1
X :% X :%
<9y @2+3)=3=4y =3
x+3y+4z =-—1 z =i(—l—%—3x%):—1

Les méthodes de résolution des systemes linéaires que nous allons présenter dans ce chapitre vont
consister en des “factorisations matricielles” permettant de se ramener a des systémes triangulaires,
systémes triangulaires que I'on résout ensuite a 'aide des méthodes de remontée et/ou de descente
décrites plus haut.

Nous allons étudier une méthode qui permet de ramener la résolution du systeme (S) a la résolu-
tion d’'un systéme triangulaire supérieur.

8.1 Méthode du pivot de Gauss pour la résolution de systemes linéaires

Considérons le systeme (S) AX = B comme dans 'introduction, avec A€ M, (R) quelconque. Une
premiére méthode de résolution de ce systeme consiste a lui appliquer ’algorithme du pivot de Gauss :
en utilisant des “pivots”, on effectue des opérations sur les lignes de A et sur les coordonnées du
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vecteur colonne B (les mémes), de fagon a se ramener a un systeme triangulaire supérieur, pour lequel
on peut alors employer la méthode de remontée.

5 2 1
On introduit cette méthode avec I’exemple suivant. On suppose que A estlamatrice| 5 —6 2
—4 2 1
12 X
de M3(R) et que B est le vecteur colonne | —1 | de M3 ; (R). Alors, si X = [ y [ e M3 1 (R),
3 z
5x+2y+z =12 5 2 1\ (x 12
(S) AX=B = 4 S5x—6y+2z =—-1 < 5 —6 2||lyl=]-1
—4x+2y+z =3 —4 2 1\z 3
Sx+2y+z =12 5 2 1\ /(x 12
L2<—L2—L1(:z3<_L3+éL1 ) Byrz =13 = |0 _188 % Y1z _Ggg
' ° By+2z =8 0 5 5/\z 5
5x+2y+z =12 5 2 1\ /(x 12
L3<7L:j'>E 17 _8y+z =B 0 -8 ; Y= _2£3
P 9, =% 0 0 F/\) L%

Ce dernier systeme étant triangulaire supérieure, on peut le résoudre par remontée et on a finalement

x =i(12-Qy+2)=1(12—2x2+3) =1

O ey =—§(-13—2)=—3(—13-3)=2
z = % X 24—7 =3
X 1
et le systeme (S) possede donc une unique solution | y | ={2].
z 3

Les opérations sur les lignes du systéme effectuées ci-dessus a chaque étape de I’algorithme du
pivot de Gauss reviennent a multiplier a gauche la matrice A et le vecteur B par certaines matrices
particulieres, appelées matrices d’élimination :

Définition 8.3. Soit n et k deux entiers naturels non nuls avec k < n. On appelle matrice d'élimination
toute matrice de la forme

Er(@gs1...,an) = ' 1 —k

Of+1

an 1
ot tous les coefficients non indiqués sont nuls et ayi1,...,an € K.
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Lemme 8.4. Soientke{l,...,n} et ayy1,..., &y € K. Soit une matrice A deM,,(K) et Ly, ..., Ly ses lignes
(dans Uordre). Alors, la matrice Ex(Qg+1,...,®n) A est la matrice obtenue a partir de la matrice A en
ajoutant, pour toutle {k+1,...,n}, a;Ly ala ligne L;.

Démonstration. Soit le {k+1,...,n} alors, pour tout j €{1,..., n}, le coefficient situé a la ligne / et la
colonne j de la matrice Ex(@g+1,...,ap) Aest aagj+ay ;. O

Dans I'exemple ci-dessus, la premiére étape de I’algorithme consistait a multiplier a gauche A et B

1 0 0
par la matrice d’élimination E; (—1,3)=|—1 1 0/, la deuxiéme & multiplier a gauche la matrice
4
: 01
5

1 0 O
E (-1, %) Aetle vecteur E; (—1, ‘5—1) B par la matrice d’élimination E, (2%) =|0 sla 0 |. Autrement
0 = 1

20
dit, pour passer du systéme initial (S) au systeme triangulaire de la fin de ’algorithme, nous avons

multiplier a gauche la matrice A et le vecteur B par la matrice

9 4 9 1 00 1 0 0
M:ZEZ —_— El —1,— =E2 —_— -1 1 0]=(—-1 1 0
20 5 20 10 1 7 9
5 20 20
Remarque8.5. — Pour ke{l,...,n} et agyy,...,x, €K, la matrice d’élimination Ex(@g41,...,an)
est inversible d'inverse Er(—Qj41,...,—Qpn).

— Pour ke{l,...,ntet apyq,...,an €K, det (Ex(Xpsq,..., an) = 1.
— La matrice identité I,, est une matrice d’élimination : I, = E; (0,...,0).

Lorsque I'on applique 'algorithme du pivot de Gauss pour résoudre un systeme linéaire, on peut
également étre amené a effectuer un échange de lignes pour “déplacer” un pivot a la “bonne place”.
Par exemple, dans le systeme

01 1\/[(x —1
1 0 1||y|l=|0
1 1 1)\z 5

le coefficient situé ala ligne 1 et la colonne 1 de la matrice est nulle et on échange alors, par exemple,
les deux premieres lignes de la matrice, afin de se ramener au systeme équivalent

1 0 1)\/(x 0
01 1||lyl=|-1
1 1 1)\z 5

ol le coefficient non nul situé a la ligne 1 et la colonne 1 peut étre utilisé comme premier pivot.

Les échanges de deux lignes ainsi appliqués au cours de I’algorithme du pivot de Gauss corres-
pondent a des multiplications a gauche par des matrices dites de transposition : Dans 1'’exemple
considéré plus haut, on a multiplié a gauche la matrice et le vecteur considérés par la matrice de

010
transposition T3, =1 0 O0].
0 01

Définition 8.6. On appelle matrice de transposition toute matrice obtenue a partir de la matrice iden-
tité I, en échangeant deux lignes. Pour i, j € {1,..., n}, la matrice de transposition obtenue en échangeant
les lignesi et j de I, est notée T ;.

Remarque8.7. Soienti,je{l,...,n}.Ona
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— Tij=Tju
— lamatrice T; ; est inversible et égale a son inverse,
— det(Tl—,j) =—1.

Lemme 8.8. Soienti,je€{l,...,n}. La matrice T; ; A est la matrice obtenue a partir de la matrice A en
échangeant les lignes i et j de A.

Démonstration. Soit k,l € {1,...,n}. Si k ¢ {i, j}, le coefficient situé a la ligne k et la colonne [ de la
n

matrice T; j A est Z Ok,mam1 = ay,. Le coefficient situé a la ligne i et la colonne [ de la matrice T; ; A
m=1
est a;;. Enfin, le coefficient situé a la ligne j et la colonne [ de la matrice T j A est lui a;;. O

Nous allons a présent montrer que la méthode du pivot de Gauss pour la résolution de systemes
linéaires fonctionne toujours, autrement dit qu’il est toujours possible, a partir d'un systeme (S) AX =
B quelconque, de se ramener a un systeme triangulaire supérieur a I’'aide d’opérations élémentaires
sur les lignes, i.e. a 'aide de produits a gauche par des matrices d’éliminations et de transpositions :

Théoreme 8.9 (Méthode du pivot de Gauss). Soit Ae M, (K). Il existe une matrice M € GL,,(K), produit
de matrices d’éliminations et de transpositions telle que M A soit une matrice triangulaire supérieure.

Remarque 8.10. Si M est une telle matrice alors, en particulier, le systéme (S) AX = B est équivalent
au systeme M AX = M B, qui est triangulaire supérieur.

Démonstration du théoremel8.9 On montre le résultat par récurrence sur n. Précisément, on montre
que pour tout n € I\I\{O}, pour tout A e M, (K), il existe une matrice M € GL, (K), produit de matrices
d’éliminations et de transpositions, telle que M A est une matrice triangulaire supérieure.

Le résultat est vrai pour n = 1 car toute matrice carrée de taille 1 est en particulier triangulaire
supérieure.

Supposons a présent la propriété vérifiée au rang n — 1 pour n € N\{0, 1} fixé et reprenons notre
matrice quelconque A de M, (K).

0 * -+ %

0
Si la premiere colonne de A est nulle, A est de la forme | | ouBeM;_;(K):dapres
: B

0
I'hypothese de récurrence, il existe alors une matrice N € GL,,_; (K), produit de matrices Ny,..., Ny,
ol me N et, pour tout se {1,..., m}, N est une matrice d’élimination ou une matrice de transposition
de M,,_; (K), telle que N B soit une matrice triangulaire supérieure de M,,_; (K). On note alors pour

toutsef{l,...,m},
10 --- 0

M;:= € GLA (K)
Ny

m

et M= HMS' Pour tout s € {1,...,m}, si N; est une matrice d’élimination, resp. de transition, de
s=1

M,,—1(K), alors M est une matrice d’'élimination, resp. de transposition, de M, (K). Enfin, la matrice

1 0 .- 0 0 = .- * 0 x *
0 0
MA= . =1.
N : B : NB
0 0 0
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est triangulaire supérieure.

Supposons maintenant que la premiere colonne de A soit non nulle, et notons iy le plus petit
indice i € {1,...,n} tel que a;; # 0. Si ip # 1, on multiplie tout d’abord a gauche la matrice A par la
matrice de transposition Tj,; (afin d’échanger les lignes iy et 1 de A) et on considere alors la matrice

A':=T;,1A.Siig=1,0npose A’ := A. Ainsi, si on note A’ = (a’ ,on a dans tous les cas a;; # 0

ij)lgi,jgn

. 1 N . . e . al a
et on peut alors multiplier, a gauche, la matrice A’par la matrice d’élimination E := E; (— f, ey — a',” )
11 11
afin d’éliminer les autres coefficients de la premiere colonne de A’ : on a

/
al 1 * e *
0
EA' =
0
ol BeM;,_;(K). On applique ensuite '’hypotheése de récurrence a B comme dans le cas précédent :
reprenant les mémes notations, le produit

1 0 .- 0 alll ke * alll * *

0 0 0
MET;,A=MEA' =| . , =l .

: N : B : NB

0 0 0

est une matrice triangulaire supérieure, et la matrice ME T;,; est bien une matrice inversible produit
de matrices d’éliminations et de transpositions. O

8.2 Ladécomposition LU

La décomposition dite LU consiste en la “factorisation” de matrices vérifiant une certaine condi-
tion de “régularité” en le produit d’'une matrice triangulaire inférieure (L pour “Lower”) par une
matrice triangulaire supérieure (U pour “Upper”). Cela permet de ramener la résolution de systemes
linéaires mettant en jeu ces matrices particulieres a la résolution de deux systémes triangulaires.

Précisément, la décomposition LU existe pour les matrices dont toutes les sous-matrices princi-
pales sont inversibles :

Définition 8.11. Soit Ae M, (K) et soiti € {1,...,n}. La sous-matrice principale de taille i de A est la
sous-matrice de A obtenue en en supprimant les n — i derniéres lignes et n — i derniéres colonnes. On
appelle également mineur principal d’ordre i de A le déterminant de la sous-matrice principale de
taille i de A.

5 2 1 5 2 1
5 2
Exemple 8.12. Les sous-matrices principalesde| 5 —6 2| sont (5), (5 —6) et|] 5 —6 2] et
—4 2 1 —4 2 1

ses mineurs principaux sont donc 5, —40 et —90.

Théoreéme 8.13 (Décomposition LU). Soit A€ M, (IK). On suppose que tous les mineurs principaux
de A sont non nuls (i.e. toutes les sous-matrices principales de A sont inversibles). Alors il existe des
matrices L (comme lower) et U (comme upper) de GL,,(K) uniques telles que

— L est une matrice triangulaire inférieure dont tous les coefficients diagonaux sont égaux al,
— U est une matrice triangulaire supérieure,
— A=LU.
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Remarque 8.14. Sitous les mineurs principaux de la matrice A sont non nuls, alors A est en particulier
inversible (car la sous-matrice principale d’ordre n de A est A elle-méme). La réciproque est fausse :

0 1
par exemple, le mineur principal d’ordre 1 de la matrice inversible ( | 0) e M2 (R) est égal a 0.

La démonstration de I'existence de la décomposition LU va consister a appliquer I'algorithme du
pivot de Gauss. Dans la preuve du théoréme nous aurons également besoin du lemme suivant :

Lemme 8.15. Supposons que tous les mineurs principaux de A sont non nuls, et soit E € M, (K) une
matrice d'élimination. Alors tous les mineurs principaux de la matrice produit E A sont non nuls.

Démonstration. Soit i € {1,...,n}. Notons A; la sous-matrice principale de taille i de A. Alors A =

A; B
( Cl D) avec BeM; ,,_;(K), Ce M,,_; ;(K) et De M,,_;(K). Quant a la matrice d’élimination E, elle

!

E 0 )
est dela forme (C’ ’g, !

et C'eM,,_; ;(K). On a alors

E' 0;,_i\(Ai B
¢ D J\c D

) ol E' € M;(K) et D' € M;,_; (K) sont également des matrices d’éliminations,

_ E/Ai“‘oi,n—ic E/B-G-Oi,n_iD E/Al' E'B
| cA4;+DC C'B+D'D ) \C'A;+D'C C'B+D'D

pa=|

et la matrice principale de taille i de EA est donc la matrice E’A;. Or
det(E'A;) = det(E")det(A;) = 1 x det(A;) # 0. O

Démonstration du théoremel8.13 On montre tout d’abord I'existence de la décomposition LU de A,
par récurrence sur 7 : on montre que pour tout 7 € N\{0}, toute matrice A€ M, (K) dont les mineurs
principaux sont tous non nuls admet une décomposition A = LU telle que L € GL,(K) est une matrice
triangulaire inférieure dont tous les coefficients diagonaux sont égaux a 1, U € GL,(K) est une matrice
triangulaire supérieure et A = LU.

Pour n = 1, si (a) € M; (K) est inversible (i.e. a # 0), alors (a) = (1) (a) est une décomposition LU.

Maintenant, supposons la propriété vérifiée au rang n — 1 pour n € N\{0, 1} fixé, et reprenons notre
matrice Ae M, (K) dont tous les mineurs principaux sont supposés non nuls.

Notons A = (a; j) 1<i,j<n’ On applique la premiere étape de I'algorithme du pivot de Gauss a A en
choisissant le coefficient a;; comme pivot : a;; estle mineur principal d’ordre 1 de A et est donc non

nul. Si'on note E; := E; (—Z—ﬁ,...,—if:), on a alors
a a2 -+ Aaip
0
EjA= /
: A
0

ot A’e M, _1(K). Soit i € {1,...,n— 1} et notons A’ la matrice principale d’ordre i de A’ et (E1 A);+1 la
matrice principale d’'ordre i + 1 de E; A. On a

ap a2 - Aii+l
0
(E1A)js1 = p
; A
0
etdet((E1A);+1) = ar1det(A]). D'apresle lemme det ((E1A)i+1) # 0 et donc det (A’) # 0.

114



On a ainsi montré que tous les mineurs principaux de la matrice A’ de M,,_;(KK) étaient non
nuls. On peut appliquer 'hypothése de récurrence I'hypothese de récurrence a A’ : il existe une
matrice triangulaire inférieure L' € GL,,_1 (K) de coefficients diagonaux tous égaux a 1 et une matrice
triangulaire supérieure U’ € GL,_1 (K) telles que A’ = L'U’. On a alors

a a2 - ain 1 0 - O0\[fan1 a1 -+ ain
0 0 0
ElA: M = . .
. LIU/ : L/ : U,
0 0 0
et on pose
1 0 0 1 0 --- 0 a1 a2 - ain
0 a a 0 0
L:=(E)']. :El(ﬂ,_.., nl) ) etU:=| .
: L ay a )| : % : U
0 0 0

La matrice L est une matrice triangulaire inférieure de GL,(IK) dont tous les coefficients diagonaux
sont égaux a 1 (car L' € M,,_; (K) et (E;)~! € M, (KK) sont des matrices triangulaires inférieures de
coefficients diagonaux tous égaux a 1) et U est une matrice triangulaire supérieure inversible de M, (K)
(car U’ est une matrice triangulaire supérieure inversible de M,,_1 (K) et a1 # 0).

On montre maintenant I'unicité de la décomposition LU de A : soit Le GL, (K) une matrice
triangulaire inférieure dont tous les coefficients diagonaux sont égaux a 1 et soit U € GL,(K) une
matrice triangulaire supérieure telles que A= LU. On va montrer que L= Let U = U.

Ona LU = LU etdonc L~'L=UU~'. Orle produit L~'L est une matrice triangulaire inférieure
dont tous les coefficients diagonaux sont égaux a 1 (car L, L et donc L~ sont toutes de telles matrices)
et le produit UU ™! est une matrice triangulaire supérieure (car U, U et U~! sont toutes de telles

matrices). Ainsi, nécessairement, L !L=0UU'=1,,etdonc L=Let U =U. O
5 2 1
Exemple 8.16. On calcule la décomposition LU de la matrice A:=| 5 —6 2|eM;3(R) dont tous
—4 2 1
les mineurs principaux sont non nuls (exemple(8.12).
1 00 d e f
Noussavons qu’ilexiste L:=|a 1 0]eGLg(R)etU:=|0 g h|eGL3(R) telles que
b ¢ 1 0 0 k
5 2 1 1 0 0\(d e f
A=5 —6 2|=|la 1 0||0 g h|.
-4 2 1 b ¢ 1J\0 0 k
On a alors
1. d=5,e=2, f=1, ainsi
5 2 1 1 0 0\(5 2 1
5 —6 2|=|a 1 0||0 g h
—4 2 1 b ¢ 1)J)\0 0 k
2. 5:a><5donca:1,et—4:bx5doncb:—§,ainsi
5 2 1 1 0 0\(5 2 1
5 —6 2|=(1 1 0]|0 g h
-4 2 1) \-% ¢ 1J\o 0 %
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3. 6=1x2+1xgdoncg=-8,et2=1x1+1x hdonc h=1, ainsi

5 2 1 1 0 0\(5 2 1
5 —6 2|=|1 1 0|0 -8 1
-4 2 1) \-3 ¢ 1J\o o %
4. 2=(—%)><2+c><(—8) doncc=—%,ainsi
5 2 1 1 0/5 2 1
5 —6 2|=|1 1 0|0 -8 1
4 _9
4 2 1) \-¢ -2 1Jlo o &
5. 1=(—2)x1+4(—55) x1+1x k donc k = 2, ainsi
5 2 1 1 0/5 2 1
A=|5 -6 2]=]1 1 0|0 =8 1
4 _ 9 9
4 2 1) - -2 1Jlo o 2

et cette derniere expression est la décomposition LU de A.

Supposons que tous les mineurs principaux de la matrice A soient non nuls. Comme illustré par
I’exemple ci-dessus, le calcul de la décomposition LU de A est peu cofiteux en calculs. De plus, si B
est un vecteur colonne de M, ; (R), cette factorisation nous permet de résoudre le systéme (S) AX = B,
de vecteur inconnu X € M, 1 (R), de maniere particulierement efficace. En effet,

UX=Y
AX:B<=:xMUX)=B<=:HYENQJNN{LY .

Résoudre le systeme (S) revient donc a résoudre successivement le systeme LY = B puis le systeéme
UX =Y (U est également inversible), qui sont tous deux des systémes triangulaires que 'on peut
donc résoudre a I’'aide des méthodes de remontée et de descente.

5 2 1
Exemple8.17. Onreprend la matrice A:=| 5 —6 2|eM;3(R) del’exemple|8.16(précédent et on
-4 2 1
1 X
résout le systtme AX = | 2 | de vecteur inconnu X = | y | e M3 1 (R).
3 z
1 0 O 5 2 1
La décomposition LU de Aest A= LU avec L:=| 1 1 O|letU:=|(0 —8 1].Pourré-
_4 _9 9 o o 2
5 20 1
1
soudre le systeme AX = B, on commence par résoudre le systeme LY = | 2| de vecteur inconnu
3
a
Y=|b|eM; (R):ona
c
1 1 0\ (a 1 a =1
LY=|2|<]| 1 1 of|lb|=|2]l<<a+b =2
4 9
3 -5 — U\c 3 —2a—5b+c =3
a =1 a =1
<1{b =2—1=1<+4b =1
4 9 _ _q_ 4 9 _17
—za—5sb+tc =3 c =3+zxl+z5x1=7F
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8.3

ona
1 5 2 1\ (x 1 S5x+2y+z =1
UX=|1]|<|0 -8 1||ly|=]1]= —8y+z =1
17 9 17
3/ 00 e A 9z =U
5x+2y+z =1 5x+2y+z =1
<4 8y+z =1 = y =—3(1-¥)=1%
_ 17 _17
< =79 < =73
_1 1_17y__10_ _2
x =z(l-2x5—4)=—F=—5
¢ =l
-2 1
etle VecteurX:% 1 | estl'unique solution du systeme AX =|2].
17 3
La décomposition PLU

Une généralisation de la décomposition LU existe pour toute matrice de M, (K). Cette décom-
position fait apparaitre, en plus d'une matrice triangulaire inférieure de coefficients diagonaux tous
égaux a 1 et d'une matrice triangulaire supérieure, une matrice dite de permutation, due aux éventuels
échanges de lignes dans I'application de I'algorithme du pivot de Gauss.

Définition 8.18. Une matrice de permutation de M, (K) est une matrice dans laquelle chaque ligne et
chaque colonne ne contient qu'un seul coefficient non nul, égal a 1.

Remarque8.19. — Une matrice de permutation est obtenue par permutation (au sens du groupe

symétrique) des lignes de la matrice identité I, i.e. en appliquant une permutation du groupe
symétrique &, a I’ensemble des lignes de la matrice Ij,. Il est a noter que, une permutation de
S, étant une composition de transpositions et une matrice de transposition (définition|[8.6)
étant obtenue en appliquant une transposition (au sens du groupe symétrique) a I’ensemble des
lignes de la matrice I, une matrice de permutation est un produit de matrices de transpositions.

Si P e M, (K) est une matrice de permutation obtenue en appliquant une permutation o € G,
aux lignes de la matrice identité I,,, det(P) = e(0) ou1 €(0) désigne la signature de la permutation
o. En particulier, P est inversible.

P e M,,(K) est une matrice de permutation obtenue en appliquant une permutation o € G, aux
lignes de I, et si M € M, (K), la matrice produit P M est la matrice obtenue a partir de M en
appliquant la méme permutation o aux lignes de M.

Théoréme 8.20 (Décomposition PLU). Soit A une matrice quelconque de M, (K). Il existe des matrices
P, LetU deM,(K) telles que

P est une matrice de permutation,

L est une matrice triangulaire inférieure dont tous les coefficients diagonaux sont égaux a1,
U est une matrice triangulaire supérieure,

A=PLU.
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Dans la preuve de ce théoréme, on utilisera, comme dans la preuve du théoréme de décom-
position LU, I'algorithme du pivot de Gauss mais en faisant, ici, également intervenir des échanges de
lignes. On emploiera également le lemme suivant :

Lemme 8.21. Soient i,j, ke {1,...,n} tels que k < i < j. Soient ayy1,...,a, € K et considérons les
matrices de transposition T; ; et d’élimination E (a+1,...,@n) de My (K). Alors

Ek(akﬂ,...,ai,...,aj,...,an) T,'yj = Tl-,jEk(ak+1,...,aj,...,ai,...,an)

Démonstration. Commencons par remarquer que multiplier a droite une matrice M € M;,(IK) par une
matrice de transposition T}, 1,s€ {1,...,n}, r # s, échange les colonnes r et s de la matrice M.
Considérons ensuite la matrice E (@g+1,..., ). Il s’agit de la matrice

Of+1

an 1

La matrice Ey (@g+1,...,@p) Tj j, obtenue en échangeant les colonnes i et j de Ex (@g41,...,&p), €st
la matrice obtenue en échangeant les lignes i et j de la matrice Ej (ak+1, Y 7 TR 7 P an), ie. la
matrice T; jEx (@r1,-. 0 @jyene, @iy, ) (k< < ). O

Démonstration du théoremel8.20. Nous allons montrer le résultat suivant, par récurrence sur n €N :
pour tout n € N\{0}, pour toute matrice A dans M, (K), il existe une matrice triangulaire supérieure
U e M, (K), il existe r, s € N et des matrices de transposition 71, ..., T € M, (K) ainsi que des matrices
d’élimination Ej, ..., E; € M, (K) telles que

-

r N
un tel produit (H Ti) forme une matrice de permutation et le produit H E; [ forme une matrice
i=1
triangulaire inférieure de coefficients diagonaux tous égaux a 1.
Le résultat est vrai pour n = 1 pour la méme raison que celle évoquée dans la preuve du théoréeme
Supposons donc maintenant le résultat vrai au rang n — 1 pour n € N\{0, 1} fixé, et considérons
notre matrice quelconque A de M, (K).

J=1

0 a2 -+ ain

0
Si la premiere colonne de A est nulle, A est de la forme | . ouBeM;,_1(K):
: B

0
d’apres ’hypothese de récurrence, il existe alors une matrice triangulaire supérieure U’ € M,,_; (K),
il existe des entiers naturels r et s, il existe des matrices de transposition T 1/ yeory TIEM, 1 (K) et des

]i[q U'.
j=1

.
matrices d’élimination E, ..., E; € M,_1 (K) telles que B = (H Tl{
i=1
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0 a2 -+ ain

0
On pose alors U := | . , € M, (K) et, pour tout i € {1,...,r} et tout j € {1,..., s},
: U
0
10 0 10 0
T; = 1. ) et Ej:=|. , .Pour i e{l1,...,7'}, la matrice T; est une matrice de
: Tl. : Ej
0 0

transposition de M, (K) et, pour j € {1,...,s’}, la matrice E; est une matrice d’élimination de M, ().

Enfin,
N
[]&|v.
j=1

Si la premiere colonne de A est non nulle, notons iy le plus petit indice i € {1,...,n} tel que
a;j1 # 0:si iy # 1, on commence par multiplier a gauche la matrice A par la matrice de transposition
T := Tj,1 et on considere la matrice A’ := TA, et, si ip = 1, on pose A’ := A. Ainsi, si on note A’ =

r

[
1

i=

A=

a . , - # 0, on peut ensuite multiplier a gauche la matrice A’ par la matrice d’élimination
a a e . ‘s
E:=E (— f, . —ﬁ) afin d’éliminer les autres coefficients de la premiére colonne de A’ : on a
11 11
/ / /
ayjp Gy o Gy
, 0
EA =|
: B
0

ol B e M;,_; (K). En procédant de la méme maniere que dans le cas précédent (i.e. en appliquant
I'hypothése de récurrence a B) et en conservant les mémes notations, on obtient alors 1'égalité

r N
IBEIR R
j=1

i=1

EA =

i.e.
r S
A’:E_I(H Ti) HE,- U.
i=1 j=1
. 1 a, a, ! a, a, . ..
Maintenant, E~* = (El (—f,...,— a’,“ )) =K (f,,ﬁ) Comme les matrices de transposition
11 11 11 11

T;,ie{l,...,r}, échangent des lignes d’indices strictement plus grands que 1, il existe d’apres le lemme

e

i=1 i=1

8.21, une matrice d’élimination E € M, (K) telle que E -1 E. Ainsi, on peut écrire

A=TA=([]i, Ti)E(l_[j.zlEj) Uetcomme T~ ! =T,

r

[17

i=1

A=T

E ﬁE,- U. O
j=1

Remarque 8.22. 1ln’y a pas unicité de la décomposition PLU. Par exemple :

3 R A R B | et
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011
Exemple 8.23. Considérons la matrice A:=|1 0 1|eMj3(R).On applique I'algorithme du pivot de
1 1 1
Gauss pour déterminer une décomposition PLU de A.
On commence par échanger les deux premiéres lignes :

1 01
T, A=|0 1 1].
1 11
Puis on élimine le coefficient non nul de la premiére colonne de cette derniere matrice :
1 01
E1(0,—1) T A=|0 1 1}.
010

Enfin, on utilise le coefficient situé sur la ligne 2 et la colonne 2 de cette derniére matrice comme pivot
etona:

1 0
E(—1)E1(0,-1)T1A=]0 1 1].
0 0 —1
1 0 1
OnposealorsU:=|0 1 1 | (lamatrice Ue M;3(R) est triangulaire supérieure) eton a:
0 0 -1
A = () (B0~ EE)) U
= T>1E0,1)EMU.
010 1 00
SionposeP:=T,;=|1 0 OfetL:=E;(0,1)E2(1)=|0 1 0], P estune matrice de permutation
0 0 1 1 1 1

de M3(R), L est une matrice triangulaire inférieure de M3(R) de coefficients diagonaux tous égaux a 1,
etona:
A=PLU.

Une décomposition PLU d’'une matrice A de M, (K) permet notamment de résoudre efficacement
tout systtme AX = B de vecteur inconnu X € M, ; (K), o1 B est un vecteur colonne de M, ; (K).

ux=Y
AX=B < PLUX =B < EI(Y,Z)eMnyl([K)Z/ Ly =7
PZ=B

La résolution d’'un tel systéme revient a la résolution successive des trois systémes

1. PZ = B, de vecteur inconnu Z € M, ; (K), systéme possédant une unique solution Z rapide a
calculer car P est une matrice de permutation (les coordonnées de Z = P~! B sont obtenues par
permutation des coordonnées de B),

2. LY = Z, de vecteur inconnu Y € M;, 1 (K), systeme possédant une unique solution Y (L est
inversible) et résoluble par la méthode de descente (L est triangulaire inférieure),

3. UX =Y, de vecteur inconnu X € M, ;(K), qui est un systéme triangulaire supérieur et donc
résoluble par la méthode de remontée.
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Exemple 8.24. Reprenons la matrice A de I'exemple précédent Nous allons utiliser la décom-

0
position PLU calculée alors pour déterminer la solution du systéeme AX = | —1 | de vecteur inconnu
5
X
X= Y|E€ M3'1(R).
z
0 a
On commence par résoudre le systeme PZ = | —1 | de vecteur inconnu Z=| f| e M3;(R) :on a
5 Y
0 01 0)\(a 0 B =0 a =-1
Pz = -1 = 1 0 0Of|pB = -1 = a =-—1 = B =0
-1 a
Puis on résout le systeme LY = | 0 | devecteurinconnuY =|b|eM3;(R):0ona
5 c
—1 1 0 0)\(a —1 a =-1 a =-1
LY = | 0] < |0 1 bl =10 < <b =0 <= b =0
5 11 1)\e S a+b+c =5 c =5—(-1)—0=6
—1
Enfin, on résout le systtme UX =| 0 |:ona
6
-1 1 0 1\/(x -1 x +z =-1 x +z =-1
UX=]10]<10 1 1|]ly|=]0|= y+z =0 < y+z =0
6 0 0 —1 z 6 -z =6 z =—6
x +z =-1 x =—1—-(-6)=5
z =-6 z =—6
5 0
etlevecteur X =| 6 | estl'unique solution du systéme AX =|—1.
-6 5

8.4 Ladécomposition de Cholesky

La décomposition de Cholesky est une factorisation des matrices symétriques définies positives
(définition [2.36). Elle est construite a partir de la décomposition LU de ces matrices : les matrices
symétriques définies positives vérifient en effet I'hypothése de “régularité” du théoréme|3.13

Proposition 8.25. Soit S €S, (R) une matrice symétrique définie positive. Alors tous les mineurs princi-
paux de S sont strictement positifs.
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Démonstration. Soitie{1,...,n} etnotons S; la sous-matrice principale de taille i de S. Remarquons

X1
X1 0 : 0
tout d’abord que S; € S;(R). Soit X = | : |e M;;(R)\< | : | } et notons X := ](C)i €M1 (R)\
Xi 0 . 0
0

On a alors ‘XA; X = ' XAX > 0 et la matrice symétrique S; est donc définie positive. En particulier,
la matrice S; € S;(R) est diagonalisable (théoréme et ses valeurs propres sont strictement posi-
tives (proposition[5.14) : le déterminant de S; est alors égal au produit de ses valeurs propres (avec
multiplicités) et est donc strictement positif. O

Corollaire 8.26. Soit S € S, (R) une matrice symétrique définie positive. Alors S admet une décomposi-
tion LU. De plus, les coefficients diagonaux de U sont strictement positifs.

Démonstration. D’apres la proposition précédente, tous les mineurs principaux de S sont strictement
positifs, en particulier non nuls : on peut donc appliquer le théoréme|8.13|a la matrice S qui possede

1 0 Uil *
alors une décomposition S = LU avec L = eM,R)etU = e M, (R).
* 1 0 Unn
Soit i €{1,...,n} et notons S;, L; et U; les sous-matrices principales de taille i respectives de S, L
1 0 Uil *
etU:onal;= ,U; = e M;(R) et
* 1 0 Uji
(S A _(Li 0jpn—i [ Ui F
S_(B C)'L_(D [ 0n—ii G

avec A,FeM; ,_;([R), B,DeM,_; ;(R) et C, E,G € M,,_;(R). Alors

L;U; L;F )

§=LU= (DUl- DF+EG

]
et, en particulier, S; = L;U; et donc det(S;) = det(L;)det (U;) = H uj ;. Ordet(S;) >0 (par la propo-
j=1
14 4
sition précédente) donc H ujj>0.0n a ainsi montré que, pour tout i € {1,...,n}, H ujj>0.En
j=1 Jj=1
1_[};1 Ujj
T2
Théoréme 8.27 (Décomposition de Cholesky). Soit S € S;,(R) une matrice symétrique définie positive.

1l existe une unique matrice T € M, (R) triangulaire inférieure a coefficients diagonaux strictement
positifs (en particulier T est inversible) telle que

particulier u;; >0et,siie{2,...,n}, l_[j-:l ujj>0et1_[j.: ujj>0donc, u;; = > 0. O

S=T'T.

Démonstration. On considere la décomposition S = LU de S. D’apres le corollaire ci-dessus, les
coefficients diagonaux u,4,..., 4, , de U sont tous strictement positifs et on pose alors

A/ U1 0
D:= €GL,(R).
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Remarquons que I'on a
S=LU=LDD'U=T'T
1

A/ U1 0 VU1l 0 NIZh 0
ouT:=LD= etT=4D'U) = carD ' = :

*

1
vV Unn
Notons que T et T sont des matrices triangulaires inférieures et que leurs coefficients diagonaux sont

tous strictement positifs.
Nous allons montrer que T = T. Comme S est une matrice symétrique,ona T'T =S='S=T'Tet

*

Unn Unn 0

T 0
donc, comme la matrice T estinversible, T~! T =T !T~1 A présent,comme 7~ ! = ,
1 0 1 *
onaT !'T= et !TIT 1= ,dou T 'T=1I,etdonc T =T.
* 1 0 1
Montrons enfin que la décomposition S = T’ T, avec T € M,,(R) triangulaire inférieure a coeffi-
f11 0
cients diagonaux strictement positifs, est unique. Soit donc 7’ = . € M;,(K) une matrice
* Inn
triangulaire inférieure a coefficients diagonaux strictement positifs tels que S = T’ ' T” et montrons
1 0
que T’ = T. Commengons par noter D’ la matrice diagonale inversible . eM;(R).On a
0 Inn

S=T''T'=T'D'"'D''T'. Comme T'D'~' € M,,(K) est une matrice triangulaire inférieure de coeffi-
cients diagonaux tous égaux a 1 et D' 'T" € M, () est une matrice triangulaire supérieure, 1'égalité
S= (T/D/_l) (D' T") est la décomposition LU de S. On obtient ainsi les égalités L= TD~' = T'D'~"

Uil * tlzl *
etU=D'T=D''T'.Or D'T = et D''T' = donc, pour tout i €
0 Unn 0 £,
{1,...,n}, tl.zi = uj;ie. tj; = /u;; (car t;; > 0), etdonc D' = D. D’ott, comme TD ™! = T'D' 1, I'égalité
T=T. O

Exemple 8.28. Considérons la matrice symétrique

6 2 =2
S:=| 2 6 —2]eS3(R).
-2 =2 10
Son polyndéme caractéristique est ys = (6 — X)(4 — X)(12 — X) donc la matrice symétrique S est
a 0 0
définie positive. On cherche T=|b ¢ 0 |eMs3(R) triangulaire inférieure de coefficients diagonaux
d e f
strictement positifs telle que
a 0 0\(a b d
S=T'T=|b ¢ 0[|0 ¢ e].
d e fJ\0 0 f

On a alors
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1. a*>=6donc a=+/6 (car a > 0),

- -2
2. ba=2doncb= NG

_ —_ 2
3. da=—-2doncd= 75’

4. P*+c*=6doncc=v6—b>=4/% (c>0),

5. db+ec=—2donce:%(—2—db)z4/%(—2+§):—

S

6. d’+e*+f2=10donc f=4/10— 3 —1 =3 (f>0).

Ainsi

0 2

NG
-| = 16 0 16 4 /3
S=| V& V3 0 /3 —3\1
% -3/ 3Jlo o
est la décomposition de Cholesky de la matrice symétrique définie positive S.

16

Remarque8.29. — Comme illustré dans I'’exemple ci-dessus, le calcul de la décomposition de
Cholesky de S est plus avantageux que le calcul de la décomposition LU de S (il y a moins de
coefficients a déterminer).

— Si B est un vecteur colonne de M, ; (R), la décomposition de Cholesky de la matrice S permet
de résoudre efficacement le systeme SX = B de vecteur inconnu X € M, ; (R) : résoudre ce
systeme revient a résoudre successivement les deux systémes triangulaires inversibles TY = B,
de vecteur inconnu Y e M, ;1 (R), et 'TX =Y.
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Chapitre 9

Résolution de systémes linéaires
surdéterminés

Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la résolution de systémes linéaires non nécessairement carrés.

9.1 Méthode des moindres carrés

Soit A une matrice de My, ,(K) (i.e. avec m lignes et n colonnes). Soit B un vecteur de K. L'équa-
tion AX = B d’'inconnue X € K" n’a de solution que si B appartient a I'image de A, qui est un sous-
espace vectoriel de K™ de dimension au plus n. Pour un vecteur B général, si m est strictement plus
grand que n, il n’y a donc pas de solution.

On cherche plutdt un vecteur X tel que la distance entre AX et B soit minimale. On note p(B) la
projection orthogonale de B sur'image de A. Alors, par le théoréme de Pythagore, puisque AX —p(B) €
Im (A) et p(B) — Be (Im A)*,

IAX —BI|* = | AX — p(B) + p(B) — B|I* = | AX — p(B)|I* + | p(B) — BI* > | p(B) — BII”
est minimale exactement quand AX = p(B). Or,
AX =p(B) — AXeIm(A)et AX—B 1Im (A) < VY eK",(AY,AX —B)=0
— VY eK"'Y'A(AX - B)=0 < VY eK",(Y,’A(AX — B)) =0 < "AAX = 'AB.

On est donc conduit a résoudre I'équation ‘AAX = AB, dite des moindres carrés, avec la matrice
carrée '‘AA € M, (K). Le lemme suivant assure |'existence d’une solution a cette équation.

Lemme 9.1. Soit A une matrice de M, ,,(IK). Alors l'équation des moindres carrés 'AAX = 'AB admet
une solution. Si de plus, A est de rang n, alors 'AA est inversible et il y a une unique solution (‘AA)~'*AB.

Démonstration. On va montrer Im (‘AA) = Im (‘A). On a d’abord par définition, Im (‘AA) < Im (‘A).
D’autre part, Ker (YAA) o Ker (A). Soit X € Ker (‘AA). Alors | AX|?> = *(AX)(AX) = " X'AAX = 0 et donc
AX = 0. Ainsi, Ker (AA) = Ker (A). Par le théoréme du rang, on en déduit dimIm (‘AA) = dimIm (A) =

dimIm (‘A) puis Im (YAA) = Im (*A) O
00 1 0 01
. 1 1 . 1 31 .
Exemple 9.2. Soit A = 9 9 et B = ol Comme la matrice 2 2 0 est de rang 3, la matrice
31 0 310
14 10

1
t _ .
10 14) et ‘AB = (3), la solution

A est de rang 2 et B n'est pas dans I'image de A. Comme ‘AA = (
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. . L . 14 10 n , ...
de I’équation AX = B au sens des moindres carrés est la solution de ( ) (j) = ( 3), c’est a dire

10 14
0
—1/6) _, . —1/6 1-1/6
X= ( 1/3 ) Lerreur commise est ||A( 1/3 )—BII = 1/3 I =+/7/6.
—1/6

9.2 Droite de régression

Etant donné un nuage de points ((x;, y;))i=1,...,» dans le plan K2 on cherche une droite quil’ap-
proche au mieux. Idéalement, on cherche a et b dans K tels que pourtouti=1,---,m, y; =ax;+b
autrement dit

X1 N
X2 a _ N2
)

Xm 1 Ym

Comme les points ne sont en général pas alignés, on cherche plutét a minimiser la distance (au carré)
> (ax; +b— y;)?. On calcule avec les moyennes X := Y., x;/m ety := Y ; y;/ m. La matrice

x1 1
x1oxp o xp)| X2 1| (%2 mX
1 1 1) | \mx m
Xm 1
X1
X2
estderang2 comme | . . [siles x; ne sont pas tous égaux et a pour inverse
Xm 1
1 ( m —mf)
— — 2|-
mZixf—mzxz —mx 3 X;
N
X1 X2 - X Y2 XiVi
Comme [~} 2 A I 2 Vi) on trouve
1 1 - 1 : my
Ym

_ MiNiyi—mEy (X XDy — (X, xiy2)
> %2 — mx? Sid—mx¥

9.3 Décomposition en valeurs singuliéres

On cherche une forme de diagonalisation des matrices non nécessairement carrées.
Définition 9.3. On dit qu'une matrice D = (d;j)1<i<m € Mm,n(K) est diagonale si ses seuls termes non
I<j<n

nuls sont parmi les d;;.

Lemme 9.4. Soit Ae My, ,(R). Alors ‘AAe M,(R) est symétrique réelle positive.
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Démonstration. La démonstration est formellement la méme que pour les matrices carrées. D’abord
L(TAA) = TA(P(*A)) = 'TAA. Pour tout X e R”, ona ‘X'AAX = |AX > > 0. O

Définition 9.5. Soit A € M,,,,(R). Les valeurs singulieres de A sont les racines carrées positives des

valeurs propres de la matrice symétrique réelle positive 'AA.

Théoreme 9.6 (Décomposition en valeurs singulieres). Toute matrice A€ My, ,(R) se décompose en
A=UZ'V o U € My, (R) et Ve M, (R) sont orthogonales et X € My, ,(R) est diagonale avec les valeurs
singulieres de A sur la diagonale.

Démonstration. On munit R” et R™ de leur produit scalaire standard noté ( , ). Comme ‘A A est symé-
trique réelle, il existe une matrice orthogonale V de M, (R) de passage entre la base canonique de R"

M
A2
et une base orthonormale de vecteurs propres V; de 'AA telle que '/AA=V . 'y,
An
Quitte a ordonner les espaces propres, on peut supposer que pour tout i =1,---,r, A; > 0 et pour tout
j=r+1,---,n,1;=0. Comme
t tyst t Ajsii=]j
(AV;, AVj) = (AV)) AV = "Vi'AAV; = A ViV = .
0sii=j.

la famille & = {—= AV}, /— AV, - - -, —— AV} est orthonormale de R™. On compléte cette famille libre,
N Vs Var
d’abord en une base de R™ puis, par orthonormalisation, en une base orthonormée (U i) de R™. On
note U la matrice de passage de la base canonique de R a cette base. On va montrer que ‘UAV = X ou
01
)

o, est la matrice diagonale de My, (R) avec les valeurs singuliéres g; := 1/ A;

de A. Le coefficient (UAV); j se calcule par
(‘UAV);; =ligne,;(*U) A colonne; (V) = "U; AV;.

Sii<r,ilvaut

. =il
AV Ay = VT
Ai Osiiz].

Sii>r+1etsij<r, U;estorthogonal a AV; etle coefficientestdoncnul. Sii>r+1etsij>r+1,
IAV;|I> = 'V;'AAV; = 'V ("AAV;) = 'V;A;Vj = 0 et donc AV; = 0 et le coefficient est encore nul. On a
donc obtenu ‘UAV =X et puis A= UZ'V. O

1 1 1 1
Exemple9.7. On reprend l’exemple On vérifie que 'AA (_1) =4 (_1) et 'AA (1) =24 (1) On peut
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NZEE 2 0
11 0 24| [0 2v6
= L = = i
donc prendre V := 7 (_1 1) orthogonale et X : 0 0 o o | Ensuite,
0 0 0 0
0 0
1 1 1 1 -1 1 1 (1 111
U1:—A—( ):— etUZ—_ _()—_
Va V2\=1) /210 V24 42\1) /3|1
1 1
1
) Z ’, 4 0 1 1
qu’on peut compléter en une base orthonormée de R* avec Us := 0 etUy:= 7l —o
0 1
0 0 1 0
-1 1 g L
On obtient U := ‘(/)E ‘f 0 \_/_g orthogonale et on peut vérifier que A= UZ'V.
L
vz %

9.4 Pseudo-inverse

Définition 9.8. Soit Ae My, »,(R) et une décomposition en valeurs singulieres A= U 'V oo Ue M,,(R)
etV e M, (R) sont orthogonales et~ € M, ,(R) est diagonale avec les valeurs singulieres de A sur la

diagonale. La matrice pseudo-inverse de A associée a cette décomposition est la matrice A’ := VZ''U
1

o1
|

(o]
avecY' := de My m(R).
1

o,
0
(Elle dépend a priori du choix de la décomposition en valeurs singulieres.)
Lemme 9.9. Avec les notations précédentes, sir = rang(A)
— AA est le projecteur orthogonal de R™ sur l'image de A
— A’ A est le projecteur orthogonal de R" sur l'image de ' A.
— AAA=Aet A/AA = A
— sir=n<malorsA’A=1,
— etsir=m=<nalors AA' = I,,.
Démonstration. Comme A=UZX'Vet A'=VX''U,
1

AA =U 1 "UeM,,R et AA=V Ve M,(R)

ol les matrices diagonales ont exactement r coefficients égaux a 1. Toutes les propriétés en découlent.
O
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Théoreme 9.10. Soit Ae M, ,(R) derangr =n<m et A’ une pseudo-inverse. Soit B € R™. Alors, la
solution de AX = B au sens des moindres carrés est A'B.

Démonstration. 1l suffit de vérifier que A’B est solution de I'équation ‘AAX = ‘AB. Or,

'AAA'B = (V'Z')(UZ'V)(VE'U)B=V('22X)'UB=V('L)'UB = 'AB. O
00
) . 1 3
Exemple9.11. On reprend I'exemple|9.2] Une pseudo inverse de A = 9 9 est
31
-1 1
A’:vz’fU:L(l 1) 2 (1) 000 5 B —i(o —2 1 4)
V=1 1J{0 55 0 0ff1 o o o 120 4 1 -2
1 =2 1
0 % % %
On vérifie que A’ A = I, et on retrouve que la solution au sens des moindres carrés de AX = B avec
1 1
1 1| (-%
B= 0 est AB=A 0 =(%6).
0 0

9.5 Meéthodes itératives de résolution des systemes linéaires

Soit Ae M,,(K) et A= M — N une écriture dans M, (IK) avec M inversible. Soit B € K" fixé. Soit
XeKk”
AX=B <= (M—N)X=B < X=M"'NX+M'B.

On transforme ainsi un systeme linéaire en la recherche de point fixe.

Théoreme 9.12. Soit Ae M,,(K) inversible et A= M — N une écriture dans M,,(IK) avec M inversible.
Soit B e K". On suppose que le rayon spectral p(M~'N) de M~ N est strictement plus petit que 1. Alors,
la suite définie par Xy € K" fixé quelconque et pour tout ke N,

Xi1 =M 'NX+ M~ 'B
converge et tend vers l'unique solution de AX = B.

Démonstration. Soit Y 'unique solution de AX = B. On peut donc écrire B= AY = MY — NY Alors
MXp1—MY=NX;+B—MY=NX,—Y)etdonc Xz, —Y = M_IN(X;C —Y). Par récurrence, on
obtient pour tout ke N

Xe—Y =M "N X, - V).

Comme le rayon spectral de M~ ! N est supposé strictement inférieur a 1, 1a suite de matrices (M~ N)¥) eny
converge vers 0 et par continuité (Xj)xen cOnverge vers Y. O

Remarque9.13. Sion dispose d’'une norme || || sur K” dont la norme matricielle subordonnée ||| ||
sur My, (K) vérifie || M~ N|| < 1, alors on dispose d’'une majoration de I'erreur

IXe— Y1 = 1M N (X — VI < [|[(M N |1 X0 — VI < [|MN||*1 X0 — Y.
Définition 9.14. On dit qu'une matrice A = (a;j)1<i<n st a diagonale strictement dominante si sur
1<j<n

toute lignei de A, |a;;| > Z;’:l lajjl.
JFi
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3 1 -1
Exemple9.15. Lamatrice |2 —5 1 |esta diagonale strictement dominante.
1 2 4

Lemme 9.16. Soit Ae M,,(IK) une matrice a diagonale strictement dominante.
— Alors A est inversible.
— Soit M e M, (K) la diagonale de A et N := M — A. Alors la norme p(M~'N) < ||M~!N||, < 1.

X1

X2
Démonstration. Soit A une valeur propre de A et v =| . | un vecteur propre associé de norme

Xn
lvlle = 1. Soit i tel que |x;| = 1. Alors

n n
IA—aiil = (A — aii) xi| = Z aijxj| < Z laijxjl < Z lajl.
j:l j:] =
JFi JFi j+i

~,
—

~

On en déduit que A est non nulle et que A est donc inversible.
Par le lemme|6.13} on a p(M~'N) < || M~ N||o. Par calcul de la norme matricielle subordonnée a
la norme infinie, | M~'N/|o, = max; {377, %‘}< 1. O
o
Comme conséquence du lemme, on obtient la

Proposition 9.17 (Méthode de Jacobi). Soit A = (a;j)1<i<n € Mn(K) a diagonale strictement domi-

1<j<n
(0)
b1 X1
) (0)
. e 2 )
nante. Soit B=| . |eK". Alors, la suite définie par X© =| ° |e K" fixé quelconque et pour tout
by x¥
keN,
§ b
(k+1) ), bi
xt = a;ix+ =L
! ai ]Z::l 0 ay
JFi

converge et tend vers l'unique solution de AX = B.

Démonstration. La matrice A a diagonale strictement dominante est inversible. On écrit A= M — N

aln 0 0 0 —daj —Aain
0 azo —ay] 0
avec M = ) e M, (K)ladiagonalede Aet N:= M—A=
0 0 ann —an 0

La formule de récurrence pour tout ke N, X1 = M~ NX; + M~!B, s’exprime alors en coordonnées
par la formule de la proposition. Par le lemme|9.16} le rayon spectral de M ! N est strictement plus
petit que 1. Le théoreme permet alors de conclure. O
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