CMA 2023-2024, Feuille de TD 4
Exponentielle de matrices

CALCUL D’EXPONENTIELLES DE MATRICES

Exercice 1 Soit les matrices A = <(1] 8) et B := (8 (1)> Calculer eA18 et edeB.

Exercice 2 Montrer que la matrice

3 3 3
A=1[-2 -2 =2
11 17 -1
de M3(R) est nilpotente et calculer e?.
0 0O
Exercice 3 Onmnote A:= |1 0 0] € M3(R).
1 01

(1) Calculez A2, puis A™ pour n > 3.
(2) En déduire directement e*4 pour ¢ € R.

Exercice 4 Soit K un corps commutatif et soit n € N*. Soient A, B € M, (K). Montrer que
si les matrices A et B commutent alors les matrices A et exp(B) commutent également.

SYSTEME LINEAIRE

Exercice 5 [Oscillateur harmonique] L’équation du mouvement d’une masse attachée a un
ressort s’écrit z”(t) + w?z(t) = 0 ol z(t) est la position & l'instant ¢ par rapport au point
d’équilibre et w > 0 est appelée pulsation. On considere alors le vecteur position vitesse

xo = (2)

(1) Montrer que le vecteur X (t) vérifie une équation différentielle linéaire d’ordre 1 de la
forme X'(t) = AX(t) ou A est une matrice de My(R) a préciser.

(2) Que vaut exp(tA) ?

(3) Résoudre 'équation X'(t) = AX(t) avec conditions initiales X (0) = (1,0).

(4) Représenter en fonction du temps, la position d’une masse attachée a un ressort et lachée
a linstant ¢ = 0 a 'abscisse = 1 avec une vitesse initiale nulle.

Exercice 6
(1) Calculer et4, et résoudre Y’ = AY avec Y (0) = Yy, ou

A—<(1)(1)>

(2) Calculer e, et résoudre Y’ = AY avec Y (0) = Yy, on

a=( 1)

Exercice 7 En pratique, si on souhaite décrire les solutions d’une équation linéaire Y’ = AY
dans R?, A € My4(R), on peut se donner une base de solution de cette équation différentielle,
ce qui évite d’avoir a inverser la matrice de passage vers la forme de Jordan et de faire trop de
produits matriciels.
(1) Montrez que l’espace vectoriel E des solutions de Y/ = AY est de dimension d (la taille
de la matrice carrée A), et si (vy,..v4) est une base de R?, alors si on pose Y;(t) = ey,
(Y1, .., Yy) forment une base de cet espace vectoriel. On appelle une telle base un systéme
fondamental de solutions.
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(2) Soit P une matrice de passage de la base canonique e; vers une forme de Jordan J de
A, cad
P'AP =
Montrez que si (eq, .., €q) est la base canonique, le choix de v; = P(e;) donne les solutions
fondamentales
Y;(t) = Pet (e;).
(3) Donner un systéme fondamental de solutions pour I’équation Y’ = AY lorsque
1 -1 2
A=12 -2 1
1 -1 -1



