CMA 2023-2024, Controle continu 1 (corrigé)
11 Octobre 2023. Durée : 1H

Exercice 1 = Démontrez 'identité du parallélogramme : dans un espace euclidien (E, (, )),
pour tout couple de vecteurs (u,v), on a

[+ l|* + [lu — o]|* = 2[|ull* + 2||v]*.
Réponse : Par bilinéarité, on trouve

lu+ol* = [lull® + oll* + (u, v) + (v, u)
lu = wl* = [lull® + oll* = (u, v) = (v,u)

lu+ l* + u = of* = 2[|u® + 2]]o]|*.

La somme des carrés des longueurs des diagonales d'un parallélogramme est donc égale a la somme
des carrés des longueurs de ses cOtés.

Exercice 2 Soit f un endomorphisme d’un espace euclidien, f* son adjoint. Redémontrez le
résultats de cours suivant :

Ker(f*) = Im(f)*.
Réponse : Notons (E, (, )) I'espace euclidien. Soit v un vecteur de E.

veIm(f)t < Ve eE, (v,f(x))=0
< VzeE, (f"(v),z)=0
<~ f*(v)=0.

On a utilisé la définition de I'adjoint a I'avant derniére ligne. La derniere équivalence résulte du
caractere défini du produit scalaire :

(Ve e E, (f*(v),2) =0) = (f*(v),[*(v)) =0 = f*(v) =0.

Exercice 3 On considere 'espace euclidien (R*, (, )sandard)- Soit a un réel, et soient deux
vecteurs

V] =

o O =
<
N
|

L OO W

Déterminez en fonction du parametre a, la dimension de I'orthogonal & I’espace engendré par
ces deux vecteurs.

Réponse : Si a = 3, les vecteurs vy et vy sont colinéaires et donc Vect (v, v2)* = Vect(vy)
de dimension dim R* — dim Vect(v1) =4 — 1 = 3.

L est

1 C
1 = a — 3 est non nul. Les vecteurs vy et vy sont donc indépendants.
Par conséquent, dim Vect(vy, vo)* = dim R* — dim Vect(vy,v2) = 4 — 2 = 2.
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Sinon, le mineur
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Z2
x3
Zq

Exercice 4 Dans (]R4, (, Ystandard), Soit H le sous-espace vectoriel des vecteurs M
satisfaisant

X1 — I = 0

r3+x4 =0

(1) Déterminez une base orthonormée de H.

1
. . L 1
(2) Déterminez la projection orthogonale sur H du vecteur v = 1
1
x1
, . . i) 4
Réponse : (1) Soit M - eR
3
Ty
Tr1 — T2 = 0 T = T2
MeH <= —
r3+x4=0 T3 = —T4
Ce systéme est échelonné (i.e. triangulaire) et réduit (i.e. les coefficients au desssus des pivots
sont nuls). L'espace H est donc défini par deux équations indépendantes : il est de dimension
1
. . . 1 1
4 — 2 = 2. En utilisant les variables libres x5 et x4, on trouve que les vecteurs h; = VAR et
0
0
hy = = 0 en forment une base orthonormale.
V2 1
-1
(2) D’apres le cours, puisque (hi, he) est une base orthonormale du sous-espace vectoriel H, le

projeté orthogonal de v sur H est

pr(v) = (v, h1)hy + (v, ha)hy = V2R =

SO = =

On peut vérifier que vérifie les équations de H et que v — est orthogonal

OO ==
SO = =
_ -0 O

a hyeta hygdonca H.

Exercice 5 Soit

2/3 1/3 1
A= 2/3 4/3 1
~1/3 1/3 1

(1) Soient vy, ve,vs les trois vecteurs colonnes de A. Appliquez le procédé de Gram-Schmidt
a ces trois colonnes.
(2) Déterminez la décomposition QR de A.

Réponse : En développant suivant la derniere colonne, on vérifie que det(A) = 1. La matrice

inversible A admet donc une forme QR.
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On pose by = IIEH = v1. On retiendra v; = b;.
-1/3
On pose by, = vy — (va,b1)by = vo — by = 2/3 de norme 1. On pose donc by = b),. On
2/3
retiendra vg = by + b;.
2/3
On pose b = v3 — (v3,b1)by — (v3,ba)by = v3 —by —ba = | —1/3 | norme 1. On pose donc
2/3

bs = by. On retiendra v3 = bg + bg + b;. La matrice @ est la matrice orthogonale Pg_,, .5 des
coordonnées de la nouvelle base orthonormale B = (b1, ba, b3) dans la base canonique (orthonormale)
2/3 —1/3 2/3
Q=1 2/3 2/3 -1/3
~1/3 2/3  2/3

et la matrice R est la matrice Pg_,) des coordonnées des vecteurs de la base initiale V = (v1, va, v3)
dans la nouvelle base (b1, b2, bs3). Avec les identités retenues

R=

S O =
S~
=

On peut vérifier que QR = A.



