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1. Notion de Groupe

1.1 Définition et premières propriétés
Définition 1.1.1 Soit E un ensemble. Une loi de composition interne (LCI) est une applica-
tion

∗ : E ×E → E .

Pour x, y ∈ E , on note x ∗ y l’élément de E obtenu par application de ∗ au couple (x, y).

Définition 1.1.2 Un groupe est un couple (G ,∗) où G est un ensemble non vide et

∗ : G ×G →G ,

une loi de composition interne, qui vérifie :
1. ∗ est associative : ∀(a,b,c) ∈G3, (a ∗b)∗ c = a ∗ (b ∗ c),
2. Il existe un élément neutre : ∃e ∈G tel que ∀a ∈G , a ∗e = e ∗a = a,
3. Tout élément a un inverse : ∀a ∈G , ∃b ∈G tel que a ∗b = b ∗a = e.

Proposition 1.1.1
• Tout groupe a un unique élément neutre.
• Tout élément a d’un groupe a un unique inverse.

Preuve.
• Si e et e ′ sont des éléments neutres, alors :

e ∗e ′ = e comme e ′ est un neutre

= e ′ comme e est un neutre

D’où e = e ′.
• Si b et b′ sont des inverses de a, alors :

b ∗ (a ∗b′) = b ∗e = b

(b ∗a)∗b′ = e ∗b′ = b′
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D’où b = b′.
■

BLa définition d’un groupe contient un "axiome caché" qui est trop souvent oublié lors-
qu’on vérifie les axiomes sur un exemple : l’internalité de la loi de composition interne. Par
exemple, l’ensemble des nombres impairs auquel on ajoute 0 n’est pas un groupe additif.

■ Exemples

• Le groupe trivial G = {e} avec la loi e.e = e.
• (C,+), (R,+), (Z,+) sont des groupes.
• De même, tout espace vectoriel (E ,+, .) est, lorsqu’on regarde la structure additive (E ,+),

un groupe.
• (C∗,×) est un groupe.
• (N,+) n’est pas un groupe.
• (Z∗,×) n’est pas un groupe.
• GL(n,R) est un groupe.

1.2 Groupe symétrique d’un ensemble E

Soit E un ensemble non vide. On considère l’ensemble :

SE = {bijections f : E → E },

l’ensemble des bijections de E dans lui-même. On munit SE de l’opération ◦ de composition
des applications.

Proposition 1.2.1 Le couple (SE ,◦) est un groupe, appelé groupe symétrique de E .

Démonstration. La composition de deux applications injectives étant injective, et le composi-
tion de deux applications surjectives étant surjective (exercice !), la loi ◦ est bien une loi interne.
La composition des applications est bien une opération associative.
Pour tout f ∈SE , on a f ◦ I dE = I dE ◦ f = f , d’où existence d’un neutre, à savoir I dE .
Soit f ∈SE , comme f est bijective, elle a un inverse g qui satisfait

f ◦ g = g ◦ f = I dE .

D’où le résultat. ■
Les éléments du groupe symétrique SE sont appelés permutations (de E). En pratique,

lorsque E est fini, on représente souvent une telle permutationσ par un tableau dont la première
ligne est les éléments de E , et la deuxième leur image par σ. Par exemple, si E = {1,2,3,4,5},

σ=
(

1 2 3 4 5
σ(1) σ(2) σ(3) σ(4) σ(5)

)
.

On a alors :

e = I dE =
(

1 2 3 4 5
1 2 3 4 5

)
,

Si on pose

σ=
(

1 2 3 4 5
5 4 3 2 1

)
, σ′ =

(
1 2 3 4 5
3 2 1 4 5

)
,

on calcule ainsi le produit (à compléter ! !)

σ◦σ′ =
(

1 2 3 4 5
)

.
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BLes applications que l’on applique en premier sont celles les plus à droite !

L’inverse se calcule aussi aisément sous cette forme en intervertissant les deux lignes et en
réordonnant les colonnes :

σ−1 =
(

1 2 3 4 5
)

,

(σ′)−1 =
(

1 2 3 4 5
)

.

On s’aperçoit qu’en un certain sens, les groupes symétriques ne dépendent essentiellement que
du cardinal de l’ensemble E - il est en effet loisible de remplacer 1 par a, 2 par b,.., 5 par e, sans
changer la nature des calculs ci-dessus. Pour fixer les idées, on est donc amené à définir :

Définition 1.2.1 Soit n ≥ 1 un entier, on note Sn le groupe symétrique sur l’ensemble {1, ...,n}.
Ce groupe est de cardinal n!.

Démonstration. Une permutation σ ∈Sn est uniquement déterminée par un tableau comme
ci-dessus. La deuxième ligne doit contenir une et une seule fois chaque entier entre 1 et n, il
s’agit donc d’un arrangement au sens de la combinatoire. On rappelle que puisque l’on a n choix
pour σ(1), n −1 choix pour σ(2), etc, on a donc

n × (n −1)× (n −2)× ...×1 = n!,

arrangements possibles de {1, ...,n}. ■

1.3 Notations et Définitions
Définition 1.3.1 Un groupe (G ,∗) est dit commutatif (ou abélien) si ∀(a,b) ∈G2, a∗b = b∗a.

Notations :
• Pour des groupes non commutatifs :

– on note e l’élément neutre,
– on omet, ou on note · la LCI (ab = a ·b = a ∗b),
– on note a−1 l’inverse de a,
– on définit par récurrence le produit de n termes :

x1x2...xn = (x1x2...xn−1)xn .

• Pour des groupes commutatifs :
– on note + la LCI,
– on note 0 l’élément neutre,
– on note −a l’inverse de a.

1.4 Itération d’un élément dans un groupe
Soient (G ,∗) un groupe, g ∈G et n ∈N∗. On définit par récurrence :
• g 1 = g ,
• g n+1 = g n ∗ g pour n ≥ 1.
On pose aussi :
• g 0 = e,
• Si n ∈Z−, par définition, on note g n = (g−n)−1.
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Théorème 1.4.1 ∀(m,n) ∈Z2, ∀g ∈G , g m ∗ g n = g m+n et (g m)n = g mn .

Preuve en exercice. En particulier, il faut noter que l’inverse de l’inverse est l’élément lui-même ;
(a−1)−1 = a, et la preuve en est la symétrie entre a et b = a−1 dans l’expression ab = ba = e.

Remarque :

• Si G n’est pas abélien, (ab)n a toute les chances de ne pas être égal à anbn . De par la
définition, on a par exemple

(ab)3 = ababab.

• Lorsque le groupe est abélien et noté additivement, on note nx l’itération n fois de x.

1.5 Règle de Calcul dans les groupes

Proposition 1.5.1
• (Règles de simplification à gauche et à droite)

(ax = ay) ⇒ (x = y)

et
( xa = y a ) ⇒ ( x = y ).

• (x y = e) ⇒ (x = y−1).
• (x y)−1 = y−1x−1.

Preuve.
• Si ax = ay alors a−1ax = a−1ay donc ex = e y d’où x = y .

Si xa = y a alors xaa−1 = y aa−1 donc xe = ye d’où x = y .
• Si x y = e alors x y y−1 = e y−1 donc xe = y−1 d’où x = y−1.
• (x y)(y−1x−1) = x(y y−1)x−1 = xex−1 = xx−1 = e

donc y−1x−1 = (x y)−1.
■

Définition 1.5.1 Soit f : E → E . Si f ◦ f = I dE , on dit que f est une involution de E .

Proposition 1.5.2 On considère les applications suivantes :
• i : G →G

g 7→ g−1

est une involution de G .

• Pour a ∈G , ma : G →G
g 7→ g a

am : G →G
g 7→ ag

sont des bijections de G dans lui-même.

Preuve.
• (g−1)−1 = g , donc i (i (g )) = g
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• Soit a ∈G , g ∈G .
ma−1 ◦ma(g ) = ma−1 (g a) = g aa−1 = g e = g
ma ◦ma−1 (g ) = ma(g a−1) = g a−1a = g e = g

■

1.6 Sous-Groupes
Définition 1.6.1 Soit (G ,∗) un groupe et H une partie de G . On dit que H est un sous-groupe
de G si :

1. H 6=∅
2. ∀(a,b) ∈ H 2, ab ∈ H
3. ∀a ∈ H , a−1 ∈ H

Lemme 1.6.1 Un sous-groupe contient toujours l’élément neutre.

Démonstration. Soit H un sous-groupe. Comme H 6= ;, il existe a ∈ H . Donc a−1 ∈ H . Donc
aa−1 ∈ H , c’est à dire e ∈ H . ■

Proposition 1.6.2 H est un sous-groupe de G si et seulement si :
1. H 6=∅
2. ∀(a,b) ∈ H , ab−1 ∈ H

Preuve.
(⇒) :

• i ) ⇒ i )
• Soit (x, y) ∈ H 2. y−1 ∈ H par i i i )

Donc x y−1 ∈ H par i i )
Ce qui montre i i ).

(⇐) :
• i ) ⇒ i )
• Comme H 6=∅, ∃x ∈ H . Donc, par i i ), xx−1 = e ∈ H
• Avec (e, y) ∈ H 2, par i i ), e y−1 = y−1 ∈ H

Ce qui montre i i i )
• Avec (x, y−1) ∈ H 2, par i i ), x(y−1)−1 = x y ∈ H

Ce qui montre i i ).
■

En pratique, pour montrer qu’un couple (G ,?) est un groupe, on utilisera dans la majorité
des cas le résultat suivant :

Proposition 1.6.3 Un sous-groupe H de G muni de la loi de composition interne restreinte à
H est un groupe.

Preuve. ∗ H×H : H ×H → H est bien interne puisque H est un sous-groupe.

• ∗ H×H est associative comme ∗.
• e ∈ H , donc H a bien un neutre
• Comme H est un sous-groupe, l’inverse de a ∈ H est dans H .

■
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Proposition 1.6.4 Une intersection quelconque de sous-groupes est un sous-groupe.

Preuve. Soient (Hi )i∈I une famille de sous-groupes de G , alors :
• ∀i ∈ I , e ∈ Hi . Donc e ∈∩i∈I Hi .
• ∀(a,b) ∈∩i∈I Hi , ∀i ∈ I , ab−1 ∈ Hi . Donc ab−1 ∈∩i∈I Hi .

■

Théorème 1.6.5 Les sous-groupes de (Z,+) sont les ensembles

nZ= {nx |x ∈Z},

où n ∈N.

Preuve. nZ est un sous-groupe :
• 0 = n0 ∈ nZ
• Soient (x, y) ∈ (nZ)2, x − y = nq −nq ′ = n(q −q ′) ∈ nZ

Tous les sous-groupes sont de la forme nZ.
Soit H est sous-groupe de Z. Soit H = {0} = 0Z (et la preuve est terminée), soit H n’est pas réduit
à {0}. Il contient donc un élément non nul, et quitte à considérer son opposé (qui est aussi dans
H), il existe ainsi un élément non nul et positif dans H . Posons

n = min({y |y ∈ H ∩N∗}),

qui est alors bien défini. Vérifions que H = nZ, en procédant par double inclusion :
• ⊂ : ∀q ∈Z, nq = qn ∈ H , donc nZ⊂ H
• ⊃ : Soit x ∈ H , faisons la division euclidienne de x par n : x = nq + r avec 0 ≤ r < n.

Donc, r = x −qn ∈ H , donc r = 0 par définition de n. D’où n|x, et ainsi H ⊂ nZ .
■

1.7 Sous-Groupe engendré par une partie
Définition 1.7.1 Soient G un groupe, X ⊂G une partie. On appelle sous-groupe engendré
par X l’ensemble 〈X 〉 = {g1g2...gn où n ∈N, gi ∈ X ou gi ∈ X −1}.

Preuve. (Il s’agit bien d’un sous-groupe)
• Le produit vide (que l’on inclus dans la définition) donne e, donc e ∈ 〈X 〉
• ∀(x, y) ∈ (〈X 〉)2, on a : x = g1g2...gn et y = h1h2...hm .

Ainsi, x y−1 = g1g2...gn(h1h2...hm)−1 = g1g2...gnh−1
m h−1

m−1...h−1
1 ∈ 〈X 〉.

■
Lemme 1.7.1 〈X 〉 est le plus petit sous-groupe de G contenant X , autrement dit

〈X 〉 = ⋂
H sous-groupe de G

H .

1.8 Morphismes de Groupe
Définition 1.8.1 Soient (G1,×) et (G2,∗) deux groupes. Un morphisme de groupes de G1dans
G2 est une application f : G1 →G2 qui vérifie :

∀(x, y) ∈G2
1, f (x × y) = f (x)∗ f (y)

■ Exemple 1.1



1.8 Morphismes de Groupe 13

• f
G1 −→ G2

x 7−→ eg2

,

• exp
(R,+) −→ (R∗+,×)
x 7−→ ex ,

• ln
(R∗+,×) −→ (R,+)
x 7−→ ln(x)

,

• | · | (C∗,×) −→ (R∗,×)
z 7−→ |z| ,

• det
(GLn(R), ·) −→ (R∗,×)
A 7−→ det (A)

.

■

Proposition 1.8.1 Soit f : (G1,×) → (G2,∗) un morphisme de groupe. Alors
1. f (eG1 ) = eG2 ,
2. ∀x ∈G1, f (x−1) = f (x)−1,
3. ∀n ∈Z, ∀x ∈G1, f (xn) = f (x)n ,
4. ∀(x1, x2, ..., xn) ∈Gn

1 , f (x1 ×x2 × ...×xn) = f (x1)∗ f (x2)∗ ...∗ f (xn).

Preuve.
1. f (eG1 ) = f (eG1 ×eG1 ) = f (eG1 )∗ f (eG1 ),

donc eG2 = f (eG1 ) en multipliant par f (eG1 )−1 à droite ou à gauche.
2. f (x ×x−1) = f (x)∗ f (x−1) = f (eG1 ) = eG2 ,

donc f (x−1) = f (x)−1 en multipliant par f (x)−1 à gauche.
3. Par récurrence.
4. Par récurrence.

■

Proposition 1.8.2 Soit f : G1 →G2 un morphisme de groupe. Alors
1. L’image directe d’un sous-groupe de G1 est un sous-groupe de G2.
2. L’image réciproque d’un sous-groupe de G2 est un sous-groupe de G1.
3. Soient

Im( f ) = { f (x)|x ∈G1},

et
K er ( f ) = {x ∈G1| f (x) = eG2 },

que l’on appelle respectivement l’image et le noyau de f . Alors :
f est injective si et seulement si K er ( f ) = {eG1 }.

Preuve.
1. Soit H un sous-groupe de G1.

• eG2 = f (eG1 ) ∈ f (H), donc f (H) 6=∅.
• Soit x, y ∈ f (H), alors il existe x ′, y ′ ∈ H tels que f (x ′) = x et f (y ′) = y .

x y−1 = f (x ′)∗ f (y ′)−1 = f (x ′)∗ f (y ′−1) = f (x × y ′−1) ∈ f (H).
2. Soit H un sous-groupe de G2.

• f (eG1 ) = eG2 ∈ H , donc f −1(H) 6=∅.
• Soit x, y ∈ f −1(H), donc f (x) ∈ H et f (y) ∈ H .

f (x × y−1) = f (x)∗ f (y−1) = f (x)∗ f (y)−1 ∈ H
Donc x × y−1 ∈ f −1(H).

3. ⇒ On sait que f (eG1 ) = eG2 .
Soit x ∈ K er ( f ), f (x) = eG2 = f (eG1 ). Comme f est injective, x = eG1 . D’où K er ( f ) = {eG1 }
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⇐ Soit (x, y) ∈G2
1 tq f (x) = f (y)

Alors, f (x)∗ f (y)−1 = eG2 = f (x)∗ f (y−1) = f (x × y−1)
Donc x × y−1 = eG1 , ou encore x = y

■

Définition 1.8.2 Un morphisme bijectif est appelé un isomorphisme.

Lemme 1.8.3 L’application réciproque d’un morphisme de groupe bijectif (G1,?) dans (G2,∗)
est elle-même un morphisme de groupe de (G2,∗) dans (G1,?).

La preuve est laissée en exercice.

1.9 Exercices
Exercice 1.1 Parmi les couples suivants, déterminez lesquels sont des groupes. (N,+),
(Q∗,×), un espace vectoriel euclidien muni du produit scalaire, matrices {M :t M M = In}
muni du produit matriciel, (Mn(R),+), (Mn(R),×), fonctions de R dans Rmuni de la compo-
sition, fonctions de [0,1] dans Rmuni de l’addition de fonctions, bijections croissantes de
[0,1] dans [0,1] muni de la composition, l’ensemble des homothéties d’un espace vectoriel
muni de la composition.

Exercice 1.2 Montrez que si G1,G2,G3 sont des groupes et si f : G1 →G2 et g : G2 →G3 sont
des morphismes de groupe, alors g ◦ f est un morphisme de groupe.

Exercice 1.3 Soit (G , .) un groupe tel que pour tout x ∈G , on ait x2 = e. Montrez que G est
commutatif. Indication : Pour x, y dans G , déterminez l’inverse de x, puis calculez (x y)2.

Exercice 1.4 1) Soit (G ,∗) un groupe, et f : G →G définie par f (x) = x−1. Montrez que f est
un morphisme si et seulement si G est commutatif.
2) Soit (G ,∗) un groupe qui vérifie ∀x ∈G , x2 = e. Montrez que G est commutatif.

Exercice 1.5 Soit H ,K deux sous-groupes d’un groupe G . Montrez que H ∪K est un sous-
groupe de G si et seulement si H ⊂ K ou bien K ⊂ H .

Exercice 1.6 Démontrer le Lemme 1.8.3.



2. Relations d’équivalence

2.1 Relations d’équivalence
Définition 2.1.1 Une relation binaire R sur un ensemble X est dite relation d’équivalence si
elle est :

• réflexive : ∀x ∈ X , xRx.
• symétrique : ∀(x, y) ∈ X 2, xR y ⇒ yRx.
• transitive : ∀(x, y, z) ∈ X 3, (xR y et yRz) ⇒ xRz.

Définition 2.1.2 La classe d’équivalence d’un élément x de X est l’ensemble

x = {y ∈ X tels que xR y}.

■ Exemple 2.1
• relation d’égalité : x = {x}.
• Étant donné une fonction f : X → Y , on définit sur X la relation

xR y ⇔ f (x) = f (y).

Vérifions que c’est bien une relation d’équivalence.
– réflexivité : f (x) = f (x) donc xRx
– symétrique : si yRx alors f (y) = f (x) donc f (x) = f (y) donc xR y .
– transitivité : si xR y et yRz, on a f (x) = f (y) et f (y) = f (z), et donc f (x) = f (z), ce

qui entraîne xRz.
Dans ce cas, il est facile de voir que les classes s’expriment de la façon suivante :

x = f −1( f (x)).

Cet exemple est important dans le sens où toute relation d’équivalence peut être construite
de cette manière.
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• Soit G un groupe et H un sous-groupe de G . On défini la relation à gauche modulo H sur
G par xR y ⇔ x−1 y ∈ H .

– réflexivité : xRx ⇔ x ×x−1 = eG ∈ H
– symétrique : yRx ⇔ y−1x ∈ H ⇔ (y−1 ×x)−1 = x−1 × y ∈ H ⇔ xR y
– transitivité : xR y et yRz ⇒ x−1×y ∈ H et y−1×z ∈ H ⇒ (x−1×y)×(y−1×z) = x−1×z ∈

H ⇒ xRz
Montrons que dans ce cas les classes sont

x = xH = {x ×h|h ∈ H }.

Procédons par double inclusion.
– ⊃ Posons y = x ×h, xR y ⇔ x−1 × y = x−1 ×x ×h = h ∈ H
– ⊂ Soit y ∈ x, donc x−1 × y ∈ H .

Donc, ∃h ∈ H tq x−1 × y = h ⇔ y = x ×h
• Soit E un ensemble de groupes. Montrez que si G ,G ′ sont deux groupes (dans E ), la relation
∼ définie par G ∼G ′ si et seulement si il existe un isomorphisme de groupe de G dans G ′,
est une relation d’équivalence sur E .

■

Définition 2.1.3 Une partition d’un ensemble X est une famille (Fi )i∈I de sous-ensembles
de X , indexés par un ensemble I , avec

• X = ⋃
i∈I

Fi .

• i 6= j ⇒ Fi ∩F j =;.

Considérons l’ensembles des classes {x : x ∈ X } ⊂P (X ) associées à une relation R sur X . On
peut le voir comme une famille d’ensembles (indexés, par exemple, par eux-mêmes, pour éviter
les répétitions).

Théorème 2.1.1 Les classes pour une relation d’équivalence forment une partition. Récipro-
quement, étant donné une partition de X = ⋃

i∈I
Fi , la relation

xR y ⇔∃i ∈ I tel que {x, y} ⊂ Fi ,

est une relation d’équivalence dont les classes sont les éléments de la partition.

Preuve.
• ∀(x, y) ∈ X 2, x = y ou x ∩ y =;,

•
⋃

x∈X
x = X .

■

2.2 Relation d’équivalence et quotient
Définition 2.2.1 Soit R une relation d’équivalence sur X . On note X /R l’ensemble des classes

d’équivalence (qui est un sous-ensemble de P (X )). L’application π
X −→ X /R
x 7−→ x

est

appelé surjection canonique.
Tout antécédent d’une classe est appelé représentant de la classe. Si G est un groupe, H un
sous-groupe de G , et que l’on considère la relation d’équivalence à gauche modulo H , on
note alors G/H (au lieu de G/R) l’ensemble des classes {xH : x ∈G}.
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Théorème 2.2.1 (Critère de passage au quotient) Soit R une relation d’équivalence sur X ,
et f : X → Y une fonction. Notons π la surjection canonique π : X → X /R. On a équivalence
entre les deux points suivants.

•• Pour tout (x, x ′) ∈ X 2, xRx ′ ⇒ f (x) = f (x ′).

• Il existe une fonction f : X /R → Y telle que f = f ◦π.

Preuve.
• i i ) ⇒ i ) Supposons qu’il existe une fonction f : X /R → Y avec f = f ◦π.

Soient (x, y) ∈ X 2 avec xR y , donc x = y . Donc :

f (x) = f (π(x)),

= f (x),

= f (y),

= f (π(y)),

= f (y)

• i ) ⇒ i i ) Définissons f
X /R −→ Y
x 7−→ f (x)

Par hypothèse, si x = y , f (x) = f (y). Donc f est bien définie. Elle satisfait l’égalité annon-
cée.

■

2.3 Groupe quotient (cas abélien)

Proposition 2.3.1 Si G est un groupe commutatif et H un sous-ensemble de G , l’ensemble
G/H peut-être muni d’une unique loi de groupe tq π : G → G/H soit un morphisme de
groupes.

Preuve. Pour que π soit un morphisme, il faut et il suffit que ∀(x, y) ∈G2, x × y = x ∗ y où ∗ est
la loi sur G/H .
Pour x, y ∈G/H , on pose x ∗ y = x × y . Il faut vérifier que

x ′Rx

y ′R y

}
⇒ (x ′× y ′)R(x × y)

• x ′Rx ⇔ x ′−1 ×x ∈ H
y ′R y ⇔ y ′−1 × y ∈ H

• On a donc :

(x ′× y ′)−1 × (x × y) = y ′−1 ×x ′−1 ×x × y

= (y ′−1 × y)× (x ′−1 ×x) comme G commutatif

∈ H

• On a donc bien (x ′× y ′)R(x × y), ce qui montre que la loi de composition interne ∗ est
bien définie.

■
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■ Exemple 2.2
• Le groupe R/2πZ : on identifie deux nombres x, y si x − y ∈ 2πZ càd x = y +2kπ, où k est

un entier relatif. On obtient ainsi le groupe des angles, angles que l’on peut librement
additionner et soustraire entre eux.

• Le groupe Z/nZ : deux entiers sont dans la même classe modulo n si leur différence est
multiple de n. On peut ainsi additionner et soustraire les égalités de congruence.

■

2.4 Passage au quotient d’un morphisme

Théorème 2.4.1 Soit G1 et G2 deux groupes, H un sous-groupe de G1 et f : G1 → G2 un
morphisme. On suppose G1 abélien, alors il y a équivalence entre :

1. Il existe f : G1/H →G2 un morphisme tq f = f ◦π, où π est la surjection canonique de
G1 dans G1/H .

2. H ⊂ K er ( f )

De plus, si c’est le cas, f est unique et

{
Im( f ) = Im( f )

K er ( f ) =π(K er ( f ))

Corollaire 2.4.2 Dans le cas particulier où H = K er ( f ), on a que f : G1/K er ( f ) → Im( f ) est
un isomorphisme.

■ Exemple 2.3 (Z2,+) est un groupe abélien. Soit f
Z2 −→ Z

(x, y) 7−→ x
• f est un morphisme : f (x, y)+ f (x ′, y ′) = x +x ′ = f (x +x ′, y + y ′)
• K er ( f ) = {(0, y)|y ∈Z}.

Donc f : Z2/K er ( f ) →Z est un isomorphisme avec Z.
■

2.5 Ordre d’un groupe, indice d’un sous-groupe
Définition 2.5.1 • Soit G un groupe, on appelle ordre de G son cardinal.

• Soit H un sous-groupe de G , on appelle indice de H dans G , que l’on note [G : H ], le
cardinal de l’ensemble quotient G/H : [G : H ] = |G/H |

Théorème 2.5.1 (Lagrange) Si H est un sous-goupe de G , alors |G| = |H | · |G/H | = |H | ·[G : H ]
En particulier, si G est fini, l’ordre d’un sous-groupe divise l’ordre du groupe.

Preuve. Rappelons que sur G , on a une relation à gauche modulo H : xR y ⇔ x−1 y ∈ H dont les
classes sont {xH |x ∈G}.
Or, la multiplication à gauche par x est bijective, donc |xH | = |H |
Cette relation partitionne donc G en [G : H ] morceaux de cardinal |H |.
Donc |G| = |H | · [G : H ] = |H | · |G/H | ■

Définition 2.5.2 Soient G un groupe et g ∈ G . L’ordre de g est le plus petit entier n ≥ 1 tq
g n = e. S’il n’existe pas de tel n, on convient de dire que g est d’ordre infini.

■ Exemple 2.4
• Dans Z, 2 est d’ordre infini
• g est d’ordre 1 ⇔ g = g 1 = e
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• Dans S3, e =
(

1 2 3
1 2 3

)
est d’ordre 1

τ12 =
(

1 2 3
2 1 3

)
est d’ordre 2, comme τ13 et τ23(

1 2 3
2 3 1

)
est d’ordre 3.

■

Lemme 2.5.2 Si g est d’ordre fini n, alors le morphisme ϕg
Z −→ G
m 7−→ g m a pour noyau nZ et

le sous-groupe engendré par g est d’ordre n, et on a :

〈g 〉 = {e, g , g 2, ..., g n−1}.

Preuve.
• ⊃ : Soit k ∈ nZ, alors ∃a ∈Z tq k = an

Donc g k = g an = (g n)a = ea = e
• ⊂ : Soit k ∈Z tq g k = e. Notons q,r le quotient et le reste de la division euclidienne de k

par n, donc k = qn + r avec 0 ≤ r < n.
Alors, g k = g qn+r = g qn g r = g r . Comme 0 ≤ r < n, r = 0
Donc n|k et k ∈ nZ.

■
BL’équation g k = e n’assure pas que g soit d’ordre k. Ce que signifie cette équation est très

précisément :

Corollaire 2.5.3 Soit k ∈Z− {0}. On a l’ équivalence :

g k = e ⇔ l′ordre de g divise k.

Un corollaire très important du théorème de Lagrange est le résultat suivant :

Théorème 2.5.4 L’ordre d’un élément d’un groupe divise l’ordre du groupe.

■ Exemple 2.5 Dans (Z/15Z,+),
• L’ordre de 1 est 15.
• L’ordre de 3 est 5 : 〈3〉 = {0,3,6,9,12}.
• L’ordre de 5 est 3 : 〈3〉 = {0,5,10}.

■

2.6 Exercices
Exercice 2.1 Faire la liste des éléments de (S3,◦), et précisez pour chaque élément, le sous-
groupe engendré ainsi que leur ordre. Même question avec (Z/6Z,+) et (Z/12Z,+).

Exercice 2.2 Montrez que 2πZ est un sous-groupe de (R,+). Montrez que le groupe ({z ∈C :
|z| = 1},×) est isomorphe à (R,2πZ,+).

Exercice 2.3 1) Soit p un nombre premier, et (G ,?) un groupe d’ordre p.
Montrer que G est cyclique, c’est à dire qu’il existe g ∈G tel que G = 〈g 〉. Indication : Soit g
un élément de G différent de l’élément neutre. Que peut-on dire de l’ordre du sous-groupe
de G engendré par g ?
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2) Soit (G ,+) un groupe commutatif de neutre 0, a,b deux éléments d’ordres respectifs p, q .
Montrez que l’ordre de a +b divise pq .
3) Montrez que si p et q sont premiers entre eux, 〈a〉∩〈b〉 = {0}.
4) Toujours en supposant pg cd(p, q) = 1, montrez que a +b est d’ordre pq .
5) Pouvez vous exhiber un exemple de cette situation où p et q ne sont pas premiers entre
eux, et où l’ordre de a +b est strictement plus petit que pq ?

Exercice 2.4 Soit (G , ·) un groupe fini qui vérifie que pour tout x ∈G , x2 = e. On a vu que G
était commutatif. Montrez que le cardinal de G est une puissance de 2. Indication : procéder
par récurrence sur le cardinal de G, et faire un quotient..

Exercice 2.5 Montrez que (Z,+) est un sous-groupe de (Q,+). Soit G le groupe quotientQ/Z.
Quel est l’ordre de la classe de la fraction p/q où p, q entiers premiers entre eux ? Ce groupe
G contient-il des éléments d’ordre infini ? Est-il fini ?

Exercice 2.6 Déterminez la liste des sous-groupes de (Z/nZ,+).

Exercice 2.7 Soient (n,m) deux entiers ≥ 1. Montrez qu’il existe un morphisme surjectif de
groupes additifs f :Z/nZ→Z/mZ si et seulement si m divise n.

Exercice 2.8 Par somme alternée des chiffres d’un nombre, on entend la somme des chiffres
avec un coefficient −1 tous les deux chiffres. Par exemple, la somme alternée des chiffres
de 15628 est 1−5+6−2+8 = 7, celle de 25 est 2−5 =−3. Montrez qu’un nombre entier est
divisible par 11 si et seulement si la somme alternée de ses chiffres en base 10 l’est.



3. Introduction aux groupes symétriques

3.1 Rappels

Soit n ∈N∗. On rappelle que Sn est l’ensemble des bijections de {1, ...,n} dans lui-même. Un

élémentσde Sn est appelé permutation, que l’on note sous la formeσ=
(

1 2 · · · n
σ(1) σ(2) · · · σ(n)

)
.

et |Sn | = n!. (Sn ,◦) est un groupe où ◦ est la composition des applications, dont le neutre est

i d{1,...,n} =
(

1 2 · · · n
1 2 · · · n

)
.

À part dans les cas n = 1 ou 2, ce groupe n’est pas commutatif.

Proposition 3.1.1 Sn n’est pas commutatif si n ≥ 3

Démonstration. Pour n = 1 et n = 2, on peut vérifier directement que le groupe est commutatif.

Pour n ≥ 3, on peut prendre σ =
(

1 2 3 · · · n
2 1 3 · · · n

)
, et τ =

(
1 2 3 4 · · · n
1 3 2 4 · · · n

)
, puis

vérifier que

τσ 6=στ.

■

3.2 Support d’une permutation
Définition 3.2.1 Soit σ ∈Sn . On appelle le support de la permutation σ le sous-ensemble de
{1, ...,n} défini par supp(σ) = {i ∈ {1, ..,n} tel que σ(i ) 6= i }

■ Exemple 3.1
• supp(σ) = {1,2},
• supp(τ) = {2,3},
• supp(i d) =∅.

■



22 Chapitre 3. Introduction aux groupes symétriques

Proposition 3.2.1 On a :
1. Pour tout σ ∈Sn , on a σ(supp(σ)) = supp(σ).
2. Soient σ,σ′ deux éléments de Sn de supports disjoints, alors σ et σ′ commutent.

Démonstration. 1. Montrons que σ(supp(σ)) ⊂ supp(σ) :
Soit i ∈ supp(σ). Si σ(i ) ∉ supp(σ), on aura σ(σ(i )) =σ(i ). Comme σ est injectif, σ(i ) = i ,
ce qui est absurde.

Comme σ est injectif, on a égalité entre les cardinaux |σ(supp(σ))| = |supp(σ)|. Comme
l’un est inclu dans l’autre et de même cardinal (fini), on a bien l’égalité.

2. Soit i ∈ {1, ...,n},
• Si i ∈ supp(σ), i ∉ supp(σ′) et σ′(i ) = i . Donc σ(σ′(i )) =σ(i ).

De plus, puisque σ(i ) ∈ supp(σ), σ(i ) ∉ supp(σ′). Ainsi, σ′(σ(i )) =σ(i ).
• On peut faire le même raisonnement pour i ∈ supp(σ′).
• Si i ∉ supp(σ) et i ∉ supp(σ′), on aura σ(σ′(i )) =σ′(σ(i )) = i

■

Définition 3.2.2 Un cycle de longueur l avec l ∈N et l ≥ 2 est une permutation σ de Sn tel
qu’il existe un sous-ensemble ordonné { j0, j1, ..., jl−1} de {1, ...,n} tel que

1. Le support de σ est supp(σ) = { j0, ..., jl−1},
2. Pour tout i ∈ {0, ..., l −2}, σ( ji ) = ji+1 et σ( jl−1) = j0.

On note ce cycle ( j0, ..., jl−1) que l’on nomme parfois un l -cycle

■ Exemple 3.2
(

1 2 3 4
2 3 1 4

)
= (1,2,3) = (2,1,3) = (3,1,2). On remarque l’écriture d’un cycle

n’est pas unique, et que le support ne suffit pas à caractériser un cycle : (1,2,3) 6= (3,2,1) ■

Définition 3.2.3 Un cycle de longueur 2 est appelé une transposition.

■ Exemple 3.3 Dans S4, les seules transpositions sont (1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4) et (3,4).
Exercice : De façon générale, donner une formule pour le nombre de transpositions dans le
groupe Sn . ■

Théorème 3.2.2 Le groupe Sn est engendré par les transpositions : toutes permutations
peuvent s’écrire comme le produit d’au plus n −1 transpositions.

Démonstration. Par récurrence sur n avec l’hypothèse Hn = "tout élément de Sn est produit
d’au plus n −1 transpositions" ■

R La décomposition en produit de transposition n’est pas unique.

Proposition 3.2.3 Soit l ≥ 2. Un l-cycle est d’ordre l .

Démonstration. Soit σ= ( j0, ..., jl−1) et k ∈N tel que σk ( ji ) = ji .
Comme σk ( ji ) = ji+k mod l , k = 0 mod l . Le plus petit k non nul et positif qui marche est donc
k = l . ■
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3.3 σ-orbites : décomposition canonique en produit de cycle
On simplifie les notations en notant σx =σ(x). Ce n’est bien sûr pas un produit ni l’applica-

tion d’une loi interne !

Définition 3.3.1 Soit x ∈ {1, ...,n} et σ ∈Sn . On appelle σ-orbite de x le sous-ensemble

Oσ(x) = {σk x avec k ∈Z}.

Pour la relation d’équivalence Rσ définie par xRσy ⇔ y ∈Oσ(x), Oσ(x) est la classe de x.

Démonstration. Montrons que Rσ est bien une relation d’équivalence :
• Rσ est symétrique : Soient x, y ∈ {1, ...,n},

xRσy ⇔ y ∈Oσ(x),

⇔∃k ∈Z tel que σk x = y,

⇔∃k ∈Z tel que σ−k y = x,

⇔ x ∈Oσ(y),

⇔ yRσx.

• reflexivité : Soit x ∈ {1, ...,n}, on a x =σ0x d’où x ∈Oσ(x) donc xRσx.
• Rσ est transitive : Soient x, y, z ∈ {1, ...,n}

Supposons xRσy et yRσz. Alors y ∈Oσ(x) et z ∈Oσ(y). Donc ∃k, l ∈Z tels que σk x = y et
σl y = z. Donc σk+l x = z, d’où z ∈Oσ(x). C’est à dire xRσz.

Regardons maintenant la classe de x :

x = {y tel que xRσy}

= {y tel que ∃k ∈Z tel que σk x = y}

= {σk x avec k ∈Z}

=Oσ(x)

■

Définition 3.3.2 On dit que x est un point fixe de σ si σ(x) = x, ce qui est équivalent à
x ∉ supp(σ) ou encore à Oσ(x) = {x}

Théorème 3.3.1 — Décomposition canonique en produit de cycles à supports disjoints.
Soit σ ∈ Sn − {e}. Il existe k ≥ 1, des entiers l1, .., lk ≥ 1 et c1, ...,ck des cycles de longueurs
respectives l1, ..., lk à supports deux-à-deux disjoints tel que σ= c1...ck . Cette décomposition
est unique à l’ordre des facteurs près. L’entier k est le nombre d’orbites non ponctuelles.

Proposition 3.3.2 L’ordre d’une permutation est égal au ppcm de la longueur des cycles de
sa décomposition canonique.

Démonstration. Exercice. ■

3.4 Signature d’une permutation
Définition 3.4.1 On appelle signature d’une permutation σ de Sn le nombre ε(σ) = (−1)n−m

où m est le nombre de σ-orbite (orbites ponctuelles comprises).
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Théorème 3.4.1 Soit σ une permutation et τ une transposition. Alors, ε(στ) =−ε(σ).

Démonstration. ■

Corollaire 3.4.2 1. Soit σ ∈Sn , σ= τ1...τk une décomposition en produit de transposi-
tions, alors ε(σ) = (−1)k .

2. ε : Sn → ({−1,1},×) est un morphisme de groupes.

Calcul de la signature :
• A partir du nombre m de σ-orbites : ε(σ) = (−1)n−m . On prendra soin de ne pas oublier

les orbites ponctuelles (qui sont négligées dans la décomposition en produit de cycles !
• A partir d’une décomposition en transpositions : ε(τ1...τk ) = (−1)k .

• Sous forme d’un produit de cycle : ε(c1...ck ) =
k∏

i=1
ε(ci ).

• Avec la formule (essentiellement inutilisable) ε(σ) = ∏
i< j

σ( j )−σ(i )
j−i .

• Avec l’algèbre linéaire et la formule

det (M) = ∑
σ∈Sn

ε(σ)
n∏

i=1
mi ,σ(i )

où M = (mi j ) ∈ Mn(K ). On trouve alors que si σ est une permutation de Sn et Mn la
matrice associée, ε(σ) = det (Mσ).

3.5 Exercices
Exercice 3.1 Démontrez la proposition 3.3.2.

Exercice 3.2 Soit les deux permutations de S7, α= (2,4,6)(1,5,7) et β= (2,4)(5,6).
1) Quels sont les ordres de α et β ?
2) En déduire que le sous-groupe engendré par α et β a un ordre multiple de 6.

Exercice 3.3 Soit σ la permutation de S10 définie par

σ=
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
4 7 9 1 8 3 2 10 6 5

)
1) Donner les décompositions de σ en produit de cycles disjoints et en déduire une décom-
position de σ en un produit de transpositions.
2) En déduire de deux facons différentes la signature de σ.
3) Calculez σ2000.

Exercice 3.4 Soient les deux éléments du groupe symétrique S6,

τ=
(

1 2 3 4 5 6
4 6 5 1 3 2

)
,

σ=
(

1 2 3 4 5 6
2 3 1 5 6 4

)
.
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1) Donnez la décomposition en produit de cycles à support disjoints, l’ordre ainsi que la
signature de τ et σ respectivement.
2) Déterminer les composées σ2τ et τσ.

Exercice 3.5 Soit σ ∈ S10 une permutation d’ordre 14. Montrez que σ est impaire, c’est à
dire de signature −1.

Exercice 3.6 On mélange un jeu de 32 cartes "à l’américaine", de façon précise. Numérotons
les cartes de 1 à 36 selon leur place dans le paquet. On commence par découper le tas de 32
cartes en deux tas (les cartes de 1 à 16 et celles de 17 à 32), puis on les intercale une à une
en commançant par le bas et le premier tas, càd la dernière carte du nouveau paquet est la
dernière du premier tas (la numéro 16), puis l’avant dernière est la dernière du deuxième tas
(la numéro 32), l’avant-avant dernière est la numéro 15, etc...
1) Écrire la permutation de S32 correspondante.
2) En supposant que l’on puisse faire cette opération de façon parfaite, finit-on par retrouver
la configuration initiale en itérant ce procédé ? Si oui, au bout de combien de fois ?





4. Généralités sur les anneaux

4.1 Anneaux
Définition 4.1.1 Un triplet (A,+,×) où A est un ensemble non vide muni de deux LCI + et ×
est appelé anneau commutatif unitaire (ACU) si :

1. (A,+) est un groupe abélien dont le neutre est noté 0A

2. × est associative : ∀(x, y, z) ∈ A3, (x × y)× z = x × (y × z)
3. × est commutatif : ∀(x, y) ∈ A2, a ×b = b ×a
4. × a un neutre noté 1A : ∀x ∈ A, x ×1A = 1A ×x = x
5. × est distributive par rapport à + : ∀(x, y, z) ∈ A3, a × (b + c) = a ×b +a × c

■ Exemple 4.1 (Z,+,×), (Q,+,×), (C,+,×) ou encore (C[X ],+,×). Les nombres décimaux D est
un autre exemple. ■

■ Exemple 4.2 (L’anneau nul). Les axiomes ne supposent pas que 0A 6= 1A . Si on a cette égalité
0A = 1A , alors A ne contient qu’un seul élément (exercice !) {0A}. Cet anneau est appelé l’anneau
nul. ■

4.2 Règles de calcul dans un anneau
Notations :

On note, pour k ≥ 1 et x ∈ A,
xk = x × ..×x (k fois).

Par convention, on pose x0 = 1A . Notons que x n’étant pas nécessairement inversible pour la loi
×, xk n’a pas à priori de sens pour les exposants k ≥ 0.
Bien souvent, on se contentera de noter x y pour le produit x × y .
BRappelons que dans le groupe additif (A,+), pour n un entier naturel, l’élément n.x désigne
x + ..+x (n fois) Il faut bien comprendre que n.x ne désigne pas le produit de deux éléments de
A ; n.x et y x désignent donc les résultats de deux opérations à priori très différentes. Cependant,
la distributivité implique que

n.x = (1A + ..+1A)×x = (n.1A)×x,
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qui est bien le produit de deux éléments de A. On verra plus loin l’interprétation de cette égalité.

Proposition 4.2.1 Soit (A,+,×) un anneau, alors :
1. ∀a ∈ A, a ×0A = 0A .
2. ∀(a,b) ∈ A2, (−a)×b = a × (−b) =−(a ×b).
3. Soient I et J des ensembles finis, alors ∀(ai )i∈I ∈ AI et ∀(b j ) j∈J ∈ A J ,

(
∑
i∈I

ai )(
∑
j∈J

b j ) = ∑
(i , j )∈I×J

ai ×b j .

4. ∀(m,n) ∈N2, xm+n = xm ×xn et (xm)n = xmn .
5. (Formule du binôme de Newton) ∀(x, y) ∈ A2, ∀n ∈N∗,

(x + y)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
.(xk × yn−k ).

4.3 Eléments inversibles
Définition 4.3.1 On appelle groupe des inversibles de l’anneau commutatif unitaire A l’en-
semble

A× = {
x ∈ A tel que ∃y ∈ A, avec x × y = y ×x = 1A

}
.

Ce groupe est parfois noté UA .

BCertains auteurs notent A∗ ce groupe des inversibles. Cette notation est ambigüe car elle peut
aussi désigner A − {0}, qui n’est pas forcément le même ensemble (par exemple, pour A =Z).
Dans la suite, on désignera toujours par A∗ l’ensemble A− {0A}.

■ Exemple 4.3
• R× =R− {0} =R∗.
• Z× = {−1,1}.
• C[X ]× =C∗.

■

Définition 4.3.2 Un corps K est un anneau commutatif unitaire non nul dont tout élément
non nul est inversible, c’est-à-dire K × = K ∗ = K − {0K }.

■ Exemple 4.4 (R,+,×), (C,+,×) ou encore (Q,+,×).
(D,+,×) n’en est pas un : 3−1 = 1

3 ∉D. L’anneau nul n’est pas un corps. ■

4.4 Morphismes d’anneaux
Définition 4.4.1 Soient A et B deux anneaux commutatifs unitaires, et f : A → B une appli-
cation. On dit que f est un morphisme d’anneaux si :

1. ∀(x, y) ∈ A2, f (x)+ f (y) = f (x + y)
2. ∀(x, y) ∈ A2, f (x)× f (y) = f (x × y)
3. f (1A) = 1B

Cette définition est bien plus contraignante que celle de morphisme de groupe. En parti-
culier, on verra en TD qu’il peut ne pas exister de morphisme d’anneaux entre deux anneaux
particuliers, alors qu’il existe toujours au moins un morphisme de groupe entre deux groupes.

■ Exemple 4.5
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• ϕ : Z→C l’injection canonique
• i d : Z→Z est l’unique morphisme d’anneau de Z dans Z.

■

Théorème 4.4.1 Soit A un anneau, alors il existe un unique morphisme d’anneau

ϕ
Z −→ A
n 7−→ n ·1A

,

appelé morphisme canonique.

Définition 4.4.2 On dit que deux anneaux commutatifs unitaires A et B sont isomorphes si
il existe f : A → B un morphisme unitaire d’anneaux bijectif. Un tel morphisme est appelé
isomorphisme d’anneaux.

Théorème 4.4.2 La fonction réciproque d’un isomorphisme d’anneaux est un isomorphisme
d’anneaux.

Démonstration. Puisque f est bijectif, f −1 : Im( f ) → A est bien définie et est bijectives. De plus,
∀(x, y) ∈ Im( f )2, on a :

• f (1A) = 1B ⇔ f −1(1B ) = 1A

• f ( f −1(x + y)) = x + y = f ( f −1(x)+ f ( f −1(y)). Comme f est bijective, f −1(x + y) = f −1(x)+
f −1(y)

• f ( f −1(x × y)) = x × y = f ( f −1(x)× f ( f −1(y)). Comme f est bijective, f −1(x × y) = f −1(x)×
f −1(y)

■
Conséquence :

Etre isomorphe est une relation d’équivalence sur l’ "ensemble des anneaux" puisque la
composée de 2 morphismes est un morphisme.

4.5 Anneaux produits
A partir d’une famille d’anneaux, on peut en construire de nouveaux. Un façon de faire est

de définir leur produit.

Définition 4.5.1 Soient I un ensemble non vide d’indices et ∀i ∈ I , (Ai ,+i ,×i ) un anneau.

On munit
∏
i∈I

Ai des lois + et × définie par :

{
(ai )i∈I + (bi )i∈I = (ai +i bi )i∈I

(ai )i∈I × (bi )i∈I = (ai ×i bi )i∈I

Proposition 4.5.1
1. (

∏
i∈I

Ai ,+,×) est un anneau commutatif unitaire.

2. Les projections canoniques p j

∏
i∈I

Ai −→ A j

(ai )i∈I 7−→ a j

sont des morphismes d’anneaux.

Démonstration.
1. ∀i ∈ I , (Ai ,+i ,×i ) est un anneau. Donc toutes les démonstrations sur

∏
i∈I

Ai seront

vérifiées pour ∀i ∈ I , d’où (
∏
i∈I

Ai ,+,×) est un ACU.
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2. p j ((ai )i∈I + (bi )i∈I ) = p j ((ai +i bi )i∈I ) = a j + j b j = p j ((ai )i∈I )+p j ((bi )i∈I )
p j ((ai )i∈I × (bi )i∈I ) = p j ((ai ×i bi )i∈I ) = a j × j b j = p j ((ai )i∈I )×p j ((bi )i∈I )

■
Un exemple crucial est donné par les anneaux de fonctions. Si X est un ensemble quelconque,

et A un anneau, rappelons que l’ensemble F (X , A) des fonctions de X dans A s’interprète
naturellement comme un produit :

F (X , A) ' AX ,

( f : X → A) 7→ ( f (x))x∈X .

Par exemple, l’ensemble des fonctions de [0,1] dans C est naturellement muni d’une struc-
ture d’anneaux. Exercice : expliciter cette structure.

4.6 Sous-Anneaux
Définition 4.6.1 Soit A un anneau commutatif unitaire B ⊂ A est appelé un sous-anneau de
A si :

1. (B ,+) est un sous-groupe de (A,+)
2. ∀(x, y) ∈ B 2, x y ∈ B
3. 1A ∈ B

■ Exemple 4.6 A =R2 et B =R× {0}
(B ,+,×) est isomorphe à R en tant qu’anneau avec 1B = (1,0)
Cependant, 1A = (1,1) 6= (1,0) = 1B . Donc B n’est pas un sous-anneau de A.

Il est souvent plus simple de montrer qu’un objet est un sous-anneau d’un anneau déjà
connu que de vérifier qu’il s’agit bien d’un anneau. ■

■ Exemple 4.7 Z[i ] = {a +bi où a,b ∈Z} ⊂C est un sous-anneau, appelé Anneau des entiers de
Gauß.

1. (a1 + i b1)+ (a2 + i b2) = (a1 +a2)+ i (b1 +b2) ∈Z[i ]
2. (a1 + i b1)(a2 + i b2) = (a1a2 −b1b2)+ i (a1b2 +a2b1)
3. 1C = 1 = 1+0i ∈Z[i ]

■

4.7 Diviseurs de zéro, anneaux intègres
Définition 4.7.1

1. Soit A un anneau commutatif unitaire. Un élément a ∈ A− {0} est appelé diviseur de
zéro si ∃b ∈ A− {0} tel que ab = 0.

2. On dit que A est intègre si A n’est pas l’anneau nul et qu’il ne contient aucun diviseur
de zéro.

Lemme 4.7.1
1. Soit x ∈ A× (x inversible), alors x n’est pas diviseur de zéro.
2. Un corps est un anneau intègre.

Démonstration.
1. Par l’absurde : ∃b ∈ A∗ tq ab = 0 ⇔ a−1ab = 0 ⇔ b = 0
2. Si A est un corps, A = A×∪ {0} qui ne contient aucun diviseur de zéro.

■

Lemme 4.7.2 Un sous-anneau d’un anneau intègre est intègre.
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4.8 Exercices
Exercice 4.1 1. Soit F (R,R) l’ensemble de toutes les fonctions de R dans R. Rappelez pour-
quoi c’est un anneau, et quelles sont ses lois de compositions ainsi que son neutre.
2. Soit C 0(R,R) l’ensemble des fonctions continues de R dans R, muni de l’addition et de la
multiplication ponctuelle. Montrez que c’est un anneau.
3. Pour k ≥ 0, soit C k (R,R) l’ensemble des fonctions k fois dérivables dont la dérivée k-ième
est continue, muni de l’addition et de la multiplication ponctuelle. Montrez que c’est un
anneau.

Exercice 4.2 Montrez que l’ensemble

Z[
p

2] = {a +b
p

2 : (a,b) ∈Z2},

est un sous-anneau de R, et qu’il est intègre.

Exercice 4.3 1. Quels sont les morphismes unitaires d’anneaux de Z dans Z ?
2. Quels sont les morphismes unitaires d’anneaux de Z dansQ ?
3. Quels sont les morphismes unitaires d’anneaux deQ dans Z ?
4. Quels sont les morphismes unitaires d’anneaux deQ dansQ ?
5. Quels sont les morphismes unitaires d’anneaux de Z[i ] dans Z[i ] ?
6. (plus dur) Quels sont les morphismes unitaires d’anneaux de R dans R ? Indication On
pourra essayer de montrer qu’un tel morphisme doit être croissant en considérant les carrés
de nombres réels.

Exercice 4.4 Déterminez le groupe des inversibles de Z[i ].

Exercice 4.5 Montrer que l’anneau produit Z×Z n’est pas isomorphe à l’anneau Z[i ]. Ty-
piquement, pour ce genre de question qui demande de différencier deux objets, on trouve un
propriété que possède l’un mais pas l’autre des objets.





5. Idéaux, Anneaux quotients

5.1 Exemple : F4

Un des objectifs de ce chapitre est de pouvoir construire de nouvelles structures d’anneaux.
Un exemple est le corps à quatre éléments F4, dont les éléments sont notés 0,1,α,α+1, avec les
lois suivantes :

+ 0 1 α α+1
0 0 1 α α+1
1 1 α α+1 α

α α α+1 0 1
α+1 α+1 α 1 α

et

× 0 1 α α+1
0 0 0 0 0
1 0 1 α α+1
α 0 α α+1 1

α+1 0 α+1 1 α

On voit tout de suite qu’il serait au mieux pénible de vérifier à la main que les lois+,×définies
par ces tableaux sont associatives, distributives, etc. La bonne approche est plus conceptuelle
et va nous permettre de construire F4 à partir d’anneaux existants, en étendant la notion de
quotient.

5.2 Idéaux

Une notion centrale de la théorie des anneaux est celle d’idéal. Historiquement, les idéaux
ont été introduits au XIXème siècle pour palier à certains défauts de la factorisation en premiers
dans des anneaux ; de même que l’on introduit des nombres "imaginaires" pour obtenir une
résolution formelle de l’équation x2 +1 = 0, Ernst Kummer introduisait des nombres "idéaux"
pour obtenir une décomposition unique en facteurs premiers dans les anneaux de corps de
nombre. Pour nous, l’intérêt des idéaux sera double : premièrement, ils sont indispensables
pour définir les structures quotients. D’autre part, ils nous permettront d’identifier les anneaux
dit principaux, où justement les "nombres idéaux" de Kummer s’identifient aux nombres "clas-
siques" - car paradoxalement, pour pouvoir discuter d’objets caractérisés par "l’absence de", il
faut commencer par parler de ce qui n’est pas (trop) là...
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Définition 5.2.1 Soit A un anneau commutatif unitaire, I ⊂ A est appelé un idéal de A si :
1. (I ,+) est un sous-groupe de (A,+)
2. I est absorbant : ∀x ∈ I , ∀a ∈ I , ax ∈ I

Lemme 5.2.1 (Critère) I est un idéal de A ssi :
• I 6=∅
• ∀λ ∈ A, ∀(x, y) ∈ I 2, λx + y ∈ I

Démonstration.
• ⇒ 0 ∈ I ⇒ I 6=∅

Par absorption, λx ∈ I , donc λx + y ∈ I
• ⇐ x − y = x + (−1)y ∈ I ⇒ I est un sous-groupe
λx =λx +0 ∈ I ⇒ I absorbant.

■
■ Exemple 5.1

• A, {0} le sont
• nZ l’est dans Z
• R× {0} l’est dans R2

■

Proposition 5.2.2
1. Soit ϕ : A → B un morphisme d’anneau, alors K er (ϕ) est un idéal de A
2. Soit J un idéal de B , alors ϕ−1(J ) est un idéal de A
3. Si ϕ : A → B est surjectif et I ⊂ A un idéal, ϕ(I ) est un idéal de B

Démonstration.
1. i i ) ⇒ i ) en prenant J = {0}
2. Soit J un idéal de B , alors :

• 0 ∈ J ⇒ 0 ∈ϕ−1(J ) ⇒ϕ−1(J ) 6=∅
• Soit (λ, x, y) ∈ A×ϕ−1(J )×ϕ−1(J ),
ϕ(λx + y) =ϕ(λ)ϕ(x)+ε(y) ∈ J , donc λx + y ∈ϕ−1(J )

3. Soit λ ∈ B , x, y ∈ϕ(I ). ∃a,b,c ∈ A tq


ϕ(a) =λ
ϕ(b) = x

ϕ(c) = y

, alors :

λx + y =ϕ(a)ϕ(b)+ϕ(c) =ϕ(ab + c) ∈ϕ(I )

■

Proposition 5.2.3 Soit A un anneau commutatif unitaire et x ∈ A, alors Ax est un idéal, dit
idéal principal engendré par x.

Démonstration. Comme 0 = 0x, 0 ∈ Ax et Ax est non vide.
Soient λ ∈ A et u, v ∈ Ax. ∃a,b ∈ A tel que {

u = ax,

v = bx

Donc λu + v = x(λa +b) ∈ x A. ■
Cet idéal Ax est souvent noté (x), à ne pas confondre avec le sous-groupe additif engendré - qui
lui n’est pas toujours un idéal.
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Définition 5.2.2 Un anneau est dit principal si il est intègre et tous ses idéaux sont principaux
(càd pour tout idéal I de A, il existe x ∈ A tel que I = (x) = Ax).

■ Exemple 5.2 L’anneau des entiers relatifs Z est principal. En effet, soit I un idéal de Z. C’est
en particulier un sous-groupe, donc un ensemble de la forme nZ, qui est un idéal principal. De
plus Z est intègre, ce qui conclut. ■

Proposition 5.2.4 Un anneau unitaire A 6= {0} a pour seuls idéaux {0} et A ssi c’est un corps.

Démonstration. ⇒ Soit A un anneau dont les seuls idéaux sont {0} et A.
Soit x ∈ A− {0}, x = x1 ∈ Ax donc Ax 6= {0}.
Donc Ax = A, donc 1 ∈ Ax, d’où il existe y ∈ A tel que x y = 1, ainsi x ∈ A×.
⇐ Supposons que A soit un corps. Soit I un idéal de A.

• Soit I = {0}
• Sinon, ∃x ∈ I − {0}. Donc ∃y ∈ A tq x y = 1 ∈ I

Donc ∀x ∈ A, x = 1x ∈ I , donc A = I
■

5.3 Anneaux quotients
Soit I un idéal de A. On rappelle que , comme I est un sous-groupe additif de A, la relation

modulo I par donnée par x ∼ y si y −x ∈ I . On sait qu’il existe une unique structure sur A/I tq

π
A −→ A/I
x 7−→ x

soit un morphisme de groupes additifs.

Théorème 5.3.1 Il existe une unique loi de composition interne × sur le quotient A/I telle
que A/I soit un anneau commutatif unitaire et π soit un morphisme unitaire d’anneaux.

Démonstration.
On sait déjà qu’il existe une seule structure de groupe additif sur A/I telle que la projection

canonique soit un morphisme de groupe. Il nous faut simplement prouver qu’il existe une seule
loi multiplicative pour laquelle cette même projection est un morphisme d’anneaux.

* Unicité : Supposons qu’il existe cette loi ×, alors nécéssairement :

x × y =π(x)×π(y) =π(x y) = x y ,

ce qui impose la loi × (sans prouver qu’elle soit bien définie).

* Existence : Il faut vérifier que ∀x, y , a,b ∈ A/I tels que{
x = a

y = b
, x y = ab,

alors x y = ab. En effet,

x y −ab = x y +xb −xb +ab

= x(y −b)+b(x −a)

∈ I par absorption.

Il faut ensuite vérifier que (A/I ,+,×) est bien un anneau :
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• (x × y)× z = x y × z = x y z = x × y z = x × (y × z)
• x × (y + z) = x(y + z) = x y +xz = x y +xz = x y +xz
• x = 1×x = 1x = x1 = x ×1
• × est commutatif (clair)
• π : A → A/I est un morphisme (facile).

■

En particulier, Z/nZ a naturellement une strucure d’anneau.

Théorème 5.3.2 Soit n ≥ 2, on a équivalence entre
1. Z/nZ est un corps
2. Z/nZ est intègre
3. n est premier

Démonstration.

• 1) ⇒ 2) Trivial.

• 2) ⇒ 3) Par contraposée. Soit n = ab, avec 1 < a < n,1 < b < n donc 0 = ab, mais a 6= 0 et

b 6= 0. Donc Z/nZ n’est pas intègre.
• 3) ⇒ 1) Soit x ∈ (Z/nZ)− {0}, montrons que x est inversible.

Par le théorème de Bézout : ∃a,b ∈Z tq ax +bn = 1. Appliquons la projection canonique ,
on obtient ax = 1 Donc, a est l’inverse de x.

■

5.4 Factorisation des morphismes

Théorème 5.4.1 Soient A et B deux anneaux et I un idéal de A. On pose π : A → A/I la
projection canonique et f : A → B un morphisme d’anneaux. Alors il y a équivalence entre :

1. I ⊂ K er ( f )
2. ∀x ∈ I , f (x) = 0
3. ∃ f : A/I → B un morphisme d’anneau tel que f = f ◦π

Si ces conditions sont vérifiées, f est unique et

{
Im( f ) = Im( f )

K er ( f ) = ker( f )/I

Démonstration. Si on applique le théorème au morphisme de groupe f , on en déduit les équi-
valences recherchées. Il suffit donc de montrer qu’en plus d’être un morphisme de groupe, f est
aussi un morphisme d’anneaux.

• Soit (x, y) ∈ (A/I )2, f (x y) = f (x y) = f (x) f (y) = f (x) f (y)
• f (1A) = f (1A) = 1B

■

■ Exemple 5.3 On pose A =Z[ j ] = {a+b j ; a,b ∈Z}, où j = e2iπ/3. On peut remarquer les choses
suivantes : j 3 = 1 donc 0 = j 3 −1 = ( j −1)( j 2 + j +1), d’où 0 = j 2 + j +1 ou encore j 2 =− j −1.

Montrons que A est un sous-anneau de C :
On pose z1 = a1 + j b1 et z2 = a2 + j b2, deux éléments quelconques de A

• A 6=∅
• (A,+) sous-groupe : z1 − z2 = (a1 −a2)+ j (b1 −b2) ∈ A
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• stabilité par ∗ :

z1 ∗ z2 = (a1 + j b1)(a2 + j b2)

= a1a2 + j 2b1b2 + j (a1b2 +a2b1)

= (a1a2 −b1b2)+ j (a1b2 +a2b1 −b1b2)

∈ A.

• 1 = 1+0 j ∈ A.
Prenons I = 2Z[ j ] = {a +b j ; a,b pairs }. C’est l’idéal principal engendré par 2. Les quatres

classes de A/I sont
A/I = {0,1, j , j +1},

et en tant que groupe additif,

(A/I ,+) ∼ (Z/2Z×Z/2Z,+).

On peut facilement calculer les lois + et × sur le quotient A/I :

+ 0 1 j j +1

0 0 1 j j +1

1 1 0 j +1 j

j j j +1 0 1

j +1 j +1 j 1 0

× 0 1 j j +1
0 0 0 0 0

1 0 1 j j +1

j 0 j j +1 1

j +1 0 j +1 1 j
En d’autre termes, Z[ j ]/2Z[ j ] est un corps à 4 éléments. ■

5.5 Exercices
Exercice 5.1 Pour les anneaux A =Z/nZ, on considère les cas n ∈ {3,6,7,12}.
1) Faites la liste des éléments inversibles et des diviseurs de zéro.
2) Quels sont les idéaux de A ? Faites la liste.

Exercice 5.2 Quels sont les morphismes d’anneaux de Z/nZ (n ≥ 2), vers C ?

Exercice 5.3 Soient n,m deux entiers≥ n. Déterminez une condition nécéssaire et suffisante
à l’existence d’un morphisme d’anneaux de Z/nZ vers Z/mZ.

Exercice 5.4 Soit k un corps, x ∈ k.
1) Montrez que

Ix = {P ∈ k[X ] : P (x) = 0},

est un idéal de k[X ].
2) Tout idéal de k[X ] est-il de cette forme ?
3) Déterminez k[X ]×.

Exercice 5.5 Soit A un anneau commutatif unitaire. Soit a ∈ A− {0}, on considère l’applica-
tion

ma : A → A, x 7→ ax.

1) Est-ce que ma est un morphisme de groupes ? d’anneaux ?
2) Montrez que ma est injective si et seulement si a n’est pas diviseur de zéro.
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3) Montrez que ma est surjective si et seulement si a est inversible.
4) En déduire qu’un anneau intègre et fini est un corps.

Exercice 5.6 Montrez qu’un morphisme d’anneaux d’un corps k vers un anneau non nul A
est nécéssairement injectif.

Exercice 5.7 Résoudre l’équation d’inconnue X :

X 3 = 2

dans les anneaux suivants :
a) Z/5Z,
b) Z/25Z,
c) Z/125Z.
Indication : on pourra, dans les cas b) et c), essayer de se ramener partiellement au cas précédent
pour éviter des calculs trop longs...

Exercice 5.8 Soit p 6= 2 un nombre premier impair.
1) Montrez que ψ : (Z/pZ)× → (Z/pZ)×, ψ(x) = x2, est un morphisme de groupe. Quel est
son noyau ?
2) Montrez qu’un élément de (Z/pZ)× est un carré si et seulement si x(p−1)/2 = 1.
3) Combien y-a-t-il de carrés dans (Z/pZ) ?



6. Structure de l’anneau Z/nZ

6.1 Groupes cycliques
Définition 6.1.1

• Un groupe est dit monogène si il est engendré par un seul élément : ∃x ∈ G tel que
〈x〉 =G .

• Un groupe est dit cyclique si il est monogène et fini.
• Un générateur du groupe (monogène) G est un élément g ∈G tel que G = 〈g 〉.

Théorème 6.1.1 Soit G = 〈g 〉 un groupe monogène, alors :
1. Si G est infini, G est isomorphe à Z
2. Si G est fini, on note n = |G| et G est isomorphe à Z/nZ

Démonstration. Soitϕg
Z −→ G
n 7−→ g n l’application d’itération. On a vu que c’est un morphisme

de groupe. Comme g génère G , ϕg est surjectif. K er (ϕg ) est un sous-groupe de Z, donc égal à
nZ pour un certain n ∈N. D’après le théorème de factorisation des morphismes, il existe un

unique morphisme ϕg : Z/nZ→G tel que ϕg =ϕg ◦π avec

{
Im(ϕg ) = Im(ϕg ) =G

K er (ϕg ) = K er (ϕg )/nZ= {0}
Donc, ϕg est injectif et surjectif, c’est un isomorphisme.

1. Si n = 0, ϕg est injectif, donc G ∼Z
2. Si n ≥ 1, ϕg est un isomorphisme, donc |Z/nZ| = |G| = n

■

6.2 Générateur d’un groupe cyclique

Théorème 6.2.1 (de Bézout) Soit (a,b) ∈Z2, alors a∧b = 1 ⇔∃(u, v) ∈Z2 tel que au+bv = 1
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Théorème 6.2.2 Soit G = 〈x〉 un groupe monogène, alors :
1. Si G est infini, les seuls générateurs de G sont x et x−1.
2. Si G est cyclique, les générateurs de G sont {xk ; k ∈Z et k ∧|G| = 1}.

Démonstration. Il suffit de démontrer les énoncés analogues dans Z et Z/nZ.
1. Si n ∈Z, 〈n〉 = nZ qui est égal à Z ssi n =±1
2. ⊂ Supposons G = (Z/nZ,+), soit x ∈G tel que 〈x〉 =G =Zx

En particulier, Zx 3 1, donc ∃k ∈Z tel que kx = 1, c’est-à-dire ∃p ∈Z tel que kx = 1+pn,
ou encore kx −pn = 1.
Par le théorème de Bézout, x ∧n = 1.
⊃ Si x ∧n = 1, ∃(u, v) ∈Z2 tel que xu + vn = 1, donc ux = 1.

Donc, G = 〈1〉 ⊂ 〈x〉, donc x est générateur de G .
■

Corollaire 6.2.3 Soit n ≥ 2, alors

(Z/nZ)× = {x : x ∧n = 1} = {générateurs de (Z/nZ,+)}.

6.3 Fonction indicatrice d’Euler
Définition 6.3.1 Pour n ≥ 2, on définit l’indicatrice d’Euler

ϕ(n) = car d
{

x ∈ {1, ...,n −1} tels que x ∧n = 1
}= |(Z/nZ)×|.

.

■ Exemple 6.1
• ϕ(1) = 1 par convention
• ϕ(2) = 1
• ϕ(3) = 2
• ϕ(4) = 2
• ...

■

Lemme 6.3.1 Soit n ∈N∗ et d |n, alors il n’y a qu’un seul sous-groupe de Z/nZ d’ordre d , qui

est cyclique et engendré par
(n

d

)
.

Démonstration. La démonstration est vu en TD, exercice 2 de la Feuille 2. ■

Théorème 6.3.2 Pour tout n ∈N∗, on a ∑
d |n

ϕ(d) = n.

Démonstration. Regardons l’application
Z/nZ −→ {sous-groupe de Z/nZ}
x 7−→ 〈x〉 . Les sous-groupes

de Z/nZ sont {Hd }d |n , et |Hd | = d d’après le lemme précédent.
Chaque Hd a exactement ϕ(d) générateurs. Si on fait le compte, n = ∑

d |n
ϕ(d) ■

■ Exemple 6.2 Si on regarde les premières valeurs de n , on obtient les relations :
• ϕ(1) = 1,
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• ϕ(1)+ϕ(2) = 2,
• ϕ(1)+ϕ(3) = 3,
• ϕ(1)+ϕ(2)+ϕ(4) = 4,
• ϕ(1)+ϕ(5) = 5,
• ϕ(1)+ϕ(2)+ϕ(3)+ϕ(6) = 6,
• ...

On voit que l’on obtient un système linéaire triangulaire, facile à inverser. Il est cependant
possible d’obtenir une formule close pour ϕ(n), c’est l’objet de la section suivante. ■

6.4 Convolution de Dirichlet et Inversion de Möbius

Nous pourrions donner la formule finale pour ϕ et la démontrer par une simple récurrence,
ce qui serait très rapide. Ce n’est pas la voie que l’on a choisie ici : nous allons tout d’abord regar-
der un exemple (assez original) d’anneau commutatif unitaire, à savoir l’anneau de convolution
de Dirichlet.

Soit CN
∗ = {(un)n∈N∗} l’ensemble des suites à valeurs dans C. On définit les lois de composi-

tion internes suivantes :

+ CN
∗ ×CN∗ −→ CN

∗

((un)n≥1, (vn)n≥1) 7−→ (u + v)n = un + vn
,

et

∗
CN

∗ ×CN∗ −→ CN
∗

((un)n≥1, (vn)n≥1) 7−→ (u ∗ v)n = ∑
n=pq

up vq
.

Ce produit est appelé produit de convolution. Enfin, on définit l’élément δ= (δn)n≥1 par

δn =
{

1 si n = 1

0 si n ≥ 2

Théorème 6.4.1 (CN
∗
,+,∗) est un anneau commutatif unitaire, appelé Anneau de convolution

de Dirichlet.

Démonstration.
• (CN

∗
,+) est simplement le groupe produit CN

∗
.

• Vérifions que ∗ est associative : Soit (u, v, w) ∈ (
CN

∗)3

[u ∗ (v ∗w)]n = ∑
n=pq

up (v ∗w)q

= ∑
n=pq

(
up

∑
q=r s

vr ws

)

= ∑
n=pq

( ∑
q=r s

up vr ws

)
= ∑

n=pr s
up vr ws

Grâce à ce résultat, on réorganiser p, r , et s et à notre guise, donc

[u ∗ (v ∗w)]n = [(u ∗ v)∗w]n .
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• ∗ est commutatif : Soit (u, v, w) ∈ (
CN

∗)2
,

(u ∗ v)n = ∑
n=pq

up vq = ∑
n=qp

vq up = (v ∗u)n .

• ∗ est distributive : (u, v, w) ∈ (
CN

∗)3

[u ∗ (v +w)]n = ∑
n=pq

up (v +w)q

= ∑
n=pq

up (vq +wq )

= ∑
n=pq

up vq +up wq

= ∑
n=pq

up vq + ∑
n=pq

up wq

= (u ∗ v)n + (u ∗w)n .

• Neutre : (u ∗δ)n = ∑
n=pq

upδq = unδ1 = un .

■

Définition 6.4.1 La fonction de Möbius est définie comme suit :

µ

N∗ −→ {−1,0,1}

n 7−→
{

0 si un carré ( 6= 1) divise n

(−1)k si n = p1...pk , pi premiers distincts

Exemples :

• µ(1) = 1
• µ(2) =−1
• µ(3) =−1
• µ(4) = 0
• µ(5) =−1
• µ(6) = 1
• ...

Enfin, on note 1 la suite constante égale à 1. Notez bien que ce n’est pas l’unité de l’anneau
de convolution !

Lemme 6.4.2 La fonction de Möbius est l’inverse de la constante 1 pour le produit de convolu-
tion.

Démonstration. Calculons simplement la suite 1∗µ.

• Pour le premier terme, (1∗µ)1 = 1∗µ(1) = 1.
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• Soit n ≥ 2, n = pα1
1 ...pαk

k sa décomposition en nombre premier.

(1∗µ)n = ∑
n=ab

b=p
β1
1 ...p

βk
k

0≤βi≤αi

1(a)µ(b)

= ∑
0≤βi≤1

µ(pβ1

1 ...pβk

k )

= ∑
0≤β1≤1

...
0≤βk≤1

(−1)
∑
βi

=
k∑

n=0

(
k

n

)
(−1)n

= (1−1)k = 0.

■

Corollaire 6.4.3 (Formule d’inversion de Möbius) Soient (un)n et (vn)n deux suites tel que

vn = ∑
d |n

ud ,

alors
vn = ∑

d1d2=n
µ(d1)ud2 .

Démonstration. En effet, u = v ∗1, donc u ∗µ= v ∗1∗µ= v ∗δ= v . ■

Théorème 6.4.4 (Formule pour l’indicatrice d’Euler)

Si n =
k∏

i=1
pai

i est la décomposition de n en facteurs premiers, alors

ϕ(n) =
k∏

i=1
(pi −1)pai−1

i .

Autrement dit,
ϕ(n)

n
=

k∏
i=1

(1− 1

pi
).

Démonstration. On applique la formule d’inversion de Möbius :ϕ(n) = ∑
n=d1d2

µ(d1)d2. Ecrivons

d1 =
k∏

i=1
pbi

i où 0 ≤ bi ≤ ai .
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Comme ϕ(d1) = 0 si un des bi ≥ 2,

ϕ(n) = ∑
0≤bi≤1

µ

(
k∏

i=1
pbi

i

)
k∏

i=1
pai−bi

i

= ∑
0≤bi≤1

(−1)
∑

bi
k∏

i=1
pai−bi

i

ϕ(n)

n
= ∑

0≤bi≤1

k∏
i=1

(−1

pi

)bi

=
(
1− 1

p1

)
...

(
1− 1

pn

)
En multipliant ce résultat par n, on obtient la formule cherchée.

■

■ Exemple 6.3
• #(Z/24Z)× =ϕ(24) =ϕ(23 ∗3) = 8.
• #(Z/210Z)× =ϕ(2∗3∗5∗7) = (2−1)∗ (3−1)∗ (5−1)∗ (7−1) = 48.

■

Définition 6.4.2 (suites multiplicatives) Une suite (un)n≥1 est dite multiplicative si ∀(n,m) ∈
(N∗)2 tels que n ∧m = 1, alors unm = unum .

■ Exemple 6.4 (I d)n , (µ(n))n et (1)n sont multiplicatives. ■

Proposition 6.4.5 Le produit de convolution de deux suites multiplicatives est multiplicative.

Application :ϕ= I d ∗µ est multiplicative.

6.5 Applications arithmétiques

Théorème 6.5.1 Soit n ≥ 2 et x ∈ (Z/nZ)×, c’est à dire que x est la classe d’un entier x premier
à n. Alors,

xϕ(n) = 1,

égalité ayant lieu dans Z/nZ, autrement dit

xϕ(n) ≡ 1 (mod n).

Démonstration. D’après le théorème de Lagrange, l’ordre de x dans le groupe multiplicatif
((Z/nZ)×,×) divise ϕ(n). D’où le résultat. ■

Corollaire 6.5.2 (petit théorème de Fermat) Si p est un nombre premier, alors ∀x ∈Z,

xp ≡ x (mod p).

Démonstration. On a ϕ(p) = p −1.
• 1er cas : p|n, alors xp ≡ 0 ≡ x (mod p).
• 2eme cas : p - n, donc p ∧n = 1. Alors, xp ≡ x × (xp−1) ≡ x (mod p).

■

La réciproque est fausse.
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Définition 6.5.1 Un entier n est dit de Carmichael si il n’est pas premier et que pour tout
x ∈Z, on a xn ≡ x (mod p).

Un exemple de tel nombre est 561, qui est le plus petit. Si ils sont relativement rares, il y en a
"plus" que de puissances quatrièmes.

Théorème 6.5.3 — (Alfred, Granville, Pomerance - 1994). Il existe une infinité de nombre
de Carmichael, et pour n assez grand, il y en a au moins n2/7 dans l’intervalle [1,n].

6.6 Test de primalité
On se donne un entier n et on aimerait prouver que n est composite (composé) sans avoir

à exhiber de diviseur. En supposant que n est impair, on calcule par exemple 2n mod n. Si
2n 6= 2 (mod n), alors n n’est pas premier. Sinon, le test n’est pas concluant.

■ Exemple 6.5 n = 27 = 16+8+2+1 = 24 +23 +21 +20

20 = 1[27]

21 = 2[27]

22 = 4[27]

24 = 42 = 16[27]

28 = 162 = 13[27]

216 = 132 = 7[27]

Donc, 227 = 216+8+2+1 = 216 ×28 ×22 ×21 = 7×13×4×2 = 26[27] et 27 n’est pas premier. ■

6.7 Théorème des nombres chinois

Théorème 6.7.1 Soient n,m ≥ 2 tel que n ∧m = 1, alors on a un isomorphisme entre Z/nmZ

et Z/nZ×Z/mZ.

R Une conséquence est la multiplicité de ϕ. On a en effet

(n ∧m = 1) ⇒ϕ(nm) =ϕ(n)ϕ(m).

6.8 Exercices
Exercice 6.1 A l’aide de l’algorithme d’Euclide, déterminez l’inverse de :
1) 11 modulo 100,
2) 10 modulo 13,
3) 101 modulo 1000,
4) 110 modulo 1000 (piège ?)

Exercice 6.2 1) Déterminez la liste des éléments de (Z/20Z)×.
2) Déterminez la liste des éléments de (Z/25Z)×.
3) Quels sont les diviseurs de zéro dans (Z/25Z)× ?
4) Montrez que 2 est d’ordre 20 dans ((Z/25Z)×,×).
5) Le groupe ((Z/25Z),+) est-il cyclique ? Si oui, déduire des questions précédentes la liste de
ses générateurs.
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6) Le groupe ((Z/25Z)×,×) est-il cyclique ? Si oui, déduire des questions précédentes la liste
de ses générateurs.
7) Montrez que l’on peut définir un logarithme discret, plus précisémment une application
notée log2 :

log2 : (Z/25Z)× → {k ∈N : 0 ≤ k ≤ 19},

telle que 2log2(x) = x mod25, et donnez quelques une de ses valeurs.
8) Y-a-t-il une relation, et si oui, laquelle, entre log2(x) et log2(x−1) ? En déduire une valeur de
log2 que vous n’aviez pas précédemment.

Exercice 6.3 1) Déterminez l’ordre du groupe ((Z/100Z)×,×) (On ne demande pas de les
compter individuellement !).
2) Dans un groupe cyclique d’ordre 40, combien y-a-t-il d’éléments d’ordre 2 ?
3) Calculez les ordres de 49 et 99 dans ((Z/100Z)×,×). Le groupe ((Z/100Z)×,×) est-il cy-
clique ?

Exercice 6.4 Soit p un nombre premier, tel qu’il existe un entier k ≥ 1 tel que p = 2k +1. Un
tel nombre premier est dit de Fermat, et les seuls connus sont p = 3,5,17,257,65537. Le but de
l’exercice est de démontrer que pour un tel nombre premier de Fermat, k est nécessairement
une puissance de 2, c’est à dire qu’en fait p = 22n +1 pour un certain n ≥ 0.

Nos hypothèses sont donc : Soit k ≥ 1 un nombre entier, tel que p = 2k +1 est premier.
1) Montrez que l’ordre de 2 dans le groupe multiplicatif G = (Z/pZ)× est nécessairement > k.
2) Montrez que l’ordre de 2 divise 2k.
3) Déduisez-en que 2 est d’ordre 2k.
4) Quel est le cardinal de G ? Déduisez-en que k est une puissance de 2.



7. Polynômes à une variable

Le lecteur est sans doute familier avec les polynômes réels R[x] ou complexes C[X ]. Nous
redéfinissons ici la notion de polynôme, pour pouvoir considérer des polynômes à coeffcients
dans un anneau commutatif unitaire arbitraire, par exemple Z/4Z[X ].

7.1 Construction

Soit A un anneau commutatif unitaire, A(N) désigne l’ensemble des suites de A presques
nulles : A(N) = {(an)n≥0 tq ∃N ∈N, ∀n ≥ N , an = 0}.

On munit cet ensemble des deux LCI suivantes :

+ A(N) × A(N) −→ A(N)

(an)n , (bn)n 7−→ (an)n + (bn)n = (an +bn)n
,

et

×
A(N) × A(N) −→ A(N)

(an)n , (bn)n 7−→ (an)n(bn)n =
(

n∑
i=0

ai bn−i

)
n

,

On note 0 = (0,0, ...), 1 = (1,0,0, ...), et enfin X = (0,1,0,0, ...).

On note A[X ] la structure (A(N),+,×).

Lemme 7.1.1 Tout polynôme p de A[X ] a une écriture unique (an)n = ∑
n∈N

an X n .

En particulier, deux polynômes sont égaux si et seulement leurs coefficients sont égaux.

Théorème 7.1.2 A[X ] est un anneau commutatif unitaire.

Proposition 7.1.3 L’application
A −→ A[X ]
a 7−→ (a,0,0, ...)

est un morphisme d’anneau injectif

qui permet d’identifier A à un sous-anneau de A[X ].
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R Les polynômes ne sont pas des fonctions. Illustrons par un exemple : L’ensemble des
fonctions de Z/3Z dans lui-même est F (Z/3Z,Z/3Z) = (Z/3Z)(Z/3Z), qui a pour cardinal
27. L’ensemble des polynômes Z/3Z[X ] est quand à lui infini (il contient par exemple les
polynômes distincts 1, X , X 2, X 3, ..).
On sait que ∀x ∈Z/3Z, x3 = x. Donc la fonction polynômiale X 3 coïncide avec la fonction
polynômiale X , et pourtant il s’agit de deux polynômes différents.

7.2 Propriété universelle

La manipulation de base que l’on peut faire avec un polynôme est de remplacer la variable
X par une valeur : on peut évaluer un polynôme en un point. En termes théoriques, ceci donne
lieu à un morphisme d’anneaux. Le théorème suivant dit même qu’en un certain sens, c’est la
seule opération possible.

Théorème 7.2.1 Soit A et B deux anneaux commutatifs unitaires et φ : A → B un morphisme
d’anneau. Soit β ∈ B . Il existe un unique morphisme d’anneaux eφ

β
: A[X ] → B tel que

 eφ
β A

=φ
eφ
β

(X ) =β

Le morphisme eφ
β

est appelé morphisme d’évaluation en β selon φ. Réciproquement, tout
morphisme d’anneaux de A[X ] dans B est un morphisme d’évaluation pour un certain β et
un certain φ.

Dans beaucoup de cas, on a A = B et φ = i dA , mais ce n’est pas le seul cas intéressant.
Quelques exemples en vrac :

■ Exemple 7.1
• · : C→C, e ·X : C[X ] →C[X ]
• π : Z→Z/nZ, eπX : Z[X ] →Z/nZ[X ]

• e i d
X+1

R[X ] −→ R[X ]
P 7−→ P (X +1)

• e i d
i

R[X ] −→ C

P 7−→ P (i )
■

Démonstration.
UNICITE : SoitΦun tel morphisme, soit P ∈ A[X ] où P (X ) = ∑

n∈N
an X n .Φ(P ) = ∑

n∈N
Φ(an)Φ(X )n =∑

n∈N
φ(an)βn ne dépend pas de Φ.

EXISTENCE : Soit P = ∑
n∈N

an X n ∈ A[X ], posons eφ
β

(P ) =∑
n
φ(an)βn . Vérifions qu’il s’agisse

d’un morphisme d’anneau :
• eφ

β
(1A[X ]) =ϕ(1A)β0 = 1B

• Stabilité par somme :

eφ
β

(P ) = ∑
n∈N

φ(an +bn)βn

= ∑
n∈N

φ(an)βn + ∑
n∈N

φ(bn)βn

= eφ
β

(P )+eφ
β

(Q).
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• Stabilité par produit :

eφ
β

(PQ) = eφ
β

( ∑
n∈N

n∑
k=0

ak bn−k Xn

)

= ∑
n∈N

(
n∑

k=0
φ(ak )φ(bn−k )

)
βn

=
( ∑

n∈N
φ(an)βn

)( ∑
n∈N

φ(bn)βn

)
= eφ

β
(P )eφ

β
(Q).

■

7.3 Degré
Définition 7.3.1 Si P =∑

n
an X n ∈ A[X ], on définit deg (P ) ∈N∪ {−∞} par

deg (P ) = sup{n : an 6= 0},

où deg (0) =−∞ par convention.
Le coefficient dominant de P 6= 0 est adeg (P ) où (an)n sont les coefficients de P .

Proposition 7.3.1 Soient P,Q ∈ A[X ], alors
1. deg (P +Q) ≤ max(deg (P ),deg (Q)) avec égalité si deg (P ) 6= deg (Q).
2. Si A est intègre, deg (PQ) = deg (P )+deg (Q). Dans tous les cas, deg (PQ) ≤ deg (P )+

deg (Q).

Démonstration. Soient P,Q deux polynômes. Si P ou Q est nul, ces propriétés sont faciles. On

suppose donc P 6= 0, Q 6= 0.Notons P =
d∑

k=0
ak X k où ad 6= 0 et Q =

d ′∑
k=0

bk X k où ad ′ 6= 0.

1. On a P+Q = ∑
n∈N

(an+bn)X n où an+bn = 0 si n > max(d ,d ′). D’où deg (P+Q) ≤ max(deg (P ),deg (Q)).

Pour le cas d’égalité, si d > d ′, ad +bd = ad 6= 0, donc deg (P +Q) = d . De même si d < d ′.
2. Montrons d’abord l’inégalité générale. On a

PQ = ∑
n∈N

(
n∑

k=0
ak bn−k

)
X n .

Soit n > deg (P )+deg (Q), et soit k ∈ [0,n], on a n = k+(n−k). Nécessairement, k > deg (P )
ou n −k > deg (Q). Donc ak bn−k = 0. Donc deg (PQ) ≤ deg (P )+deg (Q).
Si A est intègre, calculons le coefficient de degré d +d ′ de PQ :

d+d ′∑
k=0

ak bn−k =
d−1∑
k=0

ak bn−k +ad bd ′ +
d+d ′∑

k=d+1
ak bn−k

=
d−1∑
k=0

ak 0+ad bd ′ +
d+d ′∑

k=d+1
0bn−k

= ad bd ′ .

Comme A est intègre et ad 6= 0 et bd ′ 6= 0, ad bd ′ 6= 0.
Donc deg (PQ) = deg (P )+deg (Q).

■
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Corollaire 7.3.2 A[X ] est intègre si et seulement si A est intègre.

Démonstration.
• ⇒ Si A[X ] est intègre, A est un sous-anneau de A[X ], donc A est intègre.
• ⇐ Si A est intègre, soient P,Q ∈ A[X ] tel que PQ = 0. Or

deg (PQ) =−∞⇔ deg (P )+deg (Q) =−∞
⇔ deg (P ) =−∞ ou deg (Q) =−∞
⇔ P = 0 ou Q = 0

■

7.4 Division de polynômes

Théorème 7.4.1 Soient A un anneau commutatif unitaire, P ∈ A[X ] et Q ∈ A[X ]− {0}. On
suppose le coefficient dominant de Q inversible dans A. Alors, il existe (D,R) ∈ A[X ]2 tels que

A = DQ +R,

et deg (R) < deg (Q). De plus, si A est intègre, D et R sont uniques.

Démonstration.
EXISTENCE :

• 1er cas : d eg (Q) = 0. Dans ce cas, Q est une constante inversible. Alors, ∃ Q ′ ∈ A[X ] tel
que QQ ′ = 1.
En prenant D = PQ ′ et R = 0, on a bien P = PQ ′Q +R = P ×1+0 et deg (R) < deg (Q).

• 2eme cas : d eg (Q) ≥ 1. Dans ce cas, on procède par récurrence sur le degré de P .
– Initialisation : deg (P ) < deg (Q)

On prend D = 0 et R = P . On a bien P = DQ +R = 0×Q +P avec deg (R) < deg (Q).
– Hérédité : Supposons qu’on sache diviser euclidiennement par Q tout polynôme de

degré ≤ n. Soit P de degré n +1 tel que deg (P ) ≥ deg (Q) = d . Notons

P =
n+1∑
i=0

ai X i avec an+1 6= 0, Q =
d∑

i=0
bi X i avec bd 6= 0.

Soit α l’inverse de bd , P −an+1αQX n+1−d =
n+1∑
i=0

ai X i −
d∑

i=0
an+1αbi X n+1−d+i

Le coefficient de degré n +1 de ce polynôme est an+1 −bd an+1α= 0. Donc, deg (P −
an+1αQX n+1−d ) ≤ n.
Comme on sait diviser ce polynôme par Q par hypothèse de récurrence, il existe
D,R ∈ A[X ] tel que deg (R) < deg (Q) et

P −an+1αQX n+1−d = DQ +R,

D’où
P = (D +an+1αX n+1−d )Q +R.

UNICITE : On suppose que A est intègre. Soient (D,R) et (D ′,R ′) deux couples de polynômes
tel que 

DQ +R = P = D ′Q +R ′

deg (R) < deg (Q)

deg (R ′) < deg (Q)

Alors :
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• (D −D ′)Q + (R −R ′) = 0 donc (D −D ′)Q = R ′−R.

deg [(D −D ′)Q] = deg (R ′−R)

deg (D −D ′)+deg (Q) = deg (R ′−R) < deg (Q)

deg (D −D ′) < 0

D −D ′ = 0

D = D ′.

• Par conséquent, (D −D ′)Q + (R −R ′) = R −R ′ = 0 d’où R = R ′.

■

7.5 Anneaux euclidiens
Définition 7.5.1 Un anneau est dit euclidien si A est un anneau intègre et qu’il existe une
application ν : A− {0} →N appelé stathme tel que pour tout (a,b) ∈ A2 avec b 6= 0, il existe
(q,r ) ∈ A2 tels que a = qb + r où r = 0 ou ν(r ) < ν(b).

■ Exemple 7.2
• (Z, | · |).
• Si K est un corps, (K [X ],deg ) est euclidien.

• Avec N
Z[i ] −→ N

z = a + i b 7−→ N (z) = |z|2 = a2 +b2 , (Z[i ], N ) est euclidien.

■

Lemme 7.5.1 (Z[i ], N = | · |2) est euclidien.

Démonstration. Soient (z, z ′) ∈ Z [i ]2 tel que z ′ 6= 0. Alors
∃a ∈Z tel que

∣∣∣a −Re
( z

z ′
)∣∣∣≤ 1

2

∃b ∈Z tel que
∣∣∣b − Im

( z

z ′
)∣∣∣≤ 1

2

On pose q = a + i b et r = z −qz ′.

|r |2 = |z −qz ′|2

= |z ′|2
∣∣∣ z

z ′ − (a + i b)
∣∣∣2

= |z ′|2
(∣∣∣a −Re

( z

z ′
)∣∣∣2

+
∣∣∣b − Im

( z

z ′
)∣∣∣2

)
≤ |z ′|2

2
< |z ′|2

Donc |r |2 < |z ′|2. ■

Théorème 7.5.2 Les anneaux euclidiens sont principaux.

Démonstration. Soient A un anneau euclidien de stathme ν : A− {0} →N et I un idéal de A.
• 1er cas : I = {0}. Alors I est engendré par 0, I est bien un idéal principal.
• 2eme cas : I 6= {0}. L’ensemble non vide ν(I − {0}) ⊂N est minoré. Notons n son plus petit

élément, et choisissons x ∈ I{0} tel que ν(x) = n. Montrons que (x〉 = I .
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– ⊂ On a x ∈ I , donc (x) ⊂ I .
– ⊃ Soit y ∈ I , par division euclidienne, il existe (d ,r ) ∈ A2 tel que y = d x + r et de

plus ν(r ) < ν(x) si r 6= 0.
Or r = y −d x ∈ I . Si r 6= 0, r ∈ I avec ν(r ) < ν(x), ce qui est impossible puisque
ν(x) = min

a∈I−{0}
ν(a). Donc r = 0 et y ∈ (x).

■

7.6 Exercices
Exercice 7.1 Montrez que si A est un anneau commutatif, et a ∈ A, alors A[X ]/(X −a) est
isomorphe à A.

Exercice 7.2 Montrez que Z[X ]/(2, X ) est isomorphe à Z/2Z.

Exercice 7.3 Montrez que C[X ]/(X 2−2) n’est pas intègre, en explicitant un diviseur de zéro.

Exercice 7.4 Soit n ≥ 1.
1) Décomposer le polynôme X n −1 en produit de facteurs irréductibles dans C[X ].
2) On pose

Φn(X ) = ∏
k∈(Z/nZ)×

(
X −exp

(
2iπk

n

))
∈C[X ],

appelé n-ième polynôme cyclotomique. Quel est le degré de Φn ? Montrez que∏
d |n

Φd (X ) = X n −1.

3) Explicitez Φn pour n ≤ 7.
4) Montrez par récurrence queΦn est en fait un polynôme à coefficients entiers (indication :
division euclidienne).

Exercice 7.5 1) Montrez que

Z[i
p

2] = {x + yi
p

2 : (x, y) ∈Z2},

est un anneau, et qu’il est intègre.
2) Montrez que Z[i

p
2] est isomorphe à Z[X ]/(X 2 +2).

3) Montrez que l’anneau Z[i
p

2] est euclidien pour le stathme N (z) = |z|2.

Exercice 7.6 Soit d > 1 un entier sans facteurs carrés. On pose

Z[
p

d ] = {x + y
p

d : x, y ∈Z2}.

1) Montrez que Z[
p

d ] est un anneau commutatif unitaire, et qu’il est intègre.
2) Montrez que l’écriture x + y

p
d est unique.

3) Montrez que l’application σ : x + y
p

d 7→ x − y
p

d est un automorphisme d’anneau.
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4) Montrez que l’ensemble des inversibles est l’ensemble des α tels que

|σ(α)α| = 1.

Donnez un exemple d’inversible d’ordre infini pour d = 2.
5) Montrez que si d 6= d ′, tous deux des nombres entiers sans facteurs carrés, il n’existe pas
de morphisme d’anneau de Z[

p
d ] dans Z[

p
d ′]. (Indication : considérer l’image de

p
d et

l’équation polynomiale qu’elle vérifie).

Exercice 7.7 Polynômes à coefficients entiers. Si P ∈Z[X ]−{0} est un polynôme à coefficients
entiers, P =∑d

k=0 ak X k , on pose

c(P ) = pg cd(a0, ..., ad ),

le pgcd de ses coefficients (que l’on choisit > 0). L’entier c(P ) est appelé contenu de P . On dit
que P est primitif si P 6= 0 et c(P ) = 1.
1) Montrez que pour tout P 6= 0, il existe un polynôme P0 primitif, tel que

P = c(P )P0.

2) Réciproquement, montrez que si P = dQ pour d ∈Z− {0} et P,Q ∈Z[X ]− {0} et Q primitif,
alors c(P ) = d .
3) Soient P0,Q0 deux polynômes primitifs. Soit p est un nombre premier,

ϕp :Z[X ] → (Z/pZ)[X ],

le morphisme de réduction des coefficients modulo p qui envoie X sur X , montrez que
ϕp (P0) 6= 0 et ϕp (Q0) 6= 0.
4) Toujours sous les mêmes hypothèses, montrez que p ne divise pas c(P0Q0).
5) En déduire que c(P0Q0) = 1, c’est à dire que le produit de deux polynômes primitifs est
primitif.
6) Déduire de ce qui précède le résultat suivant (dû à Gauß) : si P,Q sont deux polynômes à
coefficients entiers, alors

c(PQ) = c(P )c(Q).





8. Arithmétique dans les anneaux principaux

8.1 Divisibilité, éléments associés
Définition 8.1.1 Dans un anneau intègre A, on dit que a divise b, noté a|b si ∃c tel que b = ac .
De façon équivalente, a|b ⇔ (b) ⊂ (a).

Lemme 8.1.1 a|b et b|c ⇒ a|c.

Démonstration.
On a a|b donc il existe a′ ∈ A tel que b = aa′,et de même il existe b′ ∈ A tel que c = bb′. Donc,
c = aa′b′. ■

Définition 8.1.2 Dans un anneau intègre A, On dit que a et b sont deux éléments sont asso-
ciés (sous-entendu, modulo A×) si l’une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

1. a|b et b|a,
2. (a) = (b),
3. Il existe u ∈ A× tel que a = bu.

Démonstration. (que les conditions sont équivalentes)
• 1) ⇔ 2) On a (a|b et b|a) ⇔ ((b) ⊂ (a) et (a) ⊂ (b)) ⇔ (a) = (b).

• 2) ⇒ 3) a ∈ (b) et b ∈ (a), donc il existe (c,d) ∈ A2 tel que a = bc et b = d a. Donc a = adc
d’où a(1−dc) = 0.

– Si a = 0, b = 0 et u = 1 fonctionne.
– Si a 6= 0, alors par intégrité (1−dc) = 0, donc 1 = dc. d et c sont alors inversibles, et

a = bu avec u = c.
• 2) ⇐ 3) Alors, a ∈ (b), donc (a) ⊂ (b)

Comme u inversible, notons u′ son inverse et au′ = b. Donc b ∈ (a) et (b) ⊂ (a).
D’où l’égalité (a) = (b).

■
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Corollaire 8.1.2 La relation "a est associé à b", que l’on note a ∼ b si a et b sont associés, est
une relation d’équivalence.

8.2 Idéaux premiers
Définition 8.2.1 Un idéal I d’un anneau A est dit premier si c’est un idéal propre (I 6= A) et
que ∀(x, y) ∈ A2,

x y ∈ I ⇒ (x ∈ I ou y ∈ I ).

Cette propriété d’un idéal se traduit comme une propriété du quotient.

Proposition 8.2.1 On a équivalence entre
1. I est un idéal premier,
2. L’anneau quotient A/I est intègre.

Démonstration. La propriété ∀(x, y) ∈ A2, x y ∈ I ⇒ x ∈ I ou y ∈ I se traduit par ∀(x, y) ∈ (A/I )2,
x y = 0 ⇒ x = 0 ou y = 0. Comme A/I n’est pas l’anneau nul si est seulement si I est propre, c’est
bien équivalent au fait que A/I soit intègre. ■

■ Exemple 8.1
• Dans un anneau intègre, {0} est un idéal premier.
• pZ où p est premier est un idéal premier de l’anneau Z.
• Si K est un corps, ∀a ∈ K , (X −a) est un idéal premier dans K [X ].

■

Lemme 8.2.2 Soit K un corps et a ∈ K . Alors, pour tout P ∈ K [X ],

P (a) = 0 ⇔ P ∈ (X −a) ⇔ (X −a)|P.

Démonstration.
• ⇒ En divisant P par X −a, on obtient P = D(X −a)+R où deg (R) < deg (X −a) = 1, R

est donc une constante que l’on va chercher.
En évaluant P en a, on obtient Q(a)(a −a)+R(a) = R(a) = 0. Donc R = 0 et P = D(X −a).

• ⇐ Si (X −a)|P , P = D(X −a) et P (a) =Q(a)(a −a) = 0.
■

8.3 Idéaux maximaux
Définition 8.3.1 Un idéal I d’un anneau A est dit maximal si il est propre et si pour tout idéal
J de A tel que I ⊂ J ⊂ A, alors J = I ou J = A.

Lemme 8.3.1 Soit I et J deux idéaux d’un anneau A, alors l’ensemble I + J défini par

I + J = {i + j : i ∈ I , j ∈ J },

est un idéal de A.

De même que la notion d’idéal premier, cette notion peut se traduire par une propriété de
l’anneau quotient.

Proposition 8.3.2 On a équivalence entre
1. I est un idéal maximal,
2. A/I est un corps.
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Démonstration.
• ⇒ Supposons que I soit un idéal maximal. Soit x ∈ (A/I )∗ (l’ensemble des éléments

non nuls), et x un représentant de x. On cherche à montrer que x est inversible. Posons
J = (x)+ I , qui est un idéal tel que I ⊂ J ⊂ A. Comme x ∈ (A/I )∗, x ∉ I donc J 6= I . Par
maximalité, J = A.
Donc 1 ∈ J , c’est à dire 1 = ax +b où b ∈ I , a ∈ A. Donc 1 = ax, x est ainsi inversible.
De plus, comme I est propre, I 6= A et donc A/I n’est pas l’anneau nul.

• ⇐ Supposons que A/I est un corps. Comme un corps n’est pas l’anneau nul, I 6= A et
donc I est propre.
Soit J un idéal tel que I ⊂ J ⊂ A.

– 1er cas : I = J .
– 2eme cas : I 6= J , donc ∃x ∈ J/I , c’est-à-dire x 6= 0 dans A/I .

Comme A est un corps, ∃y ∈ A/I tel que 1 = x y , ce qui revient à 1 = x y +b, donc à
1 ∈ J . Par conséquent, J = A.

■
■ Exemple 8.2

• pZ avec p premier est maximal.
• Soit K un corps et a ∈ K . (X −a) est maximal dans K [X ].

■

Corollaire 8.3.3 Les idéaux maximaux sont premiers.

Démonstration. Si I est maximal, A/I est un corps, donc A/I est intègre. I est donc premier. ■
La réciproque peut être fausse : l’idéal (X ) ⊂Z[X ] est premier, mais pas maximal. Cependant,

dans les anneaux principaux, elle est vraie.

Théorème 8.3.4 Soit A un anneau principal, alors un idéal I 6= {0} est premier si et seulement
si il est maximal.

Démonstration.
• ⇐ C’est le corollaire précédent.
• ⇒ Soit P⊂ A un idéal premier de l’anneau principal A. Comme A est principal, ∃p ∈ A

tel que (p) =P. On veut montrer que P est maximal.

Soit I un idéal tel que P ⊂ I ⊂ A. Toujours par principalité de A, il existe ∃i ∈ I tel que
(i ) = I .
Comme p ∈ I , il existe a ∈ A tel que p = i a. Puisque P est premier, i ∈P ou a ∈P. Consi-
dérons ces deux cas.

– Si i ∈P , alors (i ) ⊂P, donc I =P par double inclusion.

– Si a ∈P , alors il existe b ∈ A tel que a = bp. Donc p = i a = i bp, soit p(1− i b) = 0.
Comme p 6= 0 car P 6= {0}, 1− i b = 0 et i b = 1. Donc i est inversible, et I = A.

■

8.4 Plus petit commun multiple
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Définition 8.4.1 Soit A est un anneau, (a1, ..., an) ∈ (A∗)n . On dit que m est un plus petit
commun multiple (ppcm) de a1, ..., an si :

1. m 6= 0
2. ∀i ∈ {1, ...,n}, ai |m
3. Si x est un autre multiple commun de a1, ..., an , alors m|x

On note m ∼ a1
∨

...
∨

an .

R Il s’agit bien d’"un" ppcm, il n’est pas forcément unique. A priori, il pourrait ne pas en
exister.

Proposition 8.4.1 Soit A un anneau principal et (a1, ..., an) ∈ (A∗)n . Définissons m ∈ A par

(m) = (a1)∩ ...∩ (an).

Alors m est un ppcm de a1, ..., an , et tous les ppcm sont de cette forme.
Les ppcm de a1, ..., an forment une classe pour la relation d’association.

Démonstration.
• Vérifions qu’un tel m est un ppcm de a1, ..., an

1.
n∏

i=1
ai ∈ (m), donc m 6= 0 puisque

n∏
i=1

ai 6= 0, A étant intègre.

2. ∀i ∈ {1, ...,n}, (m) ⊂ (ai ), donc ai |m.
3. Soit x un multiple commun de a1, ..., an , alors x ∈ (m) d’où m|x.

• Soit m′ un autre ppcm, on veut montrer que m ∼m′. Comme ∀i ∈ {1, ...,n}, ai |m′, m|m′.
De même, m′|m.

■

Corollaire 8.4.2 Dans un anneau principal, les ppcm sont associatifs : a1
∨

(a2
∨

a3) = (a1
∨

a2)
∨

a3.

8.5 Plus grand commun diviseur
Définition 8.5.1 Soit (a1, ..., an) ∈ (A∗)n . On dit que d est un plus grand diviseur commun
(pgcd) de a1, ..., an si :

• ∀i ∈ {1, ...,n}, d |ai ,
• Si d ′ est un diviseur commun à a1, ..., an , alors d ′|d .

On note dans ce cas d ∼ a1
∧

...
∧

an .

R Là aussi, le pgcd n’est pas toujours unique. Et il n’existe pas toujours, à priori.

Proposition 8.5.1 Soit A un anneau principal, et (a1, ..., an) ∈ (A∗)n . Soit d ∈ A tel que

(d) = (a1)+ ...+ (an).

Alors d est un pgcd de a1, ..., an . De plus, tous les pgcd sont associés.

Démonstration. On procède de la même manière qu’avec les ppcm.
1. ∀i ∈ {1, ...,n}, ai ∈ (d), donc d |ai

2. Soit d ′ un diviseur commun, alors d ′ ∈ (ai ) ∀i ∈ {1, ...,n}. Donc (d) ⊂ (d ′) et d ′|d
De plus, les pgcd sont de cette forme et sont associés (modulo A×). ■
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■ Exemple 8.3 Dans Z/3Z[X ], X +2
∧

X = 2 et X +2
∧

X = 1{
X +2 = 2(2X +1)

X = 2(2X )

et {
X +2 = 1(X +2)

X = 1(X )

■

8.6 Algorithme d’Euclide

Dans un anneau euclidien A de stathme ν, on peut calculer un pgcd de 2 élément par
divisions successives, "le" pgcd étant le dernier reste non nul.

Tout repose sur le lemme suivant :

Lemme 8.6.1 Dans l’anneau euclidien A, si a = qb + c, alors a ∧b ∼ b ∧ c.

Pour trouver un pgcd de a et b, on pose donc a0 = a, a1 = b, puis par récurrence, on divise
ai par ai+1 :

ai = qi ai+1 +ai+2.

avec ν(ai+2) < ν(ai+1), ou bien ai+2 = 0. Comme ν(ai ) est une suite strictement d’entiers décrois-
sante, on tombe sur un reste nul après un nombre fini d’étapes. D’après le lemme précédent, on
a ai ∧ai+1 ∼ ai+1 ∧ai+2. Lors de la dernière division, le reste est nul et donc ai+1 divise ai , et
donc

ai ∧ai+1 ∼ ai+1.

8.7 Éléments premier entre eux
Définition 8.7.1 Dans un anneau principal, on dit que deux éléments a et b sont premiers
entre eux si a

∧
b ∼ 1.

Théorème 8.7.1 (de Bézout) Soit A un anneau principal. Alors a
∧

b ∼ 1 si et seulement si il
existe (u, v) ∈ A2 tels que

au +bv = 1.

Démonstration.

• ⇒ On a (a
∧

b) = (a)+(b), donc 1 ∈ (a)+(b), donc il existe (u, v) ∈ A2 tels que 1 = au+bv .
• ⇐ Si au +bv = 1, 1 ∈ (a

∧
b( et a

∧
b|1. Mais, évidemment, 1|(a

∧
b), donc 1 = a

∧
b.

■

Théorème 8.7.2 (Lemme de Gauss) Soit A un anneau principal, (a,b,c) ∈ A3.
(1) Si (a

∧
b ∼ 1) et (a|bc) alors a|c.

(2) Si (a
∧

b ∼ 1) et (a|c) et (b|c) alors ab|c.

Démonstration.
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1. Par Bézout, il existe (u, v) ∈ A2 tels que au +bv = 1. Comme a|bc, il existe d ∈ A tel que
bc = ad .

c(au +bv) = c,

cau + cbv = c,

acu +ad v = c,

a(cu +d v) = c,

et donc a|c.
2. Comme a

∧
b ∼ 1, il existe (u, v) ∈ A2 tels que au +bv = 1. Comme a|c et b|c, il existe

(d ,e) ∈ A2 tel que c = d a = eb.

c(au +bv) = c,

acu +bcv = c,

aebu +bd av = c,

ab(eu +d v) = c,

et donc ab|c.
■

Proposition 8.7.3 Soit A un anneau principal. Si (a
∧

b ∼ 1) et (a
∧

c ∼ 1) alors a
∧

bc ∼ 1.

Démonstration. Par le théorème de Bézout, il existe (u, v) ∈ A2 tels que au +bv = 1 et il existe
(u′, v ′) ∈ A2 tel que au′+ cv ′ = 1.

(au +bv)(au′+ cv ′) = 1,

a2uu′+aucv ′+bvau′+bcv v ′ = 1,

a(auu′+ucv ′+bau)+bc(v v ′) = 1,

et donc a
∧

bc ∼ 1. ■

8.8 Éléments irréductibles
Définition 8.8.1 Dans l’anneau intègre A, soit x ∈ A− (A×∪ {0}). L’élément x est dit irréduc-
tible si ∀(y, z) ∈ A2,

(x = y z) ⇒ (x ∼ y ou x ∼ z).

De manière équivalente,
(x = y z) ⇒ (y ∈ A× ou z ∈ A×).

Définition 8.8.2 Soit x ∈ A− (A×∪ {0}). L’élément x est dit premier si ∀(y, z) ∈ A2,

(x|y z) ⇒ (x|y ou x|z).

Proposition 8.8.1 Dans un anneau, les éléments premiers sont irréductibles.

Démonstration. Soit x premier. Soient y, z tels que x = y z. On a donc x|y z donc x|y ou x|z. Si x
divise y , on peut écrire y = xt , d’où x = xt z. Donc x(1− t z) = 0. x étant différent de 0, t z = 1 et
ainsi z ∈ A×.
On traite de même le cas où x|z. ■
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Proposition 8.8.2 L’élément non nul x est premier si et seulement si (x) est un idéal premier,
non réduit à {0}.

Théorème 8.8.3 Soit A est un anneau principal, et x ∈ A, alors x est irréductible dans A si et
seulement si il est premier dans A.

Démonstration. ■

8.9 Décomposition en facteurs premiers
Lemme 8.9.1 (Noethérianité des anneaux principaux) Soit A un anneau principal. Alors, pour
toutes suites d’idéaux (In)n∈N de A croissante au sens de l’inclusion (Ik ⊂ Ik+1), elle est ultime-
ment stationnaire (càd constante à partir d’un certain rang).

Démonstration. ■

Théorème 8.9.2 (Factorialité des anneaux principaux) Soit A un anneau principal. Tout
élément a non nul et non inversible admet une unique décomposition en facteur irréductible :
il existe k ∈N et (π1, ...,πk ) des irréductibles, tels que

a =π1...πk .

Si a =π′
1...π′

k ′ est une autre écriture en produit d’irréductibles, alors k = k ′ et il existe σ ∈Sk

une permutation telle que pour tout i ∈ {1, ..,k},

πi ∼π′
σ(i ).

Démonstration. ■

8.10 Valuations
Définition 8.10.1 Soit A un anneau intègre. S’il vérifie l’existence et l’unicité de la décompo-
sition en produit d’irréductibles, on dit qu’il est factoriel.
On appelle dans ce cas système de premiers tout sous-ensemble P de A tel que

• ∀p ∈ P , p est premier,
• Si x est irréductible, il existe un unique p ∈ P tel que x ∼ p.

■ Exemple 8.4
• Dans Z, l’ensemble des nombres premiers positifs.

Ou bien l’ensemble {2,−3,5,−7, ...}.
• Dans K [X ] où K est un corps, on peut choisir l’ensemble des polynômes irréductibles

unitaires de K [X ].
• Dans Z[i ], l’ensemble des éléments irréductibles dont la partie réelle est strictement

positive et la partie imaginaire positive ou nulle.
■

Proposition 8.10.1 Soient A un anneau factoriel et P un système de premiers. Alors, pour
tout x ∈ A∗, il existe un unique u ∈ A× et une unique famille presque nulle (vp (x))p∈P deN
telle que

x = u
∏

p∈P
pvp (x).
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Le nombre vp (x) est appelé valuation p-adique de x.

■ Exemple 8.5 60 = 22 ×3×5
• v2(60) = 1
• v3(60) = 2
• v5(60) = 1
• vp (60) = 0 si p ∉ {2,3,5}

■

Théorème 8.10.2 Soient A un anneau principal et P un système de premiers, alors pour
toutcouple (a,b) ∈ (A∗)2,

1. a|b ⇔∀p ∈ P , vp (a) ≤ vp (b)
2. a ∧b ∼ ∏

p∈P
pmi n(vp (a),vp (b))

a ∨b ∼ ∏
p∈P

pmax(vp (a),vp (b))

3. (a ∧b)(a ∨b) ∼ ab.

Démonstration.
1. ⇒ Soit a|b, écrivons a = u1

∏
p∈P

pvp (a) et b = u2
∏

p∈P
pvp (b).

Comme a|b, ∃c ∈ A tel que b = ac. Écrivons c = u3
∏

p∈P
pvp (c)

Donc, b = ac = u1u3
∏

p∈P
pvp (a)+vp (c). Par unicité de la décomposition, vp (b) = vp (a)+vp (c).

Ainsi, puisque vp (c) ≥ 0, vp (a) ≤ vp (b)

⇐ Écrivons de la même manière a = u1
∏

p∈P
pvp (a) et b = u2

∏
p∈P

pvp (b). Notons c = u2u−1
1

∏
p∈P

pvp (b)−vp (a).

Comme vp (b) ≥ vp (a), vp (c) = vp (b)− vp (a) ≥ 0 qui est bien une écriture de c ∈ A∗. De
plus,

ac = u1
∏

p∈P
pvp (a)u2u−1

1

∏
p∈P

pvp (c)

= u2
∏

p∈P
pvp (a)+vp (b)−vp (a)

= u2
∏

p∈P
pvp (b)

= b

Donc a|b.
2. Montrons que x = ∏

p∈P
pmi n(vp (a),vp (b)) est un pgcd de a et de b

• ∀p ∈ P , vp (x) = mi n(vp (a), vp (b)) ≤ vp (a), donc x|a
∀p ∈ P , vp (x) = mi n(vp (a), vp (b)) ≤ vp (b), donc x|b

• Soit y un diviseur commun de a et de b, alors ∀p ∈ P , vp (y) ≤ vp (a) et vp (y) ≤ vp (x).
Donc vp (y) ≤ mi n(vp (a), vp (b)) = vp (x). Ainsi, y |x

On peut procéder de manière analogue pour le ppcm.
■

■ Exemple 8.6 Dans R[X ], P = (X −1)2(X +1)(X −2) et Q = 3(X +1)2(X −2)2. Donc

P ∧Q ∼ (X +1)(X +2)
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et
P ∨Q ∼ (X −1)2(X +1)(X −2)2.

■

8.11 Théorème chinois

Théorème 8.11.1 Soient A un anneau principal et (a,b) ∈ A2 premiers entre eux. Alors, il
existe un isomorphisme canonique d’anneau

ϕ
A/(ab) −→ A/(a)× A/(b)
x mod ab 7−→ (x mod a, x mod b)

d’inverse

ϕ−1 A/(a)× A/(b) −→ A/(ab)

(x, y) 7−→ xbv + y au

, où (u, v) sont des solutions de l’équation de Bézout au +bv = 1.

Démonstration. Vérifions d’abord queϕ est bien défini. On poseϕ
A −→ A/(a)× A/(b)
x 7−→ (x mod a, x mod b)

.

• ϕ(1) = (1 mod a,1 mod b) = 1A/(a)×A/(b),
• ϕ(x + y) =ϕ(x)+ϕ(y),
• ϕ(x y) =ϕ(x)ϕ(y).

Donc ϕ est un morphisme d’anneaux, vérifions que K er (ϕ) = (ab).
• ⊃ ϕ(ab) = (ab mod a, ab mod b) = (0,0).

Donc ab ∈ K er (ϕ) et (ab) ⊂ K er (ϕ)
• ⊂ Si x ∈ K er (ϕ), a|x et b|x. Comme a ∧b ∼ 1, ab|x, d’où x ∈< ab > et K er (ϕ) ⊂ (ab).

Ainsi, K er (ϕ) = (ab). D’après le théorème de factorisation des morphismes, ϕ existe bien. De
plus, il est injectif car K er (ϕ) = K er (ϕ)/(ab) = 0.
Vérifions maintenant qu’il est surjectif et que la formule proposée donne bien son inverse.

Soient (x mod a, y mod b) ∈ A/(a)× A/(b), alors

ϕ(xbv + y au) = (xbv + y au mod a, xbv + y au mod b),

= (xbv mod a, y au mod b),

= (x mod a, y mod b).

Ainsi, xbv + y au est bien l’inverse de (x, y) ■
■ Exemple 8.7 R[X ]/(X 2 −1) ≈R[X ]/(X −1)×R[X ]/(X +1). En particulier, R[X ]/(X 2 −1) n’est
pas intègre. ■

Théorème 8.11.2 Soient A un anneau principal et (a1, ..., an) ∈ An deux-à-deux premiers
entre eux. Alors, le morphisme canonique π : A/(

∏
i∈{1,...,n}

ai ) → ∏
i∈{1,...,n}

A/(ai ) est un isomor-

phisme d’anneau.

Démonstration. La preuve se fait par récurrence. ■

8.12 Exercices



64 Chapitre 8. Arithmétique dans les anneaux principaux

Exercice 8.1 1) Montrez que 11 est premier dans Z[i ], mais que 13 ne l’est pas.
2) Soit π un élément irréductible dans Z[i ]. Montrez que son conjugué complexe est aussi
irréductible, et qu’ils sont associés si et seulement si π ∈ {±1± i } ou π ∈Z∪ iZ.

Exercice 8.2 1) Déterminez les 6 polynômes unitaires irréductibles de degré ≤ 2 deZ/3Z[X ].
2) Donnez la liste des polynômes irréductibles de degré ≤ 4 de Z/2Z[X ].

Exercice 8.3 1) Déterminez le groupe des inversibles de l’anneau Z[i ].
2) Calculez un pgcd et un ppcm dans Z[i ] de 3+ i et 3+4i .
3) Montrez que si a,b sont deux entiers, un pgcd de a,b dans Z est également un pgcd a,b
dans Z[i ].
4) Montrez que π0 = 1+ i est irréductible dans Z[i ], et qu’il est associé à son conjugué
complexe.

Exercice 8.4 Soit A =Z[i
p

5] = {a + i
p

5b, a,b ∈Z}. 1) Montrez que A est un anneau intègre.
2) On pose N (x) = xx. Montrez que si x ∈ A, N (x) est entier.
3) Montrez que x ∈UA si et seulement si N (x) = 1.
4) Décrire le groupe des inversibles A× .
5) Montrez, en utilisant la norme, que 3 est irréductible.
6) Montrez, en considérant 2+ i

p
5, que l’idéal (3) n’est pas premier.

Exercice 8.5 On note F5 =Z/5Z. On considère l’équation d’inconnues (x, y, z)

(E) : 2x4 +2y4 = z4.

1) Quelles sont les puissances quatrièmes dans F5 ? Montrez que la seule solution dans F5 de
(E) est (0,0,0).
2) Montrez, en utilisant 1), que dans Z, la seule solution est (x, y, z) = (0,0,0).
3) On rappelle que Z[i ] est isomorphe à Z[X ]/(X 2 +1). Construire un morphisme d’anneaux
Ψ de Z[i ] dans F5.
4) Montrez qu’un tel Ψ est nécessairement surjectif. Montrez que K er (Ψ) est un idéal princi-
pal engendré par un irréductible d ∈Z[i ].
5) Montrez que (E) a une unique solution dans Z[i ], à savoir (0,0,0).

Exercice 8.6 1) Soit p un nombre premier, différent de 2. Supposons que −1 est un carré
modulo p, c’est à dire qu’il existe x ∈Z/pZ avec x2 =−1. Quel est l’ordre (multiplicatif) de x ?
Montrez qu’alors p est congru à 1 modulo 4.
2) Soit p un nombre premier congru à 1 modulo 4, p = 4k +1. Soit

P = X (X 2k −1).

Montrez qu’il existe y ∈Z/pZ qui n’est pas racine de P .
3) Même hypothèses que la question précédente. Que vaut y4k ? Déterminez l’ordre (multi-
plicatif) de y2k .
4) Montrez que si p est congru à 1 modulo 4, ou si p = 2, alors −1 est un carré modulo p.
5) Résumez sous forme de théorème le résultat obtenu dans cet exercice.
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Exercice 8.7 Soit p un nombre premier (positif, de Z) congru à 3 modulo 4.
1) Montrez que p n’est pas la somme de deux carrés d’entiers naturels.
2) Soit π ∈Z[i ] un facteur premier de p dans Z[i ], montrez que ππ= p ou p2, puis montrez
que nécessairement ππ= p2.
3) En déduire que si p est congru à 3 modulo 4, il reste premier dans Z[i ].

Exercice 8.8 Soit p un nombre premier (positif, de Z) congru à 1 modulo 4.
1) Montrez que p divise x2 +1 pour un entier x.
2) Supposons par l’absurde que p soit premier dans Z[i ], montrez que p divise x − i ou x + i ,
et en déduire une contradiction.
3) Soit π un facteur premier de p dans Z[i ], montrez que ππ= p.
4) En déduire que p est somme de deux carrés, et se décompose comme le produit de deux
nombres premiers conjugués de Z[i ].

Exercice 8.9 Résumez sous forme de théorème les résultats des trois exercices précédents.





9. Polynômes, Corps finis

9.1 Zéros de polynômes

Théorème 9.1.1 Soient A un anneau intègre et P ∈ A[X ]∗ de degré n. Alors P a au plus n
zéros.

Démonstration. On procède par récurrence sur le degré n.
• Si n = 0, P est une constante non nulle. Donc P n’a aucun zéros (ou 0 zéro).
• On suppose que tous polynôme de degré au plus n, prenons P un polynôme de degré au

plus n +1 et notons Z (P ) l’ensemble des zéros de P .
– Si Z (P ) =∅, 0 < n +1, donc c’est vérifié.
– Sinon, on peut choisir un a ∈ Z (P ). Comme X − a est unitaire, on peut réaliser la

division euclidienne de P par X −a. Donc : P =Q(X −a)+R avec deg (R) < 1. Donc,
R est une constante.
Or, P (a) = 0 par hypothèse, donc Q(a)(a − a) + R(a) = R(a) = 0. Ainsi, R = 0 et
P =Q(X −a). Et, comme deg (P ) = n +1, deg (Q) = deg (P )−deg (X −a) = n.

Les racines de P sont alors les racines de Q et a. Comme Q a au plus n racines, P a
au plus n +1 racines.

■

9.2 Anneaux quotients de K [X ]

Soit K un corps.

Proposition 9.2.1 Soit P ∈ K [X ] de degré d ≥ 1. Alors, E = K [X ]/(P ) est un K -espace vectoriel
de dimension d dont une base est (X i )i∈{0,...,d−1}.
Ainsi, tout élément de E a un unique représentant de degré au plus d −1

Démonstration.
• (E ,+) est un groupe additif.
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• Le produit externe
K ×E −→ E
(k,Q) 7−→ kQ

est bien distributif par rapport à l’addition.

• 1×Q =Q
E est bien un K -espace vectoriel. Vérifions que (X i )i∈{0,...,d−1} est bien une base de E

• Famille Génératrice : Soit Q ∈ E et Q un de ses représentants. En réalisant la division
euclidienne de Q par P : Q = DP +R avec deg (R) < deg (P ). Ainsi, Q = DP +R = R.

Donc, pour toute classe Q de E , on peut l’écrire sous la forme Q =
d−1∑
i=0

ai X i

• Famille Libre : Soit (a0, ..., ad−1) ∈ K d tel que
d−1∑
i=0

ai X i = 0.

Donc, le polynôme Q =
d−1∑
i=0

ai X i représente la classe 0, d’où P |Q. mais, comme deg (Q) <
deg (P ), Q = 0 et a0 = ... = ad−1 = 0

■
■ Exemple 9.1

• C=R[X ]/(X 2 +1) est un R-espace vectoriel de dimension 2 où i = X
• En notant Fp =Z/pZ lorsque p est premier, E = F7[X ]/(X 2 +1) est un F7-espace vectoriel

de dimension 2. Donc |E | = |F7|2 = 49
■

Théorème 9.2.2 Soient P ∈ K [X ] de degré au moins 1 et E = K [X ]/(P ). Alors, on a équivalence
entre :

1. P est irréductible dans K [X ].
2. E est intègre.
3. E est un corps.

Démonstration. 1) ⇒ 3) Si P est irréductible, comme K [X ] est principal, P est premier et (P )
est un idéal premier. Comme les idéaux premiers sont maximaux dans un anneau principal,
K [X ]/(P ) est un corps.

3) ⇒ 2) Les corps sont des anneaux intègres.

2) ⇒ 1) Si K [X ]/(P ) est intègre, alors l’idéal (P ) est premier, donc P est premier, donc irréduc-
tible. ■

9.3 Critère d’irréductibilité
Proposition 9.3.1 Soit K un corps.

1. Les polynômes de degré 1 dans K [X ] sont irréductibles.
2. Un polynôme de degré 2 ou 3 est irréductible si et seulement s’il n’a pas de racine dans

K .

Démonstration.
1. Si P est de degré 1, en écrivant P =UV , soit U est de degré 0 soit V est de degré 0. Dans

les deux cas, U ou V est une constante non nulle, donc inversible.
2. ⇐ Si P est de degré 2 ou 3 avec P =UV et sans racine, soit U ou V est une constante,

donc inversible, soit U ou V est un polynôme de degré 1. En écrivant U = aX +b, U a une
racine qui est −b

a . Donc P a une racine, ce qui est absurde.

⇒ Par contra-posée : Si P a une racine, il n’est pas irréductible.
Si P a une racine, noté α, X −α|P et P = (X −α)Q avec deg (Q) = deg (P )−1 ≥ 1. Donc Q
n’est pas inversible, comme X −α, P n’est pas inversible.
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■

R Attention ! C’est totalement faux pour les polynômes de degré supérieur ou égal à 4 : X 4+1
est sans racine mais réductible dans R[X ].

Définition 9.3.1 Soit P ∈Z[X ]. On dit que P est primitif si P 6= 0 et P =
d∑

i=0
ai X i avec ad 6= 0

et pg cd(a0, ..., ad ) = 1.

■ Exemple 9.2 6X 2 +4X +9 est primitif alors que 6X 2 +4X +8 ne l’est pas. ■

Lemme 9.3.2 P ∈Z[X ] est irréductible dans Z[X ] si et seulement si il est irréductible dansQ[X ]
et primitif.

Théorème 9.3.3 — Critère de réduction. Soit P ∈ Z[X ] non nul et p un nombre premier.
Supposons

1. P est primitif
2. Avec π : Z[X ] →Z/pZ[X ] la projection canonique, π(P ) est irréductible dans Z/pZ[X ]
3. deg (π(P )) = deg (P )

Alors P est irréductible.

Démonstration. ■

Théorème 9.3.4 — Critère d’Eisenstein, admis. Soit p ≥ 2 premier et P un polynôme non

nul de Z[X ] s’écrivant P =
d∑

i=0
ai X i où ad 6= 0, en supposant

1. P primitif
2. ∀i ∈ {0, ...,d −1}, p|ai

3. p - ad

4. p2 - a0

Alors P est irréductible dans Z[X ] etQ[X ]

■ Exemple 9.3 2X 5 +5X 2 +25X +10 est irréductible dansQ[X ] ■

9.4 Corps algébriquement clos
Définition 9.4.1 On dit qu’un corps K est algébriquement clos s’il satisfait l’une des propriétés
équivalentes suivantes :

1. Tout polynôme de K [X ] a une racine dans K .
2. Les irréductibles de K [X ] sont de degré 1.

3. Tout polynôme non nul de K [X ] admet une écritureα
deg (P )∏

i=1
(X −xi ) oùα ∈ K ∗ et xi ∈ K .

(Un tel polynôme est dit scindé sur K ).

Démonstration. ■

Théorème 9.4.1 — d’Alembert-Gauss, admis. Le coprs C des nombres complexes est algé-
briquement clos.
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Corollaire 9.4.2 Les polynômes irréductibles de R[X ] sont les polynômes de degré 1 et les
polynômes de degré 2 ayant un déterminant négatif (ayant des racines non réelles).

Démonstration. Soit P ∈R[X ] irréductible. Décomposons-le dans C : P =α
deg (P )∏

i=1
(X −xi ) avec α

non nul. Comme α est le coefficient dominant de P , α ∈R.

On peut remarquer que P =α
deg (P )∏

i=0
(X −xi ) et que P = P puisque P ∈R[X ]. Donc les racines

de P sont stables par conjugaison.
• x1 ∈R, donc X −x1|P . Par irréductibilité, P ∼ X −x1, donc deg (P ) = 1
• xi ∉R, donc (X −x1)(X −x1)|P . On sait que (X −x1)(X −x1) ∈R[X ], donc, par irréductibilité,

P ∼ (X −x1)(X −x1) où (X −x1)(X −x1) a un discriminant négatif.
■

9.5 Exercices
Exercice 9.1 (Application des critères d’irréductibilité)
1) Montrez que le polynôme X 3 −7X 2 +14X +10 est irréductible dans Q[X ] (Indication :
p = 7).
2) Montrez que le polynôme X 7 −14X 6 +4X 5 +64X +6 est irréductible dansQ[X ].

Exercice 9.2 Montrez que Z/3Z[X ]/(X 4 +X +2) est un corps fini, et qu’il a 81 éléments.

Exercice 9.3 Soient k1 = (Z/5Z[X ])/(X 2 +X +2) et k2 = (Z/5Z[X ])/(X 2 +2).
1) Montrez que k1 et k2 sont des corps.
2)On note α la classe de X dans k1 et β la classe de X dans k2. Posons f1(a) = a et f2(a) = a si
a ∈ Z/5Z, et f1(α) =β6, f2(α) = 2β+2, f1, f2 se prolongent-ils en morphismes de corps de k1

dans k2 ? Sont-ce des isomorphismes ?

Exercice 9.4 Soit Q un polynôme de degré ≥ 1 à coefficients entiers relatifs.
1) On suppose que Q(0) = 1. Montrez par l’absurde qu’il existe une infinité de nombres
premiers intervenants dans la décomposition en facteurs premiers des nombres de Q(Z).
2) On ne suppose plus que Q(0) = 1. Montrez que le résultat persiste en se ramenant au cas
précédent.

Exercice 9.5 Progression arithmétique faible. On rappelle queΦn est le n-ième polynôme
cyclotomique.
1) Soit Pn =∏

d<nΦd . Montrez que Pn et Φn sont premiers dans C[X ], puis dansQ[X ].
2) Montrez qu’il existe A,B dans Z[X ] et m ∈Z− {0} avec

m = APn +BΦn .

3) Soit x un entier, et p un diviseur premier deΦn(x) qui ne divise pas m (on suppose qu’il
en existe). Montrez que p ne divise pas Pn(x).
4) Rappelez que vaut PnΦn . Montrez, en utilisant cette équation, que x est d’ordre n dans
(Z/pZ)×.
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5) Montrez que p est congru à 1 modulo n.
6) Conclure, en utilisant l’exercice précédent, qu’il existe une infinité de nombres premiers
congrus à 1 modulo n.
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