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Avant-propos

Ce texte est le fruit d'un cours d’arithmétique que j'ai donné a des étudiants de deuxiéme et
troisieme année de Licence de Mathématiques a I'université de Rennes 1 en 2015-2016. Selim
BENSLAMA, qui suivait ce cours, a prit l'initiative de rédiger ses notes sous KIgX, et souhaitait
en faire profiter ses successeurs. Aprés quelques retouches de ma part, c’est le texte que vous
avez entre les mains. Nous remercions Bernard LE STUM de nous avoir fait connaitre le modele
Legrand Orange Book, ainsi que David Bourqui et Christophe Mourougane, a qui j'ai emprunté
quelques exercices.

Les prérequis pour ce cours sont une connaissance de base de théorie des ensembles, ainsi

que des propriétés de divisibilité dans Z.

Lobjectif du cours est un introduction a la structure de groupe - essentiellement abéliens,
bien qu'un chapitre soit dédié au groupe symétrique et en particulier a la construction du
morphisme de signature -, et celle d’anneaux (commutatifs unitaires), avec en vue I'étude des
anneaux Z/nZ et la théorie de la divisibilité dans les anneaux principaux, qui permettra de
traiter 'anneau Z[i] des entiers de Gaul8. Un des points les plus difficiles est sans doute la notion
de structure quotient, mais qui en vaut la peine : on verra la construction "ala main" de quelques
corps finis.

Le lecteur averti notera quelques omissions notables : en particulier la cyclicité des groupes
finis d’'inversibles dans les corps, ainsi que la théorie générale des corps finis, qui ne demandent
pourtant plus beaucoup d’efforts supplémentaires. Mais les cours de L2-L3, tout comme les
journées, ne font que 24h... Aussi, toutes les preuves ne sont pas rédigées, ou pas comme elles le
devraient.

Enfin, un mot sur la licence que nous avons choisie : taper un polycopié sur ces sujets revient
trop souvent a réinventer la poudre d’Euclide, Fermat, Gaul}, Galois,... C’est pourquoi nous

invitons ceux qui le souhaitent a modifier a leur sauce le texte méme et a le réutiliser librement.

Frangois MAUCOURANT

Réalisé en IXa partir du modele Legrand Orange Book (sous la méme licence)
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1.1

Définition et premiéres propriétés
Définition 1.1.1 Soit E un ensemble. Une loi de composition interne (LCI) est une applica-
tion

*:ExE—E.

Pour x, y € E, on note x * y '’élément de E obtenu par application de * au couple (x, y).
Définition 1.1.2 Un groupe est un couple (G, *) out G est un ensemble non vide et
*:GxG— G,

une loi de composition interne, qui vérifie :
1. * estassociative: V(a,b,c) €G3, (a*b)xc=ax (b*c),
2. Il existe un élément neutre : de€ Gtel que Vae G,axe=e*xa=a,
3. Tout élémentauninverse:Vae G,3be Gtelqueasb=b*a=e.

Proposition 1.1.1
¢ Tout groupe a un unique élément neutre.
¢ Tout élément a d'un groupe a un unique inverse.

Preuve.
* Sieet e’ sont des éléments neutres, alors :

e* e = e comme € est un neutre
= ¢’ comme e est un neutre
D'olie=¢.
e Sibet b sontdes inverses de a, alors :
bx(axb)=bxe=b
(bxa)*b' =exb =b'
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Doub="'.
u

/A\La définition d'un groupe contient un "axiome caché" qui est trop souvent oublié lors-
qu’on vérifie les axiomes sur un exemple : I'internalité de la loi de composition interne. Par
exemple, I'ensemble des nombres impairs auquel on ajoute 0 n’est pas un groupe additif.

= Exemples

* Le groupe trivial G = {e} aveclaloi e.e =e.

* (C,4), (R,+), (Z,+) sont des groupes.

* De méme, tout espace vectoriel (E, +,.) est, lorsqu’on regarde la structure additive (E, +),

un groupe.

e (C*, x) estun groupe.

* (N, +) n'est pas un groupe.

e (Z*, x) n'est pas un groupe.

* GL(n,R) est un groupe.

1.2 Groupe symétrique d’'un ensemble E

Soit E un ensemble non vide. On considere '’ensemble :
Y = {bijections f : E — E},

I’ensemble des bijections de E dans lui-méme. On munit .#; de 'opération o de composition
des applications.

I Proposition 1.2.1 Le couple (%%, o) est un groupe, appelé groupe symétrique de E.

Démonstration. La composition de deux applications injectives étant injective, et le composi-
tion de deux applications surjectives étant surjective (exercice!), laloi o est bien une loi interne.
La composition des applications est bien une opération associative.

Pour tout f € #g,ona foldg=Idgo f = f, dolu existence d'un neutre, a savoir Idr.

Soit f € S, comme f est bijective, elle a un inverse g qui satisfait

fog=gof=1ldg.
D’ou1 le résultat. [ |

Les éléments du groupe symétrique .#; sont appelés permutations (de E). En pratique,
lorsque E est fini, on représente souvent une telle permutation o par un tableau dont la premiére
ligne est les éléments de E, et la deuxieme leur image par o. Par exemple, si E = {1,2,3,4,5},

1 2 3 4 5
o) o2 oB) o4 obB) |

On a alors:
1 2 3 4 5
e_IdE_(l 2 3 4 5)’
Si on pose

1 2 3 4 5 U,_12345
54 32 1) {321 45)

on calcule ainsi le produit (a2 compléter!!)

,(12345)
go0g = .
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/A\Les applications que I'on applique en premier sont celles les plus a droite!

Linverse se calcule aussi aisément sous cette forme en intervertissant les deux lignes et en
réordonnant les colonnes :

)

_1(12345)
(o)

(U,)_l_(l 2 3 4 5)

On s’apercoit qu’en un certain sens, les groupes symétriques ne dépendent essentiellement que
du cardinal de I'ensemble E - il est en effet loisible de remplacer 1 par a, 2 par b,.., 5 par e, sans
changer la nature des calculs ci-dessus. Pour fixer les idées, on est donc amené a définir :

Définition 1.2.1 Soit n = 1 un entier, on note %, le groupe symétrique sur '’ensemble {1, ..., n}.
Ce groupe est de cardinal n!.

Démonstration. Une permutation o € %, est uniquement déterminée par un tableau comme
ci-dessus. La deuxieme ligne doit contenir une et une seule fois chaque entier entre 1 et n, il
s’agit donc d'un arrangement au sens de la combinatoire. On rappelle que puisque I'on a n choix
pour o (1), n—1 choix pour o(2), etc, on a donc

nxn—-1)xn-2)x..x1=nl,

arrangements possibles de {1, ..., n}. [ |

1.3 Notations et Définitions
| Définition 1.3.1 Un groupe (G, *) est dit commutatif (ou abélien) si ¥ (a, b) € G?, axb=b*a.

Notations :
* Pour des groupes non commutatifs :
— onnote e I’élément neutre,
— onomet,ouonnote-lalLCl (ab=a-b=ax*Db),
- onnote a~! I'inverse de a,
— on définit par récurrence le produit de n termes :

X1X2...Xp = (X1 X2...X-1) Xp-

* Pour des groupes commutatifs :
— onnote + la LCI,
— on note 0 I'élément neutre,
— on note —a l'inverse de a.

1.4 Itération d’'un élément dans un groupe

Soient (G, *) un groupe, g € G et n € N*. On définit par récurrence :
cg'=g

o g"tl=gMsxgpournzl.

On pose aussi :

L] gO = e’

e SineZ, par définition, on note g" = (g7~ 1.
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Théoréme 1.4.1 Y(m,n) € Z?,Yge G, g"» g" =g et (g™" = g"".

Preuve en exercice. En particulier, il faut noter que I'inverse de I'inverse est I'élément lui-méme;
(@ 1)~! = g, etla preuve en est la symétrie entre a et b = a~! dans I'expression ab = ba = e.

Remarque :

¢ Si G n'est pas abélien, (ab)” a toute les chances de ne pas étre égal a a”b". De par la
définition, on a par exemple

(ab)3 =ababab.

* Lorsque le groupe est abélien et noté additivement, on note nx l'itération r fois de x.

1.5 Regle de Calcul dans les groupes

Proposition 1.5.1
* (Regles de simplification a gauche et a droite)

(ax=ay)=> (x=1y)

et
(xa=ya)=> (x=y).

e (xy=e)=>(x=yh.
o (xy)—l — y—lx—l‘

Preuve.
e Siax=ayalorsa 'ax=a'aydoncex=eydoux=y.
Si xa = yaalors xaa™' = yaa™! donc xe = yedoti x = y.
e Sixy=ealorsxyy !=ey ldoncxe=y 'doux=y"L
e x(y Ix H=x(yy Hxl=xex'=xx"'=e
donc y_lx_1 = (xy)_l.

1

| Définition 1.5.1 Soit f: E— E.Si f o f = Idg, on dit que f est une involution de E.

Proposition 1.5.2 On considere les applications suivantes :
*i:G—-G
g§—~g "
est une involution de G.

e PouraeG, my,:G—G
g— 8a
Jam:G—G

§—asg
sont des bijections de G dans lui-méme.

Preuve.
e (g hHl=g,donci(i(g) =g
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* SoitaeG, geaG.
mg1omg(g)=my(ga)=gaa '=ge=g
Mmgomy1(g)=my(gal)=gala=ge=g

Sous-Groupes
Définition 1.6.1 Soit (G, *) un groupe et H une partie de G. On dit que H est un sous-groupe
deGsi:
1. H# 9
2. Y(a,b)e H?, abe H
3. YVaeH,a'eH

Lemme 1.6.1 Un sous-groupe contient toujours I'’élément neutre.

Démonstration. Soit H un sous-groupe. Comme H # @, il existe a € H. Donc a~! € H. Donc
aa ' e H, cestadire ee H. [ |

Proposition 1.6.2 H est un sous-groupe de G si et seulement si :
1. H£Q
2. V(a,b)eH ab'eH

Preuve.
(=):
e )=>1)
* Soit (x,y) € H?, y‘l € Hpariii)
Donc xy~! € H par ii)
Ce qui montre ii).
(=)
* i)=>1)
e Comme H # @, 3x€ H.Dongc, par ii), xx ' =e€ H
* Avec (e,y) € H? parii),ey '=yleH
Ce qui montre iii)
e Avec (x,y™') € H?, parii), x(y
Ce qui montre i1).

Hl=xyeH

En pratique, pour montrer qu'un couple (G, %) est un groupe, on utilisera dans la majorité
des cas le résultat suivant :

Proposition 1.6.3 Un sous-groupe H de G muni de la loi de composition interne restreinte a

H est un groupe.

Preuve. *g«p: Hx H— H estbien interne puisque H est un sous-groupe.

* x| gy €st associative comme *.
* ¢€ H,donc H abien un neutre
* Comme H est un sous-groupe, I'inverse de a € H est dans H.
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I Proposition 1.6.4 Une intersection quelconque de sous-groupes est un sous-groupe.

Preuve. Soient (H;);c; une famille de sous-groupes de G, alors :
e Viel, ee H;.Donc e€ njerH;.
e Y(a,b)en;e;H;,Yiel, ab~' € H;. Donc ab™! € N1 H;.

Théoreme 1.6.5 Les sous-groupes de (Z, +) sont les ensembles
nZ={nx|x €7},

ouneN.

Preuve. nZ estun sous-groupe :

* 0=n0enz

* Soient (x,y) € (n2)?, x—y=nqg—-nq =n(g—q')enZ
Tous les sous-groupes sont de la forme nZ.
Soit H est sous-groupe de Z. Soit H = {0} = 0Z (et la preuve est terminée), soit H n’est pas réduit
a {0}. Il contient donc un élément non nul, et quitte a considérer son opposé (qui est aussi dans
H), il existe ainsi un élément non nul et positif dans H. Posons

n=min({yly € HNN"}),

qui est alors bien défini. Vérifions que H = nZ, en procédant par double inclusion :
e c:VgeZ nqgq=qne H doncnZc H
e D:Soit x € H, faisons la division euclidienne de x par n: x=ng+ravecO0<r <n.
Dongc, r = x— gn € H, donc r = 0 par définition de n. D’ou n|x, et ainsi H c nZ.

Sous-Groupe engendré par une partie
Définition 1.7.1 Soient G un groupe, X c G une partie. On appelle sous-groupe engendré
par X I'ensemble (X) = {g1g>...gnouneN, gie Xoug; € X '}

Preuve. (Il s’agit bien d'un sous-groupe)
¢ Le produit vide (que I'on inclus dans la définition) donne e, donc e € (X)
* V(x,y) € (X% ona:x= g182...8nety=hihy...hy,.
Ainsi, xy ™! = g1 8. gn(1hoo.hy) ™! = G182 8n iy B R € (X,

m My

Lemme 1.7.1 (X) estle plus petit sous-groupe de G contenant X, autrement dit

(X) = N H.

H sous-groupe de G

Morphismes de Groupe

Définition 1.8.1 Soient (G, x) et (Ga, *) deux groupes. Un morphisme de groupes de G;dans
G, est une application f : G; — G2 qui vérifie :

V(x,y) € G, flxxy) = f(x) * f(3)

= Exemple 1.1
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G — G
X —_— eg2
®+) — @, x)

f

. exp R
. R}, x) — [®R,+)
In X — In(x) ’
° || (([:*,X) - (R*,X)
z — lz|
(GL,(R),) — ([R*,x)
det| , —  det(A)

Proposition 1.8.1 Soit f : (G, x) — (G, *) un morphisme de groupe. Alors
. fleg) =eq,,

2. VXeGy, f(x ) = f(0)7],

3. VneZ, VxeGy, f(x™) = f)",

4. Y(X1, X2, Xp) € G, f(X1 % X2 % oo X X)) = f(x1) * fox2) % .o % fX5).

—

Preuve.
1. f(eg,) = fleg, x eg,) = f(eg,) * f(eg,),
donc eg, = f(eg,) en multipliant par f(eg,)~"! a droite ou a gauche.
2. faxxx H=f)xfx = fleg) = eq,,
donc f(x7!) = f(x)~! en multipliant par f(x)~! & gauche.
3. Parrécurrence.
4. Par récurrence.

Proposition 1.8.2 Soit f : G; — G» un morphisme de groupe. Alors
1. Limage directe d'un sous-groupe de G; est un sous-groupe de Go.
2. L'image réciproque d'un sous-groupe de Gz est un sous-groupe de Gj.
3. Soient

Im(f) ={f(0lxe G},

et
Ker(f) ={x € Gilf(x) = eg,},

que I'on appelle respectivement I'image et le noyau de f. Alors :
f estinjective si et seulement si Ker (f) = {eg,}.

Preuve.
1. Soit H un sous-groupe de G;.
* eg, = fleg,) € f(H),donc f(H) # .
* Soit x, y € f(H), alors il existe x', )’ € H tels que f(x") = xet f()/) = y.
xy ' =fONx fFONT = FON* FOITN = flex y T e fFHD.
2. Soit H un sous-groupe de Go.
e fleg,) =eq, € H,donc f~}(H) # @.
* Soit x,y € f~'(H), donc f(x) € Het f(y) € H.
faxy H=f@=*fyH=f@*f'eH
Donc x x y~te f71(H).

3. [=]Onsait que f(eg,) = eg,-
Soit x € Ker(f), f(x) = eg, = f(eg,). Comme f estinjective, x = eg,. D’ot1 Ker(f) = {eg,}
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[<]Soit (x,y) € GI tq f(x) = f(3)
Alors, f(0)* f(N 1 =eq,=f@)* fy H=flxxy™
Donc x x y~! = eg,, ou encore x = y

| Définition 1.8.2 Un morphisme bijectif est appelé un isomorphisme.

Lemme 1.8.3 Lapplication réciproque d'un morphisme de groupe bijectif (G, %) dans (G, *)
est elle-méme un morphisme de groupe de (G, *) dans (Gy, *).

La preuve est laissée en exercice.

1.9 Exercices

Exercice 1.1 Parmi les couples suivants, déterminez lesquels sont des groupes. (N,+),
(@*, x), un espace vectoriel euclidien muni du produit scalaire, matrices {M :' MM = I,;}
muni du produit matriciel, (M, (R), +), (M, (R), x), fonctions de R dans R muni de la compo-
sition, fonctions de [0, 1] dans R muni de I’addition de fonctions, bijections croissantes de
[0,1] dans [0, 1] muni de la composition, 'ensemble des homothéties d’'un espace vectoriel
muni de la composition.

Exercice 1.2 Montrez que si G1, G2, Gs sont des groupes et si f: Gy — Gy et g: G, — G3 sont
des morphismes de groupe, alors g o f est un morphisme de groupe.

Exercice 1.3 Soit (G,.) un groupe tel que pour tout x € G, on ait x> = e. Montrez que G est
commutatif. Indication : Pour x, y dans G, déterminez l'inverse de x, puis calculez (xy).

un morphisme si et seulement si G est commutatif.
2) Soit (G, *) un groupe qui vérifie Yx € G, x> = e. Montrez que G est commutatif.

Exercice 1.5 Soit H, K deux sous-groupes d'un groupe G. Montrez que H U K est un sous-
groupe de G si et seulement si H < K ou bien K c H.

‘ Exercice 1.4 1) Soit (G, *) un groupe, et f : G — G définie par f(x) = x~!. Montrez que f est
I Exercice 1.6 Démontrer le Lemme 1.8.3.



2.1 Relations d’équivalence

Définition 2.1.1 Une relation binaire R sur un ensemble X est dite relation d’'équivalence si
elle est:

o réflexive:Vxe X, xRx.

 symétrique: V(x,y) € X?, xRy = yRx.

* transitive: VY (x, ,z) € X3, (xRy et yRz) = xRz.

Définition 2.1.2 La classe d’équivalence d'un élément x de X est’ensemble
x ={y e X telsque xRy}.

= Exemple 2.1
e relation d’égalité : X = {x}.
« Etant donné une fonction f: X — Y, on définit sur X la relation

xRy & f(x) = f(y).

Vérifions que c’est bien une relation d’équivalence.
- réflexivité: f(x) = f(x) donc xRx
— symétrique: si yRx alors f(y) = f(x) donc f(x) = f(y) donc xRy.
- transitivité: si xRy et yRz,ona f(x) = f(y) et f(y) = f(2), etdonc f(x) = f(z), ce
qui entraine xRz.
Dans ce cas, il est facile de voir que les classes s’expriment de la fagon suivante :

=)

Cet exemple est important dans le sens ol toute relation d’équivalence peut étre construite
de cette maniere.
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* Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. On défini la relation a gauche modulo H sur
Gpar xRy © x 'ye H.
- réflexivité: xRx o xxx '=ece H
- symétrique: yRx < y lxe He (y !xx)"' =x" ' x ye Ho xRy
— transitivité: xRyet yRz=> x 'xye Hety 'xze H= (x 'xy)x(y Ixz) = x~
H= xRz
Montrons que dans ce cas les classes sont

lyze

X=xH={xxh|lhe H}.

Procédons par double inclusion.
- [3]Posons y=xxh, xRy x ' xy=x'xxxh=heH
- [€]Soit yeX, donc x™! x y € H.
Donc,3he Htqx 'xy=hey=xxh
* Soit E un ensemble de groupes. Montrez que si G, G’ sont deux groupes (dans E), la relation
~ définie par G ~ G’ si et seulement si il existe un isomorphisme de groupe de G dans G/,
est une relation d’équivalence sur E.

Définition 2.1.3 Une partition d’'un ensemble X est une famille (F;);c; de sous-ensembles
de X, indexés par un ensemble I, avec
e X=UF,.
iel

J i#jSFiﬂFjZQS.

Considérons I’ensembles des classes {x : x € X} < Z2(X) associées a une relation R sur X. On
peut le voir comme une famille d’ensembles (indexés, par exemple, par eux-mémes, pour éviter
les répétitions).

Théoréeme 2.1.1 Les classes pour une relation d’équivalence forment une partition. Récipro-

quement, étant donné une partition de X = | F;, la relation
iel

xRy < i€ Itel que {x, y} € F;,

est une relation d’équivalence dont les classes sont les éléments de la partition.

Preuve.
e V(x,y)EX?,X=youxny=g,

e U x=X.
xeX

2.2 Relation d’équivalence et quotient

Définition 2.2.1 Soit R une relation d’équivalence sur X. On note X/R I'’ensemble des classes
X — XIR

—_— X

d’équivalence (qui est un sous-ensemble de Z?(X)). L'application = est

appelé surjection canonique.

Tout antécédent d'une classe est appelé représentant de la classe. Si G est un groupe, H un
sous-groupe de G, et que I'on considere la relation d’équivalence a gauche modulo H, on
note alors G/ H (au lieu de G/R) ’ensemble des classes {xH : x € G}.
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Théoreme 2.2.1 (Critere de passage au quotient) Soit R une relation d’équivalence sur X,
et f: X — Y une fonction. Notons 7 la surjection canonique 7 : X — X/%. On a équivalence
entre les deux points suivants.

* Pour tout (x,x') € X2, xRx' = f(x) = f(x/).

* Il existe une fonction f: X/R — Y telle que f = fo.

Preuve.

. Supposons qu'il existe une fonction f: X/R — Y avec f = fo.

Soient (x, y) € X? avec xRy, donc X = ¥. Donc :

f0)=f@),
=f®),
=fm,
= f(x(y),
=f

X s IR | X/R — Y
. Définissons f| —
Par hypothese, six =7y, 7@ = ?@). Donc ? est bien définie. Elle satisfait I'égalité annon-
cée.
[ |

2.3 Groupe quotient (cas abélien)

Proposition 2.3.1 Si G est un groupe commutatif et H un sous-ensemble de G, '’ensemble
G/ H peut-étre muni d'une unique loi de groupe tq 7 : G — G/ H soit un morphisme de
groupes.

Preuve. Pour que 7 soit un morphisme, il faut et il suffit que V(x, y) € G?, XX y = X * J ol1 * est
laloi sur G/H.
Pour X,y € G/ H, on pose X * y = x x y. Il faut vérifier que

x'Rx

, } = (x' x y)R(x x y)
YV Ry

e YRxox 'xxeH

yRyoy lxyeH
e Onadonc:

/—lxxl—lxxxy

x ) Ixxxy =y
=y x y) x (x'" x x) comme G commutatif

eH

* On a donc bien (x’ x y")R(x x y), ce qui montre que la loi de composition interne = est
bien définie.
]
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= Exemple 2.2
e Le groupe R/27Z : on identifie deux nombres x, y si x — y € 2nZ cad x = y + 2k, ou k est
un entier relatif. On obtient ainsi le groupe des angles, angles que I'on peut librement
additionner et soustraire entre eux.
* Le groupe Z/nZ : deux entiers sont dans la méme classe modulo 7 si leur différence est
multiple de n. On peut ainsi additionner et soustraire les égalités de congruence.

2.4 Passage au quotient d’'un morphisme

Théoréeme 2.4.1 Soit G; et G, deux groupes, H un sous-groupe de G; et f: G; — G un
morphisme. On suppose G; abélien, alors il y a équivalence entre :
1. Il existe ?: G1/H — G un morphisme tq f = ?o 7, ou 7 est la surjection canonique de
G; dans G/ H.
2. HcKer(f)
Im(f) = Im(f)

Ker(f) = n(Ker(f))

De plus, si c’est le cas, f est unique et {

Corollaire 2.4.2 Dans le cas particulier ot H = Ker(f), on a que ?: Gy1/Ker(f) — Im(f) est
un isomorphisme.

2 —_—
= Exemple 2.3 (Z?, +) est un groupe abélien. Soit f z

x,y) — x
e festun morphisme: f(x,y)+ f(x',y)=x+x'= f(x+x',y+ )
. Ker(fl:{(O,y)IyEZ}.

Donc f: ZZ/Ker(f) — Z est un isomorphisme avec Z.

2.5 Ordre d’un groupe, indice d’un sous-groupe

Définition 2.5.1 ¢ Soit G un groupe, on appelle ordre de G son cardinal.
* Soit H un sous-groupe de G, on appelle indice de H dans G, que I'on note [G: H], le
cardinal de 'ensemble quotient G/H : [G: H] = |G/ H|

Théoréeme 2.5.1 (Lagrange) Si H est un sous-goupe de G, alors |G| = |H|-|G/ H| = |H|-[G : H]
En particulier, si G est fini, 'ordre d’'un sous-groupe divise I’ordre du groupe.

Preuve. Rappelons que sur G, on a une relation 4 gauche modulo H : xRy < x~'y € H dont les
classes sont {xH|x € G}.

Or, la multiplication a gauche par x est bijective, donc |xH| = |H|

Cette relation partitionne donc G en [G : H] morceaux de cardinal | H|.

Donc |G| = |H|-[G: H] = |H|-|G/H| |

Définition 2.5.2 Soient G un groupe et g € G. Lordre de g est le plus petit entier n > 1 tq
g" = e. S'il n'existe pas de tel 1, on convient de dire que g est d’ordre infini.

= Exemple 2.4
e Dans Z, 2 est d’ordre infini
e gestdordrel o g=g'=e
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1 2 3

o Dans%,e:( 1 2 3

) est d’ordre 1

1 2 3
Tio = ( s 1 3 ) est d’ordre 2, comme 713 et T3

1 2 3 ,
( 2 3 1 ) est d’ordre 3.
[ |
Lemme 2.5.2 Si g est d’ordre fini n, alors le morphisme ¢4 " g a pour noyau nZ et

le sous-groupe engendré par g est d’ordre n, etona:

(&) =1le,g,8%...8" 1.

Preuve.

* [2]:Soit ke nz, alors3acZ tqk=an
Donc gk — gan — (gn)a —el=¢

. : Soit k € Z tq g* = e. Notons g, r le quotient et le reste de la division euclidienne de k
parn,donc k=gn+ravec0<r<n.
Alors, gk = g7 = gi"g" = g" CommeO0<r<n, =0
Donc nlk et k € nZ.

]

Léquation g¥ = e n’assure pas que g soit d’ordre k. Ce que signifie cette équation est trés
q 8 pasque g q 8 q
précisément :

Corollaire 2.5.3 Soit k € Z—{0}. On al’ équivalence :
g¥=e o l'ordre de g divise k.

Un corollaire tres important du théoreme de Lagrange est le résultat suivant :

Théoreme 2.5.4 Lordre d'un élément d'un groupe divise 1’ordre du groupe.

s Exemple 2.5 Dans (Z/157,+),
e Lordre de 1 est 15.

e Lordrede5est3: (3) ={0,5,10}.

Exercices

Exercice 2.1 Faire laliste des éléments de (#3,0), et précisez pour chaque élément, le sous-
groupe engendré ainsi que leur ordre. Méme question avec (Z/6Z,+) et (Z/12Z, +).

Exercice 2.2 Montrez que 27Z est un sous-groupe de (R, +). Montrez que le groupe ({z€ C :
|z| = 1}, x) est isomorphe a (R,27Z, +).

Exercice 2.3 1) Soit p un nombre premier, et (G, x) un groupe d’ordre p.

Montrer que G est cyclique, c’est a dire qu’il existe g € G tel que G = (g). Indication : Soit g
un élément de G différent de I'élément neutre. Que peut-on dire de I'ordre du sous-groupe
de G engendré par g?
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2) Soit (G, +) un groupe commutatif de neutre 0, a,b deux éléments d’ordres respectifs p, g.
Montrez que 'ordre de a + b divise pgq.

3) Montrez que si p et g sont premiers entre eux, (a) N {(b) = {0}.

4) Toujours en supposant pgcd(p, q) = 1, montrez que a+ b est d’ordre pq.

5) Pouvez vous exhiber un exemple de cette situation ol p et g ne sont pas premiers entre
eux, et ou 'ordre de a + b est strictement plus petit que pq?

Exercice 2.4 Soit (G,-) un groupe fini qui vérifie que pour tout x € G, x*> = e. On a vu que G
était commutatif. Montrez que le cardinal de G est une puissance de 2. Indication : procéder
par récurrence sur le cardinal de G, et faire un quotient..

Exercice 2.5 Montrez que (Z, +) est un sous-groupe de (Q, +). Soit G le groupe quotient Q/Z.
Quel est I'ordre de la classe de la fraction p/q ou p, g entiers premiers entre eux 2 Ce groupe
G contient-il des éléments d’ordre infini ? Est-il fini ?

Exercice 2.6 Déterminez la liste des sous-groupes de (Z/nZ,+).

Exercice 2.7 Soient (n, m) deux entiers = 1. Montrez qu’il existe un morphisme surjectif de
groupes additifs f: Z/nZ — Z/ mZ si et seulement si m divise n.

Exercice 2.8 Par somme alternée des chiffres d'un nombre, on entend la somme des chiffres
avec un coefficient —1 tous les deux chiffres. Par exemple, la somme alternée des chiffres
de 15628 est 1 -5+6—-2+8 =7, celle de 25 est 2 — 5 = —3. Montrez qu'un nombre entier est
divisible par 11 si et seulement si la somme alternée de ses chiffres en base 10 I'est.
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3.2

Rappels
Soit 7 € N*. On rappelle que .%, est I'ensemble des bijections de {1, ..., n} dans lui-méme. Un
élément o de %, est appelé permutation, que I’on note sous la forme o = 1 2 oo
ol o2 - o)
et || = nl. (F,0) est un groupe ol o est la composition des applications, dont le neutre est
) _ 1 2 e n
idy,.ny = ( 1 2 o 1 )

A part dans les cas n = 1 ou 2, ce groupe n’est pas commutatif.

I Proposition 3.1.1 %, n’est pas commutatifsi n =3

Démonstration. Pour n =1 et n =2, on peut vérifier directement que le groupe est commutatif.

Pour n = 3, on peut prendre o = 123 = et1 = 123 4 - n uis
=9 onpeutp “l21 3 STl 03 2 4 P
vérifier que
TO#0T.
|

Support d’'une permutation

Définition 3.2.1 Soit o € .%,. On appelle le support de la permutation ¢ le sous-ensemble de
{1,...,n} défini par supp(o) ={i € {1,.., n} tel que o (i) # i}

= Exemple 3.1
e supp(o) =1{1,2},
e supp(r)=1{2,3},
e supp(id) =9.
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Proposition 3.2.1 Ona:
1. Pourtouto € ¥,;,onao(supp(o)) =supp(o).
2. Soient g,0’ deux éléments de .#, de supports disjoints, alors o et ¢’ commutent.

Démonstration. 1. Montrons que o(supp(o)) c supp(o) :
Soiti € supp(o).Sio(i) ¢ supp(o), on aura o(o(i)) = o(i). Comme o est injectif, o (i) = i,
ce qui est absurde.

Comme o est injectif, on a égalité entre les cardinaux |o (supp(0))| = [supp(o)|. Comme
I'un est inclu dans I'autre et de méme cardinal (fini), on a bien I'égalité.
2. Soiti€{l,...,n},
e Siiesupp(o),i¢supp(o’)eto’(i)=i.Donca(o’(i))=0(i).
De plus, puisque (i) € supp(o), o(i) ¢ supp(a’). Ainsi, o/ (o (1)) = o (i).
* On peut faire le méme raisonnement pour i € supp(o’).
e Sii¢supp(o)eti¢supp(o’),onaurac(o’(i))=0'(c(i) =i
|

Définition 3.2.2 Un cycle de longueur [ avec [ € N et [ = 2 est une permutation ¢ de S, tel
qu’il existe un sous-ensemble ordonné {jy, ji, ..., ji—1} de {1,..., n} tel que

1. Le supportde o est supp(o) =1{jo,..., ji-1}

2. Pourtouti€{0,...,I -2}, 0(j;) = ji+1 eta(ji-1) = jo-
On note ce cycle (jy, ..., j1—1) que 'on nomme parfois un /-cycle

1 2 3 4
2 31 4
n’est pas unique, et que le support ne suffit pas a caractériser un cycle: (1,2,3) # (3,2,1) "

= Exemple 3.2 ( ) =(1,2,3)=(2,1,3) =(3,1,2). On remarque I'écriture d'un cycle

| Définition 3.2.3 Un cycle de longueur 2 est appelé une transposition.

= Exemple 3.3 Dans %}, les seules transpositions sont (1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4) et (3,4).
Exercice : De facon générale, donner une formule pour le nombre de transpositions dans le
groupe %,. "

Théoreme 3.2.2 Le groupe %, est engendré par les transpositions : toutes permutations
peuvent s’écrire comme le produit d’au plus n — 1 transpositions.

Démonstration. Par récurrence sur n avec I'hypothése H, = "tout élément de S, est produit
d’au plus n — 1 transpositions" |

p) Ladécomposition en produit de transposition n’est pas unique.

I Proposition 3.2.3 Soit / = 2. Un [-cycle est d’ordre /.

Démonstration. Soit o = (jo, ..., ji—1) et k € N tel que o*(j;) = j;.
Comme 0¥(j;) = ji+k mod1, k=0 mod I. Le plus petit k non nul et positif qui marche est donc
k=1. |
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3.3 o-orbites : décomposition canonique en produit de cycle

On simplifie les notations en notant ox = o(x). Ce n’est bien stir pas un produit ni I'applica-
tion d'une loi interne!

Définition 3.3.1 Soit x € {1,..., n} et 0 € .%,. On appelle g-orbite de x le sous-ensemble
Oy (x) = {ka avec ke Z}.
Pour la relation d’équivalence R, définie par xR;y < y € Oy (x), Oy (x) estla classe de x.

Démonstration. Montrons que R, est bien une relation d’équivalence :
* Ry est symétrique : Soient x,y €{l1,...,n},
XRsy © y€ Og(x),
& JkeZtel que o¥x = ¥
< dkeZtel quea_ky: X,
< x€04(y),
< yRsx.

e reflexivité: Soit x € {1,...,n},onax = 0%x d’ot1 x € Oy (x) donc xR, x.

* Ry est transitive : Soient x,y,z € {1,...,n}
Supposons xRy et yRsz. Alors y € Oy (x) et z€ Og(y). Donc 3k, 1 € Z tels que okx= yet
Uly =z.Donco**lx =z d’ol1 z€ Oy (x). C'est a dire xRy z.

Regardons maintenant la classe de x :

X ={ytel que xR, y}
={ytel que Ik € Z tel que ofx= v}
={o*x avec k€ 7}
= 0q(x)

Définition 3.3.2 On dit que x est un point fixe de o si o(x) = x, ce qui est équivalent a
x ¢ supp(o) ouencore a Oy (x) = {x}

Théoréeme 3.3.1 — Décomposition canonique en produit de cycles a supports disjoints.
Soit 0 € ¥, —{e}. Il existe k = 1, des entiers /;,..,lx = 1 et cy, ..., cx des cycles de longueurs
respectives [y, ..., [ a supports deux-a-deux disjoints tel que o = ¢;...ck. Cette décomposition
est unique a I'ordre des facteurs pres. Lentier k est le nombre d’orbites non ponctuelles.

Proposition 3.3.2 Lordre d’'une permutation est égal au ppcm de la longueur des cycles de
sa décomposition canonique.

Démonstration. Exercice. [ |

3.4 Signature d’'une permutation

Définition 3.4.1 On appelle signature d'une permutation ¢ de #, le nombre e(o) = (-1)"""
ol m est le nombre de o-orbite (orbites ponctuelles comprises).
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Théoreme 3.4.1 Soit 0 une permutation et 7 une transposition. Alors, £(01) = —£(0).

Démonstration. [ |

Corollaire 3.4.2 1. Soit o € ¥, 0 =1;...T une décomposition en produit de transposi-
tions, alors (o) = (-1)k,
2. €: S — ({—1,1}, x) est un morphisme de groupes.

Calcul de la signature :

¢ A partir du nombre m de o-orbites : €(0) = (—1)"~". On prendra soin de ne pas oublier
les orbites ponctuelles (qui sont négligées dans la décomposition en produit de cycles!

e A partir d'une décomposition en transpositions : £(t1...7¢) = (-1).

k
* Sous forme d’'un produit de cycle : e(cy...cx) = [T €(c;).
i=1

Nl o(j}—q(i)

¢ Avec la formule (essentiellement inutilisable) (o) = T

i<j
 Avecl'algebre linéaire et la formule

n
det(M)= Y e[| miow
o€eS, i=1

ou M = (m;j) € My(K). On trouve alors que si ¢ est une permutation de %, et M, la
matrice associée, €(0) = det(M,).

3.5 Exercices

I Exercice 3.1 Démontrez la proposition 3.3.2.

Exercice 3.2 Soit les deux permutations de .4, a = (2,4,6)(1,5,7) et § = (2,4)(5,6).
1) Quels sont les ordres de a et ?
2) En déduire que le sous-groupe engendré par « et § a un ordre multiple de 6.

Exercice 3.3 Soit o la permutation de .4 définie par

1) Donner les décompositions de o en produit de cycles disjoints et en déduire une décom-
position de o en un produit de transpositions.

2) En déduire de deux facons différentes la signature de o.

3) Calculez 2090,

Exercice 3.4 Soient les deux éléments du groupe symétrique %,

(1234586
™lae6513 2/
1 23 45 6
o = .
(231564)
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1) Donnez la décomposition en produit de cycles a support disjoints, 'ordre ainsi que la
signature de 7 et o respectivement.
2) Déterminer les composées 07 et T0.

Exercice 3.5 Soit 0 € #p une permutation d’ordre 14. Montrez que o est impaire, c’est a
dire de signature —1.

Exercice 3.6 On mélange un jeu de 32 cartes "al’américaine", de facon précise. Numérotons
les cartes de 1 a 36 selon leur place dans le paquet. On commence par découper le tas de 32
cartes en deux tas (les cartes de 1 a 16 et celles de 17 a 32), puis on les intercale une a une
en commancant par le bas et le premier tas, cad la derniere carte du nouveau paquet est la
derniére du premier tas (la numéro 16), puis 'avant derniére est la derniere du deuxieme tas
(la numéro 32), 'avant-avant derniére est la numéro 15, etc...

1) Ecrire la permutation de .#3, correspondante.

2) En supposant que I'on puisse faire cette opération de facon parfaite, finit-on par retrouver
la configuration initiale en itérant ce procédé ? Si oui, au bout de combien de fois ?
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4.2

Anneaux

Définition 4.1.1 Un triplet (A, +, x) ol A est un ensemble non vide muni de deux LCI + et x
est appelé anneau commutatif unitaire (ACU) si :
1. (A, +) estun groupe abélien dont le neutre est noté 04
x est associative : V(x,y,2) € A3, (xx ) x z=x x (y x 2)
x est commutatif: V(x,y) € A2 axb=bxa
xaunneutrenoté lp:Vxe A, xxly=14xx=x
x est distributive par rapporta +: V(x,y,z) € A3, ax (b+c)=axb+axc

o LN

s Exemple 4.1 (7, +, x), (Q, +, x), (C,+, x) ou encore (C[X], +, x). Les nombres décimaux D est
un autre exemple. "

s Exemple 4.2 (L'anneau nul). Les axiomes ne supposent pas que 04 # 1 4. Si on a cette égalité
04 =14, alors A ne contient qu'un seul élément (exercice!) {04}. Cet anneau est appelé I'anneau
nul. [ ]

Régles de calcul dans un anneau

Notations :
Onnote, pour k=1letx€ A,

xk = xx .. x x (k fois).

Par convention, on pose x” = 1 4. Notons que x n’étant pas nécessairement inversible pour la loi
x, x¥ n’a pas a priori de sens pour les exposants k = 0.

Bien souvent, on se contentera de noter xy pour le produit x x y.

/A\Rappelons que dans le groupe additif (A, +), pour n un entier naturel, I'élément rn.x désigne
X+ ..+ x (n fois) Il faut bien comprendre que n.x ne désigne pas le produit de deux éléments de
A; n.x et yx désignent donc les résultats de deux opérations a priori trés différentes. Cependant,

la distributivité implique que

nx=10ag+..+14) xx=(n.1y) xx,
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qui est bien le produit de deux éléments de A. On verra plus loin I'interprétation de cette égalité.

Proposition 4.2.1 Soit (A, +, x) un anneau, alors :
1. Vae A, ax0,4=04.
2. Y(a,b)€ A%, (~a)x b= ax (-b) = —(a x b).
3. Soient I et J des ensembles finis, alors V(a;);e; € Al et V(bj)jes € A,

(Zai)(ij): Z aixbj.

iel jeJ (i,))elx]

4, Y(m,n) e N2, x™+1 = x™ x x et (x™)" = x™",
5. (Formule du binéme de Newton) V(x, y) € A%, VneN*,

n = k n—k
x+"=) k.(x x y™" N,

k=0

4.3 Eléments inversibles
Définition 4.3.1 On appelle groupe des inversibles de 'anneau commutatif unitaire A1’en-
semble
A* :{xeAtelqueEIyeA, avecx X y=yxx= IA}.

Ce groupe est parfois noté Uy,.

A\ Certains auteurs notent A* ce groupe des inversibles. Cette notation est ambigiie car elle peut
aussi désigner A — {0}, qui n’est pas forcément le méme ensemble (par exemple, pour A = Z).
Dans la suite, on désignera toujours par A* ’ensemble A — {04}.

= Exemple 4.3
e R* =R-{0} =R".
o 7% ={-1,1}.
e C[X]*=C".

I Définition 4.3.2 Un corps K est un anneau commutatif unitaire non nul dont tout élément
non nul est inversible, c’est-a-dire K* = K* = K — {0g}.

= Exemple 4.4 (R, +, x), (C,+, x) ou encore (Q, +, x).
(D, +,x) nenestpasun:3~! = % ¢ D. Lanneau nul n’est pas un corps. .

4.4 Morphismes d’anneaux

Définition 4.4.1 Soient A et B deux anneaux commutatifs unitaires, et f : A — B une appli-
cation. On dit que f est un morphisme d’anneaux si :

L. V(x,)) €A% f)+f)=flx+y)

2. V(x, ) € A%, f(0) x f() = fxxy)

3. flp)=1p

Cette définition est bien plus contraignante que celle de morphisme de groupe. En parti-
culier, on verra en TD qu’il peut ne pas exister de morphisme d’anneaux entre deux anneaux
particuliers, alors qu'’il existe toujours au moins un morphisme de groupe entre deux groupes.

= Exemple 4.5
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* ¢: Z — Clinjection canonique
* id: Z — Z est'unique morphisme d’anneau de Z dans Z.

Théoréme 4.4.1 Soit A un anneau, alors il existe un unique morphisme d’anneau

7 — A

' — n-ly’

appelé morphisme canonique.

Définition 4.4.2 On dit que deux anneaux commutatifs unitaires A et B sont isomorphes si
il existe f: A — B un morphisme unitaire d’anneaux bijectif. Un tel morphisme est appelé
isomorphisme d’anneaux.

Théoreme 4.4.2 La fonction réciproque d’'un isomorphisme d’anneaux est un isomorphisme
d’anneaux.

Démonstration. Puisque f est bijectif, f=1: Im(f) — A est bien définie et est bijectives. De plus,
Y(x,y) € Im(f)? ona:

s fAa=1pe f ') =12

e f(f M x+y)=x+y=f(f X))+ f(f1(y). Comme f estbijective, f~1(x+y) = f1(x)+

7wy
s f(f M xxy)=xxy=f(f1x)x f(f1(p). Comme f estbijective, f~1(xx y) = f~1(x) x
)
|
Conséquence :

Etre isomorphe est une relation d’équivalence sur I’ "ensemble des anneaux" puisque la
composée de 2 morphismes est un morphisme.

4.5 Anneaux produits

A partir d'une famille d’anneaux, on peut en construire de nouveaux. Un facon de faire est
de définir leur produit.

Définition 4.5.1 Soient I un ensemble non vide d’indices et Vi € I, (A;, +;, x;) un anneau.
{ (ai)ier + (bi)ier = (@i +; bi)ier

On munit [] A; des lois + et x définie par:
(ai)ier x (bi)ier = (a; % bi)ier

iel

Proposition 4.5.1
1. (IT A;, +, x) est un anneau commutatif unitaire.
iel
[A;  — 4 . :
iel sont des morphismes d’anneaux.

2. Les projections canoniques p
(@i)ier — aj

Démonstration.

1. Vi€ I, (A;,+;, x;) est un anneau. Donc toutes les démonstrations sur [] A; seront
iel
vérifiées pour Vi € I, d’ou (] A;, +, x) est un ACU.

iel
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2. pjl(adier+ (bi)ien) = pj(a;i +i bi)iep) = aj+;jbj=pjadie) + pj((bi)ier)
pj((ai)ier x (b)ier) = pj(a; x; bi)ier) = ajxjbj=pj(aier) x pj((bi)ier)

Un exemple crucial est donné par les anneaux de fonctions. Si X est un ensemble quelconque,
et A un anneau, rappelons que 'ensemble % (X, A) des fonctions de X dans A s’interpreéte
naturellement comme un produit :

F(X,A) =AY,

(f: X = A)— (f(X))xex.

Par exemple, 'ensemble des fonctions de [0, 1] dans C est naturellement muni d’une struc-
ture d’anneaux. Exercice : expliciter cette structure.

Sous-Anneaux
Définition 4.6.1 Soit A un anneau commutatif unitaire B A est appelé un sous-anneau de
Asi:
1. (B,+) estun sous-groupe de (A, +)
2. Y(x,y)eB% xyeB
3. 1,€B

= Exemple 4.6 A=R?et B=R x {0}
(B,+, x) estisomorphe a R en tant qu’anneau avec 15 = (1,0)
Cependant, 14 =(1,1) # (1,0) = 1g. Donc B n’est pas un sous-anneau de A.
11 est souvent plus simple de montrer qu'un objet est un sous-anneau d’'un anneau déja
connu que de vérifier qu’il s’agit bien d'un anneau. .

» Exemple 4.7 Z[i] ={a+ bi ol a, b € Z} c C est un sous-anneau, appelé Anneau des entiers de
Gaufs.

1. (a;+iby)+(apx+iby) =(a; +ay) +i(b; + b)) € Z[i]

2. (ap+ib)(az+iby) =(ara,—bi1by) +i(aiby+ axb;)

3. Ic=1=1+0i€ Z[i]

Diviseurs de zéro, anneaux intégres
Définition 4.7.1
1. Soit A un anneau commutatif unitaire. Un élément a € A — {0} est appelé diviseur de
zéro si Ib e A—{0} tel que ab =0.
2. Ondit que A est integre si A n'est pas I'anneau nul et qu’il ne contient aucun diviseur
de zéro.

Lemme 4.7.1
1. Soit x € A* (x inversible), alors x n’est pas diviseur de zéro.
2. Un corps est un anneau integre.

Démonstration.
1. Parlabsurde:3be A* tqab=0<a lab=0ob=0
2. Si Aestun corps, A= A* U {0} qui ne contient aucun diviseur de zéro.

Lemme 4.7.2 Un sous-anneau d’'un anneau intéegre est integre.
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4.8 Exercices

Exercice 4.1 1. Soit & (R, R) '’ensemble de toutes les fonctions de R dans R. Rappelez pour-
quoi c’est un anneau, et quelles sont ses lois de compositions ainsi que son neutre.

2. Soit CO(R, R) 'ensemble des fonctions continues de R dans R, muni de ’addition et de la
multiplication ponctuelle. Montrez que c’est un anneau.

3. Pour k = 0, soit ck (R,R) I'’ensemble des fonctions k fois dérivables dont la dérivée k-ieme
est continue, muni de 'addition et de la multiplication ponctuelle. Montrez que c’est un
anneau.

Exercice 4.2 Montrez que I'’ensemble
ZIV2]={a+bV2: (a,b) eZ%,

est un sous-anneau de R, et qu’il est integre.

Exercice 4.3 1. Quels sont les morphismes unitaires d’anneaux de Z dans Z ?

2. Quels sont les morphismes unitaires d’anneaux de Z dans Q ?

3. Quels sont les morphismes unitaires d’anneaux de Q dans Z?

4. Quels sont les morphismes unitaires d’anneaux de @ dans Q ?

5. Quels sont les morphismes unitaires d’anneaux de Z[i] dans Z[i] ?

6. (plus dur) Quels sont les morphismes unitaires d’anneaux de R dans R? Indication On
pourra essayer de montrer qu'un tel morphisme doit étre croissant en considérant les carrés
de nombres réels.

Exercice 4.4 Déterminez le groupe des inversibles de Z[i].

Exercice 4.5 Montrer que I'anneau produit Z x Z n’est pas isomorphe a 'anneau Z[i]. Ty-
piquement, pour ce genre de question qui demande de différencier deux objets, on trouve un
propriété que possede l'un mais pas Uautre des objets.
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5.2

Exemple : F,

Un des objectifs de ce chapitre est de pouvoir construire de nouvelles structures d’anneaux.
Un exemple est le corps a quatre éléments [F,4, dont les éléments sont notés 0,1, &, & + 1, avec les
lois suivantes :

+ 0 1 o a+1 X 0 1 a a+1
0 0 1 a a+1 0 0 0 0 0
1 1 a a+1 a et 1 0 1 a a+1
«a a a+1 0 1 a 0 a a+1 1
a+l | a+1 a 1 a a+l1 | 0| a+1 1 a

On voit tout de suite qu’il serait au mieux pénible de vérifier ala main que les lois +, x définies
par ces tableaux sont associatives, distributives, etc. La bonne approche est plus conceptuelle
et va nous permettre de construire [, a partir d’anneaux existants, en étendant la notion de
quotient.

Idéaux

Une notion centrale de la théorie des anneaux est celle d’idéal. Historiquement, les idéaux
ont été introduits au XIXeme siecle pour palier a certains défauts de la factorisation en premiers
dans des anneaux; de méme que I'on introduit des nombres "imaginaires" pour obtenir une
résolution formelle de I'équation x® + 1 = 0, Ernst Kummer introduisait des nombres "idéaux"
pour obtenir une décomposition unique en facteurs premiers dans les anneaux de corps de
nombre. Pour nous, l'intérét des idéaux sera double : premierement, ils sont indispensables
pour définir les structures quotients. D’autre part, ils nous permettront d’identifier les anneaux
dit principaux, ol justement les "nombres idéaux" de Kummer s’identifient aux nombres "clas-
siques" - car paradoxalement, pour pouvoir discuter d’objets caractérisés par "'absence de", il
faut commencer par parler de ce qui n’est pas (trop) la...
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Définition 5.2.1 Soit A un anneau commutatif unitaire, I A est appelé un idéal de A si:
1. (I,+) est un sous-groupe de (A, +)
2. Iestabsorbant:Vxel,Vael, axel

Lemme 5.2.1 (Critere) I estunidéal de A ssi:
e £ D
e VA€ AV(x, el Ax+yel

Démonstration.
. 0el=>T#0
Par absorption, Ax€ I, donc Ax+yel
. x—y =x+(-1)y € I= I estun sous-groupe
Ax=Ax+0¢€ = I absorbant.

]
= Exemple 5.1
e A, {0} le sont
e nZlestdans Z
e R x {0} 'est dans R?
[ ]
Proposition 5.2.2
1. Soit ¢ : A — B un morphisme d’anneau, alors Ker(¢) est un idéal de A
2. Soit J un idéal de B, alors (p‘l (J) estun idéal de A
3. Sigp: A— Bestsurjectifet I ¢ Aunidéal, ¢(I) est unidéal de B
Démonstration.
1. ii) = i) en prenant J = {0}
2. Soit Junidéal de B, alors :
s 0e/=>0ep N2> ' (N#D
e Soit (A, x,1) € Ax @ L(J) x ~1()),
PAx+y)=pMNepx)+e(y)eJ, doncAx+ye cp_l N
pla=A2A
3. Soit A€ B, x,ye@).3a,b,ce Atq{ @(b)=x, alors:
pl=y
Ax+y=@(@eb)+@(c)=@lab+c) € ()
|

Proposition 5.2.3 Soit A un anneau commutatif unitaire et x € A, alors Ax est un idéal, dit
idéal principal engendré par x.

Démonstration. Comme 0=0x, 0€ Ax et Ax est non vide.
Soient A€ Aetu,ve Ax.3a,be Atel que
u=ax,
v=bx

Donc Au+v=x(Aa+b) € xA. [ |

Cet idéal Ax est souvent noté (x), a ne pas confondre avec le sous-groupe additif engendré - qui
lui n’est pas toujours un idéal.
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Définition 5.2.2 Un anneau est dit principal si il est intégre et tous ses idéaux sont principaux
(cad pour tout idéal I de A, il existe x € Atel que I = (x) = Ax).

= Exemple 5.2 L'anneau des entiers relatifs Z est principal. En effet, soit I un idéal de Z. C’est
en particulier un sous-groupe, donc un ensemble de la forme nZ, qui est un idéal principal. De
plus Z est intégre, ce qui conclut. .

I Proposition 5.2.4 Un anneau unitaire A # {0} a pour seuls idéaux {0} et A ssi c’est un corps.

Démonstration. Soit A un anneau dont les seuls idéaux sont {0} et A.
Soit x€ A—{0}, x = x1 € Ax donc Ax # {0}.
Donc Ax = A, donc 1 € Ax, d'ottil existe y € Atel que xy =1, ainsi x € A*.
Supposons que A soit un corps. Soit I un idéal de A.
* Soit I ={0}
e Sinon, dx€ I-{0}. Doncdye Atqxy=1€1
DoncVxe A, x=1xel,donc A=1

Anneaux quotients

Soit [ un idéal de A. On rappelle que , comme I est un sous-groupe additif de A, la relation
modulo I par donnée par x ~ y si y— x € I. On sait qu'il existe une unique structure sur A/I tq

A — Al . . .
b4 = soit un morphisme de groupes additifs.

X —_—

Théoreme 5.3.1 Tl existe une unique loi de composition interne x sur le quotient A/ telle
que A/I soit un anneau commutatif unitaire et 7 soit un morphisme unitaire d’anneaux.

Démonstration.

On sait déja qu'il existe une seule structure de groupe additif sur A/I telle que la projection
canonique soit un morphisme de groupe. Il nous faut simplement prouver qu’il existe une seule
loi multiplicative pour laquelle cette méme projection est un morphisme d’anneaux.

* Unicité : Supposons qu'il existe cette loi x, alors nécéssairement :
xxy=m(x)xnw(y) =n(xy) =xy,
ce qui impose laloi x (sans prouver qu’elle soit bien définie).

* Existence : Il faut vérifier que VX, 7y, E,l_o € A/l tels que

{

=

, Xy = ab,

STIENY|

<

alors Xy = ab. En effet,

xy—ab=xy+xb—xb+ab
=x(y—-b)+b(x—a)
€ I par absorption.

11 faut ensuite vérifier que (A/I, +, x) est bien un anneau :
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* XxYxZ2=XYyx2=Xyz=XxYz=x%x(Yy%x2)

e Xx(Y+2)=x(y+2)=xy+xz2=Xy+Xz2=Xy+Xx2
e X=1xXx=1x=x1=%x1

e x est commutatif (clair)

e 1: A— A/I estun morphisme (facile).

En particulier, Z/nZ a naturellement une strucure d’anneau.

Théoréeme 5.3.2 Soit n =2, on a équivalence entre
1. Z/nZ est un corps
2. ZInZ est integre
3. n est premier

Démonstration.
. Trivial.
. Par contraposée. Soit n = ab, avec 1 < a< n,1 < b < n donc 0 = ab, mais @ # 0 et
b # 0. Donc Z/nZ n’est pas integre.

* [3)=1)|Soit X € (Z/ nZ) — {0}, montrons que X est inversible.

Par le théoreme de Bézout : 3a,b € Z tq ax + bn = 1. Appliquons la projection canonique ,
on obtient ax = 1 Donc, a est 'inverse de x.

5.4 Factorisation des morphismes

Théoréeme 5.4.1 Soient A et B deux anneaux et I un idéal de A. On posew: A — A/lla
projection canonique et f: A — B un morphisme d’anneaux. Alors il y a équivalence entre :
1. IcKer(f)
2. Vxel, f(x)=0
3. 3f: A/I — B un morphisme d’anneau tel que f = fon
Im(f) =Im(f)

Si ces conditions sont vérifiées, f est unique et —
Ker(f)=ker(f)/1

Démonstration. Sion applique le théoréme au morphisme de groupe f, on en déduit les équi-
valences recherchées. Il suffit donc de montrer qu’en plus d’étre un morphisme de groupe, f est
aussi un morphisme d’anneaux.
* Soit (,7) € (A/ )%, f(x)) = f(xy) = fF0) f () = FERfF)
* fAa=f1a) =15
]

» Exemple 5.3 Onpose A=Z[j] ={a+bj; a,be Z},ou j = e*™3, On peut remarquer les choses
suivantes: j3=1donc0=j3—1=(j-1)(j2+j+1),dol10= j?>+ j+1ouencore j>=—j—1.
Montrons que A est un sous-anneau de C :
On pose z1 = aj + jb) et zp = ap + jby, deux éléments quelconques de A
s A£ QD
* (A,+)sous-groupe: z1— 2z =(ar—ax) + j(b1 —b2) € A
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e stabilité par = :

z1* 2o = (a1 + jb1)(az + jbo)
=ayaz + j*b1 by + j(a1 by + az by)
= (araz — b1b2) + j(ai1bs + ax by — by by)
€ A.

e 1=1+0j€A.
Prenons I =2Z[j] ={a+ bj; a, b pairs }. C'est 'idéal principal engendré par 2. Les quatres

classes de A/I sont

AlT={0,1,7,j+1},

et en tant que groupe additif,

(Al +)~(Z12Z x Z212Z,+).

On peut facilement calculer les lois + et x sur le quotient A/ :

+ 0 1 j lj+1| x |o] 1 jolj+1
0 0 1 j |j+1|] o |o] o 0 0
1 1 0 | j+1]| j 1 (0| 1 jo|j+1
j j |j+1| 0 1 jolol j o |[j+1| 1
jH1 | j+1| 1 0 ||j+1|0|j+1| 1 j
En d’autre termes, Z[j]/2Z[j] est un corps a 4 éléments. "

5.5 Exercices

Exercice 5.1 Pour les anneaux A= 7Z/nZ, on considere les cas n € {3,6,7,12}.
1) Faites la liste des éléments inversibles et des diviseurs de zéro.
2) Quels sont les idéaux de A? Faites la liste.

Exercice 5.2 Quels sont les morphismes d’anneaux de Z/nZ (n = 2), vers C?

Exercice 5.3 Soient n, m deux entiers = n. Déterminez une condition nécéssaire et suffisante
al'existence d'un morphisme d’anneaux de Z/nZ vers Z/ mZ.

Exercice 5.4 Soit k un corps, x € k.
1) Montrez que
I,={Pek[X] : P(x)=0},

est un idéal de k[X].
2) Tout idéal de k[X] est-il de cette forme ?
3) Déterminez k[X]*.

Exercice 5.5 Soit A un anneau commutatif unitaire. Soit a € A — {0}, on considere I'applica-
tion
mg:A— A x— ax.
1) Est-ce que m, est un morphisme de groupes ? d’anneaux ?
2) Montrez que m, est injective si et seulement si a n’est pas diviseur de zéro.
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3) Montrez que m,, est surjective si et seulement si a est inversible.
4) En déduire qu'un anneau integre et fini est un corps.

Exercice 5.6 Montrez qu'un morphisme d’anneaux d'un corps k vers un anneau non nul A
est nécéssairement injectif.

X3=2

dans les anneaux suivants :

a) Z/57,

b) /257,

c) Z/125Z7.

Indication : on pourra, dans les cas b) et c), essayer de se ramener partiellement au cas précédent
pour éviter des calculs trop longs...

Exercice 5.8 Soit p #2 un nombre premier impair.

1) Montrez que v : (Z/p2)* — (Z/pZ)*, w(x) = x2, est un morphisme de groupe. Quel est
son noyau ?

2) Montrez qu'un élément de (Z/pZ)™ est un carré si et seulement si xP-DI2 =1,

3) Combien y-a-t-il de carrés dans (Z/pZ) ?

3
| Exercice 5.7 Résoudre I'équation d’inconnue X :



6.1 Groupes cycliques
Définition 6.1.1
* Un groupe est dit monogene si il est engendré par un seul élément : 3x € G tel que
(x)=G.
¢ Un groupe est dit cyclique si il est monogene et fini.
¢ Un générateur du groupe (monogene) G est un élément g € G tel que G =(g).

Théoréeme 6.1.1 Soit G = (g) un groupe monogene, alors :
1. Si G estinfini, G estisomorphe a Z
2. Si G est fini, on note n = |G| et G est isomorphe a Z/nZ

. . . z , o VAo s , .
Démonstration. Soit ¢ g‘ n I'application d’itération. On a vu que c’est un morphisme

gn
de groupe. Comme g génere G, @ est surjectif. Ker(¢g) est un sous-groupe de Z, donc égal a
nZ pour un certain n € N. D’apres le théoréeme de factorisation des morphismes, il existe un

Im(pg) =Im(pg) =G

unique morphisme @¢ : Z/nZ — G tel que @¢ = pg o avec { Ker@z) = Ker(p)/nZ = 0}
= g =

Donc, @ est injectif et surjectif, c’est un isomorphisme.
1. Sin=0, ¢4 estinjectif, donc G ~ Z
2. Sin =1, ¢g estun isomorphisme, donc |Z/nZ| = |G| =n

6.2 Générateur d’'un groupe cyclique

Théoréeme 6.2.1 (de Bézout) Soit (a, b) € Z?, alors aA b =1 < 3(u, v) € Z? tel que au+bv =1
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Théoréeme 6.2.2 Soit G = (x) un groupe monogene, alors :

1. Si G est infini, les seuls générateurs de G sont x et x~ 1.

2. Si G est cyclique, les générateurs de G sont (xk:kezetkn|G =1}

Démonstration. 1l suffit de démontrer les énoncés analogues dans Z et Z/nZ.

1. SineZ,(n)y=nZquiestégalaZssin=+1

2. Supposons G = (Z/nZ,+), soit x€ G tel que {(x) =G=Zx
En particulier, Zx 3 1, donc 3k € Z tel que kx =1, c'est-a-dire Ipe Ztel que kx =1+ pn,
ouencore kx—pn=1.
Par le théoreme de Bézout, x An=1.
[5]SixAn=1,3(u,v)€Z?tel que xu+vn=1,donc ux=1.
Dongc, G = (1) c (x), donc X est générateur de G.

Corollaire 6.2.3 Soit n =2, alors
(ZInZ)* ={x : x An=1}={générateursde (Z/nzZ,+)}.
Fonction indicatrice d’Euler
Définition 6.3.1 Pour n = 2, on définit 'indicatrice d’Euler

@) =card{xe{l,..,n-1}telsque x An=1} =(Z/n2)"|.

= Exemple 6.1
¢ (1) =1 par convention

* p(2)=1
* p(3)=2
* p4)=2

Lemme 6.3.1 Soit n € N* et d|n, alors il n'y a qu'un seul sous-groupe de Z/nZ d’ordre d, qui
est cyclique et engendré par (4).

Démonstration. La démonstration est vu en TD, exercice 2 de la Feuille 2. [ |

Théoréeme 6.3.2 Pour tout n € N*, on a

Z(p(d) =n.
din

ZInZ — ({sous-groupede Z/nZ}

Démonstration. Regardons1'application = .Les sous-groupes

de Z/nZ sont {Hg} 45, et |Hy| = d d’apres le lemme précédent.
Chaque H, a exactement ¢(d) générateurs. Si on fait le compte, n = Y ¢(d) [ |
din

= Exemple 6.2 Si on regarde les premiéres valeurs de n, on obtient les relations :
s (1) =1,
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* p(D)+¢2) =2,

1) +¢3) =3,

(1) +9R2)+¢4) =4,
@(1)+@(5) =5,

) +@2)+¢3)+¢6) =6,

On voit que I'on obtient un systeme linéaire triangulaire, facile a inverser. Il est cependant
possible d’obtenir une formule close pour ¢(n), c’est 'objet de la section suivante. .

Convolution de Dirichlet et Inversion de Mobius

Nous pourrions donner la formule finale pour ¢ et la démontrer par une simple récurrence,
ce qui serait tres rapide. Ce n’est pas la voie que I'on a choisie ici : nous allons tout d’abord regar-
der un exemple (assez original) d’anneau commutatif unitaire, a savoir 'anneau de convolution
de Dirichlet.

Soit CV' = {(u,) nenv+} 'ensemble des suites a valeurs dans C. On définit les lois de composi-
tion internes suivantes :

V' N . N
(U n=1, Wn)n=1) — (W+V)p=up+uv,’

et * * *
cN xcN — cN

(Un)nz1, (Vpn=1) — (W*V)p= X upvg -
n=pq

ES

Ce produit est appelé produit de convolution. Enfin, on définit 'élément 6 = () ,>1 par

lsin=1
6n: .
Osin=2

Théoréme 6.4.1 (CV', +, ¥) est un anneau commutatif unitaire, appelé Anneau de convolution
de Dirichlet.

Démonstration.

e (€N, +) est simplement le groupe produit CV'.
L. .. . 3
» Vérifions que * est associative : Soit (i, v, w) € (CN )

(s (s w)lp= ) up(*wygy

n=pq

- £ 1 5 v
n=pg\ = q=rs

- T (% oo
n=pq\q=rs

= > upvrws
n=prs

Grace a ce résultat, on réorganiser p, r, et s et a notre guise, donc

[u* (v*w)l,=[(u*v)*wly,.
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. . 2
e x est commutatif : Soit (&, v, w) € (CV')7,

(W*V)p= Y upvg= Y. vqup=(V* Uy
n=pq n=qp

ot 3
e x est distributive : (4, v, w) € (CV')

[uxW+wlp= ) upv+wy

n=pq

Y. Up(vg+wy)
n=pq

Y upvg+upwy
n=pq

D Upg+ ) Uply
n=pq n=pq
=(u*xv)p+ Wu=*w))y.

e Neutre: (u*06),= Y updy=updi=uy.
n=pq

Définition 6.4.1 La fonction de Mébius est définie comme suit :

N* — {-1,0,1}
U 0 siun carré (# 1) divise n
n —_—
-D* sin= p1.--Pk, Pi premiers distincts
Exemples :
° u(l) =1
e u@2)=-1
° u(g) =—1
° M(S) =—1

Enfin, on note 1 la suite constante égale a 1. Notez bien que ce n’est pas I'unité de I'anneau
de convolution!

Lemme 6.4.2 Lafonction de Mobius est I'inverse de la constante 1 pour le produit de convolu-
tion.

Démonstration. Calculons simplement la suite 1 * y.

* Pour le premier terme, (1 * u); =1 u(l) =1.
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* Soitn=2, n=p{"..p;* sa décomposition en nombre premier.

Axwn= )  La@ub)
n=ab
b:pfl...pfk
0<fi=a;

= > upy.p
0<g;<1

— Z (_I)Zﬁi

0<p;=<1

B
k)

Corollaire 6.4.3 (Formule d’inversion de Mobius) Soient (u,), et (v,), deux suites tel que

Un=) Ud,

dln
alors
Un= Y. pd)ug,.
dldzzn
Démonstration. Eneffet, u=vs*1,doncuspu=v*lxu=v+6=vo. |

Théoreme 6.4.4 (Formule pour lUindicatrice d’Euler)

3
Sin= 1] p?’ est la décomposition de n en facteurs premiers, alors
i=1

k
o =[] (pi-Dp{.

i=1

Autrement dit,

Démonstration. On applique la formule d’inversion de Mobius: ¢(n) = Y. u(dp)ds. Ecrivons
n:dl dg

k
di=1T11 pf" ou0<b; <a.
i=1
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Comme ¢(d;) =0siundes b; =2,

1

o=y u(ﬁ pf”')

k
p?i_bi
0<b;<1 i=1 =1

k
= Y DEN]]peh

0<b;<1 i=1

s )

n 0<b;<1i=1\Pi

(53]

En multipliant ce résultat par n, on obtient la formule cherchée.

= Exemple 6.3
o #(Z1242)" = p(24) = (23 x3) = 8.
o #(Z/2102)* =2 *3%5%7)=(2—1)*(3—1) % (5-1) % (7—1) = 48.

Définition 6.4.2 (suites multiplicatives) Une suite (u,,),>1 est dite multiplicativesi ¥ (n, m) €
(N*)? tels que nAm=1, alors Uy, = UpUp,.

= Exemple 6.4 (Id),, (u(n)), et (1), sont multiplicatives. "

I Proposition 6.4.5 Le produit de convolution de deux suites multiplicatives est multiplicative.

Application : ¢ = Id * p est multiplicative.

Applications arithmétiques

Théoréeme 6.5.1 Soitn=2etx € (Z/nZ)*, c'est a dire que X est la classe d'un entier x premier
a n. Alors,

" =1,
égalité ayant lieu dans Z/nZ, autrement dit

x?" =1 (mod n).

Démonstration. D’apres le théoreme de Lagrange, I'ordre de x dans le groupe multiplicatif
((ZInz)*, x) divise ¢(n). D’ol le résultat. |

Corollaire 6.5.2 (petit théoreme de Fermat) Si p est un nombre premier, alors Vx € Z,
xP = x (mod p).
Démonstration. Ona@(p) =p—1.

e 1°" cas: p|n, alors x” =0 = x (mod p).
e 2°™¢cas: ptn,donc pAn=1.Alors, x" = x x xPh=x (mod p).

La réciproque est fausse.
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I Définition 6.5.1 Un entier n est dit de Carmichael si il n’est pas premier et que pour tout
x€Z,onax" = x (modp).

Un exemple de tel nombre est 561, qui est le plus petit. Si ils sont relativement rares, il y en a
"plus" que de puissances quatriemes.

Théoreme 6.5.3 — (Alfred, Granville, Pomerance - 1994). Il existe une infinité de nombre
de Carmichael, et pour 7 assez grand, il y en a au moins n?'7 dans l'intervalle [1, n].

6.6 Test de primalité

On se donne un entier n et on aimerait prouver que 7 est composite (composé) sans avoir
a exhiber de diviseur. En supposant que n est impair, on calcule par exemple 2" mod n. Si
2" # 2 (mod n), alors n n’est pas premier. Sinon, le test n’est pas concluant.

sExemple 6.5 n=27=16+8+2+1=2%+23 421420

20 =1y
2! =20
2°=4
= *27]

24 =42= 1627
28 =16% =137

216 =132 = T127]

Donc, 227 = 216¥8+2+1 = 516 , 98 % 22 x 21 =7 x 13 x 4 x 2 = 2627] et 27 n’est pas premier. .

6.7 Théoreme des nombres chinois

Théoréme 6.7.1 Soient n, m = 2 tel que n A m = 1, alors on a un isomorphisme entre Z/nmZ
etZ/InZx7Z/mZ.

p) Une conséquence estla multiplicité de ¢. On a en effet

(nAm=1)= @nm) =pn)eim).

6.8 Exercices

Exercice 6.1 ATlaide del’algorithme d’Euclide, déterminez 'inverse de :
1) 11 modulo 100,

2) 10 modulo 13,

3) 101 modulo 1000,

4) 110 modulo 1000 (piége ?)

Exercice 6.2 1) Déterminez la liste des éléments de (Z/202)*.

2) Déterminez la liste des éléments de (Z/257)*.

3) Quels sont les diviseurs de zéro dans (Z/257) 2

4) Montrez que 2 est d’ordre 20 dans ((Z/2527)*, x).

5) Le groupe ((Z/257), +) est-il cyclique ? Si oui, déduire des questions précédentes la liste de
ses générateurs.
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6) Le groupe ((Z/257)*, x) est-il cyclique ? Si oui, déduire des questions précédentes la liste
de ses générateurs.
7) Montrez que ’on peut définir un logarithme discret, plus précisémment une application
notéelog, :

log,:(Z2/252)" — {keN:0<k=<19},

telle que 2'°82® = Xmod 25, et donnez quelques une de ses valeurs.
8) Y-a-t-il une relation, et si oui, laquelle, entre log, (x) etlog, (x~1) 2 En déduire une valeur de
log, que vous n’aviez pas précédemment.

Exercice 6.3 1) Déterminez I’ordre du groupe ((Z/100Z)*, x) (On ne demande pas de les
compter individuellement!).

2) Dans un groupe cyclique d’ordre 40, combien y-a-t-il d’éléments d’ordre 2 ?

3) Calculez les ordres de 49 et 99 dans ((Z/1002)*, x). Le groupe ((Z/1002)*, x) est-il cy-
clique?

Exercice 6.4 Soit p un nombre premier, tel qu'il existe un entier k = 1 tel que p =2 +1. Un
tel nombre premier est dit de Fermat, et les seuls connus sont p = 3,5,17,257,65537. Le but de
I'exercice est de démontrer que pour un tel nombre premier de Fermat, k est nécessairement
une puissance de 2, c’est a dire qu’en fait p = 22" + 1 pour un certain 7 = 0.

Nos hypotheses sont donc : Soit k = 1 un nombre entier, tel que p = 2% + 1 est premier.
1) Montrez que I'ordre de 2 dansle groupe multiplicatif G = (Z/pZ)™ est nécessairement > k.
2) Montrez que I'ordre de 2 divise 2k.
3) Déduisez-en que 2 est d’ordre 2k.
4) Quel est le cardinal de G ? Déduisez-en que k est une puissance de 2.



7.1

Le lecteur est sans doute familier avec les polyndémes réels R[x] ou complexes C[X]. Nous
redéfinissons ici la notion de polynéme, pour pouvoir considérer des polynémes a coeffcients
dans un anneau commutatif unitaire arbitraire, par exemple Z/4Z[X].

Construction

Soit A un anneau commutatif unitaire, AN désigne I’ensemble des suites de A presques
nulles : AN = {(a,,) =0 tqIN €N, Vn = N, a, = 0}.
On munit cet ensemble des deux LCI suivantes :

AN AN AN
+ ,
@)n,(bp)n — (ap)n+ bp)p=(an+bp)n

et
AN AN AN

(@awn, (bp)p — (an)n(bn)n:(‘goaibn—i) ’

On note 0 = (0,0,...),1=(1,0,0,...), etenfin X = (0,1,0,0,...).

On note A[X] la structure (AN, +, x).

Lemme 7.1.1 Tout polyndéme p de A[X] a une écriture unique (a,), = Y. a,X".
neN

En particulier, deux polynémes sont égaux si et seulement leurs coefficients sont égaux.

Théoreme 7.1.2 A[X] est un anneau commutatif unitaire.

— A[X]
— (a,0,0,..)
qui permet d’identifier A a un sous-anneau de A[X].

Proposition 7.1.3 Lapplication est un morphisme d’anneau injectif
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R) Les polynomes ne sont pas des fonctions. Illustrons par un exemple : Lensemble des
fonctions de Z/3Z dans lui-méme est % (Z/32,7/3Z) = (2/32)%/3%), qui a pour cardinal
27. Lensemble des polyndmes Z/3Z[X] est quand a lui infini (il contient par exemple les
polynémes distincts 1, X, X2, X3,..).
On sait que Vx € Z/3Z, x* = x. Donc la fonction polynoémiale X* coincide avec la fonction
polynomiale X, et pourtant il s’agit de deux polynémes différents.

7.2 Propriété universelle

La manipulation de base que I'on peut faire avec un polynéme est de remplacer la variable
X par une valeur : on peut évaluer un polynéme en un point. En termes théoriques, ceci donne
lieu a un morphisme d’anneaux. Le théoréme suivant dit méme qu’en un certain sens, c’est la
seule opération possible.

Théoreme 7.2.1 Soit A et B deux anneaux commutatifs unitaires et ¢ : A — B un morphisme
d’anneau. Soit § € B. Il existe un unique morphisme d’anneaux eg : A[X] — B tel que

(T
eﬁ‘A_(p
e“g(X)=/5

Le morphisme eﬁ est appelé morphisme d’évaluation en f3 selon ¢. Réciproquement, tout
morphisme d’anneaux de A[X] dans B est un morphisme d’évaluation pour un certain £ et
un certain ¢.

Dans beaucoup de cas, on a A = B et ¢ = id,, mais ce n'est pas le seul cas intéressant.
Quelques exemples en vrac :

= Exemple 7.1
* 1 C—C, ey: CIX]—C[X]
e w:Z—7ZInZ, ey : Z[X]— ZInZ[X]

| RIXI —  RIX]
X41/p s P(X+1)
. gid|RX] — C

i

p — P(i)

Démonstration.
UNICITE: Soit ® un tel morphisme, soit P € A[X]ouP(X) = Y a,X".®(P)= Y ®(a,)®X)"=

neN neN

Y ¢(a,)B" ne dépend pas de .
neN

EXISTENCE : Soit P= Y, a,X" € A[X], posons eg(P) = ¢(ay)B". Vérifions qu’il s’agisse
neN n
d’'un morphisme d’anneau :

* ef(lap) = 9(1a)p° = 15
e Stabilité par somme :

eg(P)= Y plan+Dby)p"

neN
=) Ppla)p"+ ) pby)p"
neN neN

- eg(P) n eﬁ(Q).
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e Stabilité par produit :

ey (PQ) =€ (Z > akbn_an)

neN k=0

=) (Z ¢>(ak)</)(bn_k)) p"

neN \ k=0
= (Z ¢(an)ﬁ”) ( > ¢(bn)ﬁ”)
neN neN

= € (P)e}(Q).

7.3 Degré
Définition 7.3.1 Si P =Y a, X" € A[X], on définit deg(P) € NU {—oo} par
n

deg(P) =supin : a, # 0},

ol deg(0) = —oo par convention.
Le coefficient dominant de P # 0 est Adeg(p) OU (ap)p sont les coefficients de P.

Proposition 7.3.1 Soient P,Q € A[X], alors
1. deg(P+ Q) <max(deg(P),deg(Q)) avec égalité si deg(P) # deg(Q).
2. Si Aestintegre, deg(PQ) = deg(P) + deg(Q). Dans tous les cas, deg(PQ) < deg(P) +
deg(Q).

Démonstration. Soient P,Q deux polyndémes. Si P ou Q est nul, ces propriétés sont faciles. On

d d
suppose donc P #0, Q #0.Notons P = }, arXFotta; #0etQ= Y bpX* ot ay #0.
k=0 k=0

1. OnaP+Q= Y (ap+by) X" ot ay+b,=0sin>max(d,d).D'otudeg(P+Q)<max(deg(P),deg(Q)).
neN
Pour le cas d’égalité, sid > d’, ag+ by = ag #0,donc deg(P+ Q) =d.Demémesid < d'.

2. Montrons d’abord 'inégalité générale. On a
n
PQ= Z Z akbn_k X",
neN \ k=0

Soitn > deg(P)+deg(Q), etsoit k € [0, n],ona n = k+(n—k). Nécessairement, k > deg(P)
oun—-k>deg(Q). Donc arb,,_; =0. Donc deg(PQ) < deg(P)+deg(Q).
Si A estintegre, calculons le coefficient de degré d + d’ de PQ:

d+d’ d-1 d+d’

Y aiby_k=)_ axby_k+agbay+ Y. arbp_k
k=0 k=0 k=d+1
d-1 d+d'
= Z ak0+adbdr + Z Obn_k
k=0 k=d+1
= adbd/.

Comme A estintegreet ag Z0et by #0, agby # 0.
Donc deg(PQ) =deg(P) +deg(Q).
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I Corollaire 7.3.2 A[X] est intégre si et seulement si A est integre.

Démonstration.
J Si A[X] est intégre, A est un sous-anneau de A[X], donc A est intégre.
o Si A estintégre, soient B, Q € A[X] tel que PQ =0. Or
deg(PQ) =—-oco < deg(P)+deg(Q)=—o0
< deg(P)=-ocooudeg(Q) =—-o0
& P=00uQ=0

7.4 Division de polynomes

Théoreme 7.4.1 Soient A un anneau commutatif unitaire, P € A[X] et Q € A[X] — {0}. On
suppose le coefficient dominant de Q inversible dans A. Alors, il existe (D, R) € A[X]? tels que

A=DQ+R,

etdeg(R) <deg(Q). De plus, si A estintegre, D et R sont uniques.

Démonstration.
EXISTENCE :
* 1°" cas: deg(Q) = 0. Dans ce cas, Q est une constante inversible. Alors, 3 Q' € A[X] tel
que QQ' =1.
En prenant D =PQ' et R=0,onabien P=PQ'Q+R=Px1+0etdeg(R) <deg(Q).
e 2°™¢ cas:deg(Q) = 1. Dans ce cas, on procede par récurrence sur le degré de P.
— Initialisation : deg(P) < deg(Q)
Onprend D=0etR=P.Onabien P=DQ+R=0xQ+ P avecdeg(R) <deg(Q).
— Heérédité : Supposons qu’on sache diviser euclidiennement par Q tout polynéme de
degré < n. Soit P de degré n+1 tel que deg(P) = deg(Q) = d. Notons
n+1l d

pP= aiXi avec d,+1 70, Q= Z biXi avec b, # 0.
i=0 i=0

n+1 . d .
Soit a l'inverse de by, P — aps1aQX"™ 174 =Y q; X! = ¥ ap.ab; X"+1-d+i
i=0 =0

Le coefficient de degré n + 1 de ce polyndme est a;+1 — lbdanHa =0.Donc, deg(P —
Ani1aQX"1-4) < p.

Comme on sait diviser ce polynome par Q par hypothese de récurrence, il existe
D,Re A[X] tel que deg(R) < deg(Q) et

P-anaQX""'"*=DQ+R,
D’ou
P=D+anp1aX" """ HQ+R.

UNICITE: On suppose que A est integre. Soient (D, R) et (D', R") deux couples de polynomes

tel que
DQ+R=P=D'Q+R

deg(R) < deg(Q)
deg(R) < deg(Q)
Alors :
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e (D-D"Q+([R-R)=0donc(D-D")Q=R'-R.
degl(D-D")Ql=deg(R' —R)
deg(D-D")+deg(Q)=deg(R' —R) < deg(Q)
deg(D-D")<0
D-D' =0
D=D'.
e Par conséquent, (D—D")Q+(R-R)=R-R' =0douR=R'.
]

7.5 Anneaux euclidiens

Définition 7.5.1 Un anneau est dit euclidien si A est un anneau intégre et qu'il existe une

application v: A— {0} — N appelé stathme tel que pour tout (a, b) € A? avec b # 0, il existe
(q,r) € A2 telsque a= gb+r ottr =0ouv(r) <v(b).

= Exemple 7.2

* (ZI-D.
¢ Si K estun corps, (K[X],deg) est euclidien.
e Avec N 211l —> N

z=a+ib — N@=|z2=a®+1*"’ (Z[i], N) est euclidien.
[ |
Lemme 7.5.1 (Z[i], N =|-|?) est euclidien.

Démonstration. Soient (z,z') € Z[i]? tel que z’ # 0. Alors

Jac€ Ztel que |a—Re(§)

1
2
dbeZtel que |b—1m(§)| 5%

Onposeg=a+ibetr=z—qz.
r? =1z-q2'*
2
=12'1?|% - (a+ ib)|
z
2 Z\12 Z\12
=1z'| (|a—Re(;)| +|b—1m(z)’)
17?2
<D
2

Donc |r|? < |Z/|2.

Théoreme 7.5.2 Les anneaux euclidiens sont principaux.

Démonstration. Soient A un anneau euclidien de stathme v: A— {0} — N et I un idéal de A.
e 1°" cas: I ={0}. Alors I est engendré par 0, I est bien un idéal principal.

e 2¢M€ cas; [ # {0}. Lensemble non vide v(I — {0}) € N est minoré. Notons »n son plus petit
élément, et choisissons x € I;0} tel que v(x) = n. Montrons que (x) = I.
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- [c]Onaxel, donc (x)c 1.

- Soit y € I, par division euclidienne, il existe (d,r) € A tel que y = dx +r et de
plus v(r) <v(x)sir #0.
Orr=y—-dxel.Sir#0,relavecv(r) <v(x), ce qui est impossible puisque
v(x) = ag}i_r{lo}v(a). Doncr=0etye(x).

7.6 Exercices

Exercice 7.1 Montrez que si A est un anneau commutatif, et a € A, alors A[X]/(X — a) est
isomorphe a A.

I Exercice 7.2 Montrez que Z[X]/(2, X) estisomorphe a Z/27.

I Exercice 7.3 Montrez que C[X]/(X? —2) n'est pas inteégre, en explicitant un diviseur de zéro.

Exercice 7.4 Soitn=1.
1) Décomposer le polynome X" — 1 en produit de facteurs irréductibles dans C[X].
2) On pose

2imk
0,(X)= ] (X—exp(—))EC[X],
ke(Z/n2)* n

appelé n-ieme polynome cyclotomique. Quel est le degré de @, ? Montrez que

[[PaX)=X"-1.
din

3) Explicitez @, pour n < 7.
4) Montrez par récurrence que @, est en fait un polynéme a coefficients entiers (indication :
division euclidienne).

Exercice 7.5 1) Montrez que
Z[ivV2] = {x+yiv2: (x,y) € 7%,

est un anneau, et qu’il est integre.
2) Montrez que Z[iv/2] est isomorphe a Z[X]/(X? +2).
3) Montrez que I'anneau Z[i V2] est euclidien pour le stathme N(z) = |z|2.

Exercice 7.6 Soit d > 1 un entier sans facteurs carrés. On pose

ZIVd] = {x+y\/3 . X,y €72,

1) Montrez que Z[v/d] est un anneau commutatif unitaire, et qu’il est integre.
2) Montrez que I'écriture x + yv/d est unique.
3) Montrez que I'application o : x + yv/d — x — yv/d est un automorphisme d’anneau.
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4) Montrez que I’ensemble des inversibles est I'ensemble des a tels que
lo(@)al =1.

Donnez un exemple d’inversible d’ordre infini pour d = 2.

5) Montrez que si d # d’, tous deux des nombres entiers sans facteurs carrés, il n’existe pas
de morphisme d’anneau de Z[v/d] dans Z[Vd']. (Indication : considérer 'image de V/d et
I’équation polynomiale qu’elle vérifie).

Exercice 7.7 Polynomes a coefficients entiers. Si P € Z[ X] —{0} est un polynome a coefficients
entiers, P = ZZ:O aka, on pose

c(P)=pgcdl(ay,..., ag),

le pgcd de ses coefficients (que 'on choisit > 0). Lentier c¢(P) est appelé contenu de P. On dit
que P est primitifsi P #0 et c(P) = 1.
1) Montrez que pour tout P # 0, il existe un polynome Py primitif, tel que

P =c(P)P,.

2) Réciproquement, montrez que si P = dQ pour d € Z— {0} et B, Q € Z[X] — {0} et Q primitif,
alors c(P) =d.
3) Soient Py,Qp deux polyndmes primitifs. Soit p est un nombre premier,

pp:ZIX]— (ZIpD)[X],

le morphisme de réduction des coefficients modulo p qui envoie X sur X, montrez que
@p(Po) #0etp,(Qo) #0.

4) Toujours sous les mémes hypotheses, montrez que p ne divise pas c(PyQp).

5) En déduire que c(PyQop) = 1, c’est a dire que le produit de deux polynémes primitifs est
primitif.

6) Déduire de ce qui précede le résultat suivant (dt a Gauld) : si P, Q sont deux polynémes a
coefficients entiers, alors

c(PQ) = c(P)c(Q).






8.1

Divisibilité, éléments associés
I Définition 8.1.1 Dans un anneau intégre A, on dit que a divise b, noté a|b si Ic tel que b = ac.
De facon équivalente, a|b < (b) c (a).

Lemme 8.1.1 albet blc= alc.

Démonstration.

On a alb donc il existe a’ € A tel que b = ad’,et de méme il existe b’ € A tel que ¢ = bb'. Donc,
11,/

c=aa'b. |

Définition 8.1.2 Dans un anneau intégre A, On dit que a et b sont deux éléments sont asso-
ciés (sous-entendu, modulo A*) sil'une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :
1. albetbla,
2. (a)=(b),
3. Il existe ue A™ tel que a = bu.

Démonstration. (que les conditions sont équivalentes)

e 1) 2)|Onalalbet bla)  ((b) < (a) et (a) < (b)) < (a) = (b).

e |2)=>3)|ac (b) et be (a), donc il existe (c,d) € A> tel que a = bc et b= da. Donc a = adc
d'oua(l-dc)=0.

- Sia=0,b=0etu=1fonctionne.
- Sia #0, alors par intégrité (1 —dc) =0, donc 1 = dc. d et c sont alors inversibles, et
a=buavec u=c.
o Alors, a € (b), donc (a) c (b)
Comme u inversible, notons u’ son inverse et au’ = b. Donc b € (a) et (b) < (a).
D’ou I'égalité (a) = (b).
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Corollaire 8.1.2 Larelation "a est associé a b", que I'on note a ~ b si a et b sont associés, est
une relation d’équivalence.

Idéaux premiers
Définition 8.2.1 Un idéal I d'un anneau A est dit premier si c’est un idéal propre (I # A) et
que V(x,y) € A%,
xyel=>(xelouyel).

Cette propriété d'un idéal se traduit comme une propriété du quotient.

Proposition 8.2.1 On a équivalence entre
1. I estun idéal premier,
2. L'anneau quotient A/I est integre.

Démonstration. La propriété V(x,y) € A%, xy € I = x € I ou y € I se traduit par V(%,) € (A/I)?,
Xy =0=X=0o0uy=0.Comme A/I n'est pas 'anneau nul si est seulement si I est propre, c’est
bien équivalent au fait que A/I soit integre. |

s Exemple 8.1
* Dans un anneau intégre, {0} est un idéal premier.
* pZ ou p est premier est un idéal premier de 'anneau Z.
¢ Si K estun corps, Va € K, (X — a) est un idéal premier dans K[X].

Lemme 8.2.2 Soit K un corps et a € K. Alors, pour tout P € K[X],
Pa)=0e Pe(X—a)e (X-a)lP.

Démonstration.
o En divisant P par X — a, on obtient P =D(X —a) + Roudeg(R) <deg(X—-a)=1,R
est donc une constante que I'on va chercher.
En évaluant P en a, on obtient Q(a)(a—a) + R(a) = R(a) =0. Donc R=0et P = D(X — a).
s [<]Si(X-a)|P,P=D(X-a)etP(a)=Q(a)(a—a)=0.
]

Idéaux maximaux
Définition 8.3.1 Unidéal I d’'un anneau A est dit maximal si il est propre et si pour tout idéal
Jde Atelque Ic Jc A,alors J=1ou J = A.

Lemme 8.3.1 Soit I et J deuxidéaux d'un anneau A, alors 'ensemble I + J défini par
I+J={i+j:iel,je]}

est un idéal de A.

De méme que la notion d’idéal premier, cette notion peut se traduire par une propriété de
I’anneau quotient.

Proposition 8.3.2 On a équivalence entre
1. I estun idéal maximal,
2. A/l estun corps.
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Démonstration.

o Supposons que I soit un idéal maximal. Soit x € (A/I)* ('ensemble des éléments
non nuls), et x un représentant de x. On cherche a montrer que X est inversible. Posons
J = (x)+1, qui est un idéal tel que I ¢ J € A. Comme x € (A/D*, x ¢ I donc J # I. Par
maximalité, J = A.
Doncle ], cestadirel=ax+boubel, ac A Donc1=ax, X est ainsi inversible.
De plus, comme I est propre, I # A et donc A/I n'est pas 'anneau nul.

. Supposons que A/ est un corps. Comme un corps n'est pas 'anneau nul, I # A et
donc I est propre.
Soit Junidéal tel que I c J c A.

- 1%"cas: I=].
— 2¢me cas: [ # J,donc Ix € J/1, c’est-a-dire X # 0 dans A/I.
Comme A est un corps, 3y € A/I tel que 1 = Xy, ce qui revient a 1 = xy + b, donc a
1€ J. Par conséquent, J = A.
]

= Exemple 8.2
e pZ avec p premier est maximal.
* Soit K un corps et a € K. (X — a) est maximal dans K[X].

I Corollaire 8.3.3 Les idéaux maximaux sont premiers.

Démonstration. Si I est maximal, A/I estun corps, donc A/I estintegre. I est donc premier. W

Laréciproque peut étre fausse : 'idéal (X) < Z[X] est premier, mais pas maximal. Cependant,
dans les anneaux principaux, elle est vraie.

Théoreme 8.3.4 Soit A un anneau principal, alors un idéal I # {0} est premier si et seulement
si il est maximal.

Démonstration.
. C’est le corollaire précédent.
. Soit ¥ ¢ A un idéal premier de 'anneau principal A. Comme A est principal, 3p € A
tel que (p) =*B. On veut montrer que P est maximal.

Soit I un idéal tel que 3 c I c A. Toujours par principalité de A, il existe 3i € I tel que
i) =1

Comme p € [, il existe a € A tel que p = ia. Puisque ‘B est premier, i € )3 ou a € 3. Consi-
dérons ces deux cas.

- , alors (i) <3, donc I =3 par double inclusion.

- , alors il existe be Atel que a = bp. Donc p =ia=ibp, soit p(1-ib) =0.
Comme p#0car’ #{0},1-ib=0etib=1.Donc i estinversible, et I = A.
]

8.4 Plus petit commun multiple
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Définition 8.4.1 Soit A est un anneau, (ay,...,a,) € (A*)". On dit que m est un plus petit
commun multiple (ppcm) de a,,...,a, si:

1. m#0

2. Vie{l,..,n}, ailm

3. Si x est un autre multiple commun de ay, ..., a,, alors m|x
Onnotem~a, V...V ay.

p) Ils’agitbien d’"un" ppcm, il n’est pas forcément unique. A priori, il pourrait ne pas en
exister.

Proposition 8.4.1 Soit A un anneau principal et (ay, ..., a,) € (A*)". Définissons m € A par
(m)=(a)N...0(ay).

Alors m est un ppcm de ay, ..., a,, et tous les ppcm sont de cette forme.
Les ppcm de ay, ..., a, forment une classe pour la relation d’association.

Démonstration.
. Ver1ﬁons qu'un tel m est un ppcm de al, > Qn
H a; € (m), donc m # 0 puisque H a; # 0, A étant integre.

i=1 i=1
2. Yie{l,..,n}, (m) < (a;), donc a;|m.

3. Soit x un multiple commun de a, ..., a,, alors x € (m) d’ou m|x.
* Soit m’ un autre ppcm, on veut montrer que m ~ m'. Comme Vi € {1,..., n}, a;|m’, m|m'.
De méme, m'|m.
|

I Corollaire 8.4.2 Dans un anneau principal, les ppcm sont associatifs: a; \/ (a2 \V as) = (a1 \V a2) V as.

8.5 Plus grand commun diviseur

Définition 8.5.1 Soit (ay, ..., a,) € (A*)". On dit que d est un plus grand diviseur commun
(pgcd) de ay, ..., ap si:

e Viell,.., n}dla;,

¢ Sid’ estun diviseur commun a ay, ..., a,, alors d’|d.
Onnotedanscecasd ~ a; \...\ ay.

p) Laaussi, le pgcd n'est pas toujours unique. Et il n’existe pas toujours, a priori.

Proposition 8.5.1 Soit A un anneau principal, et (ay, ..., a,) € (A*)". Soit d € A tel que
(d) = (@) +...+ (an).
Alors d est un pged de ay, ..., a;. De plus, tous les pged sont associés.

Démonstration. On procede de la méme maniere qu’avec les ppcm.
1. Vie{l,..,n}, a; € (d),donc d|a;
2. Soit d’ un diviseur commun, alors d’ € (a;) Vi €1{1,...,n}. Donc (d) c (d") et d'|d
De plus, les pged sont de cette forme et sont associés (modulo A™). |
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= Exemple 8.3 Dans Z/3Z[X], X +2A X =2et X +2AX =1

X+2=22X+1)
X=22X)

et
X+2=1(X+2)
X=1(X)

8.6 Algorithme d’Euclide

Dans un anneau euclidien A de stathme v, on peut calculer un pgcd de 2 élément par
divisions successives, "le" pgcd étant le dernier reste non nul.
Tout repose sur le lemme suivant :

Lemme 8.6.1 Dansl’anneau euclidien A,sia=gb+c,alorsanb~bAc.
Pour trouver un pgcd de a et b, on pose donc ag = a, a; = b, puis par récurrence, on divise
a; par a1 :
a;i =(qiai+1+ aijy2.
avec v(a;ii2) <v(aiy1), oubien a;,» = 0. Comme v(a;) est une suite strictement d’entiers décrois-
sante, on tombe sur un reste nul apres un nombre fini d’étapes. D’apres le lemme précédent, on

aa;ANajy1 ~ aj+1 N ajs2. Lors de la derniere division, le reste est nul et donc a;,; divise a;, et
donc

aiNaj+1 ~ Ai+1.

8.7 Eléments premier entre eux

I Définition 8.7.1 Dans un anneau principal, on dit que deux éléments a et b sont premiers
entreeuxsia/\ b~ 1.

Théoreme 8.7.1 (de Bézout) Soit A un anneau principal. Alors a A\ b ~ 1 si et seulement si il
existe (u, v) € A? tels que
au+bv=1.

Démonstration.
e [=>]Ona(aAb)=(a)+(b), donc 1€ (a) + (b), donc il existe (u, v) € A% tels que 1 = au+ bv.
e [<]|Siau+bv=1,1€(a/b(eta/b|l. Mais, évidemment, 1|(a A b), donc 1 = a/b.
|

Théoréme 8.7.2 (Lemme de Gauss) Soit A un anneau principal, (a, b, c) € A3.
(1) Si (a/\b ~1) et (a|bc) alors alc.
(2)Si(a\b~1)et (alc) et (blc) alors ab|c.

Démonstration.
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1. Par Bézout, il existe (u, v) € A? tels que au+ bv = 1. Comme albc, il existe d € A tel que
bc=ad.

clau+bv) =c,
cau+cbv =c,
acu+adv =c,

alcu+dv) =c,

et donc alc.
2. Comme a/\b ~ 1, il existe (i, v) € A? tels que au+ bv = 1. Comme alc et b|c, il existe
(d,e) € A’ tel que c = da = eb.
clau+ bv) =c,
acu+bcv=c,
aebu+ bdav = c,

ableu+dv) =c,

et donc ab|c.

I Proposition 8.7.3 Soit A un anneau principal. Si (a Ab~1) et (a/\c ~ 1) alors a/\ bc ~ 1.

Démonstration. Par le théoreme de Bézout, il existe (i, v) € A? tels que au+ bv =1 et il existe
(W', v") € A% tel que au' +cv' =1.
(au+bv)(au' +cv)) =1,
a’uu' + aucv' + bvau' + bevv' =1,

alauu' + ucv' + bau) + be(vv') =1,

etdonca/bc~1. [ ]

Eléments irréductibles
Définition 8.8.1 Dans I’anneau intégre A, soit x € A— (A* U {0}). L'élément x est dit irréduc-
tible si V(y, z) € A2,
(x=yz)=>(x~youx~2z).

De maniére équivalente,
(x=yz)=>(ye A"ouzeA").

Définition 8.8.2 Soit x € A— (A* U{0}). Lélément x est dit premier si V(y,z) € A2,

(x|yz) = (x|y ou x|z2).

I Proposition 8.8.1 Dans un anneau, les éléments premiers sont irréductibles.

Démonstration. Soit x premier. Soient y, z tels que x = yz. On a donc x|yz donc x|y ou x|z. Si x
divise y, on peut écrire y = xt, d’'otl x = xtz. Donc x(1 — tz) = 0. x étant différentde 0, tz =1 et
ainsi ze€ A*.

On traite de méme le cas ou1 x|z. |
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Proposition 8.8.2 L'élément non nul x est premier si et seulement si (x) est un idéal premier,
non réduit a {0}.

Théoréeme 8.8.3 Soit A est un anneau principal, et x € A, alors x est irréductible dans A si et
seulement si il est premier dans A.

Démonstration. [ |

8.9 Décomposition en facteurs premiers

Lemme 8.9.1 (Noethérianité des anneaux principaux) Soit A un anneau principal. Alors, pour
toutes suites d’'idéaux (1) ,eny de A croissante au sens de I'inclusion (I < Iy, 1), elle est ultime-
ment stationnaire (cad constante a partir d'un certain rang).

Démonstration. [ |

Théoreme 8.9.2 (Factorialité des anneaux principaux) Soit A un anneau principal. Tout
élément a non nul et non inversible admet une unique décomposition en facteur irréductible :
il existe k e N et (7y,...,mx) des irréductibles, tels que

a=7my.. .

Si a=m}...m,, est une autre écriture en produit d’irréductibles, alors k = k' et il existe o € %
une permutation telle que pour tout i € {1, .., k},

!
T NT[U(i)'

Démonstration. [ |

8.10 Valuations
Définition 8.10.1 Soit A un anneau integre. S'il vérifie I'existence et I'unicité de la décompo-
sition en produit d’irréductibles, on dit qu’il est factoriel.
On appelle dans ce cas systéme de premiers tout sous-ensemble P de A tel que
* Vp e P, p est premier,
¢ Si x estirréductible, il existe un unique p € P tel que x ~ p.

= Exemple 8.4
e Dans Z, '’ensemble des nombres premiers positifs.
Ou bien I'ensemble {2,-3,5,-7,...}.
e Dans K[X] ol K est un corps, on peut choisir 'ensemble des polynémes irréductibles
unitaires de K[X].
e Dans Z[i], 'ensemble des éléments irréductibles dont la partie réelle est strictement
positive et la partie imaginaire positive ou nulle.

Proposition 8.10.1 Soient A un anneau factoriel et P un systeme de premiers. Alors, pour
tout x € A*, il existe un unique u € A* et une unique famille presque nulle (v, (x)) pep de N

telle que
x=u[] p*r?.
pepP
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I Le nombre v, (x) est appelé valuation p-adique de x.

= Exemple 8.5 60 =22 x3 x5

e 1y(60)=1
o 13(60) =2
® Us (60) =1

* vp(60)=0sip¢1{2,3,5}

Théoréeme 8.10.2 Soient A un anneau principal et P un systeme de premiers, alors pour
toutcouple (a, b) € (A*)?,
1. albe VpeP,vy(a) <vyb)
2. anb~ ] pmin(yn(a)v”p(b))
peP
avb~ Il pmux(v,,(a),vp(b))
peP
3. (anb)(aVv b) ~ ab.

Démonstration.
1. [=]Soit alb, écrivons a=u; [] p» @ etb=u, I] p*»?.
peP peP
Comme a|b, Ic € Atel que b = ac. Ecrivons ¢ = uz [[ p"»©
peP

vpl@+vp(€) parunicité de la décomposition, v, (b) = v, (a)+ v, (c).
p p p p

Donc,b=ac=uu3z [ p
peP

Ainsi, puisque vy (c) =0, vp(a) < vy(b)

[ = |Ecrivons delaméme maniére a=u; [] p”@etb=u, [] p"»?.Notons c = upuy! I] pr?)=v(@,
peP peP peP

Comme vy(b) = vy(a), vy(c) = vy(b) — vp(a) = 0 qui est bien une écriture de c € A*. De

plus,

ac=u H p”’f’(“)uguf1 1_[ p””(c)

pepP pepP

=y H pvp(a)+v,,(b)—v,,(a)
peP

=up [ p* ®)
peP

=b

Donc alb.
2. Montrons que x = [] p™"@p(@.vp(D) est un pged de a et de b
peP

* VpeP,vy(x) =min(vy(a),vy(b) < vy(a), donc x|a
Vp e P, vy(x)=min(vy(a), vy(b) < vy(b), donc x|b
¢ Soit y un diviseur commun de a et de b, alors Vp € P, v, (y) < vp(a) et vy(y) < vp(x).
Donc v, (y) < min(vy(a), vy(b)) = vy(x). Ainsi, y|x
On peut procéder de maniere analogue pour le ppcm.

= Exemple 8.6 Dans R[X], P = (X - 1)?(X +1)(X —2) et Q =3(X + 1)?>(X — 2)%. Donc

PAQ~X+1D(X+2)
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et
PVvQ~(X-1*X+1(X-2)>

Théoréme chinois

Théoréme 8.11.1 Soient A un anneau principal et (a, b) € A? premiers entre eux. Alors, il
existe un isomorphisme canonique d’anneau

Al(ab) — Al(a) x Al (b)
x modab — (x moda,x modb)

d’inverse
Al(a) x Al(b) — Al(ab)

(x,y) — xbv+yau

——il

, ol (u, v) sont des solutions de I’équation de Bézout au + bv = 1.

— Al(a) x Al (b)

— A
Démonstration. Vérifions d’abord que ¢ est bien défini. On pose ¢ p (x moda,x modb)

* o(1)=(1 moda,1 modb)=14/a)xa/b)

* plx+y) =)+ o(y),

* pxy)=pX)p(y).

Donc ¢ est un morphisme d’anneaux, vérifions que Ker (¢) = (ab).

* [D]¢@(ab) = (ab mod a,ab mod b) = (0,0).

Donc ab € Ker () et (ab) c Ker(p)

o Si x € Ker (), alx et blx. Comme aA b~ 1, ab|x, dou x €< ab > et Ker(¢) c (ab).
Ainsi, Ker () = (ab). D’apres le théoréme de factorisation des morphismes, ¢ existe bien. De
plus, il est injectif car Ker (@) = Ker(¢)/(ab) = 0.

Vérifions maintenant qu'il est surjectif et que la formule proposée donne bien son inverse.

Soient (x mod a,y mod b) € A/(a) x Al (b), alors

@(xbv+yau)=(xbv+yau moda,xbv+yau mod b),
=(xbv moda,yau mod b),

=(x moda,y modb).
Ainsi, xbv + yau est bien 'inverse de (x, ) |

= Exemple 8.7 R[X]/(X?-1) = R[X]/(X —1) x R[X]/(X +1). En particulier, R[X]/(X? - 1) nest
pas integre. "

Théoréeme 8.11.2 Soient A un anneau principal et (ay, ..., a,) € A" deux-a-deux premiers
entre eux. Alors, le morphisme canonique 7 : A/ (. In a)— ' IT A/(a;) est un isomor-

phisme d’anneau.

Démonstration. La preuve se fait par récurrence. ]

Exercices
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Exercice 8.1 1) Montrez que 11 est premier dans Z[i], mais que 13 ne I'est pas.
2) Soit 7 un élément irréductible dans Z[i]. Montrez que son conjugué complexe est aussi
irréductible, et qu’ils sont associés si et seulementsim € {+1+ilouneZUiZ.

Exercice 8.2 1) Déterminez les 6 polyn6mes unitaires irréductibles de degré < 2 de Z/3Z[X].
2) Donnez la liste des polynomes irréductibles de degré < 4 de Z/2Z[X].

Exercice 8.3 1) Déterminez le groupe des inversibles de I'anneau Z[i].

2) Calculez un pgcd et un ppcm dans Z[i] de 3 + i et 3 + 4i.

3) Montrez que si a, b sont deux entiers, un pgcd de a, b dans Z est également un pgcd a, b
dans Z[i].

4) Montrez que my = 1 + i est irréductible dans Z[i], et qu’il est associé a son conjugué
complexe.

Exercice 8.4 Soit A=Z[iVv/5] ={a+iV5b, a, b€ Z}. 1) Montrez que A est un anneau integre.
2) On pose N(x) = xx. Montrez que si x € A, N(x) est entier.

3) Montrez que x € Uy si et seulement si N(x) = 1.

4) Décrire le groupe des inversibles A .

5) Montrez, en utilisant la norme, que 3 est irréductible.

6) Montrez, en considérant 2 + iv/5, que I'idéal (3) n’est pas premier.

Exercice 8.5 Onnote F5 = Z/5Z. On considere 'équation d’'inconnues (x, y, z)
(E) : 2x* +2y* = 2%

1) Quelles sont les puissances quatriemes dans 5 ? Montrez que la seule solution dans [F5 de
(E) est (0,0,0).

2) Montrez, en utilisant 1), que dans Z, la seule solution est (x, y, z) = (0,0, 0).

3) On rappelle que Z[i] est isomorphe a Z[X]/ (X2 +1). Construire un morphisme d’anneaux
WV de Z[i] dans Fs.

4) Montrez qu'un tel ¥ est nécessairement surjectif. Montrez que Ker (W) est un idéal princi-
pal engendré par un irréductible d € Z[i].

5) Montrez que (E) a une unique solution dans Z[i], a savoir (0,0, 0).

Exercice 8.6 1) Soit p un nombre premier, différent de 2. Supposons que —1 est un carré
modulo p, c’est a dire qu'il existe X € Z/ pZ avec ¥* = —1. Quel est 'ordre (multiplicatif) de x 2
Montrez qu’alors p est congru a 1 modulo 4.

2) Soit p un nombre premier congru a 1 modulo 4, p =4k + 1. Soit

P=Xx(x*k-1).

Montrez qu’il existe y € Z/ pZ qui n’est pas racine de P.

3) Méme hypotheses que la question précédente. Que vaut ?4]“ ? Déterminez |’ordre (multi-
plicatif) de 72k .

4) Montrez que si p est congru a 1 modulo 4, ou si p = 2, alors —1 est un carré modulo p.

5) Résumez sous forme de théoreme le résultat obtenu dans cet exercice.
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Exercice 8.7 Soit p un nombre premier (positif, de Z) congru a 3 modulo 4.

1) Montrez que p n'est pas la somme de deux carrés d’entiers naturels.

2) Soit 7 € Z[i] un facteur premier de p dans Z[i], montrez que 77 = p ou p?, puis montrez
que nécessairement 7 = p?.

3) En déduire que si p est congru a 3 modulo 4, il reste premier dans Z[i].

Exercice 8.8 Soit p un nombre premier (positif, de Z) congru a 1 modulo 4.

1) Montrez que p divise x> + 1 pour un entier x.

2) Supposons par I’absurde que p soit premier dans Z[i], montrez que p divise x —i ou x + 1,
et en déduire une contradiction.

3) Soit 7 un facteur premier de p dans Z[i], montrez que 77 = p.

4) En déduire que p est somme de deux carrés, et se décompose comme le produit de deux
nombres premiers conjugués de Z[i].

I Exercice 8.9 Résumez sous forme de théoreme les résultats des trois exercices précédents.






9.1 Zéros de polynébmes

Théoreme 9.1.1 Soient A un anneau intégre et P € A[X]* de degré n. Alors P a au plus n
Zéros.

Démonstration. On procede par récurrence sur le degré n.
e Sin=0, P est une constante non nulle. Donc P n'a aucun zéros (ou 0 zéro).
* On suppose que tous polynéme de degré au plus n, prenons P un polyndme de degré au
plus n + 1 et notons Z(P) 'ensemble des zéros de P.
- Si Z(P)=9,0< n+1, donc c’est vérifié.
- Sinon, on peut choisir un a € Z(P). Comme X — a est unitaire, on peut réaliser la
division euclidienne de P par X —a. Donc: P = Q(X — a) + R avec deg(R) < 1. Donc,
R est une constante.
Or, P(a) = 0 par hypothese, donc Q(a)(a— a) + R(a) = R(a) = 0. Ainsi, R =0 et
P=Q(X—-a).Et,comme deg(P)=n+1,deg(Q)=deg(P)—deg(X—a) = n.

Les racines de P sont alors les racines de Q et a. Comme Q a au plus n racines, P a
au plus n + 1 racines.
|

9.2 Anneaux quotients de K[X]

Soit K un corps.

Proposition 9.2.1 Soit P € K[X] de degré d = 1. Alors, E = K[X]/(P) est un K-espace vectoriel

.....

Ainsi, tout élément de E a un unique représentant de degré au plus d — 1

Démonstration.
* (E,+) estun groupe additif.
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xE —

¢ Le produit externe K E
P k,Q — kQ

- 1xQ=Q

est bien distributif par rapport a I'addition.

.....

* Famille Génératrice : Soit Q € E et Q un de ses représentants. En réalisant la division
euclidienne de Q par P: Q= DP+ R avec deg(R) < deg(P). Ainsi, Q=DP+R=R.
— _ d-1 .
Dong, pour toute classe Q de E, on peut I'écrire sous la forme Q= Y, a; X’
i=0

d-1 )
¢ Famille Libre : Soit (ay, ...,az_1) € K tel que Y a;X'=0.
i=0
d-1 . _
Doncg, le polyndme Q = Y. a; X' représente la classe 0, d’oi1 P|Q. mais, comme deg(Q) <
i=0
deg(P),Q=0etap=..=a4-1=0

= Exemple 9.1
e C=R[X]/(X?+1) est un R-espace vectoriel de dimension 2 ol1 i = X
* EnnotantF, = Z/pZ lorsque p est premier, E = F7[X]/ (X? +1) est un F7-espace vectoriel
de dimension 2. Donc |E| = |F7|?> = 49

Théoreme 9.2.2 Soient P € K[X] de degré au moins 1 et E = K[X]/(P). Alors, on a équivalence
entre :

1. P estirréductible dans K[X].

2. E estintegre.

3. E estun corps.

Démonstration. Si P est irréductible, comme K[X] est principal, P est premier et (P)
est un idéal premier. Comme les idéaux premiers sont maximaux dans un anneau principal,
K[X]/(P) est un corps.

Les corps sont des anneaux integres.

Si K[X]/(P) est intégre, alors I'idéal (P) est premier, donc P est premier, donc irréduc-
tible. u

Critére d’irréductibilité
Proposition 9.3.1 Soit K un corps.
1. Les polynémes de degré 1 dans K[X] sont irréductibles.

2. Un polynome de degré 2 ou 3 est irréductible si et seulement s’il n’a pas de racine dans
K.

Démonstration.
1. Si P estde degré 1, en écrivant P = UV, soit U est de degré 0 soit V est de degré 0. Dans
les deux cas, U ou V est une constante non nulle, donc inversible.
2. Si P est de degré 2 ou 3 avec P = UV et sans racine, soit U ou V est une constante,
donc inversible, soit U ou V est un polyndme de degré 1. En écrivant U = aX + b, U aune
racine qui est _7"’. Donc P a une racine, ce qui est absurde.

Par contra-posée : Si P a une racine, il n'est pas irréductible.
Si P auneracine, noté ¢, X —a|Pet P = (X —a)Q avec deg(Q) =deg(P)—1=1.Donc Q
n’est pas inversible, comme X — a, P n’est pas inversible.
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p) Attention! Cest totalement faux pour les polynomes de degré supérieur ou égal a4 : X*+1
est sans racine mais réductible dans R[X].

d X
Définition 9.3.1 Soit P € Z[X]. On dit que P est primitifsi P#Z0et P= Y a; X" avecay #0
i=0

et pged(ay,...,ag) = 1.

= Exemple 9.2 6X? +4X +9 est primitif alors que 6 X2 +4X + 8 ne I'est pas. .

Lemme 9.3.2 P e Z[X] estirréductible dans Z[X] si et seulement si il est irréductible dans Q[X]
et primitif.

Théoréeme 9.3.3 — Critére de réduction. Soit P € Z[X] non nul et p un nombre premier.
Supposons
1. P est primitif
2. Avec: Z[X] — Z/pZ[X] la projection canonique, 7 (P) est irréductible dans Z/pZ[X]
3. deg(n(P)) =deg(P)
Alors P est irréductible.

Démonstration. [ |

Théoreme 9.3.4 — Critére d’Eisenstein, admis. Soit p > 2 premier et P un polynéme non
d .
nul de Z[X] s’écrivant P = Y a; X' ol a, # 0, en supposant
i=0

. P primitif
. Vie{0,...,.d -1}, pla;
. pfaq

4. p*fao
Alors P estirréductible dans Z[X] et Q[X]

W N -

= Exemple 9.3 2X° +5X? + 25X + 10 est irréductible dans Q[X] .

9.4 Corps algébriquement clos

Définition 9.4.1 On dit qu'un corps K est algébriquement clos s'il satisfait 'une des propriétés
équivalentes suivantes :
1. Tout polyndme de K[X] a une racine dans K.

2. Lesirréductibles de K[X] sont de degré 1.
deg(P)
3. Tout polynome non nul de K[X] admet une écriturea [] (X—x;)ouae K" etx; € K.
i=1
(Un tel polyndme est dit scindé sur K).

Démonstration. [ |

Théoreme 9.4.1 — d’Alembert-Gauss, admis. Le coprs C des nombres complexes est algé-
briquement clos.
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Corollaire 9.4.2 Les polyndmes irréductibles de R[X] sont les polynomes de degré 1 et les
polyndémes de degré 2 ayant un déterminant négatif (ayant des racines non réelles).

deg(P)

Démonstration. Soit P € R[X] irréductible. Décomposons-ledansC: P=a [] (X—x;)aveca

i=1

non nul. Comme « est le coefficient dominant de P, a € R.

— deg(P) _
On peut remarquer que P=a [] (X —X;) etque P = P puisque P € R[X]. Donc les racines
i=0

de P sont stables par conjugaison.

* x1 €R, donc X — x;|P. Par irréductibilité, P ~ X — x;, donc deg(P) =1
* x; ¢ R, donc (X—x;1)(X—x1)|P. On sait que (X —x;)(X—x1) € R[X], donc, par irréductibilité,
P~ (X—-x1)(X—%1) ot (X —x1)(X —X1) aun discriminant négatif.
|

9.5 Exercices

Exercice 9.1 (Application des criteres d’irréductibilité)

1) Montrez que le polyndme X3 —7X?+14X + 10 est irréductible dans Q[X] (Indication :
p=7.

2) Montrez que le polynome X’ —14X% +4X® + 64X + 6 est irréductible dans Q[X].

Exercice 9.2 Montrez que Z/3Z[X]/(X*+ X +2) est un corps fini, et qu’il a 81 éléments.

Exercice 9.3 Soient ky = (Z/5Z[X1)/ (X% + X +2) et ko = (Z/5Z[X])/ (X? +2).

1) Montrez que k; et k» sont des corps.

2)On note «a la classe de X dans k; et §1a classe de X dans ky. Posons fi(a) = a et f>(a) = a si
a€Z/5Z, et fi(a) = 5, fr(a) =2B+2, fi, > se prolongent-ils en morphismes de corps de k;
dans k; ? Sont-ce des isomorphismes ?

Exercice 9.4 Soit Q un polyndme de degré = 1 a coefficients entiers relatifs.

1) On suppose que Q(0) = 1. Montrez par I'absurde qu’il existe une infinité de nombres
premiers intervenants dans la décomposition en facteurs premiers des nombres de Q(Z).
2) On ne suppose plus que Q(0) = 1. Montrez que le résultat persiste en se ramenant au cas
précédent.

Exercice 9.5 Progression arithmétique faible. On rappelle que @, est le n-ieme polynéme
cyclotomique.

1) Soit P, = [14<, ®4. Montrez que P, et ®, sont premiers dans C[X], puis dans Q[X].

2) Montrez qu'’il existe A, B dans Z[X] et m € Z —{0} avec

m= AP, + B®,,.

3) Soit x un entier, et p un diviseur premier de ®, (x) qui ne divise pas m (on suppose qu’il
en existe). Montrez que p ne divise pas P, (x).

4) Rappelez que vaut P, ®,. Montrez, en utilisant cette équation, que x est d’ordre n dans
Z/pz)*.
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5) Montrez que p est congru a 1 modulo n.
6) Conclure, en utilisant I’exercice précédent, qu'’il existe une infinité de nombres premiers
congrus a 1 modulo n.
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