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RESUME. We generalize some known results about the Lagrange and Markoff
spectra to their analogs on imaginary quadratic fields. This is done by
analysing asymptotic orbits on negatively curved manifold, and the use of
a geometrical equivalence between diophantine approximation problems and
orbits on Bianchi orbifolds.

Nous étendons des théoremes sur le spectre de Markoff et de La-
grange connus dans le cas rationnel au cas analogues imaginaires
quadratiques. Pour ce faire, nous nous ramenons a un probleme de
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1. INTRODUCTION

Soit K un corps imaginaire quadratique, Ok son anneau d’entiers, et Ck son
groupe de classes d’idéaux (voir [BC66]). Pour (z,y) € K* — {(0,0)}, on note
(x,y) l'idéal fractionnaire engendré par z,y, et si I est un idéal fractionnaire, [I]
désignera sa classe dans Ck. On fixe P une partie non vide de Ck. Ce papier
est une contribution a I’étude de I’'approximation des nombres complexes par des
fractions p/q avec (p,q) € O% et [(p,q)] € P. Pour z € C, on note

. 2
) = ot e (0112~ p/al).
On appelera spectre de Lagrange 'ensemble Lp des vp(z) pour z € C — K. Soit
Q I'ensemble des formes quadratiques binaires non dégénérées a coefficients com-
plexes. Pour ¢ € Q,
q(z,y) = ax® + bay + cy?,
de discriminant A(q) = b* — 4ac, on note

up(q) = inf M
(zy)€0z—{(0.0} [z m)eP \/|A(q)]

On appelera spectre de Markoff ’ensemble Mp des pp(q) pour ¢ € Q. Lorsque
K = @, il est bien connu que pour les spectres de Lagrange et Markoff classiques
L et M, ona MN|1/3;+o00] = LN]1/3; +o0[ est discret dans |1/3; +oo[ (Markoff,
1879), que L est I'adhérence des v(z) pour z irrationnel quadratique (Cusick,
1975), M est I'adhérence des p(q) pour ¢ € Q dont les droites isotropes ont des
pentes irrationnelles quadratiques, et que L C M (Tornheim, 1955; Freiman,
1968), voir par exemple [CF89].

Théoreme 1. Soit Ey l'ensemble des éléments de C — K quadratiques sur K, et
Qo l’ensemble des éléments de Q de la forme q(x,y) = (x — a1y)(x — aoy) avec
ay, ag vérifiant chacun o; € Ey, ou o; € K et [(ay,1)] ¢ P, alors

(1) i
Mp = {u(q)lg € o},

(2)
LP = {V(Z)|Z S EQ}

En particulier, ces spectres sont fermés. Les preuves dans le cas rationnel
utilisent le développement en fractions continues [CF89], qui ne se généralise
pas a tous les corps quadratiques imaginaires (voir toutefois [Sc75]). On utilise
et on développe en section 3 et 4 la relation bien connue entre I'approximation
diophantienne dans les corps quadratiques imaginaires et 1’étude des géodésiques
dans l'orbifold de Bianchi Vg = PSL(2, Ox)\H?, avec H? I'espace hyperbolique
réel de dimension 3. Le théoreme précédent découle du résultat dynamique
suivant (voir section 2).



SUR LES SPECTRES DE LAGRANGE ET DE MARKOFF DES CORPS IMAGINAIRES QUADRATIQUES

Soit V une variété riemannienne compléte a courbure sectionnelle < —a? < 0,
et ¢' : TV — TV son flot géodésique. Pour v € T'V, on note w(v) son ensemble
w-limite positif, i.e. 'ensemble des points d’accumulation de ¢'v lorsque ¢t — +00.

Théoréme 2. Soit f : T'V — R une fonction continue et propre. Soit Jy 'en-
semble des vecteurs périodiques de TV , et J l’ensemble des vecteurs de T'V tels
que w(v) et w(—v) soient chacun vide ou bien une orbite périodique. Alors

(1)

RN {sup f(¢'0)|v € T'V} =R {sup f(¢"0)[v € T},
teR teER

(2)

R N {limsup f(¢'v)|v € TV} = {sup f(¢'v)|v € Jo}.
teR

t——+00

(Les adhérences sont prises dans R, et non pas dans R.)

Je tiens a remercier Livio Flaminio et Frédéric Paulin, ainsi que le rapporteur,
pour leurs suggestions et conseils.

2. LIMITES SUPERIEURES SUR LES ORBITES D’UNE FONCTION

Soit V' comme dans l'introduction, on note €2 son revétement universel, 7 :
T — Q et m: TV — V les projections canoniques, et 9 le bord de Q (voir
[Ba95]). La paramétrisation de Hopf nous permet de faire 'identification :

T'Q = ((0Q x 99Q) — diag) x R.

Siv e T, vy, v_ désigneront les éléments de I tels que v = (vy,v_,t) pour
un certain ¢ € R, qui sont les extrémités en +o00 et —oo de la géodésique définie
par v .

Nous utiliserons sur 7'Q) la distance suivante. Si v,v" € T*Q :

d(v,v") = / d(r¢tv, et )e M dt.
R
Cette distance a 'avantage d’étre convexe, i.e. 'application de la variable ¢
t e d(¢'v, ¢'')

est convexe, car intégrale positive de fonctions convexes. En particulier, si v, =
v!, , alors cette application est décroissante. Notons encore que cette distance est
invariante par isométrie, et induit donc une distance sur 7'V, encore notée d.
Les distances d sont invariantes par renversement du temps.

Nous utiliserons dans la suite le lemme de fermeture d’Anosov ci-dessous.

Lemme 1. [An67] Pour tout € > 0, il existe 6 > 0 et Ty > 0 tels que pour tout
v e TV, sid(¢v,v) <& ett > Ty, alors il existe w € T'V et T > 0 tels que
¢Tw=w, [t —T| < € et pour tout s € [0,t], d(¢*v, p°w) < e.
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Preuve de l’assertion 1 du théoreme 2. Montrons d’abord que l'ensemble R N
{sup,eg f(¢'v)|v € T'V} est fermé. Ensuite, il nous suffira pour conclure de mon-
trer que 'ensemble RN{sup,cr f(¢'v)|v € J} en est une partie dense. Soit (¢%v;);
une suite d’orbites telles que p; = sup,cp f(¢'v;) converge vers p € R. Quitte &
translater v; a 1'aide du flot, nous pouvons supposer que p; — 1/i < f(v;) < py,
et a partir d’'un certain rang que |pu; — p| < 1. Comme v; est dans le compact
F Y[ — 2, + 1]), la suite v; admet un point d’accumulation v. Ainsi f(v) = p
par continuité de f. De plus, pour tout ¢t € R :
f(¢'v) = lim f(¢'v;) < limsup i = p,

et donc

sup J(6'v) = .

teR

Montrons maintenant que RN{sup,cp f(¢'v)|v € J} est un sous ensemble dense
de RN {sup,cg f(¢'v)|v € T'V}. Soit ¢*v une orbite du flot géodésique, telle que
p = sup;er f (') < +o0. Soit K le 1-voisinage fermé de f~'([u— 1, 4+ 1]), qui
est compact. Soit d(€) le module de continuité de f sur K, c’est a dire

o(e) = sup |f(z) = f(y)l.
z,y€K,d(z,y)<e
Prenons ¢ > 0 tel que §(2¢) + 2¢ < 1. Quitte & opérer une translation, nous
pouvons imposer |u— f(v)| <e.

Supposons d’abord que w(v) # 0. Soit w € w(v), w € T'Q un relevé de ce
vecteur, et U C U’ deux voisinages ouverts de @ € T, de diametre plus petit
que €, vérifiant que pour tout v, v? € U, il existe v® € U’ tel que vf’) = vil)
et v@ = 'U(,z )

En appliquant le lemme de fermeture d’Anosov il existe T} > Ty > 0, aussi
grands que I'on veut, et une géodésique périodique de longueur 7" avec |T' — (T} —
T3)| < €, ayant un vecteur unitaire tangent v’ tel que pour tout ¢t € [0, T

d(¢* M0, 64) < e,

et que v/, " v aient des relevés v/, 710 dans U.
Il existe ainsi wy € U’ tel que (wp)4+ = (V)4 et (wWp)- = (0)-. En particulier,
pour t >0 :
d(¢tw07 (btvl) < d((btw()a (bt@/) < d(’lﬁo, 77) < €,
car wp, v sont tous deux dans U’. De méme, pour ¢t < 0,
d(¢'wo, ¢"110) < d(o, ¢710) < ¢,

car W, 710 sont tous deux dans U’. Ainsi, en vertu des inégalités précédentes,
I'orbite de wq est contenue dans le 2e-voisinage de 'orbite de v, car l'orbite de
v’ est contenue dans le e-voisinage de l'orbite de v. Comme d(¢~ " wg,v) < € et
i ()| < e, ona

[f(¢™ M wo) — p| < 6(e) +e < 1.
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En particulier, sup,cg f(¢'wo) > p—0d(€) —¢, et ensemble f(¢pRwo) N [u—1, p+1]
est non vide. De plus, si ¢'wg € f~1([u — 1, + 1]), il existe ¢ € R tel que
d(¢p'wg, ¢¥'v) < 2¢, et alors ¢'v est dans K et

f(d'wo) < f(¢"v) +6(2€) < p+ 0(2e).

Comme f(¢®(wp)) est connexe, on peut en conclure que

f(d®we) €] — oo, 4 8(26)].
D’ou, finalement :

| sup f(¢'wo) — pf < 0(2€) + €.
teR

Nous avons ainsi obtenu une nouvelle géodésique ¢ (wy), telle que 'w-limite po-
sitive soit une orbite périodique, et sur laquelle la borne supérieure de f est aussi
proche que l'on veut de celle sur la géodésique initiale, car f est uniformément
continue sur K. Si w(v) = (), prenons wy = v. Appliquons la méme technique
A partir de l'orbite ¢®(—wj), nous pouvons obtenir une troisieme orbite, dont
les w-limites positive et négative sont chacune soit périodique, soit vide, et sur
laquelle la borne supérieure de f est aussi proche que l'on veut de celle sur la
géodésique initiale. Ce qui conclut la preuve.

g

Preuve de l'assertion 2 du théoréeme 2. Montrons  d’abord  linclusion  du
terme de gauche dans celui de droite. Soit w € T'V tel que w(w) # 0 et
v = limsup,cg f(¢'w) < +oo. Comme f~'([v — 1,v]) est compact, et qu'un
ensemble w-limite est fermé, il existe v € w (w) tel que f(v) = v.

Nous reprenons ici un argument tres proche de celui de Sa’ar Hersonsky et
Frédéric Paulin dans [HP99], ou ils démontrent que la constante d’Hurwitz peut
se calculer uniquement a I’aide de la profondeur de pénétration des géodésiques
périodiques.

Soit 6 > 0. Il existe Ty,T5 > 0, T} — T5 aussi grand que 'on veut, tel que les
vecteurs v; = ¢Tiw € TV vérifient d(v;, v) < 6. Soit € > 0, il existe, par le lemme
de fermeture d’Anosov, pourvu que 77 — 75 soit suffisamment grand, un § tel que
tel qu'il existe une orbite périodique g(t) de période T avec |T' — (T} — T3)| < e,
telle que pour tout ¢ € [0, T,

d(g(t), o 2w) < e.

Par des techniques de continuité uniforme semblables a celles de la preuve
de la proposition précédente, nous obtenons une orbite périodique sur laquelle
la borne supérieure de f est aussi proche que l'on veut de celle sur ’ensemble
w-limite initial.
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La deuxieme étape, indépendante, consiste a démontrer la réciproque :
{sup f(¢tv)lv € Jo} C { sup f(v)|w e T'V,w(w) # 0}.
teR

vew(w)

Soit une suite G; de géodésiques périodiques orientées, T'G; les vecteurs tan-
gents §; respectant I'orientation de G;, telle que v; = sup,cpig, f(v) converge
vers v € R. Nous extrairons librement des sous-suites de G;, tout en continuant
a noter la suite de la méme manicre. Par compacité de f~}([v — 1,v + 1]), les
ensembles T'G; ont un point d’accumulation (lorsque 7 tend vers l'infini) v, tel
que f(v) = v. Ainsi, il nous suffit, pour conclure la démonstration, de construire

un vecteur w vérifiant :
v e w(w) C ﬂUTlgj .
>0 j>i
Soit ¥ un relevé de v dans TS, posons ¢; = 27¢. On peut trouver :
B; =V, x W;x]to + €, to + €],

une suite décroissante de voisinages de v, V;, W; des ouverts relativement com-
pacts de fermetures disjointes, et telle que N; B; = {0}, et que chaque B; soit inclus
dans une boule de T'Q) de rayon 2¢;. Désignons par «; € I' la transformation telle
que v;(v;) = ¢l (v;), ol [; est la longueur de G;.

On peut alors supposer que T'G; N B; # (), et comme le point & l'infini
attractif de ~v; est dans V;, quitte a considérer un itéré de ~;, on peut supposer
que v;(V;) C Vi, et de méme W;_; C ~;(W;). Soit donc v; € T'G; N B;.

Considérons la suite V' = vy17y9...7;(V;), avec Vj = V;. Remarquons tout d’abord
que cette suite est décroissante au sens de 'inclusion : comme v;41(Viy1) C Vigg C
Vi, c’est évident. De méme, W/ = ~17s...7;(W;) est une suite croissante. Soit
£ € MisoV/ # 0, soit n € Wy. On pose w = (&,n,t0) € By.

Montrons maintenant par récurrence qu'il existe L; € [—16¢; + [;, 16¢; + 1;], tel
que :
phrrtetthi(w) € yii(By),
En effet, c’est vrai pour ¢ = 0 avec By = B;. Supposons que ce soit vrai pour ¢,
et posons
Vit = - (Vig1) € 1-7(B).
On a alors :
O (v41) = (i) Vi1 (%) T (Vi) € M- Yirr (Biga)-
Comme & € v1..7vi11(Vig1) et p € Wi C vyooyizi(Wigq), il existe T tel que

¢ (w) € y1...%i11(Biy1). Comme les B; sont de diametre < 2¢;, 'inégalité trian-
gulaire appliquée aux points v}, , ¢!+ (v,,), ¥ TLi(w) et ¢*(w) nous donne

|T — (L1 + ..+ Ll) — lz‘+1| < 4(62 + €i+1) < 1661‘4_1.
Ainsi on pose L1 =T — (Ly + ..L;).
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Il ne reste qu’a vérifier que w vérifie bien les propriétés annoncées, mais c’est
facile car ainsi pour ¢ € [Lg+ .. + L;, Lo + .. + L; + L;11], la projection de ¢'(w)
sur T'V est a distance < 20¢; de T'G;, et les projection de ¢X T Li(w) nous
donnent une suite d’adhérence v.

O

3. FORMES QUADRATIQUES ET GEODESIQUES

3.1. Préliminaires arithmétiques. Posons I'x = SL(2, Ok).
Si g € Q s’écrit sous la forme :

q(n,m) = (nx —m)(ny —m),

alors on remarquera que A(q) = (z — y)%

Le minimum pu(g) est normalisé de telle sorte que c’est un invariant d’ho-
mothétie. Il est également invariant par laction de 'k sur Q : (yq)(z,y) =
q(v *(z,y)). Nous dirons que deux formes sont équivalentes si elles sont pro-
portionnelles modulo 'action de I'k.

Rappelons le lemme suivant :

Lemme 2 ([Fr90], lemme 3.59, p37). Soit I = (u,v) = (p,q) un idéal entier non
nul. Alors il existe

2 en
telle que :
u = ap + bq,
v =cp-+bq.

Corollaire 1. Si P = {[I|} est un singleton, avec I un idéal entier de norme
minimale dans sa classe, et que I = (p,q), alors

f lq(arp + barq, cup + darq)|
MeTx |A(q)]

ot les coefficients de M sont notés ap, byr, car, dpg-

pp(q) =

Y

Démonstration. En effet, soit (u,v) € O% tels que (u,v) = al. Comme I est de
norme minimale, |a| > 1, et donc :
(e

Appliquons le lemme précédent & I = (p,q) = (o 'u,a"'v), nous trouvons une
matrice M telle que :

u, " v)| = a~%q(u, v)| < |q(u, v)].

lg(anp + barq, cup + darq)| < Jg(u,v)|.
Réciproquement, étant donné une matrice M, le fait qu’elle soit inversible dans
'k entraine que :
{anp + barg, carp + darg) = 1.
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De méme, nous avons :

Corollaire 2. Si P = {[I|} est un singleton, avec I un idéal entier de norme
minimale dans sa classe, et que I = (p,q), alors

_anmp+bug

z
cup +dug

vp(z) = liminf (inf

X€ly/T,, \MeX

levp + dMCJ|2) )

ot les coefficients d’un représentant M de la classe X sont notés apg, by, car, das,
et I'y)q est le stabilisateur dans I'x de p/q. O

3.2. Définitions et rappels géométriques. Soit 2 = H? I'espace hyperbolique
de dimension 3, vu dans le modele du demi-espace supérieur. Soit I'x C SL(2,C)
comme précédemment, notons Vi le quotient I'y \H?. Rappelons qu'un cusp d’une
variété hyperbolique V' de dimension 3 et de volume fini est une orbite sous
'action de ' = (V') des points paraboliques de OH?® = P}(C) = CU {oo}. Il
est bien connu que Ck parametre les cusps de Vi, par I'application ['g-invariante
qui & un représentant z € K associe [(z, 1)]. Soit [I] € Ck un cusp, soit z € C un
relevé de [I], soit T', le stabilisateur dans I" de z, on définit ‘7[1} comme T',\H?3.
Cette variété est bien sur indépendante (& isométrie pres) du z choisi, et revet
naturellement V.

Par voisinage horosphérique d’un cusp, on entend I'ouvert image par la projection
de H® — Vi d’une horoboule ouverte centrée en un point parabolique de oH3
de la classe du cusp. Si [I] € Ck, et si F' C Vg, on note Volj(F) la borne
supérieure du volume des voisinages horosphériques du cusp de ‘7[11 disjoints de

I'image réciproque de F' dans ‘7[1} par le revétement naturel.

3.3. Equivalence entre géométrie et minimum des formes quadratiques
binaires. A tout ¢ € Q, on associe la géodésique G(q) (non orientée) de Vi qui a
pour relevé la géodésique G (q) de H? ayant pour points & I'infini les racines z, y de
I'équation ¢(z,1) = 0. En général, il y en a toujours 2 distinctes. Si g(z, 1) est de
degré 1, on prend comme points a I'infini la racine et oo € 0€2. Réciproquement,
a une géodésique non orientée de Vi, en prenant un relevé dans H?, et notant z, y
ses points a 'infini, on considere la forme quadratique ¢(n, m) = (n—mx)(n—my),
ou éventuellement ¢(n,m) = (n — mx)n si un des points & U'infini est co € JH3.
Cette association établit une bijection dont la réciproque est ¢ — G(q), entre
les géodésiques non orientées de Vi et les classes de formes quadratiques. Nous
pouvons maintenant expliciter la relation entre minimum de formes quadratiques
et profondeur de pénétration dans un cusp.

Théoréme 3. I] existe des constantes (Kip)necy (ne dépendant que de K), telles
qu’on a la formule suivante :

pup(q)? = inf KipVoly(G(q)).

[I]leP
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Nous utiliserons ce résultat uniquement sous forme qualitative, et nous n’ex-
ploiterons pas la valeur exacte des K7, qui est

N ([])*w(K)

Ky = ————,
/A

ou w(K), Ax désignent respectivement le nombre de racines de I'unité et le dis-
criminant du corps K, et N([I]) désigne la norme sur Q de I'idéal entier I de plus
petite norme dans [/]. On a bien sur w(K) = 2 sauf si d = —1 ou —3, auquel cas
w vaut respectivement 4 et 6, et Ax = —d ou —4d suivant que d est congru ou
non a 3 modulo 4.

Preuve. La premiere remarque est qu’il nous suffit de la prouver pour P un sin-
gleton. Soit donc P = {[I]} un singleton, avec un représentant I, qui soit un
idéal entier de norme minimale parmi les représentants de cette classe. Soient
(p,q) € Ok deux éléments qui engendrent I, et soient (u,v) € (I71)? tels que :

pv+qp=1.
Posons :
q v |

On pose pour v € I'g,p(y) = M~y M.

Il est facile de voir qu'une matrice de p(I") stabilise I'infini si et seulement si
elle est de la forme :

r oy
o]

avec € Of et y € I72,

L’application M1 : H?® — H? passe au quotient en une isométrie de Vi =
T \H? sur p(T'x)\H?, encore notée M~'. Soit gy une forme quadratique de la
forme qo(n,m) = (n — xm)(n — ym). Considérons la géodésique M1G(qy) €

p(Tx)\H®. Pour un élément p(7), calculons la distance euclidienne entre les 2
points a l'infini de p(7y)M'G(qp), dans le modele du demi-espace :

|z -yl
|((=qa + pc)z + (pd — qb))((pc — qa)y + (pd — qb))|

_ |A(qo)]
|q0(pd — qb, —pc + qa)|’
Le corollaire 1 nous permet de faire apparaitre ji;(qo) en prenant la borne
supérieure de la quantité précédente.
Ainsi, il est clair apres un court calcul de volume que :

%VJZWC}(%)) = uin(qo)?.

|M ™ y(z) — M~y (y)| =
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4. GEOMETRIE ET APPROXIMATION DIOPHANTIENNE

A un nombre complexe z, on associe la classe asymptotique R(z) de rayons
géodésiques de Vi a laquelle appartient tout rayon dont un relevé a pour point
a linfini z. Réciproquement, a un rayon géodésique de Vg, on peut associer
la classe de point a l'infini dans OH® d’'un relevé de ce rayon au demi-espace
supérieur. Nous obtenons ainsi une bijection entre ces deux ensembles; en
particulier les éléments de K sont associés aux rayons qui se terminent dans les
cusps. Soit w un vecteur tangent a un rayon géodésique de R(z), alors I'w-limite
w(w) ne dépend en fait que de R(z), ce qui justifie ’écriture de cet ensemble
comme w(R(z)). On notera F(z) C Vg l'ensemble des points-bases de cette
w-limite.

Ces notations introduites, nous sommes en mesure de citer le théoreme
d’équivalence géométrique entre approximation diophantienne et profondeur des
excursions géodésiques. Il est bien connu dans le cas P = {[Ok]|} (voir par exemple
[HP99]), mais lorsque la variété a plusieurs cusps, ce théoreme fournit une in-
terprétation nouvelle.

Théoreme 4. Il existe des constantes (K(p)necy (ne dépendant que de XK), telles
qu’on a la formule suivante :
nf K[]]VOZ[U(F(Z)).

2 .
vp(2)* =i
P( ) [IleP

Les Kj) sont les mémes constantes que celle du théoreme 3.

Avant d’en donner une preuve, commencgons par une proposition un peu plus
générale. On parametre H? par des coordonnées (z,t), 2 € C et t > 0. Nous
appliquerons cette proposition par la suite a différentes représentations de D'k,

pour obtenir le résultat désiré.

Proposition 1. Soit p : I' — SL(2,C) une représentation fidéle d’un groupe
[ comme réseau de SL(2,C), ayant oo € IH? comme cusp. Le stabilisateur de
Uinfini p(I')« est donc de la forme :

s ={ 5 2 |lecmyen).

ou W est un sous-groupe (fini) de racines de l'unité, R C C un réseau. Soit w
le cardinal de W (ou 2 fois cette quantité si Uapplication ' — PSL(2,C) est
injective), et 0 le volume de C/R. A toute matrice

a b
s = 4 ]er
associons q,(v) = |c[. C’est en fait une fonction sur l’ensemble quotient

p(T)/p(T)no. Pour tout F C T\H?, notons f/\oll(oow) la borne supérieure du volume
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des voisinages horosphériques du cusp de T \H? disjoints de l’image réciproque
de F' par l’application naturelle :

T \H?® — T\H?.

Pour z € C, notons F,(z) l'ensemble des points-bases de lw-limite de la classe
de rayon géodésique donnée par z € OH®. Alors pour tout point z € C, on a :

2
liminf |- — ) = SVl (Fpl2))).
(dimint 1= o) ()0 71) = 15 ol (F(2)

Démonstration. La remarque fondamentale est qu'une horoboule Hp =
{(z,t)|t > T} est envoyé par un élément p(y) € p(I') sur un boule B, 1 ,, eu-
clidienne, tangente a C en p(vy)(c0), de rayon
(Bory) = g
r(Byry) = =——-
e QTQp(7)2
Pour un tel T fixé, considérons la collection de boules B(T') = {B,r,}. Il est

aisé de voir que la réunion des ensembles de la famille B(T) U {Hz} est I'image
réciproque par le revétement naturel :

H — p(I)\H,
de I'image par 'application :
p(T)oc \H? — p(D)\H,

d’un voisinage horosphérique de I'infini de volume V dans p(T"),\H*® . Remar-
quons que B(T)U{Hr} est naturellement paramétrée par p(I')/p(I') 0. Un simple
calcul nous donne la relation entre 7" et V' :

4

- wT?’

Faisons le constat suivant : le rayon géodésique r(t) = (z, e™") coupe une infinité
de boules de B(T) si et seulement si, pour une infinité de p(y) € p(I') distincts
modulo p(I') :

1

|z — p(7)(o0)] < W>

c’est a dire, pour une infinité de tels v :

2\ wV
(12 = p(1)(20)lgp(v)7)) = -5

SiV o> ﬁ(w,p)(Fp(z))), le rayon géodésique R(z) rentre une infinité de fois dans

le voisinage horosphérique en question. Si V' < f/\oll(oo,p)(Fp(z))), il n’y rentre
qu'un nombre fini de fois. U
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Preuve du théoreme 4. Nous allons donc appliquer cette proposition aux
représentations de 'k introduites dans la preuve du théoreme 3 pour démontrer
le théoreme d’équivalence géométrique. La premiere remarque est qu’il nous suffit
une fois encore de le prouver pour P un singleton. Soit donc P = {[I]} un sin-
gleton, et reprenons les éléments de la preuve du théoreme 3, p la représentation
associée a I, idéal de norme minimale engendré par (p, q).

Ainsi w = w(K) et 6 = \/|Ax|N(I)72, avec les notations de la proposition 1.
Appliquons-la & M~z o 2 ¢ K :

(timint 13722 = p)oolgp(2)*) = “COTLE Tl 000

lgp ()| —o0 4\/ |A]K|

Siy = { Z ] € 'k, un petit calcul montre que

a
c
0,(7) = Ip*c — ¢*b + pad — pgal = |pc + qd||p — gy M (0)].
Autrement dit :
2
(I li%n)‘inf M1z — M_lyM(oo)|qp(7)2) = KipVolin(F(2))).
ap(7)|—o0
Comme on a
M)
| — gz 4 pl| — gyM(c0) + p|’

M1z — M~y M(c0)]

on peut en déduire

- - p — qyM(c0
M2~ MM (o0)lay () = 12 = 30 (00) e + 12—
| —qz +pl
ap + bq [p — qyM(o0)|
cp +dg | —qz+p|
SiyM(o0) — z, alors la derniere fraction tend vers 1. Pour en déduire le théoreme,
il ne nous reste qu’a nous rappeler le corollaire 2. 0

5. RESULTATS SUR LES SPECTRES

Si x € Ep, notons T son conjugué par l'involution de K(x)/K. Le lemme sui-
vant correspondrait dans le cas K = Q au célebre théoréme de Lagrange : un
irrationnel quadratique a un développement en fractions continues périodique, et
réciproquement.

Lemme 3. [Sa83] Les paires de points a linfini des relevés des géodésiques
périodiques de Vi correspondent exactement auzx paires (x,T) ot x € Fy. (l

Soit Gp I'ensemble des géodésiques de Vi dont les relevés sur H? ont des points
a U'infini qui soient dans Ey ou bien des éléments p/q de K tels que [(p,q)] ¢ P.
L’interprétation dynamique de cette définitions est donnée dans le lemme suivant.
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Lemme 4. Les éléments de Gp sont les géodésiques non orientées, i.e. les couples
d’orbites de la forme g = (¢%(v)) U (¢%(—v)), avec w(v) (resp. w(—v)) soit vide,
soit périodique, et telles que pour tout I € P :

Vol (g) > 0.
O

Preuve du théoreme 1. On utilise bien str la correspondance avec la géométrie
pour traduire cet énoncé.

Nous appliquons le théoréme 2 & la fonction f sur 7'Vik qui & un vecteur v de
point-base p € Vi associe la valeur :

fv) = ln(ﬁﬁﬂﬂf(uﬂ/OMU(P))

Cette fonction est continue et propre, et on pourra remarquer que c’est le mi-
nimum parmi une famille finie de fonctions de Busemann. Le résultat est donc
immédiat, au vu des lemmes 3 et 4, modulo la vérification que 0 appartient bien
aux deux spectres, et est bien dans l'adhérence des ensembles ci-dessus; mais
c’est vrai car presque toute orbite est dense, ainsi que presque toute w-limite
positive, et I’ensemble des vecteurs périodiques est dense. 0

Corollaire 3. Pour tout P C Ck non vide, on a :
Lp C Mp

Le théoreme suivant est une application directe des travaux de Hersonsky et
Paulin aux définitions introduites précédemment.

Théoréme. [HP99| Tous les spectres Lp et Mp sont bornés. On a de plus
sup L¢, = sup Mcy,.
Comme les spectres sont fermés, nous avons :

Corollaire 4. Soit
C =sup L¢, = sup Mg, .
Alors il existe g € Q, et z € C tels que

ILLC]K(q) = I/C]K(Z) =C.
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