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Introduction

Les travaux présentés dans ce mémoire de synthese concernent la modélisation
mathématique du transport quantique dans les nanostructures. S’il est un domaine
d’activité dont le développement a été intrinsequement lié avec la possibilité de
décrire la matiere selon les lois de la mécanique quantique, c’est bien celui des
composants électroniques et des semiconducteurs. Cependant, a partir du moment
ol, dans les années cinquante, la phénoménologie de composants de base tels que
le transistor a été comprise, on a pu se satisfaire d’une description purement clas-
sique, occultant durant plusieurs décennies la mécanique quantique sous-jacente. Des
modeles comme le systeme de dérive-diffusion, les modeles hydrodynamiques ou en-
core I’équation de Boltzmann, sont restés tres précis pour I’électronique a I’échelle du
micron. Or, pour faire face aux besoins grandissants des technologies de I'information
et de la communication en terme de hauts débits et faibles consommations, les com-
posants électroniques doivent subir une miniaturisation a des échelles nanométriques.
A ces échelles, les effets ondulatoires ne peuvent plus étre négligés et la mécanique
quantique peut méme parfois déterminer le mode de fonctionnement du composant
[Bas, Dav, FG, VW]. Dans ce contexte, il faut donc revenir a une description quantique
du transport de charges.

Une premiere voie consiste en une modélisation balistique a I’aide de 1’équation
de Schrédinger (ou de 1'équation de von Neumann) couplée a 1’équation de Pois-
son. Il s’agit d’'un modele de type champ moyen (aussi appelé équation de Hartree)
qui peut étre obtenu comme une limite de ’équation de Schrodinger linéaire a N
corps avec interaction Coulombienne [BEGMY, BGM, EY, Ge2]. L’utilisation d'un
tel modele completement quantique a fait ’objet d’intenses recherches ces dernieres
années (voir par exemple [Dat, Fis, Fre, KKFR, MVL, BAP1, DEA]) mais rencontre
actuellement deux principales difficultés. Les systemes mis en jeu dans des condi-
tions physiquement réalistes sont tres coliteux numériquement et la prise en compte
dans ce type de modeles des collisions que subissent les charges durant leur transport
est une question extrémement ardue et cantonne pour l'instant leur utilisation au
transport balistique.

Une stratégie radicalement opposée, aussi tres populaire, consiste a incorporer
des termes correctifs “quantiques” dans les modeles de type classique qui sont bien
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maitrisés. On trouve dans cette catégorie, en premier lieu, le modele de density-
gradient (ou dérive-diffusion quantique) [Anc, Al, BAU, Jii, JP, Pu, PuU], puis des
modeles plus élaborés comme ’hydrodynamique quantique [Gar, GR1, GR2, GJ, GM,
GMR, ZF]. Ces modeles exploitent une analogie entre 1’équation de Schrodinger et
le systeme d’Euler sans pression. Si I'on écrit le systeme satisfait par I'amplitude
et la phase d’une fonction d’onde vérifiant I’équation de Schrodinger, on obtient le
systeme d’Euler sans pression corrigé d’un terme qui prend la forme d’une dérivée
seconde d’une fonction non linéaire de la densité, appelé potentiel de Bohm. Les
modeles cités précédemment sont obtenus en ajoutant phénoménologiquement ce
potentiel de Bohm aux modeles classiques correspondants. Ils prennent en compte
empiriquement les collisions mais leur assise n’est pour l'instant pas claire.

Enfin, pour compléter ce rapide panorama des modeles de transport quantique,
on peut citer I’équation de Wigner collisionnelle (dite aussi équation de Boltzmann
quantique ou de Fokker-Planck quantique, selon les cas) [Fre, ALMS, AS, FMR]. Cette
équation exploite ’analogie entre 1’équation de Vlasov et ’équation de Wigner, en
ajoutant un terme de collision ad-hoc a cette derniere. Cette analogie a des limites
car la fonction de Wigner n’est pas une fonction de distribution et cette approche
rencontre des difficultés au niveau des simulations numériques. En particulier, les
calculs peuvent mener a des densités négatives.

Ce mémoire de synthese regroupe donc des travaux de recherche effectués dans
cette thématique du transport quantique et s’articule en trois parties. La premiere a
trait au systeme de Schrodinger-Poisson et a des modeles structurellement similaires,
dans différents contextes physiques mettant en jeu le transport de particules partielle-
ment confinées. Dans cette série de travaux, nous avons recherché des modeles précis
et peu couteux numériquement, puis nous les avons analysé mathématiquement.
La deuxieme partie de ce mémoire contient des travaux qui se réferent plutot a
la deuxieme approche décrite ci-dessus, consistant a faire évoluer les modeles clas-
siques vers la mécanique quantique. Des modeles macroscopiques quantiques sont
établis et étudiés, apparaissant comme des alternatives intéressantes aux modeles
avec corrections quantiques qui sont actuellement utilisés. Enfin, la troisieme partie
présente une stratégie hybride: le couplage directionnel de modeles quantiques et de
modeles classiques, qui permet de tirer parti des avantages de chacune des descrip-
tions. Ceci correspond a des situations ou certaines directions spatiales peuvent étre
encore traitées classiquement, par des modeles cinétiques ou fluides, tandis que dans
les autres directions ’énergie est quantifiée et une équation de Schrodinger (station-
naire) doit étre employée. Une hiérarchie de modeles pour le transport de particules
partiellement quantifiés est ainsi dérivée et analysée.



Premiere Partie

Transport quantique partiellement
confiné

Dans la plupart des dispositifs électroniques a 1’échelle nanométrique, les
différentes directions d’espace ne jouent pas des roles identiques. Le transport des
charges s’effectue dans des directions privilégiées, par exemple dans le canal d’un
transistor MOS, tandis que le gaz que forment les particules est confiné dans la (ou
les) autre(s) direction(s). On s’intéresse ici au cas fréquent ou les dimensions ca-
ractéristiques du confinement sont tres petites devant celles du transport. Le choix
de modeles tridimensionnels n’est pas réellement adapté dans de telles situations,
car conduit a des modeles surdimensionnés et trop couteux. Il est souhaitable de
tirer parti de cette dissymétrie des directions spatiales afin de mettre au point des
modeles a dimensionnalité réduite, en diminuant ainsi la complexité numérique des
systemes a résoudre.

La section 1 aborde ce probleme a 'aide d'une asymptotique “fort confinement
partiel” appliquée au systeme de Schrodinger-Poisson 3D. Une hiérarchie de modeles
est obtenue a partir de ce systeme, puis analysée, avec une attention particuliere
accordée a évaluer les ordres de grandeur des approximations faites. Dans la section
2, cette méthodologie est déclinée dans un autre contexte: celui des condensats de
Bose-Einstein. Le modele de Gross-Pitaevskii, qui n’est autre qu'une équation de
Schrodinger non linéaire cubique, est souvent admis pour décrire la dynamique des
atomes ultra froids. On s’attache ici a décrire des condensats fortement anisotropes,
dont certaines dimensions sont plus petites que les autres.

Enfin, la troisieme section de cette premiere partie concerne aussi un probleme de
modélisation du transport de charges partiellement confinées, mais dans une optique
différente. Il s’agit d’écrire et d’étudier des conditions aux limites pour le systeme
de Schrodinger-Poisson en domaine borné, permettant de modéliser I'injection de
charges depuis I'extérieur a travers une partie de la frontiere.
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1 Une hiérarchie de modeles pour les gaz
d’électrons bidimensionnels [, 2]

Cette section effectue la synthese des travaux [1] et [2]. Elle est consacrée a 1'étude
d’un probleme de perturbation singuliere pour le systeme de Schrodinger-Poisson en
dimension 3, modélisant un gaz d’électrons extrémement confiné selon une direction
particuliere. La variable spatiale s’écrit (z,2) € R?, ot 2 € R correspond a la direction
du confinement et ot 'on regroupe dans z € R? les deux variables selon lesquelles
s’effectue le transport. On considere le systeme suivant :

1
Z'atw3D — _§Ax,z¢3D + (‘/;E + V3D) wsD , (11)
3D ]' 3D
Ve = ([0). (1:2)

dans lequel on a noté r = /|z|2 4 22. La donnée initiale ¢§° = *7|,_, est précisée
plus loin. L’inconnue de ce systeme est le couple (¢°*P,V*P), composé de la fonc-
tion d’onde des électrons et du potentiel autoconsistant d’interaction Coulombienne.
L’asymptotique “fort confinement partiel” consiste a écrire le potentiel extérieur V7,
qui ne dépend que de la variable z, de la maniere suivante:

1 z
apres avoir introduit un petit parametre sans dimension € ainsi qu’un profil de po-
tentiel positif V,(z) (indépendant de ¢) tel que V.(z) — +oo lorsque |z| — +o0. Ce
parametre € caractérise 'ordre de grandeur de I'extension spatiale du gaz d’électrons
dans la direction z, comparée aux dimensions caractéristiques dans la direction x. Il
traduit donc I’anisotropie du gaz.

De maniere formelle, il est clair que, lorsque € — 0, les électrons vont se concen-
trer sur le plan {z = 0}. Dans la prochaine sous-section, nous le montrons rigou-
reusement et nous exhibons le modele limite (1.3), (1.4). Souhaitant aller plus loin
dans la modélisation des gaz d’électrons bidimensionnels, nous avons aussi étudié
deux modeles intermédiaires, qui s’averent etre de meilleures approximations du
modele initial (1.1), (1.2) pour des données bien préparées. Cette partie du travail
est développée dans les sous-sections 1.2 et 1.3.

Pour terminer cette introduction, précisons qu'une version stationnaire de cette
asymptotique a été étudiée par O. Pinaud dans [Pd1]. Nous signalons aussi le tra-
vail de Froese et Herbst [FH], qui appliquent dans le cas linéaire (sans potentiel
autoconsistant) la méme asymptotique de confinement (dans le cas d’un potentiel
harmonique), afin de décrire le transport quantique contraint sur des surfaces plus
générales que le plan (dans la méme perspective, on peut aussi citer les travaux for-
mels [dC, Mit]). Enfin, dans un contexte purement classique, I’étude et ’établissement
par méthode asymptotique de modeles de transport de particules confinées (et dif-
fusées) le long d’une surface sont faits dans [De3, DPV].



1 Une hiérarchie de modeles pour les gaz d’électrons bidimensionnels [1, 2] 7

1.1 Le modele de transport a densité de surface

Le modele limite associé a (1.1), (1.2), obtenu en faisant tendre ¢ vers 0, est
bidimensionnel et s’écrit ainsi?®:

. 1 .
Zat(bZD = _§Ax¢;D + w2e ¢]23D (p eN ) ) (13)
1
WzD: . 2D 2D __ 2D2‘ 1.4
471_‘1,’ * ns ’ ns ; |¢p | ( )

Il se compose donc d’une collection d’équations de Schrodinger indexée par p €
N*| couplée a une équation de champ moyen dont le noyau de convolution est plus
singulier que le noyau logarithmique de 1’équation de Poisson 2D. Pour comprendre
cette équation, il suffit de préciser que, dans ce modele, la densité des électrons est
portée par la mesure de surface sur le plan {z = 0}. En effet, si I'on introduit la
masse de Dirac §(z) et si I'on pose

n*P(t,x,z) = n2P(t,x) 0(2), VAP = L S

dmr
alors on retrouve le potentiel intervenant dans (1.3) en posant W2P(t,z) = V?P(¢,z,0).
L’équation (1.4) est donc la trace sur le plan {z = 0} de 'équation de Poisson avec
densité surfacique. Le gaz d’électrons est en fait décrit par un mélange statistique
d’états quantiques, chaque état pur vérifiant I'une des équations de Schrodinger bidi-
mensionnelles (1.3). Pour compléter tout a fait le lien entre (1.3), (1.4) et (1.1), (1.2),
il faut préciser une donnée de Cauchy pour chacune des équations de Schrodinger
2D et la relier a 9§® .

Auparavant, certaines notations sont a introduire. Soit A° = —%% + V? le Ha-
miltonien partiel selon la direction z. Le profil de potentiel V. étant confinant, cet
opérateur A° est a résolvante compacte (voir par exemple [RS]) et son spectre est
simple. Plus précisément, on peut voir que les éléments propres (E;,X;) de A

s’écrivent simplement a 1’aide d’un changement d’échelle :

E, 1 z
L= %50=7%()
ot 'on désigne par E, les valeurs propres de A' = —%% + V. et par X, ses fonctions

propres (qui forment une base orthonormée de L?*(R)). La donnée de Cauchy pour
(1.1) doit varier a la méme échelle z/e. On suppose donc l'existence d'une fonction
U(z,z), indépendante de e (pour simplifier) et telle que

PP (0,2,2) = 3P (z,2) = % v <x§> . (1.5)

1. On note *, la convolution en la variable z et |x| désigne la norme euclidienne de x € R?.
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Le modele limite (1.3), (1.4) peut maintenant étre complété. On définit ses données
initiales comme les composantes de ¥*P sur cette base (X; )p>1, en posant

Vp € N*, Vz € R? o3P (0,7) = () := (V(2,:) Xp) = (5" (2,)) X;).  (1.6)

Avant d’énoncer le résultat de convergence, précisons dans quel sens ces deux
problemes sont bien posés. On suppose que la donnée est dans I'espace d’énergie :

Ue (R, /V.Uel?*R%.

Alors il est possible d’adapter les techniques classiques d’analyse du systeme de
Schrodinger-Poisson [BM, 1ZL, Arnl] pour démontrer que (1.1), (1.2) admet une
unique solution. Par ailleurs, selon une méthode usuelle qui consiste a formuler (1.3),
(1.4) comme un systeme d’évolution non linéaire [Pa], il est facile de prouver que ce
systeme admet aussi une unique solution dans un espace d’énergie. Nous avons le
théoreme de convergence suivant :

Théoreme 1.1 Soit T > 0. Sous les hypothéses ci-dessus, la solution du modéle 3D
(1.1), (1.2) converge vers la solution du modéle 2D (1.3), (1.4) dans le sens suivant :

Vp € N* li H 3D ye\ _ 42D —it Bp/e? =0, 1.7

Y 0 seor) WX e L2(R2) (1-9)

Vs € (2,00) lim sup [|[V* —V?||sp =0. (1.8)
e=04c(0,7)

On voit donc que la composante de la fonction d’onde ¥*P dans le p-ieme sous-
espace propre de A est asymptotiquement proche de la solution de (1.3), tournée
d’un facteur de phase oscillant. Toutefois, ces facteurs de phase n’interviennent pas
dans la formulation du modele limite. Au cours de ce passage a la limite, il se produit
donc une perte de cohérence quantique entre les différents sous-espaces propres.

Eléments de Preuve. Cette preuve est faite dans [1] dans le cas particulier ou
seul I'un des modes est initialement peuplé, c’est-a-dire ¥(x,z) = ®,(x) X,(z) pour
un certain p € N*. Nous améliorons ici ce résultat en traitant le cas général. La
premiere étape de la preuve consiste a estimer la solution du modele 3D (1.1), (1.2)
indépendamment de . Pour cela, dans [1] (I’hypothése d'un seul mode n’y est pas
faite pour cette étape d’estimation), nous avons procédé par étapes successives en
utilisant notamment les deux ingrédients suivants :

— En remarquant que le potentiel singulier V7 est indépendant de ¢ et z, on peut
obtenir des estimations de dispersion de type Strichartz [Caz, GV, Stri, Y] dans les
directions z € R? en utilisant un résultat de [Cas] (noter que I’on ne peut espérer ici
de résultat de dispersion indépendant de € dans la direction z du confinement).

2. Pour toute fonction f(z,z), on désigne par (f(z,")) = [ f(z,z)dz cette fonction intégrée par
rapport a la variable z.
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— Comme la densité se concentre sur le plan {z = 0}, les propriétés de régularisation
de I’équation de Poisson sont amoindries. Nous avons développé des résultats de
type Hardy-Littlewood-Sobolev spécifiques pour estimer la convolution de % avec
des densités bornées dans des espaces anisotropes LPL! .

Une fois ces estimations a priori établies, nous allons voir que le découplage entre
les modes s’opere a deux niveaux. Commencons par décomposer la fonction d’onde
3D £
¥°P sur la base (X7),>1 en posant

PP (taz) =Y ¢ (tr) X5 (z) e B/

p

Un calcul simple montre que la p-ieme composante ¢3°(t,z) vérifie I'équation

. ]- £ ) — g2 € €
i0¢y° = =S A + (VP IXG) 637 + ) e BB (VR XEXD) 6P (1.9)
a7#p

Pour analyser cette équation, il est crucial maintenant de préciser que le potentiel
V3P est régulier par rapport a la variable z, uniformément par rapport a €. On a
donc [V2P(-, - ,2) = V?P(.,- ,0)] < Clz], et en utilisant le fait que (X;)y>1 est une
base orthonormée, on en déduit

V== ) = VoLl < € (RN (v 5 X5)) < € (X5 x5)

lorsque ¢ # p. Or un changement de variable montre que <‘2X; X ;’) =
e (|2 X, X,|) = Cpqe. Sous réserve de vérifier la convergence de la série, on déduit
alors de (1.9) que

. 3D 1 3D 3D 3D
Z@td)p = —éAa;pr + Vv |z:0 ¢p + O(€> .

Un premier découplage s’est donc effectué dans les équations de Schrodinger 2D. Le
second s’opere dans 1’équation de Poisson. On a

3 1 3 c 1 —q — €2 3D 13D VE V€
VP = g * PGP e DD BRI R R XX (10)
p

P q#p

Ici, Porthogonalité de X et X pour p # ¢ implique que le produit X7 X est d’ordre
¢ en topologie faible. L’effet de régularisation di au noyau de convolution permet
d’en déduire que les termes d’interférence apportent au potentiel une contribution
petite en topologie forte, qui disparait a la limite. Le passage du cas particulier traité
dans [1] au cas général énoncé ici repose sur des questions de sommabilité de séries.
Sachant que dans 'espace d’énergie on a Zp E, |gz§§;‘3|2 < 00, une hypothese (que
nous ne précisons pas ici) selon laquelle V. croit suffisamment vite a I'infini implique
une décroissance des ;" selon p, de telle sorte que les séries rencontrées convergent.
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Remarque 1.2 Deux idées, pourtant naturelles, n’ont pas été utilisées au cours de
cette preuve. Tout d’abord, la conservation de I’énergie ne pouvait pas étre utilisée
pour les estimations. En effet, a cause du potentiel de confinement, 1’énergie totale est
a tout instant non bornée par rapport a €, comme on peut le voir sur son expression :

1 1 1
—/ |va¢3D|2dxdz+—/ IV“V‘*D|2dxdz+—// vc(f) [0°P 12 dx dz .
2 R3 ’ 2 R3 ’ 82 R3 g

Deuxiemement, nous n’avons pas tiré parti des oscillations rapides en temps. En fait,
une analyse sommaire montre que des résonances peuvent a priori se produire entre
les exponentielles oscillantes de (1.9) et celles de (1.10), via le potentiel non linéaire.

1.2 Deux modeéles intermédiaires

Plusieurs travaux récents [BAP1, BAP2, VRDL, VPGDL] proposent des méthodes
de réduction de dimensionnalité pour I’équation de Schrodinger qui se fondent sur
une séparation des variables, dans le but d’écrire des algorithmes numériques per-
formants. Cette stratégie peut s’interpréter comme une “diagonalisation par blocs”
de I'équation de Schrodinger, selon des bases bien choisies. Les deux modeles in-
termédiaires que nous avons étudiés dans [1] et [2] sont issus de ces travaux. Notre
objectif était d’analyser mathématiquement ces modeles et de préciser les approxi-
mations faites.

Le premier modele, étudié dans [1], s'introduit naturellement en revenant a la
preuve du Théoreme 1.1. Nous avons vu qu’apres projection sur la base (X;),>1
le systeme 3D s’écrit (1.9), (1.10). Un modele intermédiaire s’obtient en passant
a la limite partiellement dans ces équations: seuls les termes d’interférences sont
négligés. Constitué d’équations de Schrodinger 2D couplées a ’équation de Poisson

3D, ce modele appelé 2.5D prend la forme suivante (pour éviter les confusions, les

inconnues sont désignées par *°P):
. 1 E
z@tgb;'m — _§A$¢;.5D + (6_5 + <V2.5D |X;|2>) ¢;.5D, (1‘11)
1
V2.5D — 2.5D |2 X¢€ 2 ] 1.12
o <p§>lj 637 X;) (112)

Ce systeme a la méme structure que (1.3), (1.4) (il est d’ailleurs muni des mémes
données initiales définies par (1.6)) et il est aisé de démontrer qu’il est bien posé.

Le second modele intermédiaire, que nous avons étudié dans [2] sous le nom
de modéle de sous-bandes quantiques, se construit en projetant (1.1) sur une base
différente. Introduisons la base des fonctions propres (x3°),>1 et les valeurs propres
(€2P)p>1 du Hamiltonien de (1.1), dans lequel on “oublie” le Laplacien en z et on

p
gele les variables t et x:

1
ORGP+ (VE V)P — € .
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Bien entendu, a cause du potentiel autoconsistant V*P(¢,z,z), les fonctions de base
X;° —usuellement appelées sous-bandes [AFS, Bas, Dav, FG]- dépendent de ¢ et x
de maniere paramétrique. Par conséquent, des termes non diagonaux apparaissent
lorsque 'on projette (1.1) sur cette base. Si 'on décompose 1P = Zp21 3
alors un calcul simple montre que I'on obtient des équations du type

— 1 — —
iathgD = _§Ax¢gD + EZD QbZD + 7";, (]_]_3)

ou l'on a regroupé dans le reste ry des termes parasites faisant intervenir J;x3"
Vax;” et Agx;P. Le modele de sous-bandes quantiques consiste a négliger ce terme
(i (on montrera plus loin qu’il est petit avec €). En réécrivant toutes les équations (les
inconnues sont maintenant désignées par S®), on obtient les équations de ce nouveau
systeme non linéaire. Il se compose d’équations de Schrodinger 1D quasistatiques
selon la direction z:

1
— 583)(;3 + (VE+ V)P = €7 X" (p e N¥). (1.14)
et d’équations de Schrodinger 2D découplées entre elles
. 1 .
04" = —58.00° + € 6% (peN). (1.15)

Notons que la valeur propre de la p-ieme sous-bande agit comme terme de potentiel
dans la p-ieme équation d’évolution. Enfin, le potentiel autoconsistant, qui intervient
dans (1.14), vérifie toujours ’équation de Poisson :

= dnr <Z’¢5B’ | ?B}) (1.16)

Les données de Cauchy pour ce modele sont aussi les fonctions définies par (1.6)
¢p2(t,r) = @, . Avant d’étudier les erreurs d’approximations, il faut se demander si
ce modele (1.14), (1.15), (1.16) est bien posé. Dans [2], nous avons répondu positive-
ment a cette question, sous la condition que le parametre ¢ est suffisamment petit.
Expliquons rapidement d’ou vient cette restriction en présentant le plan de la preuve
d’existence et unicité.

(i) Résolution locale en temps. Une fagon de résoudre ce systeéme consiste a le
réinterpréter comme une équation de Schrodinger 2D vectorielle en écrivant (1.15)
sous la forme

10,6 = —%Am +F(9). (1.17)

On anoté ¢ = (¢3%)p>1 et F(-) = (F(:))p>1 est une fonctionnelle non locale en espace,
définie comme suit. Pour tout w = (w,),>1, on résout le systeme quasistatique de
Schrodinger-Poisson suivant :

1 *
—5832)@ + (VcE + V)Xp =€ Xp (p e N¥)

(1.18)
471'7“ (Z|Wp| |Xp‘>

p>1
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puis, pour tout p, on pose F(w), = €,w, . On voit immédiatement que (1.17), (1.18)
n’est qu’une réécriture du modele de sous-bandes quantiques. Sous cette forme, on
peut aussi se convaincre, grace aux théoremes généraux de résolution d’équations
(vectorielles) de Schrédinger non linéaires [Pa, Caz], que pour résoudre le systeme
localement en temps, il suffit de savoir définir F comme une fonction localement
Lipschitzienne de son argument (les espaces fonctionnels précis sont définis dans [2]).
La limitation sur € provient de cette derniere étape, qui n’est pas aisée, et nous
renvoyons a la section 9 ou la résolution de ce type de systémes non linéaires est
discutée (voir en particulier la Remarque 9.2).

(i1) Solutions globales. Grace a une estimation provenant de la conservation de
I'énergie, on peut prouver que les solutions construites a I’étape (i) sont globales
en temps. L’énergie totale, conservée au cours du temps par (1.14), (1.15), (1.16),
est la somme de I'énergie cinétique et de I’énergie potentielle Eipr = Epin + Epot , CES
deux quantités s’écrivant respectivement

1 1
S = [ SNV de s [[ Sl loagt e dz,
R p>1 R? p>1

1
S =y [ [ VeV Pdvaz [[ STVEjoP G e de.
2 R3 RSle

Signalons toutefois qu’une difficulté apparait ici, comme pour le probleme (1.1), (1.2),
a cause du terme non borné VF (voir la Remarque 1.2). Afin d’obtenir des bornes
indépendantes de ¢ (requises pour I’étude asymptotique de la section 1.3), un travail
supplémentaire a été nécessaire, que nous ne détaillons pas ici.

1.3 Analyse asymptotique d’erreurs

Au total, nous sommes donc en présence de trois modeles dérivés a partir du
modele de Schrédinger-Poisson 3D : le modele limite (1.3), (1.4), le modele 2.5D
(1.11), (1.12) et le modele de sous-bandes quantiques (1.14), (1.15), (1.16). Dans [1]
et [2], nous avons estimé les erreurs d’approximation entre ces modeles dans le cas
simplifié ou seul un mode est occupé initialement. Précisément, nous supposons qu’il
existe p € N* (fixé) tel que

®, € H}(R*) ; VgeN\{p} &,=0.

Rappelons que l'on impose ¢*°(0,2,2) = ®,(z) X, (2) et gbf(o,x) = ®¢,(z), pour
# € {2p,2s5p,s8}. Les résultats obtenus sont regroupés dans le théoreme suivant :

Théoreme 1.3 Les solutions des systemes présentés dans cette Section 1 sont telles
que, pour tout s € (2,00) et T > 0,

Sup (HwSD _ ¢;B X;BHL?CZ + ||v3D _ VSB|
t€[0,T] ’

L;Lg°> = 0(53)= (1.19)
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sup (19" = 62°° Xz + Vo2 = V22| ) = O(), (1:20)
te[0,7) ’
sup (W‘D . e el PP (| Ta Ve L;L§°> = 0(e). (1.21)
te[0,7 ’

Remarque 1.4 Grace a une borne par en dessous de I’erreur, nous avons par ailleurs
démontré que 'estimation (1.21) ne peut étre améliorée : I’erreur commise en prenant
le modele limite est exactement d’ordre e. Les deux modeéles intermédiaires (52 et 2°P)
sont donc des approximations plus précises du modele initial. Ce fait a été corroboré
par les expérimentations numériques réalisées par E. Polizzi [Poli]. Signalons que ces
deux modeles présentent plusieurs autres caracteres intéressants: ils font intervenir
des équations de Schrodinger 2D, moins cotteuses numériquement que (1.1) et, par
ailleurs, les effets de charge d’espace sont toujours modélisés par une équation de
Poisson 3D, moins singuliere que 1'équation (1.3) du modele limite.

Eléments de Preuve. Plutot que de chercher a démontrer directement les estima-
tions (1.19)—(1.21), il est plus astucieux (et équivalent) de regrouper les modeles deux
par deux selon le schéma suivant (dans lequel chaque fleche désigne une estimation
démontrée) :

Modele Schrodinger-Poisson 3D

(1.1), (1.2)
O(£3)
Sous-bandes quantiques SB O(e?) Modele intermédiaire 2.5D
(1.14), (1.15), (1.16) <> (1.11), (1.12)
O(e)

Modele limite 2D
(1.3), (1.4)

Esquissons la preuve des deux fleches O(e?). Elle est issue de [2]. Dans le pre-
mier travail [1], nous avions uniquement démontré que la différence entre les so-
lutions de (1.1), (1.2) et de (1.11), (1.12) est en O(e?), ce qui n’est pas optimal. Le
modele de sous-bandes quantiques introduit dans [2] apparait donc comme un outil
mathématique permettant d’améliorer cette estimation.

Il s’agit ici d’estimer les différences entre des systéemes non linéaires qui ont une
structure similaire. Comme souvent pour les problemes faiblement non linéaires, on
compare d’abord les dynamiques linéaires a partir des équations de Schrodinger,
puis on termine le travail en bouclant grace a 1’équation de Poisson et un lemme
de Gronwall. Par souci de concision, nous ne détaillons pas cette deuxieme étape



14 Premiere Partie. Transport quantique partiellement confiné

de “passage au non linéaire” et nous nous concentrons sur la partie “linéaire”, plus
spécifique.

Comparaison du modele de sous-bandes quantiques avec le modele 2.5D. Les bornes
obtenues précédemment permettent de démontrer que le potentiel V58 est Lipschit-
zien par rapport a la variable z (uniformément en ). Ceci autorise a prouver, par
une analyse perturbative des éléments propres de (1.14), que 'on a les estimations
cruciales suivantes

E

€F — 5_5 — (V2| X2)%) <Cé (1.22)

SB €
HXp XpHLgOLgOLg T ‘ Lol
oo
t x

(pour le voir formellement, on peut effectuer un changement d’échelle et réécrire
(1.14) a’échelle du confinement z /). En particulier, il en découle que les dynamiques
induites par (1.15) et (1.11) ne different que d’un facteur en O(e?) + O(VSE — V252,

Comparaison du modele 3D avec le modeéle de sous-bandes quantiques. C’est ici qu’in-
tervient I'hypothese de régularité ¢, € H®. Elle permet de démontrer que les
fonctions 0;VSB, V, V5B et A, VS® sont Lipschitziennes par rapport a z (avec des
constantes indépendantes de €), puis, en poursuivant ’analyse perturbative de (1.14),
on montre que

190G+ V.G + 1 A0gR] < O,

En projetant (1.1) sur x3®, on obtient alors une équation similaire a (1.13), dans
laquelle le reste 5 est d’ordre O(e%)+O(V*> —V5®). On en déduit que (1)*° x52) — ¢S2
est du méme ordre. Le point-clé de la preuve est que x;” n’oscille pas en temps.
En projetant (1.1) sur X;°, des difficultées seraient apparues, dues aux oscillations
rapides en temps de x;° et V?*" qui sont générées par les termes d’interférences
apparaissant dans (1.10).

2 Reéduction de dimensionnalité pour 1’équation
de Schrodinger non linéaire [3)

L’équation de Schrodinger non linéaire cubique avec potentiel harmonique
extérieur modélise ’évolution d'un condensat de Bose-Einstein a basse température.
On lui donne alors le nom d’équation de Gross-Pitaevskii [DGPS]. Le potentiel har-
monique, dit de piégeage, est parfois créé par I'expérimentateur de maniere aniso-
trope en espace afin de donner des formes particulieres au condensat. Dans [3], nous
avons décrit un modele réduit pour les condensats fortement anisotropes. L’outil
mathématique utilisé est 'asymptotique a fort confinement partiel, introduite au
début de la Section 1.

Cette étude est placée en fait dans un cadre plus général. On travaille en dimension
totale n+d, sachant que x € R" est la variable dans les directions faiblement confinées
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et z € R est la variable dans les directions fortement confinées. On considére une
équation de Schrodinger non linéaire d’ordre o + 1 (o > 0 est fixé), dans laquelle
intervient un parametre de couplage v(¢):

1 2 2
007 = =380 + (4 B ) v 4@ el v, 2.1)

Avant de présenter les résultats de [3], insistons sur le fait que la phénoménologie
est ici tres différente de celle observée dans le cas du systeme de Schrodinger-Poisson.
En premier lieu, tandis que le potentiel de Poisson était borné dans L™ (par effet
de régularisation), il est remplacé ici par [¢¥|*, qui est d’ordre e~*%2. Pour contre-
balancer cela, il faut donc supposer un faible terme de couplage y(¢) = O(e*¥/?).
Pratiquement, il est judicieux de faire un changement d’échelle dans la direction z
et de considérer la nouvelle équation

2

ZﬁﬁPE = (_%A:v + _) we + 612 ( A + |Z| ) ?/16 + Y st’aws (22)
dans laquelle v € R* est maintenant une constante. La seconde différence avec le cas
Schrodinger-Poisson est plus fondamentale. Au cours de la preuve du Théoreme 1.1
est apparu le fait suivant : le découplage entre les différents modes a lieu parce que le
potentiel électrostatique varie lentement dans la direction z tandis que les fonctions
d’ondes varient a I’échelle 1/e. Ici ce n’est plus le cas et toutes ces quantités varient
a la méme échelle. Des effets de couplage peuvent donc apparaitre. Pour le voir,
introduisons les éléments propres (E,, X,(2))p>1 du Hamiltonien partiel —1 A, + %
et décomposons la solution sur cette base, en écrivant :

“(t,x,2) Z o5 (t,v) et/ (2.3)

p>1

Si 'on remplace ce développement dans (2.2) (dans le cas o = 2), on obtient

. e 1 X 2 £ 7 — — 52 £ 1z 1€
05 = (—§Az + %) g5+ Y PPt EINE () X X, XL) ¢ 65

q’/r'ﬂs

Génériquement, donc, des résonances se produisent entre certains modes a cause de
la nonlinéarité. Les équations que l'on s’attend a trouver a la limite seront donc
couplées. Un cas fait cependant exception: lorsque seul un mode X, est occupé
initialement. Dans [3], nous avons étudié le cas particulier ou seul I’état fondamental
X est excité a l'instant initial, en utilisant une méthode d’énergie (le cas général
fait 'objet d’un travail en cours). On démontre que, lorsque £ — 0, on a

ws(tTI?Z) ~ ¢(t7x) Xl(z) e_iEl t/62’

avec
|z

06 = —5 806+ 0y (X)) o] 6. (24)



16 Premiere Partie. Transport quantique partiellement confiné

Théoréme 2.1 Si la donnée initiale pour (2.2) s’écrit ¢°(0,x,z) = ¢o(x) X1(2) avec
¢o € H'(R™) et x ¢y € L*(R") et si

4
<a< ——— dans le cas défocalisant v > 0
n+d—2
A A (2.5)
0<a<mn|———,— dans le cas focalisant v < 0
n+d—2n

alors, (sous la condition supplémentaire o < % sin > 3) pour tout T' < oo il existe
Cr > 0 telle que les solutions de (2.2) et (2.4) vérifient

<CT€.

su
p L2 (R"*d)

te[0,7]

YE(E) — B ()|

Eléments de Preuve. L’étape essentielle est une estimation globale en temps basée
sur la conservation de I’énergie associée a une inégalité de Gagliardo-Nirenberg ani-
sotrope. Nous n’abordons ici que cet argument. Le reste de la preuve utilise des
inégalités de Strichartz pour I’équation de Schrédinger avec potentiel harmonique
[Car, Caz, Oh].

En combinant les équations de conservation de la masse et de 1'énergie pour (2.2),
et en utilisant la décomposition (2.3), on obtient

€ - E, — El € 2 € «a
V2t (D T2 @nray + Y pg—Q H%(t)HLz(Rn) + 29 ¢ ()| Fata @nsay < Co. (26)

p=1

Dans le cas défocalisant v > 0, on déduit de (2.6), d’'une part, une estimation de
V,° et, d’autre part, le fait que Y -, [|¢5]|* < Coe®/(Ey — Ey), ce qui montre que
la fonction d’onde ¢ reste concentrée sur le mode fondamental X;.

Dans le cas focalisant, une étape supplémentaire est nécessaire afin de borner le
terme provenant de la nonlinéarité. Pour cela, on réutilise ’équation de conservation
de I’énergie (multipliée par €2), qui donne

IV ()72 + € IV (B)l72 < O =29 W= ()17 - (2.7)
A Tl'aide de linégalité de Gagliardo-Nirenberg anisotrope dans R” x RY suivante :

1= () (3 - 1) n(3-45) a(-ts)
[ oz < CHIP ML 72 2 IVag®ll" 2 IVt o

de I’équation de conservation de la masse et d'une inégalité de Young, on déduit de
(2.7) (sous la condition (2.5)) que

2da

2
(3 € £ S 4—na
IV (B)llz2 + 5 IVar (DIl < C+ C® [V ()]l -
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Avec un argument de continuité, pour € assez petit, on obtient ainsi une borne de
V.1° et on peut ensuite procéder comme dans le cas défocalisant avec (2.6). 0O

Remarque 2.2 Il est intéressant de noter que dans le cas focalisant, pour ¢ assez
petit, nous avons obtenu une estimation globale en temps pour des exposants a €
(n;frd,%), qui sont surcritiques vis-a-vis de I’équation de Schrodinger non linéaire (2.2)
en dimension n + d. Ainsi, sous cette hypothese de données bien préparées selon
le mode fondamental, la limitation sur l'exposant « est donnée par la dimension
n de I’équation limite, et non par la dimension n + d de I’équation initiale. Dans
un contexte différent, on peut rapprocher ce type de résultat de ceux obtenus dans
[RauSe, IfRau|, qui montrent que ’équation de Navier-Stokes posée dans un domaine
mince présente de meilleures propriétés que lorsqu’elle est posée dans un domaine

quelconque tridimensionnel, grace a une phénomene de réduction de dimensionnalité.

3 Systeme de Schrodinger-Poisson en domaine
ouvert [4]

Cette section aborde une problématique différente : le transport quantique en do-
maine ouvert. Nous y présentons brievement les motivations et les résultats de ’ar-
ticle [4]. Dans la pratique, pour des raisons évidentes de faisabilité des expériences
numeériques, les modeles doivent étre posés en domaines bornés. Dans les dispositifs
nanoélectroniques, il est naturel d’identifier une région privilégiée ou ont lieu a la
fois des phénomenes de transport balistique de charges, d’interférences quantiques et
de charge d’espace, appelée zone active. Raisonnablement, le transport d’électrons
partiellement confinés dans cette zone active peut étre modélisé par le systeme de
Schrodinger-Poisson. Ce systeme a été étudié par de nombreux auteurs (par exemple
[BM, IZL, Arn1, Nil, Ni2, Ni3]), mais ces travaux portent souvent sur des cas ou la zone
active est isolée. Or, dans les situations physiques qui intéressent les électroniciens,
ce domaine d’étude ne doit pas étre considéré comme fermé. La zone active est reliée
au monde extérieur par des zones d’acces a travers desquelles ont lieu des échanges
de charges. Des conditions aux limites transparentes doivent alors étre écrites a I'in-
terface entre ces zones, de telle sorte que des flux entrants et sortants soient permis.
Le caractere non local de 1’équation de Schrodinger rend cette tache plus délicate
que pour les modeles cinétiques ou fluides issus de la mécanique classique.

L’étude théorique et numérique de conditions aux limites transparentes pour
I’équation de Schrodinger dépendante du temps fait 1'objet d’une recherche active
depuis plusieurs années [BaPo, Arn2, AE, AB|. L’objectif est en général d’obtenir des
conditions aux limites qui absorbent les ondes sortant du domaine d’étude, en limi-
tant au maximum les réflexions artificielles a la frontiere, et la présence de sources a
I’extérieur n’est pas considérée dans ces travaux. Pour pallier ce manque, nous avons
étudié dans [4] la possibilité de prendre en compte la présence de sources extérieures
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dans ’écriture de conditions aux limites transparentes, en vue d’une application au
contexte de I'électronique. La géométrie est multidimensionnelle, la zone active étant
reliée a des guides d’ondes cylindriques qui modélisent les zones d’acces. Dans le tra-
vail de Nier [Ni4], un puissant formalisme fonctionnel a été développé pour étudier
de tels systemes quantiques ouverts (avec injection de charges a l'infini), mais la
question des conditions aux limites au bord de la zone active n’y est pas traitée.

Dans le cas sans source extérieure, 'idée qui permet d’écrire des conditions trans-
parentes exactes est que la solution de I’équation de Schrodinger dans le domaine
extérieur est calculable explicitement via 'utilisation d’une transformée de Laplace
(voir [BaPo, Arn2]). Il suffit alors d’exprimer la dérivée normale de cette fonction a la
frontiere pour obtenir une condition de type Dirichlet-to-Neumann pour le probleme
intérieur. Cette condition est non locale en temps, car elle fait intervenir des dérivées
temporelles fractionnaires.

Afin de généraliser ces conditions pour prendre en compte des sources extérieures,
il faut pouvoir employer une stratégie similaire. L’hypothese essentielle qui permet
un calcul explicite dans le domaine extérieur est que les sources sont stationnaires. La
fonction d’onde a I'extérieur est alors décomposable en deux parties : I'une, provenant
des sources, est explicitement connue, tandis que 'autre partie provient de la zone
active et s’exprime a 'aide de la valeur de la fonction inconnue a la frontiére (comme
dans le cas sans source). La condition aux limites transparente est alors une condition
Dirichlet-to-Neumann qui s’écrit comme la somme de ces deux contributions, une
partie “sortante” similaire a la condition usuelle et faisant intervenir une dérivée
fractionnaire en temps, et une partie “entrante” qui est en fait un terme source
dans cette équation. Ces conditions aux limites ont été implémentées dans [Pd2] en
dimension 1.

Pour décrire ce terme source, nous nous sommes appuyés sur plusieurs travaux
concernant 1’établissement de conditions aux limites pour 1’équation de Schrodinger
stationnaire, toujours dans le but de s’appliquer a 1’électronique. Cette méthode dite
quantum transmitting boundary method a été initialement développée dans [LK] puis
étudiée mathématiquement dans [BADM, BA1] (voir aussi [BADGa]). La description
d’une source thermodynamiquement a 1’équilibre impose de considérer une infinité
d’équations de Schrodinger indexées par 1’énergie d’injection des particules dans la
zone active, qui est un parametre continu dans le systeme.

Apres avoir écrit les conditions aux limites transparentes sur une partie du
bord du domaine d’étude, nous avons montré que le systéme obtenu est bien posé
mathématiquement. La preuve repose sur une estimation d’énergie qui s’appuie a la
fois sur le caractere répulsif de 'interaction Coulombienne et sur le caractere dissi-
patif de 'opérateur Dirichlet-to-Neumann.



Deuxieme partie

Modeles diffusifs quantiques

Cette deuxieme partie présente les travaux [5, 6, 7, 8, 9] qui concernent
I’établissement et 1’étude de modeles macroscopiques (diffusifs) quantiques. L’in-
dustrie des semiconducteurs utilise depuis des années des modeles macroscopiques
classiques pour simuler le transport des charges dans les dispositifs. On peut citer
une grande variété de modeles, en partant du plus anciennement utilisé, le modele de
dérive-diffusion (introduit par [vR]; voir [Moc, Sel, MRS, Je] pour des présentations
mathématiques et numériques), pour aller vers les modeles plus précis que sont les
modeles d’energy-transport, hydrodynamiques ou SHE (voir [Del, BAD] pour une
bibliographie et une discussion des approximations sous-jacentes a ces modeles).

Le besoin de rendre compte d’effets quantiques dans le fonctionnement des dis-
positifs électroniques amene naturellement a rechercher une maniere de faire évoluer
ces modeles, pour plusieurs raisons. La plus évidente est bien entendu le souci
économique de réutiliser un ensemble d’outils bien maitrisés ou en développement,
sachant que les modeles completement quantiques sont structurellement différents
et demandent une remise a plat des méthodes. Par ailleurs, la prise en compte des
collisions dans les modeles quantiques est un sujet tres délicat et encore assez incom-
pris, tandis que les modeles macroscopiques sont par essence adaptés aux régimes
de transport collisionnels, sans toutefois nécessiter une description tres fine des colli-
sions. Ces dernieres interviennent en général dans les modeles via des grandeurs assez
heuristiques (mobilités, coefficients de diffusion), sur lesquelles une grande expérience
a été acquise au fil des années. Enfin, les effets quantiques interviennent souvent dans
une zone réduite, bien identifiée, du dispositif. Il parait souhaitable de savoir bien
coupler spatialement des modeles quantiques avec des modeles classiques, ce qui sera
d’autant plus aisé que ces modeles sont structurellement proches.

Il est bien connu qu’une bonne compréhension d’'un modele macroscopique passe
par 'explicitation des liens qui existent entre ce modele et des modeles microsco-
piques sous-jacents [CIP, DPR, Go]. En ce qui concerne les modeles diffusifs, l'outil
qui permet cette compréhension est I'approximation de la diffusion. Introduite ini-
tialement dans des contextes différents (transport neutronique [LaKe, BLP, BSS] ou
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transfert radiatif [BGP1]), cette méthodologie (aussi appelée limite hydrodynamique
parabolique [Go]) a été appliquée pour la premiere fois aux semiconducteurs dans
[GP, Pol] (voir aussi la présentation [Po2]) pour dériver le modele de dérive-diffusion,
puis a permis la dérivation de modeles plus complexes [BADGe, BAD, Del].

Tres récemment, Degond et Ringhofer [DR1] ont développé une stratégie permet-
tant de dériver des modeles hydrodynamiques quantiques a partir d'une description
microscopique. Il s’agit d’une extension au contexte quantique de la méthode des mo-
ments de Levermore [Le], via la définition d’équilibres locaux quantiques minimisant
une entropie sous contraintes (voir une description plus précise dans la section 4).
Ces concepts nous ont permis de généraliser dans [5], puis dans [9], 'asymptotique
de la diffusion dans un formalisme quantique et de dériver plusieurs modeles diffusifs
quantiques, qui rendent compte de divers régimes collisionnels. Parmi ceux-ci, le plus
simple est le modele de dérive-diffusion quantique (QDD) dont nous présentons la
dérivation dans la section 4. Dans [8], nous nous sommes attachés a discrétiser ce
modele QDD et a le simuler numériquement. Cet article [8] est repris dans la section
5 et représente aussi une premiere étape vers l’'étude mathématique de ce modele.
Enfin, la derniere section 6 résume plus brievement 1’établissement d’autres modeles
diffusifs : le modele d’energy-transport quantique et des modeles de type SHE quan-
tiques. Pour finir, on signalera ’article [6], ou nous avons effectué une synthese des
travaux [DR1], [DR2], [5] et aussi affiné le modele de dérive-diffusion quantique (en
le reformulant et en précisant certaines propriétés).

4 Le modele de dérive-diffusion quantique [5, 6]

Cette section reprend la partie de l'article [5] —ainsi que la fin de [6]- qui concerne
I'obtention du modele de dérive-diffusion quantique QDD. Les développements
présentés dans ces travaux sont formels ; en particulier, aucun cadre fonctionnel n’est
précisé.

4.1 Equilibres locaux et opérateur de collision

En dimension d, on considere un systeme de particules quantiques (pour simplifier,
des électrons) en forte interaction avec leur milieu ambiant, a température 7" donnée.
Au niveau microscopique, les électrons sont décrits par leur matrice densité o(t), qui
est un opérateur positif, & trace et Hermitien sur L?(R?), et satisfait une équation
de Liouville quantique (ou de von Neumann) dans laquelle on fait intervenir un
opérateur de collisions Qo] :

ihdro = [H,0] + ih Qla]. (4.1)

Ici, H désigne le Hamiltonien du systeme H = — %QA—I—V, le potentiel V' étant supposé
connu. Le point-clé de ce travail est le choix d'un opérateur de collision @ pouvant
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modéliser de maniere raisonnable les interactions entre les électrons et un bain ther-
mique (dans le cas des semiconducteurs, celui-ci est constitué majoritairement des
phonons). Par analogie avec la théorie cinétique, nous allons en fait prescrire les
propriétés qualitatives d’un tel opérateur, puis choisir un opérateur simple, de type
relaxation, qui les satisfait. En regle générale, afin de garantir un comportement
physique acceptable pour le systeme modélisé, on s’attache a identifier les trois pro-
priétés suivantes d’un opérateur de collision : les quantités conservées, les fonctions
d’équilibres et une propriété de dissipation d’entropie.

Précisons ces trois points dans le contexte présent. La spécificité ici vient du fait
que les concepts fondamentaux du formalisme quantique sont des opérateurs, et non
des fonctions de distribution comme en théorie cinétique. Commencons par définir
les invariants collisionnels, c¢’est-a-dire les moments conservés au cours des collisions.
Ici, seule la densité locale n(t,x) est conservée. Rappelons que celle-ci se définit de
maniere faible par

Ve € I®(RY) / n(t.a) o) de =Tr (ol0)¢) (4.2)

(dans le second membre, ¢ désigne implicitement 'opérateur de multiplication par
¢). D’autre part, dans le cas d’interactions avec un bain thermique, la quantité
dissipée est 1’énergie libre (voir par exemple [Bal]):

Hrp(o) =Tr {Ho+T (¢lno—0)}, (4.3)

ou In p désigne le logarithme de I'opérateur p.

Ayant ainsi énoncé ces deux premieres propriétés, une définition naturelle s’en
déduit pour les équilibres collisionnels. Cette définition rejoint la notion d’équilibre
quantique local, qui a été développée dans [DR1] en généralisant la méthode des
moments de Levermore [Le]. L’équilibre quantique local associé a une matrice densité
donnée p se définit par un principe de Boltzmann-Gibbs [Bal, LL, Go], comme étant
la matrice densité qui minimise ’énergie libre, sous contrainte de densité donnée :

min {Hr(o) telque Vo Tr (cp)=Tr (0p)}. (4.4)

Notons M, Popérateur qui réalise (4.4) — en supposant qu'il existe et est unique. On
peut démontrer que M, s’écrit nécessairement sous la forme suivante:

M, = exp (_% (—%QA 4 A)) (4.5)

(exp est 'exponentielle au sens des opérateurs). Dans cette équation, A(z) désigne
une fonction réelle, que nous appelons potentiel chimique quantique associé a .
Nous renvoyons a [5] et [6] pour ces développements, qui se fondent sur le fait que
l'on peut réécrire (4.4) sous la forme d’'un probleme de point-selle, et aussi sur la
différentiabilité de Hr (a ce sujet, voir [DR1, Ni2]). Remarquons que (4.5) est la
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forme usuelle d'un équilibre statistique quantique [Bal], avec un Hamiltonien modifié
dans lequel A joue le role du potentiel.

Posons désormais .

Qo) = —(M, — o), (4.6)
ou 7 > 0 désigne un parametre de relaxation. On peut démontrer (en utilisant une
propriété de convexité, voir [5]) que cet opérateur vérifie les trois principes sou-
haités. Dans [DR2], d’autres opérateurs ont été écrits sous une forme plus proche de
I'opérateur de Boltzmann classique et présentant des propriétés analogues a Q. En
choisissant une forme plus simple, notre démarche ici s’apparente a celle qui consiste
en théorie cinétique a remplacer 'opérateur de Boltzmann par un opérateur BGK,
et qui donne des résultats raisonnables au niveau macroscopique [Cer, Go]. On peut
démontrer formellement qu’avec cet opérateur de collision, 1’équation de Liouville
quantique (4.1) induit la bonne dynamique:

Proposition 4.1 (Formelle) Soit oo une matrice densité. Alors la solution de (4.1)
telle que 0(0) = po est a tout instant un opérateur Hermitien, positif, a trace, et tel
que

d

Tro(t) = [nlta)ds=Tro 5 LHrle0) < [nowds,

ot n(t,x) est définie par (4.2).

Remarquer que lorsque V' est indépendant du temps, 1’énergie libre est exactement
dissipée par le systeme.

4.2 Limite de diffusion et établissement du modele QDD

Afin d’étudier I'approximation diffusive de (4.1), il est commode de revenir a
une description dans I'espace des phases. L’outil qui le permet est la transformée
de Wigner W (voir par exemple [Gel, GMMP, LiPa, Wig]), qui fait correspondre a
chaque opérateur son symbole de Weyl (I'inverse de W, noté W1, est la transformée
de Weyl). Si p désigne le noyau d’un opérateur de Hilbert-Schmidt Hermitien p, sa
transformée de Wigner est la fonction réelle de (z,p) définie par

W(o)er) = [

1 1 ,
0 (m ——n, T+ —n) ey .
Rd 2 2

En appliquant W a l’équation de Liouville quantique avec opérateur de collision
(4.1), et en posant f(t,z,p) = W(o(t)), on obtient I’équation de Wigner-BGK. Apres
avoir introduit un petit parametre €, relié au libre parcours moyen, et effectué des
changements d’échelle sur l'opérateur de collision et sur la variable temps pour se
placer dans I'asymptotique de la diffusion (voir par exemple [GP, Pol]), on peut écrire
cette équation ainsi:

O+ AS =L My - ), (4.7)

3
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ou A = p-V — O[V] désigne l'opérateur de transport quantique, sachant que O[V]
est I'opérateur pseudodifférentiel

€ J V(t,a: + EU) B V(tam - Eﬁ) € N _i(p—p')m /
@[V]f = (2;)d //R?d 2 A : / (5E7p)6( ) dndp. (4-8)

Pour définir la fonction M-, introduisons une notation. Pour toute fonction h(z,p),
on pose Exp h = W (exp(W~1(h))) (dans cette expression, exp(W ~!(h)) désigne I'ex-
ponentielle de Popérateur W~=1(h)). Avec cette notation, on déduit par une simple
application de la transformée de Wigner a (4.5) que la fonction d’équilibre associée
a une fonction de Wigner f(x,p) est la “Maxwellienne quantique” définie par

2 Az
- (- 42)

(4.9)
ou A(x) est telle que Vo € RY / My (z,p)dp = / f(xp)dp.
R4 R

Comme ci-dessus, nous faisons I’hypothese forte que ce probleme (4.9) est bien
posé (signalons cependant que dans [8], nous avons résolu un analogue discret de
ce probleme, sujet que nous ne développons pas dans ce mémoire).

Le modele de dérive-diffusion quantique (QDD) s’obtient en faisant tendre e vers
0 dans (4.7). Si l'on suppose que f¢ converge vers une certaine fonction f(¢,x,p),
alors il est clair d’apres (4.7) que f est une Maxwellienne quantique, c’est-a-dire
qu’il existe une fonction A(t,x) telle que f = My, définie par (4.9). Afin d’écrire
une équation d’évolution sur A, il convient alors d’effectuer un développement de
Chapman-Enskog, en posant f© = My +¢g°. A laide de (4.7), on obtient formelle-

ment que ¢° = —Af¢ + O(e), puis il vient par un calcul direct :
1 1
Of —ANf = =5 (Mye = 7) = —AMe + O(e).

Le point crucial est que, lorsque 1'on integre cette équation par rapport a la variable
p, les deux termes singuliers du second membre disparaissent. Cette propriété est
évidente pour le premier terme, par construction de M- (voir (4.9)). Pour le second
terme, cette annulation est moins claire et provient de propriétés de la transformée
de Wigner et de I'exponentielle d’opérateurs, qui entrainent que AMy- est impaire.
En fin de compte, apres passage a la limite nous obtenons

2 4 2 4
at/gxp (—%—#) dp—/AAEXp (—%—#) dp=0.

C’est la forme du modele QDD que nous avons écrite dans [5]. En fait, par un
certain nombre de manipulations qui utilisent I'expression A(-) = +W[H,W~!(-)] et
des propriétés de commutations, on peut simplifier cette équation [6]. Nous résumons
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tout ceci dans le théoreme suivant :

Théoréme 4.2 (Formel) Lorsque ¢ — 0, la solution f€ de ’équation de Wigner-
BGK converge formellement vers [’exponentielle quantique

f(t,x,p) = Exp (—% — #) . (4.10)

De plus, la densité correspondante n(t,x) = [ f(t,x,p)dp et le potentiel chimique
quantique A(t,x) satisfont [’équation suivante :

on+div (nV(A-V))=0. (4.11)

Remarque 4.3 Cette équation (4.11) est tres simple, mais une équation plus com-
plexe se cache derriere. Il s’agit de la relation constitutive entre n et A:

V(ta)  n(ta) = /R Exp (—% - @) dp, (4.12)

qui est non locale en espace: le caractere quantique du modele repose sur cette
relation. Par ailleurs, en reprenant une a une les étapes de I'établissement de ce
modele, on s’apercoit que dans le cas ou 'équation initiale (4.7) est remplacée par
son équivalent classique (I’équation de Vlasov-BGK), on obtient a la limite les mémes
équations (4.11), (4.12), a ceci pres que 'exponentielle “quantique” Exp est rem-
placée par ’exponentielle usuelle exp. En conséquence, un calcul direct montre que,
dans ce cas, on a A = —T'Inn et (4.11) devient I’équation de dérive-diffusion clas-
sique

O —div (TVn+nVV) =0. (4.13)

Ceci justifie le nom de dérive-diffusion quantique que nous donnons a ce modele.

4.3 Propriétés formelles du modele QDD

Dans ce paragraphe, afin de valoriser ce modele QDD (4.11), (4.12) dont nous ne
savons pas construire une solution, nous en présentons plusieurs propriétés formelles
en insistant sur leur intérét physique.

Caractere entropique. Ce modele macroscopique étant obtenu comme limite d’'un
modele microscopique qui dissipe une énergie libre, il n’est pas étonnant de retrouver
une trace de cette propriété. Des calculs directs montrent qu’en effet, en combinant
(4.3), (4.10) et la Proposition 4.1, on obtient en passant a la limite une inégalité de
dissipation d’entropie (son équivalent discret sera exploité pour étudier le comporte-
ment en temps long d’un schéma numérique, voir le paragraphe 5.2) :

% n(V —A) dxﬁ/n@tde. (4.14)
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Equilibres globaux. L’équation d’advection (4.11) est sous forme conservative. Il
est donc naturel d'introduire la densité de courant j = n'V (A — V). Le systeme est a
I’équilibre global lorsque ce vecteur est nul en tout point de I'espace, ce qui entraine
(sous I'hypothese usuelle que du vide ne se crée pas) l'existence d’une constante
er telles que A = V — ep. Il découle alors de (4.5) que les états d’équilibre du
systeme sont les équilibres statistiques quantiques au sens habituel [Bal] et e peut
étre interprété comme un quasi-niveau de Fermi.

Asymptotique semiclassique. En appliquant les regles du calcul pseudo-
différentiel semiclassique [AG, Horm, R}, et en utilisant le formalisme dit des équations
de Bloch, nous avons calculé dans [5] les premiers termes du développement de 1'ex-
ponentielle quantique Exp en puissances de h, lorsque ce parameétre devient petit. A
I'ordre 0, on retrouve bien I'exponentielle classique exp, ce qui montre avec la Re-
marque 4.3 que, formellement, la limite semiclassique du modele QDD est le modele
de dérive-diffusion classique (4.13). De facon plus intéressante, examinons le terme
suivant du développement de Exp, qui est d’ordre h?. En intégrant ce terme par
rapport a la variable p, on obtient avec (4.12) 'expression suivante (& une constante
additive pres):
2
A=-TInn+ h— Avn
6 Vn
En injectant cette expression dans (4.11), on obtient le modele approché suivant, aux
termes d’ordre 4 pres:

o (15w (VIS Lo

On retrouve ici en fait un modele bien connu: il s’agit du modele de density-gradient
(souvent aussi appelé “dérive-diffusion quantique”) introduit heuristiquement par
Ancona et lafrate [Anc, AI] pour inclure les effets quantiques dans les systemes clas-
siques, puis étudié par de nombreux auteurs (par exemple [AYDVCV, BAU, Jii, JP,
Pu, PuU]). Ces calculs fournissent ainsi, a notre connaissance, la premiere justification
de ce modele de density-gradient.

+ O(RY).

5 Discrétisation(s) et simulations numériques 7, s

Cette section présente les résultats obtenus dans [7, 8], concernant le modele QDD
posé sur un domaine borné. Dans une premiere étape vers I’étude complete de ce
systeme, nous en avons résolu une version semi-discrete en temps, qui s’avere étre
équivalente a un probléme de minimisation convexe bien posé (voir paragraphe 5.1).
Puis nous avons construit un schéma numérique présentant de bonnes propriétés:
positivité, dissipation d’entropie, convergence en temps long (voir le paragraphe 5.2),
et avons illustré ces résultats par des simulations numériques.
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Commencons par rééerire ce systeme QDD dans un domaine borné Q C R? (ici
d < 3), en incluant une description des interactions entre électrons par champ moyen.
La premiere équation s’écrit toujours

on+div (nV(A-V)) =0, (5.1)
le potentiel V' désignant ici la solution de I’équation de Poisson
—aAV =n. (5.2)

Rappelons que, si I'on pose H[A] = —%2A + A+ Vert la matrice densité du systéme
est de la forme o = exp(—H][A]) (par un changement d’échelle, on peut s’arranger
pour avoir T' = 1; par ailleurs, pour des raisons techniques, nous avons fait le choix
d’inclure un potentiel extérieur dans ce Hamiltonien plutot que dans (5.1)). Si l'on
munit le Hamiltonien H[A] d'un domaine prenant en compte des conditions aux
limites de Dirichlet ou Neumann (cela revient & mettre un mur infini sur la frontiere),
sa résolvante est compacte et on peut le diagonaliser en base orthonormée. Soit
(Ap[A])p>1 la suite croissante (au sens large) de valeurs propres de H[A] et (xp[A])p>1
la base de fonction propres associée. Des calculs simples montrent —sans faire appel a
la transformée de Wigner, qui n’est pas applicable en domaine borné— que I’équation
constitutive (4.12) prend la forme plus simple suivante:

n[A] = e My 4] (5.3)

p>1

Dans ce systeme, « et A sont deux parametres sans dimension qui mesurent respec-
tivement les effets de charge d’espace et le caractere “quantique” du systeme.

5.1 Un systeme semi-discrétisé en temps

Faisons le choix des conditions aux limites suivantes sur le bord 92 du domaine
Q2 (la normale unitaire sortante est notée v(x)):

V=0 ; Ve(A=V)-v=0 ; Vixp-v=0 (Vp>1) (5.4)

(la condition de Neumann sur les fonctions propres évite les problémes d’annulation
de la densité au bord). Soit At > 0 et t* = k At pour k € N*. On introduit le systeme
semi-discrétisé implicite suivant, dans lequel les inconnues & I'instant ¢* sont notées
avec l’exposant k :

Nkl _ pk

T" +div (nfV(AR - VEHY) =, (5.5)

— aAVHFTL = phtL (5.6)
nFtl — ZQ—AP[A’““} ’Xp[Ak+1]|2- (5.7)
p
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Le point-clé ici est que (5.5), (5.6) et (5.7) sont exactement les équations d’Euler-
Lagrange d’une fonctionnelle strictement convexe. Soit n* une fonction continue et
strictement positive sur Q. Pour tout A € H'(Q), V € Hj(f2), on pose

A
J(AV) = Tt/nk]V(A—V)|2dx—l—%/|VV|2dx+Tr (e_H[A])—f—/nk (A=V)dx,

en rappelant que H[A] = —%ZA + A + Vet D’apres le travail de Nier [Ni2], si
par exemple le potentiel extérieur V¢ est dans L>(2), on sait que la fonctionnelle
F[A] = Tr (exp(—H][A])) est convexe, infiniment différentiable, et que sa différentielle
premiére s’écrit, en reprenant la notation (5.3), daF - 0A = — [n[A]§Adx. 1l en
résulte d'une part que J est strictement convexe, et d’autre part que sa différentielle
prend la forme:

dayJ - (SASV) = At/nkV(A—V)-V(aA—W) dx+a/VV-V5Vd:v

—/Zew‘l \XP[A]\QéAdx+/nk (6A —6V) d.
p

Quelques calculs montrent alors que les points critiques de J satisfont le systeme
(5.5), (5.6), (5.7) avec les conditions aux limites (5.4). En montrant la coercivité de
cette fonctionnelle sur H'(Q2) x H}(Q), nous avons prouvé dans [8] que J admet un
unique couple minimiseur, donc que 'on peut passer de maniere unique de l'instant
t* & t**1. Nous avons aussi démontré que ce systeme semi-discret vérifie la méme
propriété de dissipation d’entropie que le modele continu (5.1)—(5.3). Ces résultats
sont énoncés dans le

Théoréme 5.1 ([8]) Soit une donnée initiale n® € C(Q) strictement positive.
Alors, pour tout k € N, le systéeme (5.4)—(5.6) admet une unique solution
(nk+1 AR VR 0(Q) x HY(Q) x H}(Q). De plus, la densité n* est toujours
strictement positive sur Q, la charge totale [ n*dx est constante au cours du temps
et Uénergie libre S* définie ci-dessous est une suite décroissante :

Sk = — /nk (A* + 1) dz + % / IVVE? da. (5.8)

Remarque 5.2 Les états stationnaires de ce systeme (5.1), (5.2), (5.3) sont déja
connus: ce sont les solutions du systeme de Schrodinger-Poisson étudiées par Nier
dans [Nil, Ni2]. Pour le voir, il suffit de remarquer que, par la premiere équation (5.1)
(avec les conditions aux limites (5.4)), les fonctions A et V' doivent nécessairement
coincider a une constante pres: le quasi-niveau de Fermi e = V — A. Plus
précisément, étant donnée la charge totale [n®dz > 0, alors il existe un unique
état stationnaire (n°°,A® V>) tel que [n*(z)dx = [ n°dz. Introduisons alors l'en-
tropie relative entre la solution de (5.5)—(5.7) et cette solution stationnaire:

Y= — / (nk (AP — A>®) 4 nF — n®) dz + % / IV(VE — V)2 (5.9)
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Chacune des deux intégrales est positive et la suite 3* est décroissante. Ceci tend &
montrer que la solution du probléme instationnaire (5.5), (5.6), (5.7) converge vers
I'unique état d’équilibre. Cette question reste ouverte ici dans le cas présent d’une
variable x continue, mais nous 'avons résolue dans le cas completement discrétisé
(voir le paragraphe suivant).

5.2 Schéma numérique et illustrations

En discrétisant la variable d’espace (en dimension 1) dans le systeme semi-
discret (5.5), (5.6), (5.7), nous avons construit un schéma numérique implicite aux
différences finies pour le modele QDD (5.1)—(5.3). Pour cela, il a été nécessaire en
particulier d’écrire une version discréte (matricielle) du probleme au valeurs propres
HIA] xp[A] = A[A] xp[A]. Nous renvoyons a [8] pour tous les détails concernant ce
schéma. Toutefois, plusieurs points importants sont a souligner.

1. Nous avons effectué une analyse numérique de ce schéma et démontré les pro-
priétés suivantes :

— la stricte positivité de la densité est garantie pour tout temps;
— la charge totale dans le domaine est conservée ;

— une énergie libre discréte analogue a (5.8) est décroissante au cours du
temps.

2. En utilisant les inégalités fournies par la dissipation de ’énergie libre, nous
avons ensuite pu démontrer que la solution numérique converge en temps
long vers l'unique solution d’un systéeme de Schrédinger-Poisson stationnaire
discrétisé.

3. Comme pour le systéme semi-discret en temps (5.5)—(5.7), ce schéma numérique
est completement équivalent a la résolution d’'un probleme de minimisation
convexe. Nous nous sommes appuyés sur ce caractere pour I'implémenter, via
une méthode de Newton qui, de fait, présente de bonnes propriétés de conver-
gence.

4. L’implémentation de ce schéma passe par la résolution de problemes aux va-
leurs propres, dont la taille des matrices est la méme que la grille spatiale. En
réalité, il n’est pas nécessaire de calculer tous les éléments propres (sinon les
couts de calculs seraient prohibitifs) . Ceci peut se voir sur la formule (5.3):
grace au terme exponentiel, seules les valeurs propres les plus petites ont une
contribution significative a la densité. Dans le programme, nous évaluons le
nombre de valeurs propres a calculer (grace a la formule de Weyl), et contrdlons
a posteriori les approximations faites ainsi.

[lustrons ces propriétés par quelques résultats numériques. On représente le pas-
sage d'un flot d’électrons a travers une double barriere créée par une hétérostructure.
Sur les Fig. 3.1 et 3.2-gauche sont représentées, a 'instant initial, apres 20 itérations
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et apres 500 itérations, les grandeurs suivantes: la densité n et le potentiel total
V + Vert Le potentiel extérieur V¢! représente la double barriere. Les charges sont
initialement entierement a gauche de la double barriere et, au cours du temps, une
partie de la population la traverse pour peupler finalement principalement les zones
de plus basse énergie potentielle. La Fig. 3.2—droite représente 1’énergie libre qui est
bien une fonction décroissante du temps. Apres 500 itérations, I'état d’équilibre est
atteint, comme le montre par ailleurs le tracé du potentiel électrochimique, c¢’est-a-
dire la fonction A—V qui est devenue constante (voir [8]). On vérifie aussi la parfaite
conservation de la charge totale au cours des itérations. Ces résultats numériques sont
encourageants et nous travaillons actuellement sur la prise en compte de conditions
aux limites permettant l'injection d’un courant dans le dispositif (afin de simuler des
situations hors équilibre).
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6 Autres modeles diffusifs quantiques [5, 9]

Résumons les étapes qui nous ont permis dans la Section 4 d’établir un modele
QDD présentant de bonnes propriétés physiques :

— identification des quantités conservées au cours des interactions avec le milieu ;
— définition d’une matrice densité d’équilibre local, a partir d’'un principe de
Boltzmann-Gibbs, satisfaisant un théoreme H quantique;

— passage a une description dans ’espace des phases par transformée de Wigner
et approximation de diffusion.

Dans les semiconducteurs, les mécanismes de collision sont multiples (imperfections
du cristal, vibrations du réseau, impuretés, collisions entre électrons eux-mémes, . .. )
et les phénomenes de relaxation n’operent pas tous a la méme échelle temporelle.
Classiquement, entre le modele de dérive-diffusion et 1’équation de Boltzmann, on
rencontre une grande variété de modeles intermédiaires, construits en hiérarchisant
les phénomenes de collisions prépondérants [Del, BAD]. La stratégie décrite ci-dessus
permet d’envisager une réécriture de ces modeles intermédiaires dans le formalisme
quantique. Cette section présente rapidement deux travaux qui vont dans ce sens.
L’étude numérique de ces modeles fera l'objet de futurs travaux, dans la suite de [8].

Le modele d’energy-transport classique est constitué d’un systeme d’équations de
diffusions pour la densité et la température des électrons. Introduit par [Stral, il a
depuis été beaucoup utilisé pour les calculs numériques (par ex. [HMM, RVV, SOTG])
et a été dérivé mathématiquement dans [BADGe, BAD] (voir aussi [Del, Jii]) et ana-
lysé dans [DGJ1, DGJ2]. Il revient a se placer a une échelle ot dominent a la fois les
collisions élastiques avec les phonons et les collisions électrons-électrons. Les quan-
tités conservées au cours de ces interactions sont la densité de charge et la densité
d’énergie cinétique des électrons. Dans [5], nous avons effectué la dérivation for-
melle d’un modele energy-transport quantique. Afin de formuler un principe de Gibbs
adéquat, comme la température des électrons ne s’ajuste pas avec la température du
réseau, ’énergie libre utilisée au paragraphe 4.1 doit étre remplacée par I'entropie

S(e)=Tr (elno— o).

Pour exprimer localement ’énergie cinétique (comme les autres moments [DR1]), il
est plus aisé de se placer dans la description “espace des phases”, ou une simple
intégration par rapport a p joue le role d’une formulation faible pour la descrip-
tion “opérateurs”. Le principe de minimisation d’entropie s’exprime donc dans la
formulation mixte suivante: pour tout f(x,p), on recherche le

min{S(W‘l(g)) tel que /gdp = /Rdfdp et /Rd Ip|*> gdp = / ]p|2fdp}
(6.1)



6 Autres modeles diffusifs quantiques [5, 9] 31

En résolvant ce probleme contraint, on voit apparaitre deux fonctions-multiplicateurs
de Lagrange A(z) et C(x) et, en utilisant la notation Exp introduite dans le para-
graphe 4.2, la fonction réalisant 1’équilibre est définie par

Mf =&xp (A(z) + Clp|*), ou A(z) et C(z) sont telles que

vwer [ ()= [ (e )

Si T'on utilise cette Maxwellienne modifiée dans (4.7), asymptotique de diffusion
produit deux équations conservatives (voir [5, 6]) :

On +div J* =0, (6.3)
OW +div J¥ + J*-V,V =0,

ol les inconnues sont les densités de charge et d’énergie définies par

( 2%?/’1(,](]1] ) - /Rd ( |p1|2 >5XP(A+C|p|2)dp, (6.5)

et les flux de masse et d’énergie s’expriment ainsi:

J'=—V.-T—nVV, (6.6)
2

JU=-V.Q-WVV -TIVV + %nVIAIV, (6.7)

sachant que les tenseurs de pression et de flux de chaleur sont des fonctions non
locales de n et W wia l'inversion (supposée possible) des équations constitutives

(6.5):
( e ) - / ( i ) Exp(A -+ Clpf) dp. (6.8)

Le modele d’energy-transport quantique est formé par ’ensemble de ces équations
(6.3)—(6.8) (ici encore, on retrouve sa version classique —locale en espace— en rem-
plagant formellement Exp par l'exponentielle usuelle exp). Nous sommes loin de
savoir donner un sens mathématique a sa solution, mais il est intéressant de noter
que la quantité suivante, que I'on peut interpréter comme l’entropie macroscopique,
est formellement une fonction décroissante du temps (lorsque V' est constant) :

S(nW) = /(An+2CW) dx .

Plus proches encore d’une description completement cinétique, les modeles SHE
(pour Spherical Harmonics Expansions) décrivent ’évolution d’une fonction de la po-
sition et de I’énergie. Ils ont été utilisés récemment dans le contexte des semiconduc-
teurs [GVBO, Brl, Br2]; pour une présentation mathématique et leur justification, on
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pourra se référer a [BAD, Del, De2] et a la bibliographie incluse. Au niveau microsco-
pique, I’hypothese est que les mécanismes dominants sont les collisions élastiques avec
les phonons. Dans [9], en suivant I’approche que Degond et Ringhofer ont adopté dans
[DR2] pour généraliser l'opérateur de Boltzmann, nous avons tout d’abord proposé
un opérateur “quantique” de collisions avec les phonons, qui généralise 1'opérateur
classique [Maj] et qui vérifie un théoreme H (dissipation d’entropie quantique). Puis,
en considérant que les collisions élastiques sont prépondérantes, nous avons établi
un modele SHE quantique consistant avec la dissipation de I’entropie, en reprenant
la stratégie ci-dessus. La forme de ce modele est cependant tres implicite et, pour
une utilisation pratique, il nous a semblé préférable d’en calculer des approximations
lorsque le transport est quasiment semiclassique (selon la méme idée que pour le
modele QDD, vue au paragraphe 4.3).



Troisieme partie

Modélisation hybride quantique et
classique

Coupler des modeles de natures différentes est une approche souvent recherchée
pour réduire les cotits numériques dans les situations physiques ou des phénomenes
complexes mettent en jeu plusieurs échelles. Dans le contexte de la nanoélectronique,
la modélisation hybride quantique-classique permet de tirer parti des avantages de
chacune des descriptions. Les effets ondulatoires et les petites dimensions sont bien
décrits dans le formalisme quantique tandis que les modeles classiques permettent
d’atteindre les grandes échelles spatiales et de prendre en compte plus facilement
les effets collisionnels. Une telle stratégie a ainsi été appliquée par plusieurs auteurs
pour le couplage spatial de I’équation de Schrodinger avec des modeles issus de la
mécanique classique, qu’il soient cinétiques ou diffusifs [BA2, BADGa, Bie, DEA, EAJ].

Dans cette partie, nous présentons une stratégie de couplage différente : le couplage
directionnel. Dans certaines configurations, comme par exemple lorsque le transport
des charges se concentre a l'interface entre deux matériaux différents (Silicium-Oxyde
pour un transistor MOS ou GaAs-AlGaAs pour un transistor a modulation de do-
page), les ordres de grandeurs ne sont pas les mémes dans toutes les directions. Une
modélisation quantique est nécessaire pour décrire les effets de confinement dans la
direction transverse au transport (que nous noterons z), tandis que les dimensions ca-
ractéristiques dans les autres directions (notées x), dites paralleles, autorisent encore
une description classique.

Comme nous le verrons, I'une des conditions pour permettre un tel couplage des
descriptions est que le temps ne se déroule pas de la méme maniere dans les directions
transverses et paralleles. Les phénomenes quantiques ont lieu de fagon quasistatique
par rapport au temps (ainsi que par rapport a la variable x). Cette vision d’un trans-
port classique avec des degrés de liberté quantiques permet un rapprochement avec
I’approximation de Born-Oppenheimer utilisée en dynamique moléculaire. Cette idée
ancienne [BOJ, qui a été tres étudiée [CDS, HJ, KMSW, ST, T], consiste a effectuer une
séparation d’échelle entre les électrons et les noyaux d’une molécule, du fait de leur

33
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grande différence de masses. Les noyaux évoluent dans un potentiel effectif généré par
un niveau d’énergie des électrons, tandis que les électrons s’ajustent instantanément
dans un état propre du Hamiltonien lié a la configuration des noyaux.

Dans les situations que nous examinons ici, la différence d’échelle entre = et z joue
le méme role qu’une différence de masses. La premiere section de cette partie présente
I’article [10], ou nous avons étudié une limite semiclassique partielle dans des cas ot le
potentiel est une donnée de probleme, ce qui permet d’obtenir le prototype de modele
hybride couplé en direction: le modele de sous-bandes cinétique-quantique. Nous
avons ensuite enrichi ce prototype graduellement en prenant en compte des inter-
actions supplémentaires, spécifiques au contexte du transport de particules chargées
(remarquons, en particulier, que les effets non-linéaires ne sont pas inclus dans les
travaux cités ci-dessus sur 'approximation de Born-Oppenheimer). Tout d’abord, les
interactions électrostatiques sont traduites via le potentiel autoconsistant de Poisson
(ce dernier induit un couplage supplémentaire, non linéaire, entre les directions z et
z). Ce modele Vlasov-Schrodinger-Poisson est étudié dans la Section 8 qui résume
les articles [11] et [12]. Ensuite, une description des collisions avec le milieu nous a
amené dans [13, 14] a remplacer le modele mésoscopique dans la direction z par un
modele macroscopique (dérive-diffusion-Schrodinger-Poisson), présenté dans la sec-
tion 10. Les liens entre les modeles rencontrés dans cette partie sont représentés
schématiquement sur le diagramme suivant :

Schrédinger-Poisson 3D
complétement quantique

limite semiclassique

partielle
opérateur de
collisions
Vlasov-Schrodinger-Poisson 3 Boltzmann-Schrodinger-Poisson
cinétique-quantique e cinétique-quantique
(heuristique)

limite
de diffusion

dérive-diffusion-Schrodinger-Poisson
fluide-quantique
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7 Dérivation de modeles de sous-bandes [10]

On considere le transport d’électrons sous l'effet d’un potentiel donné. Les va-
riables longitudinales € R? sont supposées semiclassiques, tandis que la variable
transverse z € R reste quantique. En introduisant le parametre € mesurant le rap-
port des ordres de grandeurs spatiaux selon z et selon z, et apres un changement
d’échelle adéquat (voir la Remarque 7.3), ce systeme est modélisé par I’équation de
Schrodinger linéaire suivante :

2
1
ieO = —%AM — SOV (7.1)

Deux types de conditions sont nécessaires pour permettre un découplage adiabatique
des directions z et x. Tout d’abord, le potentiel V¢ (¢,x,z) doit présenter des varia-
tions lentes selon les variables t et x. Nous supposons qu’il est suffisamment régulier
selon ces variables, uniformément par rapport au parametre € € [0,1]. Pour simplifier,
dans ce mémoire, nous supposerons aussi qu’il est indépendant de €. En second lieu,
le systeme doit étre quantifié, dans la direction z, selon des niveaux d’énergie bien
séparés. Pour tout (¢,x), le Hamiltonien partiel —%83 + Vet doit présenter un spectre
discret. Ceci se réalise si les particules sont confinées selon cette direction z. On peut
par exemple supposer que ce confinement est réalisé par le potentiel, qui tend vers
+o00 lorsque z tend vers +oo. Plus simplement, nous supposerons ici, comme dans
[10], qu’il est réalisé par un mur infini en z = 0 et en z = 1. Le domaine spatial est
par conséquent = R? x (0,1) 3 (x,2) (le cas d’'un domaine de largeur variable est
aussi traité dans [10]).

Ce cadre de travail étant précisé, introduisons quelques outils. Formellement, a
lordre 0 en e, I’équation (7.1) devient une équation de Schrédinger stationnaire
dans la direction z. Naturellement, on est donc amené a considérer les sous-espaces
propres de ce Hamiltonien partiel, usuellement appelés sous-bandes dans la littérature
physique [AFS, Bas, Dav, FG]:

1
D) agXp + Vet Xp = €p Xp,
1 (7.2)
Xp(t,z,) € H&(O,l), /0 Xp Xqd2z = 0pq .

Dépendant de maniere paramétrique de ¢ et x, les valeurs propres (€,),>1 ne se
croisent pas: c’est une conséquence du fait que (7.2) est un probleme de Sturm-
Liouville en dimension 1. Il en résulte que ces éléments propres héritent de la
régularité de V' dans les variables ¢ et x. Les sous-bandes ont déja été introduites
au paragraphe 1.2 pour étudier le transport quantique d’un gaz fortement confiné,
afin de séparer les variables z et x. Rappelons que si 'on décompose ¢ sur la base
des fonctions propres en écrivant ¢° = Zp ®;, Xp, alors on obtient une collection
d’équations de la forme (1.13), indexées par le numéro p de la sous-bande considérée,
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que nous réécrivons ainsi:
. g2
ety = =5 Aaly + €+ Y 15, (7.3)
q

Ces équations sont toutes couplées entre elles par les termes de restes r; . Dans le cas
du paragraphe 1.2, ces restes étaient négligeables pour un confinement suffisamment
fort. Ici, c’est le caractere semiclassique du transport qui va permettre ce découplage.

Le deuxieme outil est la transformée de Wigner qui, introduite en 1932 [Wig], a
permis dans la derniere décennie d’étudier mathématiquement plusieurs problemes
ol intervient une limite semiclassique [Be, BePo, BMP, FeGe, Gel, GMMP, LiPa, MM,
MMP, Mil, PR, ZZM]. Ici, seule la variable x étant semiclassique, on construit une
transformée de Wigner partielle. On forme donc la quantité suivante, qui est une

matrice densité selon la variable z, paramétrée par t et dans l'espace des phase
(z,0) € R*:

w(t,xw,2,2") = (27r)_2/

RQ

e q)F (x — 5g,z> e ($ + 53,7;’) dn. (7.4)

Dans [10], le théoréme suivant est démontré (énoncé ici de fagon imprécise) :

Théoreme 7.1 Lorsque € tend vers 0, w® converge faiblement vers la fonction sui-
vante, a valeurs mesures :

wo = Z fp(t7x7v) Xp(th’Z)XP(t?x?Z/) Y

p=1

sachant que les f, > 0 vérifient les équations de Vlasov suivantes :

Oify+v-Vafy—Va€p-Vof, =0. (7.5)

On retrouve donc le fait que les équations du transport sur les sous-bandes se
découplent a la limite. Par ailleurs, la dynamique de chaque équation de Vlasov est
régie par le champ de force —V €, , qui est bien calculé a partir d’un niveau d’énergie.
Noter qu’une différence notable avec ’asymptotique de confinement étudiée dans la
premiere partie de ce mémoire est qu’ici le découplage adiabatique et la limite se-
miclassique opeérent en méme temps (cette idée est discutée dans [ST, T]). Enfin, le
systéme d’électrons est décrit a la limite par w®, qui a la forme d'un mélange d’états
quantiques. Les quantités macroscopiques peuvent toutes étre calculées a partir de
w® en prenant des moments par rapport a p et en appliquant des observables pour la
variable quantique z. Par exemple, pour la densité, on prend l'intégrale de w° selon
p et la trace selon z (on pose z = 2/):

ntas) =Y ( /R ilt) dv) o (t2) 2. (7.6)

p>1
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La densité d’énergie cinétique a une composante selon x et une composante selon z:

U2
i =3 (/R %fp dy> NSy (/R f, dv) Lo (7.7)

p>1 p>1

Remarque 7.2 En réalité, la structure particuliere du Hamiltonien partiel qui agit
dans la variable transverse n’a pas une tres grande importance. Seul importe le
non-croisement de ses valeurs propres. Dans [10], nous avons donc traité un cas,
plus général que celui-ci, d’équations de Schrodinger a valeurs dans un espace de
Hilbert (qui joue le role de L?(0,1), ici). Ceci permet d’envisager une plus large
classe d’applications, comme par exemple le transport de spins.

Idée de la Preuve. La fonction w® définie par (7.4) se décompose sous la forme
we = an w;, . dans la base (Xp, Xq) (pq)ev+)2- On peut alors borner chaque wj, , dans
des topologies faibles, en utilisant des techniques développées dans [GMMP, LiPa] et
sous la condition que la donnée initiale est e-oscillante dans la direction x et d’énergie
transverse bornée :

at=0 ona / (|07 + 2| V08 |* + 10.¢°) dadz < C (7.8)
Q

(équation (7.1) préserve cette propriété aux temps ultérieurs). En projetant
I’équation de Wigner satisfaite par w® et en utilisant ces bornes, on obtient que
chaque wy , vérifie

(€, — €))w,, — 0 lorsque e — 0.

C’est ici que 'on utilise la séparation des valeurs propres, qui implique, pour tous
p # ¢, que wy , — 0. Ayant ainsi montré que les termes non-diagonaux de la matrice
densité w® s’annulent a la limite, on examine les équations de Wigner satisfaites par
les termes diagonaux wj, , et on s’apercoit que les termes de couplage disparaissent
a la limite. Il ne reste plus qu’a traiter chaque équation de Wigner de fagon isolée,
et a démontrer par des techniques usuelles qu’elle converge vers I’équation de Vlasov
correspondante. Tout au long de cette preuve, il faut accorder une attention parti-
culiere a étudier la sommabilité des séries rencontrées. Ceci est possible grace a (7.8),

qui entraine
Z/ep|¢;|2da; <C,
p

et, via la croissance €, — 400 lorsque p — +o00, permet de déduire une propriété
de compacité par rapport a l'indice de sommation p. 0

Remarque 7.3 (Prise en compte d’un potentiel non linéaire)

Le modele hybride obtenu a la limite est donc constitué des équations (7.2), (7.5), sa-
chant que la densité n prend la forme (7.6). Dans les sections suivantes, nous prenons
en compte a posteriori les interactions électrostatiques en posant —A, .,V =n et en
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ajoutant ce potentiel supplémentaire V' a Ve dans (7.2). C’est le modele “Vlasov-
Schrodinger-Poisson” étudié au paragraphe 8. Il serait plus consistant de considérer
ce terme non linéaire dés le début de 1'étude. Discutons de la fagon de procéder (c’est
un travail en cours). Pour cela, revenons au systeme antérieur a (7.1), dans lequel
les variables d’espace, notées X et Z, sont a la méme échelle. En tenant compte
du potentiel autoconsistant V¢, on écrit le systeme de Schrédinger-Poisson (avec un
état pur quantique, bien que l'utilisation de mélanges d’états soit vraisemblablement
nécessaire pour des preuves rigoureuses, voir [Be, BMP, LiPa, MM]) :

. € 62 € 62 2T/ € ext Z € €
ZEat\II = —EAX\I/ — 582\11 + %4 t,X,— + % L
£

—AxVF =02V = |UE).

Effectuons le changement de variables x = X, z = Z/¢ et introduisons la nouvelle
fonction Ve(t,z,2) = V¢(t,X,Z). La nouvelle équation de Schrodinger est bien (7.1)
avec le potentiel V¢ en plus. Concentrons-nous sur I’équation de Poisson.

Asymptotique a forte densité. Si l'on pose ¥ (t,x,z) = eVe(t,X,7), alors I'équation
de Poisson devient —e?A, Ve — 92V = |1/15]2 et le potentiel autoconsistant varie
effectivement a 1’échelle z. Notons que, puisque par hypothese ¢ est d’ordre 1 en
norme L?, cela signifie que [W|? était d’ordre * (la densité initiale est donc tres
grande). Dans ce cas, en passant formellement a la limite, il vient une équation de
Poisson selon 2z seulement: —9?V = n, qui n’opére plus & aucune régularisation
selon la variable x. Le systeme complet, qui prend la forme d’équations de Vlasov
(7.5) selon x couplées a un systeme de Schrodinger-Poisson selon z, semble donc
tres singulier et il n’est pas clair qu’il soit bien posé mathématiquement. De plus, ce
modele utilisé par les physiciens électroniciens dans les simulations numériques ne

donne pas des résultats satisfaisants.

Asymptotique a faible densité. Si, au contraire, on pose V¢ (t,x,2) = /eV¢(t,X,7), (la
densité avant changement d’échelle est maintenant d’ordre 1), I’équation de Poisson
s'éerit —e2A,VE - 0*VeE =¢ |¢5]2. Il apparait donc formellement que V¢ varie lente-
ment selon la variable z. Pour mieux le voir, réécrivons cette équation (sur R3) avec
son noyau de Green :

€ 1 154
Ve(tr,z) = / P Ry o3 e (ta' 2P da’ d2’ . (7.9)

Au vu de résultats que nous avons obtenus dans [1], il est raisonnable de penser que
cette fonction est asymptotiquement proche de We = ﬁlw\*w [ |¢*|? dz, qui ne dépend
plus de z. Les sous-bandes définies par —% D2xp + (Ve + W*) x, = €, X, ne voient
plus ce potentiel que comme un décalage uniforme des valeurs propres (les fonctions
propres ne dépendent pas de W¢). Le modele-limite attendu s’écrit donc comme

un systeme d’équations de Vlasov 2D couplées a une équation de Poisson modifiée,
avec le noyau de convolution #\wl (au paragraphe 1.1 nous avons rencontré un modele

similaire Schrodinger-Poisson a densité surfacique). Pour finir, en suivant exactement
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la méme démarche qu’au paragraphe 1.2, on peut écrire un modele intermédiaire,
moins singulier que ce modele limite, en gardant une extension spatiale selon z dans
I'équation de Poisson (7.9) : ¢’est le modele Vlasov-Schrédinger-Poisson. Par analogie
avec le modele de sous-bandes quantiques, on peut raisonnablement supposer que ce
modele asymptotique est une meilleure approximation du modele de départ que le
systéme limite (et, surtout, qu’il est plus stable numériquement). C’est ce modele
que nous étudions dans la section suivante.

8 Le systeme Vlasov-Schrodinger-Poisson

On s’intéresse ici a 'analyse du modele de sous-bandes quantique-cinétique in-
cluant les interactions électrostatiques entre électrons. Il s’agit du systeme Vlasov-
Schrodinger-Poisson introduit dans la section 7 (Remarque 7.3) et qui peut s’écrire
ainsi :

Ofp+v-Vufy —=V.€,-V,f, =0, (8.1)
1
- éasz + (Vext + V) Xp = €p Xp (8-2)
+o00
— 0.V = pplal (8.3)
p=1

ou l'on a posé p, = fRQ fpdv. Rappelons que l'indice p parcourt N*, que la variable
z est monodimensionnelle, tandis que x et v sont bidimensionnelles. Implicitement,
pour tous t,x fixés, la suite croissante (€,(t,x)),>1 définie par (8.2) est constituée
de toutes les valeurs propres. Les fonctions propres associées (x,(t,x,)),>1 forment
une base orthonormée de L%(R). Nous avons étudié ce systéme dans deux types de
configurations, qui font 'objet des paragraphes suivants.

8.1 Solutions faibles sur un domaine borné [11]

La configuration est la suivante. Le domaine spatial est le cylindre 2 = wx (0,1) 3
(7,2), ol w est un domaine régulier et borné de R?. Les fonctions propres définies
par (8.2) sont soumises & des conditions de Dirichlet: x,(t,z,0) = x,(t,z,1) = 0.
On adjoint a I’équation de Poisson des conditions aux limites adéquates garantissant
les théoremes de régularité elliptique, comme par exemple V' = 0 sur dw x (0,1) et
0,V =0 sur w x {0,1}. Enfin, pour tout p, la fonction de distribution f, est soumise
a une condition entrante au bord du domaine dw x R? (écrite plus précisément dans
[11]) et & une donnée initiale f, .

Théoreme 8.1 ([11]) Soient des données initiales positives satisfaisant® ((1+4|v|*+
P2 fo0)p>1 € C(LH(w x R?)) et (fpo)ps1 € 1(L®(w x R?)). Les données entrantes

1. On note £'(E) I'ensemble des suites (hy)pen- telles que >- [|hy||r < 400
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au bord Ow x R? sont supposées satisfaire des conditions analogues. Alors, sous la
condition que les données sur les sous-bandes strictement supérieures a 1 sont suffi-
samment petites, le systeme (8.1), (8.2), (8.3) admet au moins une solution faible.

Eléments de Preuve. Si l'on se réfere aux travaux classiques concernant les
solutions faibles pour le systeme de Vlasov-Poisson (en domaine borné ou non)
[Ale, BA3, BADo, DPL, HH, Misl, Mis2|, cet énoncé n’est pas surprenant, exception
faite de la condition de données petites pour p > 2. Nous ne nous attarderons pas ici
sur les détails techniques de la preuve, qui utilise des outils usuels en théorie cinétique
sans collisions (voir par exemple la présentation faite dans [Bou]): lemmes d’inter-
polation, régularisations, résultats de compacité en moyenne [DPLM, GLPS, GPS]...
Expliquons simplement la stratégie de la preuve. Elle consiste a regrouper en un
bloc les deux équations quasistatiques (8.2), (8.3), et a considérer le systeme complet
comme une collection d’équations de Vlasov (8.1) couplées a ce systeme quasista-
tique de Schrodinger-Poisson. Comme on le voit sur le diagramme suivant, le bloc
“quasistatique” recoit a tout instant I'information des p, = fRZ fpdv de la part des
équations de Vlasov, et transmet en retour les €,, qui génerent la dynamique de
I’évolution.

I Equations de Vlasov (8.1)

J
%T ¢%=/hm

Systeme de Schrodinger-Poisson
(8.2), (8.3)

La résolution, basée sur ce diagramme, repose essentiellement sur les deux points
cruciaux suivants: (i) le caracteére bien posé du systéme Schrodinger-Poisson lorsque
la suite (pp)p>1 est donnée, (i) une estimation qui permet de construire une solution
globale en temps.

C’est un controle de I'énergie qui permet ce point (ii). Posons iy (t) = Exin(t) +
Epot(t) , out Pénergie cinétique est U'intégrale de (7.7)

2
1
) =X [[ - tyteto+ X [[[ 51000 pye dzao.
p=>1 p>1

et 'énergie potentielle est la somme de l’énergie électrostatique appliquée et de
I’énergie d’interaction

1
Epot(t)—///pr|Xp|2V6“dxdzdv+//§|V$,zV\2da:dz.
p>1

Le fait remarquable est que cette quantité &, est controlée, au cours du temps, par
les données du probleme (noter que les hypotheses du théoréme permettent qu’elle
soit finie a I'instant initial).



8 Le systeme Vlasov-Schrédinger-Poisson 41

La restriction énoncée dans le théoreme ne provient donc pas d’un manque
d’estimation, mais du point (7). La section 9 est consacrée spécifiquement a 1’étude
de ce type de systemes Schrodinger-Poisson. Nous y expliquons notamment que
la question de l'unicité reste ouverte pour une suite (p,),>1 quelconque (cas
(a) du Théoreme 9.1). En revanche, cette question est résolue sous la condition
que Y -, [|pp|| est assez petit, sans aucune restriction sur p; (voir la Remarque 9.2).

8.2 Solutions classiques dans tout 1’espace [12]

Dans I’étude du systeme Vlasov-Schrodinger-Poisson, le cadre de solutions faibles
en domaine borné était une premiere étape. Nous nous sommes ensuite posé la ques-
tion naturelle de l'existence et unicité de solutions classiques dans tout l’espace.
Un modele important dans la pratique, appelé “limite électrique quantique” (et rai-
sonnable a basse température, voir [Bas, Dav, FG]), correspond au cas ou seule la
premiére sous-bande (p = 1) est peuplée et les autres sont vides. Ce cas ou les coeffi-
cients d’occupation seront, de fait, toujours décroissants par rapport a p est favorable
a l'analyse: dans le cas (b) du Théoreme 9.1, le systeme de Schrédinger-Poisson est
bien posé. Nous avons choisi ce cadre pour ’étude de solutions classiques.

Le domaine spatial est maintenant R?. Le potentiel extérieur (ne dépendant que
de z pour simplifier) est tel que V¢*(z) — 400 lorsque |z| — 4o00. Ceci garantit
le fait que la résolvante de —%% + Ve 4V est compacte (et les fonctions propres
exponentiellement décroissantes a l'infini, voir par exemple [RS]) et que (8.2) est bien
un probleme discret en p. Le potentiel V' est décroissant a I'infini et I’équation (8.3)

est rééerite V = 12 % 3" (fpo [ dv)|xp|* - Le résultat principal de [12] est le suivant :

47r

Théoréme 8.2 ([12]) Si la donnée initiale f1o est de classe C' et suffisamment
décroissante a linfini, et si f,o = 0 pour tout p > 2, alors le systéme (8.1), (8.2),
(8.3) admet une unique solution classique.

Eléments de Preuve. Les techniques utilisées reposent toujours sur l’analogie
de structure entre ce probleme et le systeme de Vlasov-Poisson (diagramme du
paragraphe 8.1). Dans ce cas précis ou seule la premiere sous-bande est peuplée,
la résolution de la partie quasistatique Schrédinger-Poisson est toujours possible
(Théoreme 9.1 (b)) et le point crucial consiste désormais a obtenir des estimations
L> du champ électrique effectif —V,€;. Ce couplage “2.5D” entre 1’équation de
Vlasov 2D et un systeme Schrodinger-Poisson 3D non-linéaire a pu étre étudié en
s’'inspirant de la technique de démonstration de Ukai et Okabe [UO] pour le systeme
de Vlasov-Poisson 2D, avec néanmoins des complications techniques pour obtenir
cette estimation L*°. Signalons toutefois que cette estimation reste plus simple a
obtenir que dans le cas du systeme de Vlasov-Poisson 3D, pour lequel on pourra se
référer a [Bat, Bou, BaDe, Hors, LiPe, Pf, Sch, Wol]. 0
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9 Systemes de Schrodinger-Poisson quasistatiques

Cette section a le role transversal de présenter I’analyse de systemes quasistatiques
de type Schrodinger-Poisson, qui interviennent dans plusieurs modeles de sous-bandes
que nous étudions dans ce mémoire. Nous regroupons ici, pour éviter les redondances,
des résultats qui ont été obtenus dans [11, 12, 14, 2] comme résultats intermédiaires.
Le systeme de Schrodinger-Poisson est constitué d’un probleme aux valeurs propres
couplé a une équation elliptique:

1
— éﬁgxp + (V" + V) xp = €, Xp (9.1)
— 0.V =)l (9.2)
p>1

Rappelons que la suite croissante (€,),>1 est constituée de toutes les valeurs propres
et que [ xpxqdz = 0pg. 1l faut noter que cette formulation pour un systéme de
Schrodinger-Poisson stationnaire est inhabituelle a deux égards: la dimensionnalité
n’est pas la méme pour les deux équations (1D pour Schrédinger et 3D pour Poisson)
et la suite des facteurs d’occupation p = (p,()),>1 est ici une donnée (dans ce pa-
ragraphe, on peut omettre une éventuelle dépendance en la variable temps) au lieu
d’étre prescrite comme une fonction décroissante des énergies. Pour étre complet,
le modele doit fournir par ailleurs les équations qui permettent de calculer ces p,, .
Elles peuvent étre de nature quantique (paragraphe 1.2), cinétique (section 8) ou
encore macroscopique (section 10). Sous sa formulation usuelle (a 1'équilibre ther-
modynamique), le systeme de Schrodinger-Poisson stationnaire a été résolu par Nier
[Nil, Ni2, Ni3] (voir aussi [KR]). Concernant les versions “ouvertes” de ce systeme
(lorsqu’il est relié a des réservoirs extérieurs), on pourra consulter la section 3.

Afin de pouvoir résoudre ce systeme, il faut préciser le domaine spatial d’étude
et les conditions aux limites. En particulier, il faut garantir que le Hamiltonien
—302+ (V"' + V) a un spectre discret. Dans les articles cités plus haut, nous avons
travaillé avec deux types de configurations: en domaine borné cylindrique ou sur R3.
Nous renvoyons aux débuts des paragraphes 8.1 et 8.2, ou ces configurations ont été
détaillées. Pour simplifier, le théoreme énoncé ci-dessous ne concerne que le cas du
domaine borné étudié dans [11] et [14] ; si le systéme est posé sur R? (voir [12] et [2]),
il est possible d’obtenir des résultats sensiblement analogues, moyennant quelques
adaptations spécifiques liées au domaine non borné.

Théoreme 9.1 o Cas (a) (Systemes loin de I’équilibre). On suppose p,(x) > 0 pour
tout x, p et que p € L1(LY(R?)), avec q > 4/3. Alors le systéeme (9.1), (9.2) admet au
moins une solution V, qui est estimée dans W>1(Q2).

e Cas (b). (Systemes stables). On suppose que, pour presque tout x et pour tout p,
on a py(x) > ppyi(x) > 0, et que p € (H(LY3(R?)). Alors (9.1), (9.2) admet une
unique solution V., qui appartient a W24/3(Q), et Uapplication p — V est localement
Lipschitzienne.
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e Cas (c). (Systemes a I’équilibre partiel). On se donne la densité surfacique ng(x) >
0 dans L*3(Y) et on prescrit les facteurs d’occupations ainsi:

e_ep(z)

pp(z) = ns(z) Z—,

ECCN

Alors (9.1), (9.2) admet une unique solution V', qui appartient a W>*3(Q), et
lapplication ng — V est localement Lipschitzienne.

Eléments de Preuve. Cette preuve s’appuie sur un argument variationnel. En
s’inspirant des travaux de Nier [Nil, Ni2, Ni3], on peut vérifier que (9.1), (9.2) sont
les équations d’Euler-Lagrange associées a une certaine fonctionnelle. Insistons seule-
ment sur la question de I'unicité, qui est liée a la (stricte) convexité de cette fonc-
tionnelle. On retrouve ici la méme problématique que pour le prototype classique
—AV = f(V) qui, associé & la fonctionnelle J(V) = L [|VV?dz + [ F(V)dz (o
F' = —f), est connu pour étre bien posé lorsque f est décroissante.

Pour toute fonction U € L¥(0,1), notons €,[U] et x,[U] les éléments propres
de —2 dzg + (Ve** + U). En appliquant la théorie des perturbations du spectre des
opérateurs a résolvante compacte [K, RS] (voir aussi [PT] pour un point de vue
différent basé sur les problemes de Sturm-Liouville), on peut différentier? €,[-] et

Xpl]:

V] X[V
€,[V] - [V] Xa

dv€, - W= (PVIPW) & dvxy W= Z V1. (93)

q#p

Lorsque que les p, sont les données du probleme (cas (a) et (b)), introduisons la
fonctionnelle

// V.. V|? dxdz—i—Z/pp 0] — €,[V]) dz.

p>1

Des calculs directs [11] utilisant (9.3) montrent que les points critiques de J; sur
'espace des fonctions H'(€) qui s’annulent sur dw x (0,1) satisfont (9.1), (9.2). De
plus, sa différentielle seconde s’écrit :

doJ, - W-W = // |szW|2dl’d2—ZZ/€ —6 quW>2 dx .

En conséquence, dans le cas (b), la décroissance des p, selon p assure la positivité
de cette expression et la stricte convexité de J;. Dans le cas général (a), on ne peut
rien en dire.

2. On utilise la méme notation (-) = [ -dz que dans la premitre partie de ce mémoire
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Dans le cas (c), la donnée est la densité surfacique ns(x) > 0 et les p, dépendent
de la solution elle-méme, de fagon & ce qu’on ait ng(x) = (n(x)). On doit alors
remplacer .J; par

1
Jo(V) = 5//9\VLZV|2da:dz+/uln (Zeep[V}> dr .

p>1

Des calculs plus longs, développées dans [14], permettent aussi de démontrer que
cette fonctionnelle est strictement convexe et que son minimiseur résout le probleme.

O

Remarque 9.2 (Deux cas particuliers) Par une analyse perturbative, on peut
tout de méme démontrer 1'unicité de la solution dans deux cas particuliers du (a).
Tout d’abord, dans [11], nous avons traité le cas ou les sous-bandes supérieures a
p = 1 sont tres peu occupées (D, [lpyll est petit), qui peut étre vu comme une
perturbation du cas bien posé ou seule la premiere sous-bande est occupée. Le second
exemple [2] concerne le “fort confinement partiel” (on a Ve = VF avec les notations
de la section 1), ou la partie non convexe de J; s’avere étre petite lorsque € est petit.

10 Transport diffusif partiellement quantifié 14, 13,
15]

Une étape supplémentaire du point de vue de la modélisation consiste a enrichir
la description hybride quantique-cinétique précédente par la prise en compte des
collisions. L’objectif ici est d’établir (brievement) et surtout d’étudier un modele
macroscopique de transport présentant toujours un degré de liberté quantique. Ces
travaux font l'objet de [14] (annoncé par [13]).

Les vibrations du réseau cristallin que sont les phonons interagissent de maniere
inélastique avec les électrons et induisent a la fois des transitions intra- et inter-
sous-bandes. Selon ’approximation dite de la regle d’or de Fermi [AFS, Bas, Dav], on
introduit un opérateur de Boltzmann linéaire dans le second membre des équations
de Vlasov (8.1). En changeant les échelles pour se placer dans une asymptotique de
diffusion (on cherche & décrire un régime tres collisionnel), on écrit

Oy 0 Vo, — Va€y Vof, = %(@(f»p, (10.1)

(n est un libre parcours moyen adimensionné). L’opérateur de collision vectoriel ap-
pliqué a f = (f,)p>1 est défini par

QU= /R Ay (00) (M (0) fiy (V) = My () fy (0)) d'. (10.2)
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Les taux de transition «,,(v,0") dépendent du systeme et la fonction M, (v) est la
Maxwellienne normalisée :

1 (1,2 .
M,(tzw) = W Z(ta) e~ GU et

ou l'on a introduit la fonction de répartition

+oo

Z(t,x) = Z e~ Cr(tr)

p=1

Cet opérateur () peut étre vu comme l'opérateur de Boltzmann usuel des semi-
conducteurs [Pol] dans lequel on remplace la variable d’impulsion selon z par son
équivalent quantifié, ’entier p. Noter que ’énergie microscopique est bien ’argument
0% + €,(t,x) de la Maxwellienne.

En admettant que la solution de (10.1) admet une limite (f,)) lorsque n — 0, cette
derniére doit étre dans le noyau de ), qui est engendré par la Maxwellienne (voir
[Pol]). On pose

fp(t,z,v) = ng(t,x) My(t,z,v) . (10.3)

Noter que n,(t,z) = > [ fp(t,z,0) dv = (n(t,r,2)) est la densité surfacique de par-
ticules. En identifiant les termes dans (10.1), on obtient formellement une équation
d’évolution de dérive-diffusion sur n, (apres quelques hypotheses simplificatrices) :

omns — div, (Vens +nsV, V) =0 (10.4)
ou le terme de dérive est créé par le champ dérivant du potentiel effectif

Vi(t) = —In Y e o) (10.5)

p>1

Le modele hybride dérive-diffusion Schrodinger-Poisson (DDSP) est constitué de
cette équation d’évolution (10.4) sur la densité surfacique, couplée aux équations
que nous avions déja, définissant les sous-bandes et le potentiel d’interaction
électrostatiques :

1
- 5839(17 + (Vewt + V) Xp = €EpXp, (10-6>
— A,V =n= pr|xp|2. (10.7)
p>1

Enfin le modele est complet si l'on calcule les facteurs d’occupation grace a (10.3):

pp(t,x) = T)e : (10.8)

Remarque 10.1 Comme le modele QDD (5.1), (5.2), (5.3) qui a été étudié dans
la deuxieme partie de ce mémoire, ce modele DDSP couple une équation de dérive-
diffusion a une équation de Schrodinger stationnaire. Une différence notable est qu’ici
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I’équation de Schrodinger est posée en 1D selon z et ’équation de transport est posée
en 2D selon z, tandis que dans le modele QDD toutes ces équations sont posées en 3D
et leur couplage est davantage “non local”. Il serait intéressant de chercher a faire le
lien entre ces modeles DDSP et QDD, par exemple a ’aide d'une limite semiclassique
partielle.

Considérons le systeme DDSP (10.4)—(10.8) dans le domaine cylindrique 2 =
w X (0,1) introduit au paragraphe 8.1. Outre le potentiel extérieur V¢  les données
du probléeme sont une donnée de Cauchy n,(0,x) = n%(z), et des données au bord

Ow x (0,1): ng(t,x) = ny(x), V(t,x,z) = Vy(z,2). Rappelons que sur les frontieres
supérieure et inférieure du domaine w x {0,1} on impose x,(t,z,2) = 0,V (t,x,z) = 0.

Dans [14], nous avons démontré deux principaux résultats pour ce systeme DDSP :
I’existence et unicité de solutions pour des données tres générales, et la convergence
exponentielle en temps long vers I'unique état stationnaire pour des données au bord
particulieres, dites globalement a [’équilibre, que nous ne définissons pas ici. Afin de
tracer plus facilement une perspective, dans ce mémoire nous ne considérerons que le
cas de données globalement a 1’équilibre. Nous résumons les résultats obtenus ainsi:

Théoréme 10.2 ([14]) Si les données au bord sont globalement a l’équilibre alors
le systéme (10.4)~(10.8) admet une unique solution stationnaire (n°,V>°). De plus,
pour toute donnée de Cauchy positive n? € L*(w), le systéeme instationnaire (10.4)-
(10.8) admet une unique solution (ns,V'). Enfin, il existe deux constantes C' > 0 et
A > 0 telles que

vt >0 [ns = n || 22y () + |V = V=l i) (t) < Ce.

Plan de la Preuve. Laissons de c6té la premiere partie du théoreme (le modele
stationnaire) et attardons-nous sur le probleme instationnaire. La résolution de ce
systeme non linéaire (10.4)—(10.8) peut étre faite en s’appuyant sur une analogie
structurelle avec le systeme dérive-diffusion-Poisson, étudié depuis longtemps (nous
ne citerons que [Gaj, Moc, MRS]). La structure du systeme DDSP est illustrée sur le
diagramme suivant :

Equation de dérive-diffusion
(10.4)

p

Vs = —In Ze_EPT l N

Systeme de Schrodinger-Poisson
(10.6), (10.7), (10.8)

Comme pour de nombreux systemes de la sorte, la preuve se fait en deux étapes: exis-
tence locale en temps, puis globale. Pour la preuve d’existence locale, une méthode de
point fixe utilisant une représentation de Duhamel de I’équation parabolique (10.4)
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convient bien, sous une condition fondamentale: il faut que le second bloc du dia-
gramme, le systeme (10.6), (10.7), (10.8), définisse une application réguliere (locale-
ment Lipschitzienne) entre ng et V5. En fait, nous avons déja analysé cette question
dans la section 9. Nous sommes en effet dans les conditions du cas (¢) du Théoreme
9.1, qui permet de répondre positivement a la question (car on peut en fait remplacer
V par V; dans la conclusion de ce théoreme).

Le passage a des solutions globales en temps se fait grace a deux séries d’estima-
tions a priori. Les premieres estimations sont obtenues grace a une propriété physique
du systéeme (qui est une version dissipative de l'estimation d’énergie du paragraphe
8.1). Commencons par introduire quelques notations. Le quasi-niveau de Fermi du
systeme est défini par

Epzlngz\/s—i-lnns

et 'entropie relative entre la solution du probleme instationnaire et la solution sta-
tionnaire (notée *°) est

(e.o] (e} 1 (e}
W= 3 [t (ol = oot )+ [ (900 = v e
P w

(10.9)
+/ ZeGF—% (€ — € = (IXp/*(V = V™)) dax.

Les deux premieres intégrales formant W sont clairement positives et mesurent des
distances. On peut par ailleurs prouver que la troisieme intégrale est aussi positive.
La propriété intéressante est que W décroit au cours du temps:

d — €Er—Vs
Sw(r) = / e

En particulier, a partir de W(t) < W(0) on obtient la premiere série d’estimations.
Malheureusement, la borne de ng dans L log L qui s’en déduit est insuffisante (le
Théoreme 9.1, (c), requiert une borne L*? sur n,). Nous avons donc dans un second
temps amélioré ces estimations en montrant que ng est bornée dans L2 (R, ,L(w)),
pour tout ¢g. Nous ne développerons pas ici cette partie tres technique et calculatoire.

V.€r|*dz. (10.10)

Pour étudier le comportement en temps long de la solution ainsi construite, 1’outil
de base est cette méme entropie relative, grace a (10.10) qui fournit une information
précieuse : le taux de dissipation d’entropie. Une premiere étape consiste a démontrer,
a l'aide de (10.10) et en utilisant 1'unicité de la solution stationnaire du probleme,
que (ns,V') converge vers (n2°,V>°) lorsque t — oo. Pour cela, on adapte 'argument
de Gajewski [Gaj] a notre contexte (plusieurs difficultés techniques apparaissent ce-
pendant), en utilisant une inégalité de type Csiszar-Kullback [Csi, Kul.

La seconde étape concerne ’'obtention d’un taux de convergence exponentielle. Des
travaux récents [AMT, AMTU, BiDo, BDM] étudient de fagon tres précise la conver-
gence exponentielle de solutions de systemes non linéaires de dérive-diffusion. Cepen-
dant, les conditions aux limites de Dirichlet non homogenes comme celles considérées



48 Troisieme partie. Modélisation hybride quantique et classique

ici semblent poser des difficultés spécifiques, non traitées dans ces travaux, et nous
avons développé une méthode bien adaptée pour cette question. Cette méthode nous
semble nouvelle dans ce contexte, c’est pourquoi nous ’avons appliquée aussi au
systeme classique dérive-diffusion-Poisson dans la Note [15]. Présentons-la plutot
dans ce contexte plus simple. On considére la solution (n,V') de

(10.11)

o —div (Vn+nVV) =0
—AV =n,

. /’ o . o0
dans un domaine borné, avec des conditions au bord telles que ne" = eF y est une

constante. Alors I'unique solution stationnaire du systeme se définit via la résolution
de —AV>® = e~V et 'entropie relative par rapport & cette solution s’écrit

W(t) :/(nln (n/noo)—n+n°°)dx+%/|V(V—V°°)|2dx

L’idée consiste a utiliser le premier terme Z(t) du développement limité de cette
entropie relative, qui est quadratique (un argument analogue est parfois utilisé
pour étudier le trou spectral associé a un opérateur linéaire comme celui de (10.4)

[AMTU)): 2
Z(t):l/wdﬁé/ww—vwwdm.

nOO

On peut démontrer une inégalité du type:

L) < ~CoL(t) + CLOW (1) (1+ | VVallz2),

qui permet de conclure grace a un lemme de Gronwall. On utilise pour cela des
estimations obtenues préalablement et le fait que W (t) converge vers 0 en temps
grand (montré au cours de la premiere étape). Cet argument s’adapte dans le
contexte du modele hybride DDSP. 0

Remarque 10.3 On peut trouver une écriture plus compacte pour ’entropie rela-
tive définie par (10.9). On a en effet

W://Q{n(GF—V—(E%O—V“))—n—l—noo} dxdz#—%//ﬂIVx,z(V—VOO)\dedz.

Il est remarquable que cette expression soit exactement la méme que pour le modele
de dérive-diffusion-Poisson classique (10.11) (poser ne" = eF et transformer W).

Enfin, il est intéressant de constater que la méme formule avait été trouvée pour le
modele QDD des Sections 4 et 5 (poser —A*¥ = €p — V¥ et a = 1 dans (5.9)).
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