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Chapitre 1

Le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck

Ce chapitre d’introduction présente I’exemple fondamental du processus d’Ornstein-Uhlenbeck.
Pour la partie modélisation, on lira avec intérét le livre de Nelson [Nel67] qui se trouve étre un
des initiateurs de la théorie des inégalités de Sobolev logarithmiques. Pour le reste de ’étude,
on pourra consulter [ABC*00].

1.1 Un peu de modélisation

On voudrait, comme 1’a fait avant nous Robert Brown, modéliser la dynamique d’une
particule de pollen dans I’eau. Pour cela, on applique le principe fondamental de la dynamique
qui assure que le produit de 'accélération d’'un corps par sa masse est égal a la somme de
forces qui s’exercent sur ce corps. La particule de pollen est soumise & :

1. son poids,
2. des forces dues aux chocs avec les molécules d’eau,
3. une force de frottement qui s’oppose et est proportionnelle a sa vitesse.

Les molécules d’eau sont de taille tout a fait négligeables par rapport a la particule de pollen
qui elle est visible a I’ceil nu. Durant une seconde (ou méme un laps de temps plus petit), un
tres grand nombre de molécules d’eau sont venues heurter la particule de pollen. On modélise
la variation de vitesse due aux chocs pendant un intervalle de temps ¢ par une v.a. gaussienne
de variance t. De plus, lorsque la particule s’est déplacée a ’échelle visible elle interagit avec
des molécules d’eau totalement différentes de I'instant précédent. Il semble donc raisonnable
de supposer que les accroissements de la vitesse dus aux chocs sont indépendants. On les
modélisent donc par un mouvement brownien.

On peut alors modéliser la vitesse de la particule de pollen par I'équation différentielle

stochastique suivante :
mdV, = odB, — \V,dt — mgdt,

olt (Bt),s, est un mouvement brownien standard sur R?, m est la masse de la particule de

pollen, o et \ sont des constantes positives et ¢ est le vecteur (0,0,g) ou g est la constante
de gravitation.

Puisque mla vitesse est la dérivée de la positionm, la position de la particule est quant a elle
solution de I’équation :

Remarquons enfin que les coefficients o et A seront d’autant plus grands que le volume de la
particule sera grand. Le pollen ayant une faible masse volumique les constantes o/m et A/m
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CHAPITRE 1. LE SEMI-GROUPE D’ORNSTEIN-UHLENBECK 4

seront grandes devant g. Ceci nous indique qu'’il peut étre légitime de négliger le poids (au
moins dans un premier temps).
On s’intéresse donc au systeme d’équation suivant :

dXt = Wdt,
AV, = odB; — AV,dt.

En fait, nous allons principalement nous intéresser au processus des vitesses. Celui-ci est appelé
processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Il s’agit de I’exemple phare de ce cours.

1.2 Un peu de calcul stochastique

Considérons le processus d’Ornstein-Uhlenbeck (X}),-, défini comme la solution de 1’équa-

tion différentielle stochastique suivante :

>0

dX, = V2dB, — X, dt,

ot X, est une variable aléatoire donnée et (B;),, est un mouvement brownien standard sur
R indépendant de X,. On notera (X7),», le processus issu de z € R (i.e. tel que Xy = z p.s.).

Soit A I’ensemble des fonctions de classe C* sur R & dérivées a croissance lente. Une
fonction f est dite a croissance lente s’il existe un polynéme P tel que |f| < P. Dans toute la
section, les fonctions considérées seront supposées appartenir a ’ensemble A.

Définition 1.2.1. Le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck sur R est la famille (Nt)t20 d’opéra-
teurs agissant sur les fonctions f de A par :

NP D [ 1t VI ) 2,

ou vy désigne la mesure gaussienne standard sur R.

Proposition 1.2.2. Le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck s’exprime en fonction du processus
d’Ornstein-Uhlenbeck de la maniére suivante :

Nif(z) = Ef(XY).
Réciproquement, si Xy est une v.a. indépendante de B de carré intégrable de loi v alors

E, f(X;) = /R N () v(dz).

Preuve. La formule d’It6 appliquée a la fonction f(¢,x) = e’z assure que
t t
FEX) = FO0.X0)+ [ [(X) + 0uf (s, X) + 2f(s. X)) ds + [ 0.f(s,X.) dB,
0 0

¢ ¢
- :p—i—/(esXS—esXs)ds—i—/esst.
0 0

Donc le processus d’Ornstein-Uhlenbeck issu de x peut encore se représenter par la formule
suivante :

t
X, =ze 4 \/5/ e~ =) 4B,.
0
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CHAPITRE 1. LE SEMI-GROUPE D’ORNSTEIN-UHLENBECK )

D’apres le théoreme de représentation des martingales, la variable aléatoire
t
M, = V2 / e dB,
0

est de loi gaussienne centrée de variance

t
(M), = / 2¢* ds = e* — 1.
0

Ceci entraine que la loi de X7 est la loi N(ze™, 1 —e™2"), ce qui assure bien que N, f(z)

Ef(X7). -

Proposition 1.2.3. La famille (N;),, vérifie les propriétés suivantes :
(i) pour toutt >0, N;1(x) =1, )
(ii) pour toust >0 et f € A, f >0 entraine Nyf >0,
(iii) pour toute fonction f € A, Nof = f,
(i) pour tous s,t >0 et f € A, NyNsf(x) = Niys f(2).

Preuve. Les points (i), (ii) et (iii) sont évidents. Etablissons le point (iv). Soient X et Y
deux variables aléatoires indépendantes de loi 7. Pour alléger les calculs nous noterons :

o, =V1—e 2.

Par définition du semi-groupe Ny,

Nyo Ny(f)(z) = E[N(f)(e "z +0,X)]
= E[f(e (e "z +0,X)+0,Y)]
= E[f(e* v+ e o, X +0Y)].

La loi de e"'o, X + 0,Y est la loi gaussienne N(0,02,,) donc

N, o Ni()(@) = E[f(e" " + 0,412)] = NupulD)(@),

ol Z est de loi v, ce qui est le résultat escompté. O

1.3 Générateur infinitésimal

La proposition 1.2.3 suggere que le processus d’Ornstein-Uhlenbeck est un processus de
Markov et en particulier que mconditionnellement au présent, passé et futur sont indépen-
dantsm. Une autre facon de s’en rendre compte est de reprendre le calcul de la preuve de la
proposition 1.2.2 pour montrer que pour tous 0 < s < ¢,

t
X, = X,e ) 4 / e~ qB,.
S
Par indépendance des accroissements du mouvement brownien,

t
/ e_(t_“)dBu
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CHAPITRE 1. LE SEMI-GROUPE D’ORNSTEIN-UHLENBECK 6
est indépendant de o(B,, 0 < r < s) et donc de o(X,, 0 <r <s)=F,. On a donc

t

En d’autres termes la position a 'instant ¢ ne dépend de 'information jusqu’au temps s que
par la donnée de la position a l'instant s. La dynamique du processus d’Ornstein-Uhlenbeck,
comme celle des processus de Markov plus généraux peut donc étre décrite a partir de la
description de I’évolution infinitésimale du processus.

Proposition 1.3.1. Pour toute fonction f de A,

lim - (N.f — )(&) = /"(z) — 2f'(x).
Lopérateur A défini sur A par
Af(z) = f'(z) —xf'(z)
sera appelé générateur infinitésimal du semi-groupe d’Ornstein- Uhlenbeck.

Preuve. Soit f € A, la formule de Taylor a 'ordre 2 avec reste borné au voisinage de x assure
que

fl@+h) = f(x) +hf(x) +h;f”(ﬂf) +O(|h[). (1.1)

Remarquons dans un premier temps que pour h = (e7* — 1)z + o,y, on a
/h v(dy) = (e7" = 1)z, /h2 Ydy) = (e = 1)%2* + o} et /Ihlgv(dy) = 0(*?).
L’équation (1.1) assure donc :

Nof () = F@)+ (e = Daf(a) + 5 (e = 1% + o) () + O(F).

On a donc bien la limite annoncée :
lim (N f (2) — F (@) = /() — af (z).

t—0 t
O

Il est possible de retrouver directement le générateur infinitésimal de Ef(X[). Soit f dans
A. La formule d’It6 assure que

1) = 1)+ [ FOX) = X2 (X0 ds + V2 / F(X7) dB.

~
=M,

ou M, est une martingale (donc d’espérance nulle). En prenant I’espérance, on obtient :

BACX) = 1)+ | ELAF(X?)] ds

ouAf(z) = f"(x)—xf'(x) est le générateur infinitésimal du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck.

Donc .

lim - (EF(X7) — £(r)) = lim [ EAF(XE)]ds = Af(x).

t—0 ¢ t—0 ¢ 0
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CHAPITRE 1. LE SEMI-GROUPE D’ORNSTEIN-UHLENBECK 7

Proposition 1.3.2. Le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck vérifie la propriété de dérivation
sutvante :

O Ny f = A(Ntf) = Nt(Af)-
Exercice 1.3.3. Démontrer la proposition 1.3.2.

Cette propriété est tres important car elle montre en particulier que, pour fy dans A, la
fonction f définie sur [0, +00[xR par f(t,x) €N, fo(z) est solution de I’équation aux dérivées
partielles suivante :

{atf(t,x) = Af(t,x) = 0%, f(t,x) — 20, f(t,x) pour (t,x) €]0, +00[xR,
f(0,2) = fo(z).

1.4 Mesure invariante et symétrique

Une des questions principales auxquelles nous essaierons de répondre dans la suite est
I’étude de I'évolution de la loi de X; au cours du temps. La premiere étape est de chercher
une loi telle que si X suit cette loi alors c’est aussi le cas de X; pour tout ¢ > 0. On dit alors
que la mesure est invariante. La réponse ici est facile : la mesure gaussienne centrée réduite
est invariante pour le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck, c¢’est-a-dire que pour toute fonction

feA
/ Af(2) 7(dz) = 0,

ou de maniere équivalente, pour tout £ > 0,

[ M)t = [ f@)2(d0)

D’apres la définition du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck, pour tout = € R, N, f(x) converge
vers [ fdy. La mesure invariante apparait donc comme mle bon candidatm pour le compor-
tement du processus en temps grand. Dans la suite nous montrerons comment étudier cette
convergence et donner notamment des vitesses explicites de convergence a 1’équilibre.

En fait le lien entre la mesure 7 et le semi-groupe (N;) est plus fort comme le montre le
résultat suivant.

Proposition 1.4.1. Le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck est symétrique pour la mesure vy et
A est auto-adjoint dans L*(vy) c’est-a-dire que pour toutes fonctions f, g € A,

/ N, (2)g(x) 7(dz) = / F(2) Nog(z) 7 (de),

/ Af(2)g(z) (dz) = / f(2) Ag(z) (dr) = — / V£ (2)Vg(x) 1(da).

Preuve. Par définition du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck,

/Rf(:v)th(a:) v(dx) = E[f(X)g(e’tX + UtY)], (1.2)

Version de travail - Compilé le 18 avril 2006 a 18:37.



CHAPITRE 1. LE SEMI-GROUPE D’ORNSTEIN-UHLENBECK 8

ol X et Y sont deux v.a. indépendantes de loi . Le couple (X, e "X 4 0,Y) est un vecteur
gaussien centré de matrice de covariance

1 et
et 1
donc sa loi est symétrique et I'on peut donc échanger les roles de f et g dans (1.2). O

En choisissant ¢ = 1, on se rend compte immédiatement que la propriété de symétrie
implique celle d’invariance, c’est-a-dire que

/Ntfdfy:/fdy.

1.5 Propriété de contractivité

Dans ce paragraphe, |||, désigne la norme de I'espace LP(v) pour € [1, oc]. De la définition
du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck, il découle que

[Nt flloo < M1 lloo:

c’est-a-dire que V; est une contraction de L>°. De plus, pour p > 1, l'inégalité de Jensen et la
propriété d’invariance de ~ assurent que

INIP = /(Mf)pcm < / NIfP) dy = / P dy = I

Ainsi, nous avons établi le résultat suivant.
Lemme 1.5.1. L’opérateur N, est une contraction dans tous les espaces LP(y) pour p € [1,00].

Cette propriété n’est pas propre au processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Les processus de Mar-
kov dans leur grande majorité la partage. Par contre, nous montrerons que N; a des propriétés
régularisantes : si f € LP(v) alors N;f € Li(y) avec ¢ > p. Cette propriété dite d’hypercon-
tractivité a été une des grandes motivations de ’étude des processus de Markov.

1.6 Polynomes de Hermite

Les polynomes forment un sous-espace dense de L?(v). En effet, soit f € L?(~y) orthogonale
a tous les polynomes. La transformée de Laplace de la mesure v = f~ est finie sur R tout

entier : pour A € R
/e’\m v(dz) < /f2 dry /e””v(dm) < 00.

La transformée de Laplace de v est donc en particulier analytique au voisinage de 0. Puisque
f est orthogonale a tous les polynomes, toutes les dérivées de cette transformée sont nulles
en 0 et par suite elle est donc également nulle. Ceci implique la nullité de f et la densité des
polynomes.

On peut donc trouver une base hilbertienne de L?(~y) formée de polynémes. Les polynomes
de Hermite, que nous noterons (H,),,, en sont un exemple. Ils forment en effet une famille de
polynomes orthogonaux dans L%(7), c’est-a-dire que si m # n,

/Hm(x)Hn(x)'y(dx) = 0.

Version de travail - Compilé le 18 avril 2006 a 18:37.



CHAPITRE 1. LE SEMI-GROUPE D’ORNSTEIN-UHLENBECK 9

On peut les définir a partir de leur série génératrice :
_ 2 S
G(s,x) = exp(sx — s°/2) = Z T H(2)

c’est-a-dire que H,(z) = 07 G(S, x)|s=0-

Exercice 1.6.1. Donner les quatre premiers polynomes de Hermite en utilisant leur orthogo-
nalité puis grace a la formule ci-dessus.

Ces polynomes jouent un role tres important pour le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck.
Soient s,t € R fixés. Appliquons N; a la fonction x — G(s, ) :

N(G(s,"))(z) = exp(—s*/2)E [exp(se 'z + s0,Y)] = exp(se 'z — s*/2)Elexp(sc,Y)].
La transformée de Laplace de  vaut E(exp(\Y)) = exp(\?/2) donc
N(G(s,-))(x) = exp(se” 'z — s?e7%/2) = G(se™", 2).
Par définition des polynomes de Hermite, on obtient

Ni(Hyn)(x) = Ny(9LG(s,-)js=0)(x) = OIN(G(s,-))()1s=0
= OIG(se™" x)jsm0 = e MOLG(se™" x) 520 = € " Hp ().
Le polynome de Hermite H,, est donc vecteur propre de IV;, de valeur propre e~ ™.
En utilisant la symétrie de N, par rapport a =, on obtient, pour tous entiers m et n et tout
t >0,

/H H,dy= /Nt VH, dy = /H Ny(H,)dy=e™ /Hm[-[n dy.

En particulier,
m#n — /Hmanh:O,

c’est-a-dire que H,, et H, sont orthogonaux dans L?().
La formule de Plancherel fournit la valeur de norme de H,, :

3 SQn —2sx = 5271
2% WHHan = /G(s,x)27(dx) = exp(—s?) /e 252 o (dz) = exp(s?) = z% =

En identifiant les deux séries, il vient ||H, |2 = n!. Les polynomes H,/v/n! forment une base
hilbertienne de L*(7).

Remarque 1.6.2. Soit f une fonction de L*(v). Il existe (an),s, telle que Y-, nla, < oo
et f décompose sous la forme ) a,H,. On en déduit la décomposition de la fonction Nif :

Nf =3, e ™a,H

Exercice 1.6.3. Montrer que l’ensemble des valeurs propres de A est exactement —N (I’en-
semble des entiers négatifs ou nuls). Quelle sont les multiplicités de ces valeurs propres et
leurs sous-espaces propres ?

Retenons de ce calcul les legons suivantes :

Version de travail - Compilé le 18 avril 2006 a 18:37.



CHAPITRE 1. LE SEMI-GROUPE D’ORNSTEIN-UHLENBECK 10

— 0 est valeur propre de NV, et la fonction 1 est vecteur propre associée,
— les valeurs propres de A sont négatives ou nulles puisque si A est valeur propre associée
a f, alors

s [ iy = [rara = [[wsrar <o

d’apres la proposition 1.4.1.
— le sous espace propre de 0 ne contient que les constantes et 0 est une valeur propre isolée.
Il y a donc un mtrou dans le spectrem entre 0 et la premiere valeur propre non nulle.
Nous verrons dans la suite que les deux premieres propriétés sont tout a fait générales tandis
que la derniere joue un role capital dans le comportement en temps long du semi-groupe.

Version de travail - Compilé le 18 avril 2006 a 18:37.



Chapitre 2

Semi-groupes de Markov

Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck est un représentant pédagogique de la classe des pro-
cessus de Markov a temps continu. Ces processus possede principalement la propriété d’in-
dépendance du futur et du passé conditionnellement au présent comme c’est le cas pour les
chaines de Markov a temps discret.

Dans toute le suite, les processus que nous considérerons seront indexé par le temps continu
et seront a priori & valeurs dans R?. Ceci pose de nombreux probléemes, notamment de mesu-
rabilité, par rapport a la situation des chaines de Markov finies a temps discret.

Les premieres sections de ce chapitre concernent les définitions et premieres propriétés des
processus de Markov. On pourra se reporter a [RY91] pour les preuves manquantes. La section
3 donne un apercu de I’étude des chaines de Markov a temps continu. Seul le cas de I'espace
d’état fini est abordé. L’ouvrage de Norris [Nor98] mene une étude plus complete et fournit des
exemples. La derniere section traite des processus de diffusion, ou plus exactement d’exemples
de processus de diffusion. Nous étudierons principalement des processus de Kolmogorov et des
diffusions & valeurs dans un intervalle de R. On pourra utilement se référer a [Roy99] pour les
premiers et [KS] pour les seconds.

2.1 Processus de Markov

Par définition méme des processus de Markov, la dynamique d'un tel processus apres un
instant ¢ connaissant sa position a l'instant ¢ est parfaitement déterminée. Pour décrire un
processus donné, il suffit donc de décrire la loi du processus issu d’un point donné a un instant
donné et en particulier il faut pourvoir décrire la loi au temps t sachant que le processus était
en x au temps s. Pour cela, nous introduisons la notions de noyau de transition (ou probabilité
de transition) qui est tout simplement un une famille de mesures de probabilité dépendant
mesurablement d'un parametre.

Définition 2.1.1. Soit (E,&) un espace mesuré. Un noyau N sur E est une application de
E x & dans Ry U {+oo} tel que
(i) pour tout x € E, Uapplication A — N(x, A) est mesurable et positive sur &,
(i) pour tout A € E, Uapplication x — N(x, A) est E-mesurable.
Un noyau m est appelé probabilité de transition (ou noyau de transition) si w(x, F) = 1

pour tout x € E.

Si f € &, c'est-a~dire que f est une application de (E, &) dans (R, ,5) mesurable, alors

11



CHAPITRE 2. SEMI-GROUPES DE MARKOV 12

on définit la fonction N f sur E par

Nf(z) = /E Nz, dy)f(y).

La fonction N f appartient encore a £, . De plus, si M et N sont deux noyaux alors M N définit
par

MN(z, A) :/EM(w,dy)N(y,A)

est encore un noyau.

La probabilité de transition 7 induit un mouvement aléatoire dans E qui est décrit de la
facon suivante. Au temps initial, la mparticulem est en x, la position x; au temps 1 sera choisie
selon la mesure de probabilité 7(x, ), la position x5 au temps 2 selon la mesure de probabilité
m(x1,-), etc. Le processus ainsi obtenu est appelé chaine de Markov (le temps est discret)
homogene (la transition ne dépend pas du temps). Un processus de Markov est ’analogue en
temps continu.

Supposons que le processus X soit tel que pour tous s < t, il existe une probabilité de
transition P, telle que

P(X; € Alo(Xy,u <s)) = P (X5, A) ps.
Alors, pour toute fonction f € &, E(f(Xy)|o(Xu,u < s)) =

P, (X5, A) = P(X, € Alo(Xy,u <5s))
E(E(1ix,caplo(Xu,u < 1))]|o(Xy,u < 5))
= E(P, (Xt A)lo(Xy,u<s))

= /Ps,t(st dy)-Pt,v(ya A)

Ceci nous amene a la définition suivante de fonction de transition.

P, f(X,). Soient s <t < v, alors

Définition 2.1.2. Une fonction de transition (en abrégé f.t.) sur (E,E) est une famille
(Ps,t)g<s<y de transitions de probabilité sur (E, &) telle que pour tous s <t < v, on ait

/EP&t(a:, dy) P, (y, A) = Py (x, A) (2.1)

pour tous x € E et A€ E.

La relation (2.1) est appelé équation de Chapman-Kolmogorov. La f.t. est dite homogene
si Ps; ne dépend de s et ¢ que par la différence ¢ — s. Dans ce cas, on note P, pour Fy; et
I’équation de Chapman-Kolmogorov s’écrit

Pro(, A) = / P,(x, dy)Py(y, A)

pour tous s,¢ > 0. On dit que (F),5, est un semi-groupe.

Définition 2.1.3. Soit (2, F, (F;),P) un espace de probabilité filtré. Un processus adapté X
est un processus de Markov pour la filtration (F;), de fonction de transition Ps, si, pour toute
fonction f € & et s <t,

E(f(XtﬂFs) = Ps,tf(Xs) P p.s.

Le processus est dit homogene si la f.t. est homogene et la formule précédente s’écrit alors

E(f(X¢)|Fs) = P—sf(Xs) P p.s.
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CHAPITRE 2. SEMI-GROUPES DE MARKOV 13

Exemple 2.1.4. Le mouvement brownien sur R? est un processus de Markov homogéne de

ft.
(z) = /f(y)@le2 exp (—'CE ;tyl ) dy.

La premiere remarque d’importance qu’il convient de faire est la suivante. La définition
du processus de Markov prescrit la loi au temps ¢ connaissant la position au temps s < t.
Il convient de se demander si, pour toute fonction de transition, il existe un processus de
Markov associé et si oui, s’il est unique. En d’autres termes, en quoi la description de la
dynamique du temps s au temps ¢ caractérise-t-elle toute la dynamique du processus. On
remarque tout d’abord que les lois cylindriques sont entierement déterminées par la propriété
de conditionnement successif.

Proposition 2.1.5. Un processus X est un processus de Markov par rapport a sa filtration
(Fy) = (0(Xu,u < t)) de f.t. Py et de loi initiale v si et seulement si, pour tous 0 = to < t; <
- <tg et fo,..., fr €&y,

k

foxti)] - /E v(dro) folixo) /E Pouy (w0, der) () .. / Po o (v deg) (). (22)

1=0

E

Preuve. Supposons dans un premier temps que X est un processus de Markov. On peut alors
écrire
k—1

E H fi(Xti)Ptk—lvtkfk(th—l) .

1=0

k
E H th Hfz th fk th>|‘Ftk 1}
i=0
Cette expression ne fait plus intervenir que les temps tg,...,t;_1 et la fonction f;_; est rem-
placée par fy_1P;, .+ fr- On peut alors procéder par récurrence pour obtenir (2.2).
Réciproquement, pour prouver que X est un processus de Markov, il faut montrer que

E(f(Xo)|Fs) = Pouf(Xs) Pps.

Pour cela, en vertu du théoreme des classes monotones, il suffit de montrer que pour tous
h<---<tpr<s<tet fi,..., fr,9 € Ey,

k k
E H filXe)g(Xe) | =E H fi(Xt,-)Ps,tg(Xs)] )
i=0 i=0
ce qui est clairement assuré par (2.2). O

Remarque 2.1.6. On pourrait réécrire formellement la relation (2.2) comme :
P(Xy, € dxo, Xy, € dy,..., Xy, € dxy) = v(dxo)Poy, (o, dxy) ... Py 4, (Tk—1, dxy)

qui est l'analogue de la formule classique donnant la loi de (Xo, ..., Xy) pour une chaine de
Markov a espace d’états dénombrable de matrice de transition P et de loi initiale v :

]P(XO = io,Xl = il, c. 7Xk = Zk) = V(’Lo)P

10,91 * *

. P

Tp—1,0k "
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Il est a présent possible de répondre a la question de 'existence et I'unicité du processus de
Markov associé a une f.t. donnée : la donnée de la f.t. fournit les lois finies-dimmensionnelles,
le théoreme d’extension de Kolmogorov assure alors le résultat. On va construire le processus
sur l'espace Q = E®+ F = E®+ et F, = 0(X,,u < t) ot X est le processus coordonnée i.e.
Xi(w) = w(t).

Théoréme 2.1.7. Soit (E,E) un espace polonais muni de sa tribu borélienne. Soit Ps; une
f.t. sur (E,E). Pour toute mesure de probabilité v sur (E,E), il existe une unique mesure de
probabilité P, sur (Q, Fs) telle que X soit un processus de Markov pour la filtration (F;) de
f-t. Psy et de mesure initiale v.

Dans toute la suite du chapitre, on se restreint aux processus homogenes en
temps.
Remarquons immédiatement que 'on a alors

P,(Xo € Ag, Xt, € Ar1... Xy, € Ay)
:/ V(dxo)/ Ptl(xo,dxl)/ PtQtl(xl,dxg).../ Py, i, (w1, dzy).
Ag Ay A Ag

En particulier, pour tout x € FE, la mesure de probabilité Ps_, que nous noterons plus
simplement P, est la loi du processus X issu de z. Si Z est une v.a. F,-mesurable et positive
(ou bornée), nous noterons son espérance par rapport a P, (resp. P,) E,(Z) (resp. E,(Z)). En
particulier, si Z = 1;x,eay, on obtient

E,(Z) = Py(X, € A) = Py(x, A),

ce qui se lit m la probabilité que le processus issu de x soit en A au temps t est donnée par
P,(z, A)m. Ceci prouve en particulier que la fonction = — P,(X; € A) est mesurable. Il est
de plus possible d’exprimer E,(Z) en fonction de x — E,(Z) : 'espérance de Z sous la loi de
mesure initiale v est la moyenne, pondérée par v, des espérance de Z sous la loi de mesure
initiale ¢,.

Proposition 2.1.8. Si Z est F.-mesurable et positive (ou bornée) alors l'application x —
E.(Z) est E-mesurable et

E,(Z) = / o(do)E.(2).

Preuve. Argument de classes monotones. O

2.2 Processus de Feller

Dans ce chapitre on se restreint aux f.t. et processus homogenes. Soit £ un espace locale-
ment compact séparable et Co(F) 'espace des fonctions continues sur E qui tendent vers 0 a
I'infini.

Définition 2.2.1. Un semi-groupe de Feller sur Co(E) est une famille (T3),5, d’opérateurs
positifs sur Co(E) telle que

(i) To =1d et pour tout t, | T;]| <1,

(ii) pour s,t >0, Tyrs =T, 0Ty,
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(111) pour toute fonction f € Co(E), ltil%l \T:f — fll = 0.

Il existe un lien tres fort avec les {.t.

Proposition 2.2.2. Pour chaque semi-groupe de Feller sur E, il existe une unique fonction
de transition (), sur (E,E) telle que

Tif(x) = P f()
pour toute fonction f € Co(E) et tout x € E.

Preuve. Pour tout x € F 'application f +— T;f(z) est une forme linéaire positive sur Co(F).
Le théoreme de Riesz assure l'existence d’'une mesure P;(x,-) sur £ telle que

T, (z) = /E Py, dy) ()

pour toute fonction f € Co(E). L’application = — [P,(z,dy)f(y) appartient a Co(E) donc
x — Py(x, A) est borélienne pour tout A € £. Les opérateurs P, sont bien des probabilités de
transition. Elles forment une fonction de transition en vertu de la propriété de semi-groupe
(#7) couplée a un argument de classe monotone qui permet de passer d’une propriété vraie
pour les fonctions de Cy(E) aux ensembles A € E. O

Définition 2.2.3. Une f.t. associée a un semi-groupe de Feller est appelée fonction de tran-
sition de Feller.

Pour montrer qu'une f.t. est de Feller il est pratique d’utiliser la caractérisation suivante.

Proposition 2.2.4. Une f.t. est de Feller si et seulement si
(i) pour tout t, P,Cy C Co,
(i1) pour toute fonction f € Cy, tout x € E, ltilrgl P f(z) = f(z).

Théoreme 2.2.5. Tout processus de Feller X admet une modification cadlag : c’est-a-dire
que les trajectoires de X sont continues a droites avec limites a gauche.

2.3 Générateur infinitésimal

Définition 2.3.1. Soit X un processus de Feller. On dit qu’une fonction f € Cy appartient
au domaine D(L) du générateur infinitésimal de X si la limite

1
Lf =lim—(Pf—
f=lim-(Pf - f)
existe dans Cy. L'opérateur L : D(L) — Cqy ainsi défini est appelé générateur infinitésimal du

processus X ou du semi-groupe (P;).

La définition des processus de Markov assure que pour toute fonction f borélienne et
t,h >0,
E(f(Xt+h) - f(Xt)|~7:t) = th(Xt) - f(Xt)'
Dong, si de plus f € D(L), alors
E(f(Xern) — f(X)|Fe) = hLf(Xe) + o(h).

Ainsi L décrit I’évolution infinitésimale du processus sur un petit intervalle de temps.
Etudions a présent quelques propriétés remarquables du générateur infinitésimal.
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Proposition 2.3.2. Si f € D(L), alors,
(i) P.f € D(L) pour toutt;

(i) la fonction t — P,f est fortement dérivable dans Cqy et

d
pour tout t > 0, %Ptf =LP,f=PFLf,

t
(i1i) pour toutt >0, Pf — f = / LP;f ds.
0

Preuve. Soit ¢t > 0. La propriété de semi-groupe assure que

lim L (P.P,f — P.f) =l P, E(Psf - f)] = PL,

s—0 S

ce qui prouve 7) et la relation de commutation LP,f = P,Lf. De plus, t — P,f admet une
dérivée a droite égale a P, Lf.
Considérons alors la fonction

t
t— / P,Lf ds.
0

Elle est dérivable et sa dérivée vaut P, Lf. Comme la différence de deux fonctions qui ont la
méme dérivée a droite est nécessairement une constante, il existe g telle que

t
Pf— / P.Lfds+ g,
0

ce qui acheve la preuve du point (iz) et en faisant ¢ = 0, on obtient que g = f, ce qui prouve
(1ii). O

Proposition 2.3.3. L’espace D(L) est dense dans Cy et L est un opérateur fermé.

Preuve. Soit

1 1 /7
A= (Pif =) et B = [ Pufdu

h s Jo
Les opérateurs A, et By sont bornés sur Cy et de plus,

ApBy = B,A, = A,Bj, = By A,.
Pour tout s > 0 et f € C,

}ILIL% AhBSf - }llli% AS<Bhf> - Asf7

donc Bsf € D(L) et comme Byf — f quand s — 0, D(L) est dense dans C,.

Soit a présent une suite (f,), d’éléments de D(L) qui converge vers f et telle que (Af,),
converge vers g. Alors

B.g = lim B,Af, = lim B, (li}rln A fn> = limlim A,(Byfy) = lim A, f, = A,
Ainsi la fonction f est dans le domaine de L et Lf = g, ce qui prouve que L est un opérateur

fermé. O
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Proposition 2.3.4. Si f € D(L) alors le processus

M/ = 5060 - 10%) - [ LF(X.) ds

est une (Fy, P,)-martingale pour toute mesure de probabilité initiale v. Si, en particulier, Lf =
0, alors f(X;) est une martingale.

Preuve. Puisque f et Lf sont bornées, Mtf est intégrable pour tout ¢. De plus,
B, (M{1£.) = M! + 106 - %) - [ Lk 2]
D’apres la propriété de Markov, 1'espérance conditionnelle dans le membre de droite vaut
B [FX) = F00) - [ LiCG) ] = P - 500 - [ RLiC) ds
qui vaut 0 d’apres la proposition 2.3.2. O

Il est possible d’énoncer une réciproque.

Proposition 2.3.5. Si f € Cy et s’il existe une fonction g € Cy telle que

F(X0) — F(X0) — / 9(X,) ds

est une (Fy, P)-martingale pour tout z, alors f € D(L) et Lf = g.

Preuve. Pour tout z,

PG - )~ [ Pgla)ds =0,

1 1 [t 1 [t
;(Ptf—f)—g =117 (Psg — g) ds =2 | Psg — gll ds,
0 0

qui tend vers 0 quand t tend vers 0. O

donc

2.4 Mesures invariante et symétrique

Définition 2.4.1. Soit A une algébre de fonctions incluse dans tous les espaces LP(u) (pour
1 < p < ) et dense dans chacun d’euz. On dira que A est une algébre standard si A est
stable par tous les opérateurs P,, par L et par composition avec les fonctions de classe C*
qui sont nulles en 0. Lorsque la mesure p est une probabilité, nous demanderons de plus que
cette algebre contienne les constantes, et soit stable par composition avec toutes les fonctions
de classe C* (nulles ou non en 0).

Dans toute la suite nous ferons ’hypothese de 'existence d’une algebre standard A.

Remarquons que cette hypothese est facilement vérifiée dans des cas simples. Par exemple,
pour un semi-groupe de Markov sur un ensemble fini, on pourra prendre pour A ’ensemble de
toutes les fonctions. Cependant il est difficile de spécifier un tel ensemble dans un cas général.
Il faut procéder au cas par cas. Dans la suite, nous préciserons le cadre au fur et a mesure de
I’étude de processus particuliers.
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Définition 2.4.2. Une mesure p sur E est dite invariante (ou stationnaire) pour le semi-
groupe (P;), si, pour tout t > 0 et toute fonction f € A,

[rsau= [ ran

ou de maniére équivalente, si pour toute fonction f de A,

/Lfduzo.

Elle est dite symétrique (ou réversible) si, pour tout t > 0 et toutes fonctions f et g de A,

[Jorisan= [ tRgan

ou de maniére équivalente, si pour toute fonction f de A,

/gLf dp = /ng dp,

c’est-a-dire que les opérateurs Py (ou de maniére équivalente 'opérateur L) sont auto-adjoints
dans L*(p).

Exercice 2.4.3. Montrer que les définitions d’invariance (resp de symétrie) sont bien équi-
valentes. Montrer que le caractere symétrique d’une mesure entraine son invariance.

Définition 2.4.4. On appelle opérateur carré du champ la forme bilinéaire symétrique sui-
vante : pour f et g dans A,

déf.

X

I'(f.9) (L(fg) — fLg—gLf).

Nous noterons T'(f) pour T'(f, f).

N | —

Proposition 2.4.5. Soit A le générateur infinitésimal de mesure invariante p. Pour toute
fonction [ € A,

1. I(f) = 0,
2. /F(f)du:—/fodu.

Preuve. Comme P, préserve la positivité, pour toute fonction f € A, pour tout ¢ > 0 et tout
acR,
0 < B((f +a)*) = Bi(f?) — 2aP.f +a’.

Le discriminant du trinéme du membre de droite est donc négatif, ce qui implique que P(f?) >
(P, f)?. Enfin, I'opérateur carré du champ peut aussi s’écrire de la maniére suivante :

D(f) = lim o (P — (PF)?) 2 0.

La propriété (2) découle directement de la propriété d’'invariance de p et de la définition de I'.
O

Définition 2.4.6. On appelle énergie la forme quadratique associée a L, définie par :

déf.

D(E)=D(L) et, pour f € D), E.(f f) = —/fod,u = /I‘(f) dp.
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Chapitre 3

Chaines de Markov a temps continu

Dans tout le chapitre £ désigne un ensemble fini de cardinal d et (X;),., un processus de
Markov défini sur (Q, F,P) & valeurs dans E. Il est aisé de voir que X est nécessairement un
processus de Feller : puisque E est fini, la convergence uniforme et la convergence simple sont
équivalentes. On peut donc supposer que les trajectoires de X sont cadlag (continues a droite
avec limites a gauche). Plus précisément, pour tout w € €2,

(i) t — X;(w) est continu a droite,

(i) 30 < Ti(w) < ... < Th(w) < ... tels que (7},),, n’ait pas de point d’accumulation et sur
chaque intervalle [T}, T;41[, X soit constant.

Soit H 'espace vectoriel des fonctions de E dans R (sa dimension est égale & d). A partir
du processus X on définit, pour tout ¢ > 0, 'opérateur P, de H dans H par

Fif(x) = E(f(X0)| Xo = z).

Remarquons que P, s’identifie & une matrice de taille d x d que I'on notera (Py(z,y)) La

matrice P, est markovienne, c’est-a-dire que

T, yelR"

Pi(z,y) >0 pour tous x,y € F,
ZPt(x,y) =1 et pour tout z € E.
yelE

On notera I la matrice identité. On munira 'ensemble des matrices de taille d X d de la norme

déf.
24 2 sup 3 |21 (2. )]

yerR

Cette norme est multiplicative (la norme du produit M N est majorée par le produit des normes
de M et N) et P, est de norme 1 pour tout ¢ > 0.

La premiere section de ce chapitre rassemble les propriétés des lois exponentielles dont
nous aurons besoin dans la suite.

3.1 Lois exponentielles
Définition 3.1.1. Une wvariable aléatoire T a valeurs dans R, suit la loi exponentielle de

paramétre \ > 0, notée E(N\) si sa fonction de répartition est donnée par F(t) = (1—e )10
(si A =0, T vaut +00 presque sirement).

19
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Sa loi admet t — )\e_/\tl{t>0} pour densité par rapport a la mesure de Lebesque. De plus,

1 A
E(T)=~, V(T)= ¥ et, pour t < \ ]E(etT) =3

Proposition 3.1.2 (Absence de mémoire). Une variable aléatoire T' a valeurs dans R, U
{+o0} suit une loi exponentielle si et seulement si elle vérifie la propriété d’absence de mé-

moire :
Vs,t >0, P(T>t+s|T>s)=PT>t).

Proposition 3.1.3. Soit (Sn)n21 une suite de v.a. indépendantes de lois exponentielles de
paramétres respectifs ()\n)n21 strictement positifs.

Si Z)\i<oo alors ]P’(ZSn<oo>:1

n>1 """ n>1

et si Z%:oo alors P(an:oo>:1.

n>1 """ n>1

Preuve. Si ) ., 1/A, est fini alors, par convergence monotone, la variable aléatoire ), -, S

est intégrable donc elle est finie p.s.
Si > .51 1/ A est infini alors [T, o, (1+1/A,) est infini et

(exp{ ZS }) = HE(eXp{—Sn}) = H(l +1/A,) ' =0

n>1 n>1 n>1

par convergence monotone et indépendance. O

Proposition 3.1.4. Soit I un ensemble (au plus) dénombrable et (Ty),., des v.a. exponen-
tielles de parameétres respectifs (Ay,),o; vérifiant A =3, A\, < 0o. Soit T' = infy, T}, Alors, avec
probabilité 1, Uinfimum est atteint en un unique K (aléatoire) élément de I. De plus, T et K
sont indépendantes, T suit la loi E(N) et pour tout k € I, P(K = k) = A/

Preuve. Soit k € I et t > 0.
P(K=kT>t) = P(Tp>t,T; >Tyj#k)

o0

e SP(T; > 5,5 # k) ds

)\jS dS

0o
/ )\ks
J#k’

A
= /t )\ke*/\s ds = /\k (37/\2t

On conclut en remarquant que les ensembles {K = k} x {T" > t} engendre la tribu produit.
d

Exercice 1.
Soit (T,),>, une suite de v.a. i.i.d. de loi £(A) et N une v.a. indépendante de loi géométrique

de parametre 3. Montrer que T' = anl T, suit une loi exponentielle de parametre \/j3.
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3.2 Caractérisation du générateur infinitésimal

Nous allons montrer a présent que le générateur infinitésimal d’un processus de Markov a
temps continu sur un espace d’état fini s’identifie & une matrice dont les sommes des lignes
sont nulles et les coefficients hors-diagonaux sont positifs.

Définition 3.2.1. On notera A l’ensemble des matrices A telles que
(i) Yo £y, Ay >0,

(ii)) Ve € B, Y Ayy =0

yelR

Proposition 3.2.2. Soit X un processus de Markov sur E. Il existe A € A tel que pour tout

t>0,
_tA dﬁ' - ﬁ n
P =e4=E Zn!A : (3.1)
k=0
La matrice A est le générateur infinitésimal du semi-groupe (P,), c’est-a-dire que

P, — 1
A([L‘7y) = lim t(l’,y) { y}‘

t—0 t

Preuve. L’application ¢ +— P, est continue a droite. En effet, si t,h > 0, alors

1Bern = Bill = |[Py o Bo = Bof| < | B[ 50 = 1] < |50 = 1] == 0.
On peut montrer de méme qu’elle est continue a gauche et donc continue sur R*. Pour montrer
la relation (3.1), on montre que t — P; est dérivable en 0. Sa dérivée ne sera rien d’autre que

A. Pour cela il faut introduire la résolvante (R)),., du semi-groupe (F;),5, et étudier ses
premieres propriétés. Pour A > 0, on pose

Ry :/ e MPdt, oupourz,y€E Ry(x,y) :/ e MPy(z,y) dt.
0 0
Pour tous A\, u > 0,
(/J - /\)R)\R“ = R)\ - RH' (32)

En particulier, Ry et R, commuttent et R, = Rx\(I + (A — p)R,,). Ceci entraine que R,(H)
est inclus dans Ry(H) et, par symétrie, que R,(H) = Rx(H). Pour établir (3.2), on écrit

R\R, = RA( / e“tPtdt> / e M R\P dt = / e“t( / Aspsds>13tdt
= // e M P L dsdt = // e M P du dt
= Ao (A= “)tdt)P dv = Ry — Ry).
/0 (/0 b= A( )

On souhaite montrer que R, (H) = H. Il est clair que R,(H) = pR,(H). Or, par définition de

R;u
uR, = u/ e P, dt :/ Py dt — (/ e_tdt)l =
0 0 p—00 0
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Donc, pour tout f € H, f = lim, o, uR, f. Le sous-espace R,,(H) est un sous-espace fermé
de H (de dimension fini) donc f € R,(H). En d’autres termes, R,(H) coincide avec H. Nous
avons donc montré que

Vu>0,VfeH dge H, f=R,g.

L’idée est a présent d’intercaler Iz, dans la différence P, f — f.

PR, = / e M Py ds = / e M P dy
0

t
') t
= e“t/ e M P, dv = et (Ru - / e "P, dv).
¢ 0

PR,—R w1 1 [t
o n_ ¢ Ru—e“t;/e“”PvdvﬁuRu—I,
O —

Donc

t t

puisque t — P; est continue a droite. On peut donc écrire pour f € H et pu > 0,

Pf—f PR.,g— Rug
t o ¢ t—0

pR.g — g,

ou g est donnée par f = R,g. On a donc montré que t — P, est dérivable en 0 et cette limite,
notée A vérifie AR, = uR,, — I ou encore (il — A)R,, = I. Ainsi, dans le cas fini, A est défini
sur tout I'ensemble H des fonctions de £ dans R. Dans le cas d’un processus de Feller général,
on peut montrer que D(A) est dense dans ’ensemble des fonctions continues. Il est en général
impossible de I'expliciter completement.

Comme nous 'avons remarqué dans un cadre plus général,

P, — P, P, —1 . P, —1
lim — = P, <lim ) = hm( )Pt,

s—0 S s—0 S s—0 S

d
et par conséquent P, et A commuttent et aPt = P,A = AP,. Notons pour 0 < s <t

M, =e? et N,=PM,,.

Dérivons a présent N :

d
d_Ns = P, AM,_, — P,AM,_, = 0,
S

donc N, est constant. De plus Ny = M, et N, = P, et par suite P, = e*4.
Remarquons a présent que A appartient a A. Pour cela, il suffit de revenir a la définition
de A en choisissant f de la forme f, = 1,;. On obtient alors si x # y

P
Az, y) = Afe(y) = lim M >0,
et, de méme, pour les termes diagonaux,
P, —1
Alz,z) = Af,(z) = hmM <0.

t—0

Enfin, le fait que P; soit markovienne assure que la somme des termes de chaque ligne de A

est nulle :
ZyeE Pt(x7y) - ]‘ o

> Alw,y) =Y Afuly) =lim =0,

t—0 t
yer yeE
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ce qui acheve la preuve. O

Apres avoir montré que le générateur infinitésimal d’un processus de Markov sur E est
nécessairement un élément de A, il reste a remarquer qu’'un élément de A engendre un semi-
groupe de Markov.

Proposition 3.2.3. Soit A € A. On lui associe les matrices P, == e** pour t > 0. Alors P,

est markovienne et (P;), est un semi-groupe de Feller.

Preuve. Si \ est valeur propre de A associée & un vecteur propre v alors e est valeur propre
de P, associée au vecteur propre v :

Pov = mA”v:Z( ) v =eMo.

n=0 n=0

En particulier 0 est valeur propre de A associée au vecteur propre constant donc la somme de
chaque ligne de P; est égale a 1.

Soit & présent m = sup, {—A(x, x)}. Tous les coefficients de la matrice mI+ A sont positifs.
Il en est donc de méme pour

n'
Or N, est égale a e!™let4 = etmel ou encore P, = e "™ N, ce qui assure que P, a des coefficients
positifs.
Enfin il est clair la propriété de semi-groupe est satisfaite par F,. O

3.3 Temps d’arrét
Définition 3.3.1. Une v.a. T d valeurs dans [0, +00] est un temps d’arrét si
vt>0, {T<t}edF.
Remarque 3.3.2. Puisque
(T=t)={T <\ Y {T<t-1n),
€Fi 1/m
Uensemble {T =t} appartient lui aussi a F;.

Proposition 3.3.3. 5i T et S sont des temps d’arrét alors il en est de méme pour T + S,
TvVS, TANS. La v.a. constante T' =t est un temps d’arrét.

Attention : T — ¢ n’est pas un temps d’arrét.

Exemple 3.3.4. Soit a € E. La v.a. T = inf{s, X, = a} est un temps d’arrét. Pour s’en
convaincre il suffit de remarquer que

{T=t)= n{X,#a} = 0{X, £a} €

s€Q
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3.4 Propriété de Markov

Nous avons déja donné un sens a la notion de propriété de Markov. Nous en donnons ici
une autre forme tres utile tant en pratique qu’au niveau de I'intuition. Soit

Q={& : R, — E cad}.

11 est appelé espace canonique. Posons X;(w) = w(t) et notons Fi, la tribu

~ ~

Foo =0(Xs, s€R)=0(Xs, s€Q).

Soit X un processus cad (continu a droite) de (2, F,P) dans E. Alors application ® de {2
dans Q qui & w associe la trajectoire (¢ — X,(w) = &(t)) est mesurable et P'image de ® est la
loi du processus X. En d’autres termes la loi d'un processus X cad a valeurs dans E peut étre
vue comme une mesure de probabilité sur Q) ensemble des fonctions cad sur E.

Dans la suite 2 désignera l’espace canonique. On définit 'opérateur de translation 6, de (2
dans lui-méme par :

pour tout s >0, 6;(w)(s) = w(t+ s).
La trajectoire 6;(w) est donc la trajectoire w a laquelle on a 6té le début (jusqu’a l'instant ¢).
Proposition 3.4.1. Si Z est une v.a. de (), Foo,P) dans R mesurable (c’est-a-dire une fonc-

tion mesurable par rapport a la tribu engendrée par les v.a. X pour tout s ou X est un
processus de Markov) bornée alors

E(0.Z|F) = Ex,(Z) = K(X3), (3.3)
ot K(z) =E(Z|Xo =2) =E,(2).

Remarque 3.4.2. La quantité 0,7 représente le futur : on considere des événements qui se
passent apres t (mais on remet la pendule a 0). Donc E(0,Z|F;) représente le futur sachant le
tout le passé jusqu’au temps t. La formule (3.3) est donc bien une nouvelle formulation de la
propriété de Markov.

Preuve. Grace au théoreme des classes monotones, il suffit de vérifier la propriété pour Z de
la forme

Z = fi(Xy) . fu(Xe,),
avec t1 < -+ < t,. Par définition de 6, 6,7 = f1(Xi14,) - - - fu(Xiys, ). Donc

E(0.Z|F) = EEOZ|Fiie, )| F)

E(fi(Xevty) - Froo1 (Xegt o ) E( (KXo )| Freny )| F2)
E(fl (Xt+t1) s fn*1<Xt+tn71>Ptn7tn71 (fn>(Xt+tn71)“’Ft>‘

Donc

E(0:Z|F) = Py, (f1Po-t, (foPry—t,(fa- - (fa1 Loty ) - )))(Xe) = Ex, (2).
O
La propriété de Markov peut ici s’étendre a des temps d’arrét. On 'appelle alors propriété
de Markov forte et on dit que X est un processus de Markov fort. Il existe des processus de

Markov qui ne sont pas forts mais ceux que nous étudierons dans le cadre de ce cours le seront
toujours.
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Théoreme 3.4.3. Si T est un temps d’arrét et Z est une v.a. de (2, Foo,P) dans R mesurable
bornée (ou positive) alors

E(0;Z|Fr) = Ex,.(Z). (3.4)

Preuve. L’idée est de montrer la proposition pour des temps d’arrét prenant un nombre au
plus dénombrable de valeurs (ceci est toujours vrai pour un processus de Markov). On passe
ensuite aux processus d’arrét généraux grace au fait que les trajectoires de X sont cadlag. En
particulier, les processus de Feller vérifient la propriété de Markov forte. Par contre, on peut
montrer que la réciproque est fausse. O

3.5 Premier instant de saut

Soit T' =€ {s, X # Xo} le premier instant de saut de la chaine.

Proposition 3.5.1. Il eziste A(z) € [0,400] tel que, pour tout t > 0,
P (T > t) = e 2@,
De plus, X7 et T sont indépendants.

Remarque 3.5.2. La proposition assure que si la chaine est issue de x alors elle y reste (si
Az) =0) ou elle quitte x aprés un temps exponentiel de paramétre A(x) > 0.

Preuve (proposition 3.5.1). On peut réécrire la v.a. T'1ips4 grace a l'opérateur de trans-
lation :
Tlipsy = (t+0,7) 11>y

Discutons tout d’abord de la finitude de 7" : si T'(w) est infini alors la trajectoire est constante
égale a z. Cela revient a dire que pour tout instant ¢ le premier saut n’est pas survenu avant
t et ne surviendra pas apres t! Ceci s’écrit : pour tout t > 0,

{T = o0} =0T = o0} N{T > t}.
En prenant ’espérance il vient, en vertu de la propriété de Markov :

P.(T =00) = E(1grsnbilir—cy) = E(LirsnE(0 1 {r=oc} | F2))
= E(1r-nEx,(1ir=oc})) = E(LirsnEr(1ir=cc}))
— BT = 00)PA(T > 1),

Si P, (T = o0) # 0 alors en particulier pour tout n € N, P,(7" > ¢) = 1. Donc

P (T = 00) = Po(({T > n}) = 1,

puisque l'intersection dénombrable d’événements de probabilité 1 est encore de probabilité
1. Ainsi, I'événement {1 = oo} est-il nécessairement de probabilité 1 ou 0. Le cas ou cette
probabilité vaut 1 correspond au cas A\(x) = 0 de la proposition.

Dans la suite nous supposerons que P, (7" = oco) = 0. Soit ¢(t) = P,(T > t). Pour t,s > 0,

{T'>t+s}={T>t}n{6:T > s}.
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En prenant ’espérance, il vient donc

p(t+s) = E:(lgr=nE0lir=5]F)) = E:(LrsnEx, (Lirss)))
= E,(LirsnEe(Lirssy)) = ©(t)e(s).

De plus, ¢(t) — 1 car les trajectoires de X sont continues a droite. Il existe donc A(z) > 0

t—0

tel que pour tout ¢,
P (T > t) = e 2@,

Pour montrer I'indépendance de X et T, il suffit de montrer que pour tout t > 0 et A C E,
P.(Xr e A T>t)=P,(Xr € AP(T >1t).
Or sur I'événement {T" > t},
T=t+6T et Xp=Xpgr=>0/(Xr).
Donc

Po(XreA T>t) = E,(LgrsnE(1xealFr)) = Eo(LirsnE(Oi 1 x,ca|F))

= E.(Lir>nEx,(1xreay)) = Ee(LrsnEe(1ix,cay))
= P, (Xr € AP(T > t).

Définition 3.5.3. Le premier instant de saut est défini par
T1 = inf {3 > O, Xs 7£ Xo}
Les temps de saut suivants sont définis par récurrence :

Tk+1 = inf {S > Tk, X, 7é XTk} =T+ QTkT =T+ QT(Tk)

3.6 Dynamique du processus

Nous sommes a présent en mesure de relier les quantités suivantes :

. P(z,y) — 6,
A(z,y) Zlg%% Ax) et pr,y) =Pu(Xr =y).
Proposition 3.6.1. Si X est un processus de Markov sur E de générateur infinitésimal A
alors 4
M) = —Ala) et play) =520,

Preuve. Soit € E. Nous allons tout d’abord montrer la probabilité que deux sauts au
moins apparaissent avant I'instant ¢ est négligeable devant la probabilité qu'un saut seulement
apparaisse. Ceci est en particulier assuré si 'on obtient le controle suivant :

P, (T < t) < t*sup A(x)%
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Si deux sauts au moins ont eu lieu avant ¢, c’est qu’il a eu un premier saut avant ¢ et un
deuxiéme entre 1; et t :

{T2 < t} = {Tl < t} N {Tl + 9T1T1 < t}

En particulier
{T2 < t} C {Tl < t} N {HTlTI < t}

En prenant l'espérance, il vient, avec la notation k = sup, A\(x),

E(l{T<t}(9T1{T<t}) < E(l{T<t}E(9T1{T<t}|.7:T))
E(l{T<t}EXT (1{T<t})) < E(l{T<t} (1 — e—A(XT)t»
k‘t(l — eiA(i’?)t) < k2t2,

Po(Tie) <)

IN NN

puisque 1 — e ™ < u des que u > 0.
Soit a présent x et y deux éléments distincts de F.
Pz,y) = P(Xi=y)=P.( Xy =y, T <t) =P, (T <t,To>t,X;=y)+P.(Tx <t, X, =y)
= P.(T<t,Xr=y)—-P.(T<t, T <t,X;=y)+P.(Th <t,X; =y).
On a donc
P.(X; =y) —Po(T < t, X7 =y)| <P,(Ti) < t) < k.
Enfin, par indépendance de T et X,

P.(T < t, X7 = y) = Po(T < )P(X7 = y) = (1 — e @)p(z, y).

On a donc Aot
P, 1 —e A2
Az, y) = lim 1Y) iy et p(x,y) = AMz)p(x).

—0 t t—0

On montre de méme que P;(z,r) = e 2@ 4 o(t) et ainsi que
Az, x) = —A(z),

ce qui acheve la preuve. O

Remarque 3.6.2. Nous nous sommes contentés ici d’un exposé dans le cas ou E est fini.
Lorsqu’il est dénombrable, des phénomenes d’explosion peuvent apparaitre lorsque les para-
metres des lois des temps inter-sauts sont trop grands. Le processus se met alors a sauter de
plus en plus vite et il peut ainsi apparaitre un nombre infini de sauts en un temps fini (sans
remettre en cause le caractére cadlag des trajectoires). On pourra se reporter a Norris pour
des exemples et 'adaptation de ce qui précede au cas dénombrable.

3.7 Classes

Les notions de classes sont les mémes a temps continu et a temps discret. Plus précisément,
(Xt),>0 @ la méme structure de classe que sa chaine incluse (Y},), <.
On dit que 7 meéne a j, et on note ¢ — j si

P;(X; = j, pour un certain temps ¢ > 0) > 0.

On dit que 7 et j communiquent, et on note ¢ <» j sii — j et j — 4.
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Théoreme 3.7.1. Pour deux états distincts 1 et j, les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. i — 7,
2. 1 — j pour la chaine incluse,
3. il existe n € N et dg, ..., 1, dans I tels que q(ig, 1) ... q(in—1,7n) > 0,
4. pour tout t >0, p(i,7) >0,
5. il existe t > 0, p(i,7) > 0.
Démonstration. Les implications 4. = 5. = 1. = 2. découlent des définitions. Si 2. est vraie,
il existe n € N et 1g,...,%, dans I tels que m;y;, ...m;, 5, > 0, ce qui implique 3. Si ¢;; > 0

alors
(i, g) 2 Pi( <t Vi =34, <t) = (1 —e ")m;e 4" >0,

pour tout ¢ > 0. Donc si 3. est vraie, alors
]%(%J) Z pt/n(i(), 11) c 'pt/n(in—la Zn) >0
pour tout ¢ > 0 et 4. est établie. O

Remarque 3.7.2. Le point 4. montre que la situation est plus simple en temps continu qu’en
temps discret. En temps continu, st ¢ mene a j alors avec une probabilité strictement positive,
X; peut valoir j (sachant que Xo = i). En temps, sii méne a j, il faut parfois un certain temps
avant que la chaine issue de i atteigne j et des phénomenes de périodicité apparaissent. Par
exemple, pour la marche aléatoire simple issue de 0, le temps d’atteinte de 4 sera supérieur
ou égal a 4 et pair.

3.8 Temps d’atteinte et d’absorption

Soit (X¢),~, une chaine de Markov de générateur ). Le temps d’atteinte d'un sous-ensemble
A de I est la v.a. DA définie par

DYw) =inf{t >0 ; X,(w) € A}, avec la convention inf @ = +ooc.

Si HA est le temps d’atteinte de A pour la chaine incluse, alors {DA < oo} = {HA < oo}, et
sur cet ensemble, on a DA = Jya.

Exemple 3.8.1. On considére la chaine de générateur

-2 1 1 0
2 -6 2 2
@= 3 3 -9 3
0 0 0 0

Quel est le temps moyen mis par X pour atteindre 4 depuis 1? Notons k; = E;(H*).
Partant de 1, on passe en moyenne en 1 un temps 1/¢; = 1/2 puis on saute avec des probabilités
égales en 2 ou 3. Donc

1 1 1
k1—§+§k2+§k’3~
De méme 1 1 . . ]
ko ==+ =k —k ks = -+ =k —ko.
2 6+31+33, 3 9+31+32

La résolution de ce systeme fournit la valeur ky = 17/12.
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3.9 Récurrence et transience

Définition 3.9.1. Soit (X;),5, une chaine de Markov de générateur Q.
1. L’état i est dit récurrent si P;({t > 0, X; =i} est non borné) = 1.
2. L’état i est dit transient si P;({t > 0, X; =i} est non borné) = 0.

Remarque 3.9.2. 5i (Xt)tzo peut exploser en étant issu de i, alors i ne peut étre récurrent.

Théoreme 3.9.3. On a
1. st 1 est récurrent pour la chaine incluse, alors i est récurrent pour X ;
2. si 1 est transient pour la chaine incluse alors v est transient pour X ;
3. tout état est soit récurrent, soit transient ;

4. récurrence et transience sont des propriétés de classes.

Démonstration. Supposons que ¢ soit récurrent pour Y. Si Xy = 4, X n’explose pas, donc J,
tend vers +o0. De plus, X; =Y, = ¢ infiniment souvent et {¢ > 0, X; =i} est non borné
avec probabilité 1.

Supposons que ¢ soit transient pour Y. Si Xy = ¢, alors

N=sup{neN, Y, =i} <+oo p.s.,

donc {t >0, X; =i} est borné par Jyy1, qui est fini avec probabilité 1 puisque Y n’a pas
atteint de point absorbant avant le temps V.
Les points 3. et 4. se déduisent des résultats analogues sur Y. O

Comme en temps discret, on peut reformuler les notions de récurrence et transience en
terme de temps de premier retour. On définit le temps 7; de premier retour de (X;),., dans
I’état 7 par -

Ti(w) =inf{t > Ji(w) ; Xi(w)=1i}.

Remarque 3.9.4. Attention a ne pas confondre les temps de premier passage et de premier
retour. Dans le second cas, on s’assure que l’on a quitté le point de départ.

Théoreme 3.9.5. On a la dichotomie suivante :
1. siq; =0 ouPy(T; < 00) =1, alors i est récurrent et fooopt(i,i) dt = o0,

2. siq; >0 et P(T; < 00) < 1, alors i est transient et [ p(,4) dt < oo.

Démonstration. Si g¢; = 0, alors (Xt>t20 ne peut quitter ¢ qui est donc récurrent. De plus,
p(i,7) = 1 pour tout ¢ > 0 et fooopt(i,i) dt = oo. Supposons que ¢; > 0. Soit N; le temps
de premier retour en i pour la chaine incluse (Y,),5o. Alors P;(N; < oo) = Pi(T; < o).

Comme i est récurrent pour Y ssi P;(N; < oo) = 1, ¢ est récurrent pour X si et seulement si
(n)

P;(T; < o0) = 1. De plus, en notant m;;” = (I1I");, on va montrer que

o0

o 1
/ pe(i, 1) dt = _Zﬂ-gl)’
0

i n=0
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. . s . o .. . . \ 3
ce qui assure que ¢ est récurrent ssi fo pe(i,7) dt est infini d’apres le résultat correspondant
pour la chaine incluse. Pour établir la relation ci-dessus, on écrit, en discutant sur le nombre
de sauts qui ont eu lieu avant le temps t,

/pt(i,i)dt = / Ei(l{Xti}>dt:Ei(/ 1{Xf,i}df)
0 0 0

= L (/ lix,—y Z s, <t<tnin} dt) = ZEz (1{Yn’i}/ iy, <t<dnin} dt)
0 = 0

n=0
o0 o0 1 [e.o] "
= Y Ei(Seriliymy) = O Ei(Suni Ve = i)P(Y, = i) = = > _m”,
n=0 n=0

ce qui est le résultat annoncé. O

3.10 Mesures invariantes

On dit que A est une mesure invariante pour X si
AQ = 0.

Remarque 3.10.1. Une mesure A\ est « invariante » ssi, si Xo suit la loi A, alors X; suit la
loi \. En effet, si Xo suit la loi X alors Xy suit la loi \P(t). Cette mesure ne dépend pas du
temps si (AP(t)) =0, c’est-a-dire si \QP(t) = 0. Or P(t) est une matrice inversible (penser
a P(t) = e'?) donc la loi de X; est indépendante du temps ssi A\Q = 0.

On peut relier les mesures invariantes de X aux mesures invariantes de la chaine incluse.

Théoreme 3.10.2. Soit Q un générateur, 11 sa matrice de saut et X\ une mesure. Les deux
assertions suivantes sont équivalentes :
1. X est invariante;

2. pll = p avec p; = N\iq;, c’est-a-dire que p est invariante pour la chaine incluse.
Démonstration. On a, par définition, ¢;(m;; — 0;;) = ¢;; pour tous i, j donc

(I —Id)); =Y palmyy — 6) = > gy = (AQ

el i€l

]

Ce lien permet de réutiliser les théoremes d’existence et d’unicité connus pour les chaines
a temps discret.

Théoreme 3.10.3. Supposons que () soit le générateur d’une chaine irréductible et récurrente.
Alors QQ admet une mesure invariante, unique a une constante multiplicative pres.

Démonstration. Une fois exclu le cas ou I = {i}, lirréductibilité assure que pour tout i € I,
¢; > 0. Ceci entraine que II est irréductible et récurrente donc II admet une mesure invariante
unique a une constante multiplicative pres. O

Remarque 3.10.4. Attention, si l'espace d’état I est infini, rien ne dit que les mesures
wmvariantes sont de masse finie : 'existence d’une mesure de probabilité invariante n’est pas
assurée. Elle I’est par contre dans le cas I fini.
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Pour répondre completement a cette question, il faut introduire la notion de récurrence
positive. On dit qu’un point ¢ est récurrent positif si ¢; = 0 ou si le temps moyen de premier
retour en ¢ m; = E;(7T;) est fini. Un point récurrent non récurrent positif est dit récurrent nul.
On obtient alors le lien entre mesure de probabilité invariante et espérance des temps de retour
avec une petite subtilité par rapport au temps discret.

Théoreme 3.10.5. Soit () un générateur irréductible. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :
1. tous les états sont récurrents positifs ;
2. 1l existe un état récurrent positif;
3. @) est non explosif et admet une probabilité invariante A qui charge tous les points.
De plus, quand 3. a lieu, m; = 1/(X\;q;).
Remarque 3.10.6. La mesure invariante affecte au point i le poids 1/(q;m;) qui s’interpreéte

comme le temps moyen que l’on passe en © multiplié par l'inverse du temps de retour. Analogie
avec le temps discret ¢

3.11 Convergence a I’équilibre et théoreme ergodique

Théoréme 3.11.1 (Convergence a 1’équilibre). Soit Q un générateur irréductible non-
explosif de semi-groupe (Pt)tzo et de probabilité invariante X. Alors, pour tous états i, j,

1

q57;

t—o0

1
De plus, pour toute mesure initiale v, P, (X; = j) —— :
t=oo gim;

Théoréme 3.11.2 (Théoréme ergodique). Soit Q un générateur irréductible et v la loi de
probabilité de X,. Alors

1 t
;/ 1{X3:i} ds —— D.S. (35)
0

t—oo  q;Mm;

De plus, dans le cas récurrent positif, pour toute fonction bornée f : I — R, on a

%/Of(Xs)ds—>?:Z ! f(l)zz)\zf(@) p-s.

t—oo m
iel ¢ iel

Remarque 3.11.3. La relation (3.5) assure que le temps moyen passé en i par la chaine
Jusqu’au temps t converge vers le poids que la mesure invariante affecte a i. Ce poids peut étre
nul st la chaine n’est pas récurrente positive.

3.12 Processus de naissance
Un processus de naissance est une généralisation du processus de Poisson dans laquelle le

parametre A peut dépendre de I’état courant du processus. Les parametres d'un processus de
naissance sont les taux de naissances (¢; ),y supposés a valeurs dans R, .
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Définition 3.12.1. Un processus continu a droite (X;),~, @ valeurs dans NU{oo} est processus
de naissance de tauz (¢;),cy i, conditionnellement a Xo = i, ses temps d’attente Sy, S, ...
sont des v.a. indépendantes de lois exponentielles de parametres respectifs q;, qit1, ..., €t sa
chaine de saut est donnée par 'Y, =i+ n.

Remarque 3.12.2. Pour le processus de Poisson la suite (q;);cy est constante égale a \.

Exercice 3.12.3 (Processus de Poisson, avec des oiseaux). Des rouges-gorges (robins)
et des merles (blackbirds), oiseaux solitaires lorsqu’ils cherchent de la nourriture, se posent
parfois sur ma terrasse. Pour tout intervalle de temps petit de longueur h, un rouge-gorge se
pose avec probabilité Bh + o(h) et un merle se pose avec probabilité ph + o(h). Quelle est la
probabilité que les deux premiers oiseauxr qui se posent soient des rouges-gorges ¢ Quelle est la
loi du nombre total d’oiseaux qui se sont posés avant le temps t ¢ Sachant que ce nombre est
n, quelle est la loi du nombre de merles qui se sont posés avant le temps t ¢

Exemple 3.12.4 (Croissance d’une colonie de bactéries). Chaque bactérie dans une
colonie se divise en deux bactéries identiques apres un temps exponentiel de parametre \ et ce
indépendamment des autres. Si 1 individus sont présents alors la premiere division apparait
apres un temps exponentiel de parametre Ai. Il y a alors i + 1 bactéries et, par la propriété
d’absence de mémoire, les horloges des bactéries sont remises a zéros. Soit Xy la taille de la
colonie au temps t et supposons que Xo = 1. Soit T' le temps de la premiere naissance. Alors

t
E(X:) = E(Xilir<y) + E(Xil(ron) = / A ME(X|T = s)ds + e,
0

Soit u(t) = E(X;) alors E(Xy|T = s) = 2u(t — s) pour 0 < s <t donc p vérifie I’équation
fonctionnelle

t
p(t) = e+ / e M u(t — s)ds,
0

qui peut encore s’écrire grace au changement de variables r =t — s

¢
eMu(t) = 2)\/ M u(r) dr.
0

La fonction p est donc solution de léquation différentielle p'(t) = Au(t), avec la condition
initiale u(0) = 1. Ceci assure donc que E(X;) = e : la taille de la population croit exponen-
tiellement vite (mais n’explose pas en temps fini).

La principale différence entre le processus de Poisson et un processus de naissance général
est la possibilité qu’a le second d’exploser. Il est tres facile de caractériser les processus qui
explosent grace de la proposition 3.1.3. Remarquons qu’un processus de naissance esplose si
et seulement si il tend vers 400 en temps fini.

Théoreme 3.12.5. Soit (X;),5, un processus de naissance de taux (¢;);ey issu de 0.

1 1
Si Z—<oo alors P(( <o0)=1 etsi Z—:oo alors P(¢ = o0) = 1.

>0 q; >0 qi

Théoréme 3.12.6. Soit (X;),., un processus croissant, continu a droite a valeurs dans NU
{oo}. Soit (¢;);cn une suite de réels positifs. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
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1. conditionnellement a Xo = i, les temps d’attente Sy, Ss, ... sont des v.a. indépendantes
de lois exponentielles de parametres respectifs q;, qiv1, - - . et la chaine de saut est donnée
par Y, =1+ n pour tout n € N;

2. pour tout t,h > 0, conditionnellement a X; = i, Xy est indépendant de (Xr)ogrgt et,
quand h décroit vers 0, uniformément en t,

Remarque 3.12.7. Notons p(i,j) = P(X; = j|Xo = i). On peut montrer grace a la formu-
lation 2. que Py = (pi(4,)),; est solution de

Oipe (1, J) = —q;pe(i, J) + qj1pe(i, 5 — 1)

que l’on peut écrire sous forme compacte Pl = P,Q) ou Q est le générateur

—qo 9o 0 0
0O —-¢a ¢ 0
Q=1 0 0 —g ¢

Exercice 3.12.8 (Croissance d’une colonie de bactéries). On reprend l’exemple 3.12.)
de la colonie de bactéries.

1. Montrer que la fonction génératrice G(t,z) = E(2X*) vérifie I’équation fonctionnelle :

t
G(t,z) = ze™ M + / Ne MGt — s5,2)% ds.

0
On distinguera les deux cas : T >t et T <t ou T, linstant de premiére division, suit
la loi exponentielle de paramétre .

2. Apres avoir effectué le changement de variables uw =t — s montrer que G est solution de
I’équation différentielle

oG
E(t,z) = A\G(t,z)(G(t,z) — 1).

3. En déduire que pour ¢ =1—e M etn € N*, P(X; =n) = ¢" (1 —q).

3.13 Exercices

Exercice 2.

Considérons une flotte de NV bus. Chaque véhicule tombe en panne indépendamment des autres
avec un taux pu et et envoyé au dépot. L’atelier ne peut en réparer qu'un a la fois et le travail
est distribué selon une loi exponentielle de parametre A. Quelle est la mesure d’équilibre du
nombre de bus en service ?

Exercice 3.

On modélise 'arrivée d’appels a un central téléphonique par un processus de Poisson de
parametre A. Les durées des appels sont supposés indépendantes et identiquement distribuées
de loi exponentielle de parametre p. On suppose que le central peut gérer un nombre infini
d’appel.
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1. Quel est le modele utilisé ? Donner le générateur du processus.

2. Montrer qu’en temps grand la loi du nombre d’appels en cours au temps ¢ est approxima-
tivement une loi de Poisson de parametre A/u. Comment le vérifier par la simulation ?

3. Donner la longueur moyenne des périodes durant lesquelles au moins une ligne est occu-
pée.

4. Montrer que le nombre moyen de lignes occupées au temps ¢, sachant que n étaient
occupées a U'instant initial, est ne ™ + \(1 — e #*) /p.

5. Montrer que, a I’équilibre, le nombre N, d’appels qui ont pris fin dans l'intervalle de
temps [0,7] suit la loi de Poisson de parameétre At. Est-ce que (V)5 est un processus
de Poisson ?
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Chapitre 4

Processus de diffusion

Dans la section précédente nous avons étudier des processus de Markov dont la dynamique
n’a lieu que par des sauts. Nous allons ici adopter le point de vue opposé en nous intéressant aux
processus de Markov possédant des trajectoires continues. L’idée intuitive attachée au terme
mdiffusionm est celle d’'une dynamique composée d’'un mouvement déterministe de dérive et
d’un mouvement aléatoire imprimé via un mouvement brownien, les trajectoires pouvant ainsi
étre tres irrégulieres tout en restant continues. Donnons a présent une définition rigoureuse a
la notion de diffusion.

4.1 Le cas générique

Dans la suite, a et b sont des fonctions de R? & valeurs respectivement dans R% x R? et R?
telles que :

(i) les applications x — a(z) et x — b(x) sont mesurables (pour les tribus boréliennes) et
localement bornées,

(ii) pour tout z, la matrice a(x) est symétrique et positive, c’est-a-dire que pour tout A € R?,

d
<Cl)\, )\> = Z a,-j)\i/\j Z 0.

ij=1
On associe au couple (a, b) 'opérateur différentiel du second ordre

d

d
> ay(@)35f (@) + 3 b()uf ().

=1

Li(x) =

DN | —

Définition 4.1.1. Un processus de Markov X = (Q, F, F;, X4, P,.) a valeurs dans R? est appelé
processus de diffusion de générateur L si

(i) les trajectoires de X sont continues,
(ii) pour tout x € R et f € C3,

E{/00)] = f(0) + .| LX) a0

On dit dans ce cas que X admet a pour coefficient de diffusion et b pour coefficient de dérive.

35



CHAPITRE 4. PROCESSUS DE DIFFUSION 36

En toute généralité, le probleme de I’existence et I'unicité d’un processus de diffusion associé
au couple (a, b) est donc relié a celui d’un probleme de martingale. Pour les exemples que nous
serons amenés a étudier, 'existence et I'unicité seront assurées.

Supposons donné un couple (a, b) remplissant les conditions ci-dessus et de plus supposons
que les fonctions a et b sont régulieres (c’est-a-dire suffisamment régulieres pour que tous les
calculs suivants, écrits formellement, soient justifiables). On associe & a une racine carrée o,
c’est-a-dire une fonction de R? dans R? x R? telle que

pour tout z € RY,  a(z) = o(z)o*(z).
Considérons alors le processus X solution de I’équation différentielle stochastique suivante :
dXt = O'(Xt>dBt + b(Xt)dt

La formule d’'It6 assure que pour toute fonction f € C%,

Fx0) = 500+ [ Lt + Y [xoasocas;

ij=1
et donc

Edﬂ&ﬂzﬂ@+E{AlﬂXJ%}

4.2 Exemple fondamental des processus de Kolmogorov

Soit U une fonction sur R? de classe C2. Soit un mouvement brownien (B;, F;) issu de
0 & valeurs dans R?. On appelle équation de Langevin I’équation différentielle stochastique
suivante :

dX, = V2dB, — VU(X,)dt. (4.1)

La solution de cette équation différentielle stochastique sera appelée processus de Kolmogorov.
On pourra parfois préférer a 1’équation (4.1) sa version intégrale :

t
X, = Xo+ V2B, — / VU(X,)ds, (4.2)
0

ou Xy est une variable aléatoire Fy-mesurable.

L’absence d’explosion des processus de Kolmogorov a lieu si U vérifie des conditions de
croissance a 'infini convenables. On fera usage de deux hypotheses distinctes (qui d’ailleurs
sont souvent vérifiées simultanément) :

Ul(x) i +oo et |VU|]* — AU est borné inférieurement (4.3)
JaeR, beR, z-VU(z)> —alz|>—b. (4.4)

Théoréme 4.2.1. On suppose ’hypothése (4.3) ou (4.4) vérifiée. Pour toute variable aléatoire
Xo Fo-mesurable, pour presque tout w € ), I’équation (4.2) admet une unique solution continue
t — Xy (w) définie sur R,.

Version de travail - Compilé le 18 avril 2006 a 18:37.



CHAPITRE 4. PROCESSUS DE DIFFUSION 37

Preuve. Plagons-nous tout d’abord sous I’hypothese (4.3). Il faut montrer que le temps d’ex-
plosion 7" est infini. Pour cela, on applique la formule d'It6 a la fonction U, en 'arrétant au

temps
déf. .

Tp = inf{t : U(X;) > R}.
On obtient ainsi

tATR

tA\TRr tA\TR
U(Xonry) — U(Xo) =v2 | VU(X,)-dB, — / IVU(X,)[2ds +/ AU(X.)ds.
0 0 0

O
Comme la premiere intégrale est une martingale de carré intégrable, en prenant I'espérance
des deux membres, on trouve :

E(U(Xiar,) — U(Xp)) =E UO R(—|VU(XS)|2 + AU(XS))ds] (4.5)

Puisque U tend vers l'infini a U'infini, U est minorée et ’encadrement
infU <U(X(w)) <R
est valable pour tout ¢ < T'(w). Donc

E(U(Xinty)) = EU(Xo) = E(U(Xinra)Lirpze) + E(U(Xiare) Liznsty) — EU(Xo)
> RP(Tp <t)+inf UP(Tx < t) — EU(X,).

D’autre part, la fonction AU — |VU ]2 est majorée par hypothese donc il existe deux constantes
positives C et (5 telles que

RP(Tr < t) — Cy < CoE(t A Tg) < Cat.
Comme T est la limite croissante des T (quand R — 00), on a :

P(T < t) < lim P(Ty < #),

R—o0

et donc, d’apres I'inégalité précédente, P(T' < t) = 0. Puisque t est arbitraire, c’est que presque
stirement 7' = +o00.

Exercice 4.2.2. Démontrer le théoréme 4.2.1 sous l'hypothése (4.4). On pourra utiliser le
meéme type de raisonnement en appliquant la formule d’Ito a la fonction x — \:U|2

Dans toute la suite nous considérons une fonction U de classe C? sur R? telle que, presque
strement, le processus de Kolmogorov associé n’explose pas. Posons pour f borélienne bornée
sur R,

Nif(x) = E(f(XY)),
ot (X{),5 est la solution de I'équation (4.2) vérifiant X§ = x. Le résultat suivant est fonda-
mental : il montre que les processus de Kolmogorov sont des processus de Markov sur R%.

Proposition 4.2.3. La famille (N;), forme un semi-groupe de Markov.
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Preuve. Montrons la propriété de semi-groupe. Soit ¢ > 0. Comme h — By;,, — B; est un
mouvement brownien, on peut écrire : N, f(y) = E(f(Y}?)) ot le processus (YY), est déterminé
comme 'unique solution de 1’équation différentielle stochastique suivante :

h
Yhy:y+Bt+h—Bt—/ VU(YéJ)dU,
0
D’apres la définition de V; et la propriété de Markov du mouvement brownien,
NN (2) = Ef (1))

Ecrivons I’équation satisfaite par le processus (Zj), défini par Z;, = thgv

h
Zn = Xf—l—BHh—Bt—/ VU(Y;*) ds
0

t h
= x+Bt+h—/VU(X§) ds—/ VU(Z,)ds.
0 0

D’apres l'unicité trajectorielle de la solution de (4.2), Z, = X;. ce qui donne NyNyf = Nyyp f.
]

Il est a présent naturel de chercher a déterminer le générateur infinitésimal des processus
de Kolmogorov.

Proposition 4.2.4. Le générateur infinitésimal de (N,g)t20 est défini sur ’ensemble des fonc-
tions de classe C* a gradient borné par :

Lf=Af—-VU-V{f.
Preuve. Appliquons la formule d’It6 & une fonction f de classe C? sur R :

FXE) — fla) = V3 / V/(X*)dB, - / VU (X)) F(XT)ds + / AS(X?) ds

En prenant 'espérance, la partie martingale s’annule et 1'on a

Nf(«) - f(x) =E (/Lfo” ) - /NLf

Lorsque s tend vers 0, NyLf tend vers Lf donc en divisant par ¢ et en passant a la limite, on

obtient que
o N () = F ()
t—0 t

= Lf(x).

O

L’étape suivante consiste a rechercher les mesures invariantes d’un processus de Kolmo-
gorov. Il est clair que tous les processus de Kolmogorov n’ont pas une mesure invariante de
probabilité puisque ce n’est pas le cas par exemple du mouvement brownien.

Définition 4.2.5. Soit U une fonction sur R? telle que eV soit intégrable pour la mesure de
Lebesgue. La mesure de Boltzmann associée a U est la mesure de probabilité sur R?

p(dx) el %exp(—U(as))dm, avec Z = /exp(—U(x))da:.
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Lemme 4.2.6. La mesure de Boltzmann est réversible (et donc invariante) par rapport au
semi-groupe de Komlogorov associé.

Preuve. Soient f et g deux fonctions de classe C?.

/ngdu:/f(x)e_U(x)Ag(x) dx—l—/fVUngu.

En intégrant par partie le premier terme du second membre de I’équation ci-dessous, on ob-
tient :

/ngdu = —/vag dp.

Cette expression est parfaitement symétrique en f et g, ce qui acheve la preuve. O

Remarque 4.2.7. L’espace fonctionnel naturellement associé au processus de Kolmogorov est
alors L*(u). Les opérateurs Ny peuvent s’étendre par un raisonnement de densité a L*(u) et
la propriété de symétrie que nous venons de souligner signifie que ces opérateurs sont de plus
auto-adjoints dans L*(u). ON trouvera une démonstration de ce résultat dans [Roy99].

Exercice 4.2.8. Soit (N;) un semi-groupe de Kolmogorov de mesure invariante . Montrer
que, pour tout p > 1 et f >0,

Jovgydu< [

En déduire que Ny induit une contraction de LP(u) (i.e. endomorphisme de LP(u) de norme
inférieure a 1).

Exercice 4.2.9. Montrer que, pour un semi-groupe de Kolmogorov, on a T'(f) = |Vf|2. Ceci
explique la dénomination carré du champ (de gradient).

4.3 Diffusions sur un intervalle

On souhaite a présent étudier des processus non plus a valeurs dans R tout entier mais
plutot sur un intervalle ouvert

I=l,r[; —oo<Il<r<+oo.
Selon les coefficients de 1’équation différentielle stochastique
dXt = U(Xt)dBt + b(Xt)dt, (46)

le processus restera ou non dans un intervalle donné. Comme nous allons le voir le mouvement
brownien ou le processus d’Ornstein-Uhlenbeck sortent presque strement de tout intervalle
strictement inclus dans R. Cela dit, ce n’est pas le cas de tous les processus. Considérons des
EDS de la forme

a
dX; =dB; + (y — )\Xt) dt

t

avec a > 0 et A > 0, ou encore
dXt =\ 1— Xt2dBt — (TL — 1)Xtdt
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Dans le premier cas, le processus est repoussé de 0 par le terme a/z et attiré vers 0 par le
terme —Az. Lorsque x est petit le premier terme est bien sur prépondérant et le second ne
joue aucun role tandis que la situation s’inverse lorsque x est grand. La question est de savoir
si le terme répulsif suffit & maintenir le processus dans |0, +oo[ ou si, partant de x > 0, il est
possible d’atteindre 0 en un temps fini. La réponse que nous allons pouvoir apporter est la
suivante : si @ > 1 alors, avec probabilité 1, le processus n’atteindra pas 0 et il 'atteindra a
coup sur dans le cas contraire.

Dans le deuxiéme exemple, ou I =]—1, 1|, le processus subit une force de rappel déterministe
vers 0. De plus, lorsqu’il s’approche de 1 (ou —1) la partie diffusive a tendance a disparaitre,
ce qui permet a la force de rappel de devenir prédominante, a condition que n soit supérieur
ou égal a 2.

Pour que la solution de (4.6) reste dans l'intervalle I il semble nécessaire les coefficients
soient singuliers aux bords finis de /. On doit donc définir une notion de solution pour 'EDS
qui prenne en compte a la fois le fait que les coefficients peuvent étre singuliers et que le
processus peut ne pas rester dans I. L’idée est de considérer un processus qui, tant qu’il est
dans I, évolue selon la dynamique (4.6), et qui est arrété des qu’il touche le bord de I.

Définition 4.3.1. Une solution faible dans l'intervalle I de (4.6) est un triplet (X, B), (Q, F,P),{F:},
ot
1. (2, F,P) est un espace probabilisé et {F;} une filtration standard,

2. X = (X3, F;0 < t) est un processus continu, adapté a valeurs dans [l,r] avec Xog € I
p.s. et B = (By, F;0 < 't) est un mouvement brownien standard sur R.

3. pour toutes suites strictement monotones (), cn- €t (Tn)pen- telles que l <1, <r, <r,
liml, =1, limr, =7, et

pourn >1, S, =inf{t >0, X; &¢|l,, [},

on a, pour tout n > 1,

t

t
P(Xt/\gn = Xo + / b(Xs)]-{sgSn} dS —+ / 0<Xs>1{s§Sn} st; VO S t) = 1
0 0

La variable aléatoire
S=inf{t >0; X;¢]l,r[} = lim S,

est appelé temps de sortie de I. L’hypothese X, € I garantie que P(S > 0) = 1.
On supposera dans toute la suite que les coefficients 0 : I — R et b: [ — R vérifient

Veel, o(x)>0, (ND)

U]
= oy

Il est possible de relier la non-explosion du processus (X¢),., au comportement d’une
fonction des coefficients o et b aux bords de I.

Veel, 3¢ >0 tel que / dy > oo. (LI)

Définition 4.3.2. On définit la fonction d’échelle (scale function) p du processus (Xi),5q par

= [on ([ %)
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oucel.
La mesure de vitesse (speed measure) m est définie par

2 “h(z)dz
) = e o) “G”’GXP( / () )dl"

Remarque 4.3.3. La définition de p dépend de ¢ mais on ne s’intéressera qu’a des compor-
tements asymptotiques de p qui eux seront indépendants de c. Remarquons de plus que p est
solution de

1

50 (@)p" (@) + b(z)p'(z) = Lp(x) = 0 (4.7)
plc)=0 et p(c)=1.

La dépendance de m en ¢ ne se fait qu’a une constante multiplicative pres.

Remarquons qu’un calcul tres simple (une intégration par partie) montre m est la mesure
invariante (qui est d’ailleurs réversible) du processus X. Avec ces notations, la fonction

T p(z) —pla) [
M) = - / (o) ) m(dy) + 528 / (p(5) — ply))m(dy)

est solution de I’équation

b(x)M'(z) + %az(:v)M”(x) 1 sia<az<b
M{(a) = M(b) = 0.

La proposition suivante permet de relier les propriétés d’explosion dans un intervalle [a, b]
strictement inclus dans I aux fonctions M, et p.

Proposition 4.3.4. Sil<a<z<b<r, Xo=u et T,, =inft > 0, X, ¢]a,b| alors

E(Ta,b) = Ma,b(m)' (48)
pe v ®) - ple) (@) - pla)
_ ) PO =plr) _ ) = P& —pla)

Pn, =a) = Lo —p@ ¢ P =Y = U (49)

Remarque 4.3.5. Ce résultat généralise le cas bien connu du mouvement brownien pour
lequel la probabilité de sortir en a est égale a (b — x)/(b— a). Toute lastuce de la preuve est
de remarquer que p(X;) est une martingale puisque Lp = 0.

Preuve. Soit (X, B) une solution faible de (4.6) sur I avec Xy = z €]a,b[. Posons, pour
n € N
t
T, = inf {t > / o?(X,)ds > n}
0
La formule d’It6 appliquée a M, ;(X;) assure que

IATR AT g
Ma,b(Xt/\Tn/\Ta,b) = Ma,b(x) — (t A\ Tn A\ Ta,b) -+ / M(;yb(Xs)O(Xs)st-
0

En prenant ’espérance et en faisant tendre n — oo, on obtient

E(t A Ta,b) = Ma,b(x) — EMa,b<Xt/\Ta7b) < Ma,b(x) < Q.
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Il reste a faire tendre ¢ vers co pour obtenir que E(T, ;) est fini. Ceci nous permet de conclure

que
Jim EMo(Xon, ;) = EMap(Xr,,) =0,

puisque M, ,(a) = M,,(b) = 0. Ceci fournit (4.8).
Pour achever la preuve, il suffit d’appliquer de la méme maniere la formule d’It6 a p(X;)
pour obtenir, grace a (4.7),

p($) = Ep(XTa,b) = p(a)]P)(XTa,b = a) +p(b)P(XTa,b = b)

Combinée avec P(X7,, = a) + P(Xz,, = b) = 1 la relation précédente entraine (4.9). O

La proposition suivante relie le comportement de la fonction d’échelle aux bords de I'inter-
valle a celui de la diffusion sous-jacente.

Proposition 4.3.6. Supposons que (ND) et (LI) sont vérifiées et soit X une solution faible
de (4.6) avec condition initiale déterministe Xo = x € 1.

1. Sip(l+) = —o0 et p(r—) = +oo, alors

P(S =o0) = IP’(SupXt = 7“) :P(iant = l) = 1.

0<t 0<t
En particulier, le processus n’explose pas et il est récurrent : pour tout y € I,
PEt >0, X,=y) =1
2. Sip(l+) > —o0 et p(r—) = 400, alors
P(lith = Z) = ]P’( sup X; < 7“) =1.
1S 0<t<S
3. Sip(l4+) = —o0 et p(r—) < 400, alors
]P’(lith = r) = IP’( sup X; > l) =1.
s 0<t<S

4. Sip(l+) > —o0 et p(r—) < o0, alors

P(lith = l) =1- [[»(tht _ r) _ p(r—) — p(z) .
trs t15

Preuve. D’apres (4.9), pourl < a <x <b<r,ona

1 —p(z)/p(b)
1 —p(a)/p(b)’
puisque si X a atteint a avant b, il a atteint a avant de sortir de I donc avant S. En faisant

tendre b vers 7, on obtient que, pour tout a < z, info<;- 5 X; est inférieur a a p.s. Il ne reste
plus qu’a écrire

P( lnf Xt S a) 2 ]P)(XTa,b = a) o

0<t<S

(a1, =) —P<ﬂ ot X s l+1/n}> =t
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On raisonne de méme pour le sup de X. Supposons a présent que P(S < oo) > 0. Alors
I’événement
{lir% X, existe et est égal a [ ou 7‘}
t—

a une probabilité positive ce qui contredit le fait que les événements

{mex=th e {0}

sont de probabilité 1. O

Remarque 4.3.7. Le résultat précédent ne répond que partiellement a la question de la non-
explosion : dans le cas 1. uniquement, on est assuré que S est infini. Par exemple, la diffusion
associée a o(x) = o > 0 et b(z) =sgn(x) entre dans le cas 4. et S est presque sturement infini.

Exercice 4.3.8. Dans quels cas entrent les diffusions suivantes :

1. le mouvement brownien X; = ut + oW, sur I =| — oo, +o0o[ (discuter selon le signe de
1,

2. le processus de Bessel de dimension d sur I =]0,+oo[ avec o(z) =1 et b(z) = (d—1)/2z
(discuter selon la valeur de d, et justifier).

3. le carré de Bessel de dimension d sur I =]0,+oo[ avec o(x) =1 et b(x) = (d—1)/2x— Az
ot X\ > 0 (discuter selon la valeur de d, et justifier).
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Chapitre 5

Inégalités fonctionnelles

L’objet de ce chapitre est d’établir des inégalités fonctionnelles dite de Poincaré ou de
Sobolev logarithmiques. Ces inégalités peuvent étre vues comme des propriétés satisfaites par
des mesures de probabilité. Elles permettent également d’étudier le comportement en temps
long de processus stochastiques et d’équations aux dérivées partielles.

Dans tout le chapitre, (E, F, 1) désigne un espace probabilisé. On s’intéressera principale-
ment au cas ol £ = R? muni de la tribu des boréliens.

On désigne par L?*(u) I'ensemble des fonctions mesurables de £ dans R de carré p-
intégrable.

5.1 Inégalité de Poincaré

On définit la variance d’une fonction p-intégrable f par

Var, (f) = B, ((f — Bu())?) = Eu(f?) — (Buf)

La variance est toujours positive, nulle si et seulement si f est u-presque stirement constante
et infinie si et seulement si f n’est pas de carré intégrable. Elle est homogene d’ordre 2 et est
invariante par translation.

La variance possede une formule variationnelle :

Var,(f) = égﬂgEu((f —a)?).

La quantité Var,(f) est donc la distance de f & l’ensemble des constantes au sens des moindres

carrés, et la borne inférieure est atteinte par la moyenne de f. La quantité E,,(f) apparait alors

comme la projection orthogonale de f dans L?(ju) sur le sous-espace des fonctions constantes.
L’énergie d’une fonction f de £ = R? dans R est définie par

Eu(f) =B (IV£T).

Définition 5.1.1. Une mesure de probabilité p sur R? vérifie une inégalité de Poincaré de
constante c si pour toute fonction réguliére de R dans R,

Var,(f) < c€u(f)- (5.1)

Remarquons immédiatement que si p est une mesure sur R qui admet une densité g, par
rapport a la mesure de Lebesgue alors nécessairement g, doit étre strictement positive sur
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tout R. En effet, dans le cas contraire, il existe des fonctions non constantes dont le gradient
est nul.

En fait, I'inégalité de Poincaré doit étre vue comme une propriété satisfaite par le générateur
infinitésimal A d'un processus de Markov sur E de mesure invariante p. Elle s’écrit alors en
toute généralité : pour toute fonction f réguliere de E dans R,

Var,(f) < —c / FAf dp. (5.2)

Par définition de 'opérateur carré du champ I' et la propriété d’'invariance,

[rarau=- [r()an

Si p est une mesure a densité réguliere (strictement positive) sur R, I'inégalité (5.1) peut donc
étre vue comme un cas particulier de I'inégalité (5.2) en choisissant

g/
Af ="+ f = Af = f" +log(g.) f'.
u
L’opérateur T'(f) vaut alors |V f|? est 'on retrouve donc I'inégalité (5.1).

Remarquons que l'inégalité de Poincaré s’écrit encore comme un controle de la norme de
la projection de f sur 'espace orthogonal aux constantes :

FLL=||f[l5 < c&u(f).

Nous allons voir que I'inégalité de Poincaré est directement liée a une propriété fondamen-
tale du spectre de A.

Théoréme 5.1.2. Soit (P,), un semi-groupe de Markov de générateur infinitésimal A et de
mesure invariante . Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. Il existe une constante X\ > 0 telle que, pour toute fonction f € A,
1Pf =B, fll; < e Var,(f); (5.3)

2. La mesure p vérifie une inégalité de Poincaré de constante ¢ > 0.

De plus, les constantes optimales sont liées par la relation ¢ = 1/\.

Remarque 5.1.3. L’inégalité (5.3) porte le nom dminégalité de trou spectram pour la raison
suwante. Le générateur infinitésimal A d’un semi-groupe de Markov de mesure invariante
1 n‘admet que des wvaleurs propres négatives et 0 est valeur propre associée aux fonctions
constantes. La meilleure constante A (i.e la plus grande) dans l'inégalité de (5.3) est l'opposé
de la premiere valeur propre non nulle. Cela se voit grace a linégalité de Poincaré. Soient
0=MXo > =X\ > —Xy > -+ les valeurs propres de A et (fn)n une base orthonormée de L*(1)
formée de vecteurs propres tels que Af, = —\, fn. Soit alors f € A orthogonale au sous-espace
des fonctions constantes. FElle s’écrit

f:Zanfn avec an:/ffndu et Zaigl.
n=1 n=1

Linégalité de Poincaré est équivalente a

Sz =|fl; < C/fAfd” = =) _Maay S —chi ) aj,
n=1 n=1 n=1

et assure que \y = 1/c (I’égalité étant assurée en choisissant f = f1).
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Corollaire 5.1.4. La mesure v vérifie une inéqgalité de Poincaré de constante optimale 1.

Preuve. Ce résultat découle de ’analyse spectrale du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck. O

Examinons a présent le cas de la loi de Laplace ou double exponentielle sur R. Elle admet
pour densité la fonction (1/2)e~17l,

Proposition 5.1.5. La mesure exponentielle (double) sur R, notée p, vérifie une inégalité de
Poincaré de constante optimale 4 : pour toute fonction f réguliere sur R,

Var,(f) < 4/f’2du.

Preuve. Remarquons tout d’abord que, si ¢ est une fonction réguliere sur R, une intégration
par parties assure que

/ bdu = B(0) + / sen(2)!(z) p(do).

Soit g(z) = f(z) — f(0). Alors, d’apres la relation ci-dessus et 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

/92 dp =2 /Sgn(x)g'(x)g(x) u(da) < 2(/9,2 du> 1/2 (/92 du> 1/2‘

Il ne reste plus qu’a remarquer que Var,(f) < [¢? du, en vertu de la formulation variationnelle
de la variance, et que f et g ont méme dérivée. La mesure p vérifie donc une inégalité de
Poincaré de constante optimale inférieure ou égale a 4.

Pour montrer que 4 est bien la constante optimale, il faut remarquer que

/|x|pe_z| dr = p/|x|ple_|$| dr.

Var, (z*"™) = (4n + 2)(4n + 1) /x4"e_x| dz,

On a alors

et de méme,
/[(x2n+1)/}26—$| dr = (2n + 1)2 /l,4n€—|x de.
Pour que la relation
Var, (z"*!) < c/[(x%“)’]Qe_'ml dx

soit vraie, il faut donc que

. (An+2)(4n + 1) _4(1+2/n)(1+1/(4n)) n—oo
- (2n + 1)2 B (14+1/(2n))? '

Si ceci est vrai pour tout n, c’est que, nécessairement, la constante ¢ est supérieure ou égale a
4. O

Il est possible de donner un critere nécessaire et suffisant pour qu’une mesure de probabilité
sur R vérifie une inégalité de Poincaré. Rappelons ici qu'une médiane m de la mesure u sur
R est un réel qui vérifie :

(] — o0,m)) > = et p((m, +oc) >

N —
N | =
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Pour une mesure absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue de densité stric-
tement positive g,, la médiane est unique et est caractérisée par

(] — o0, m]) = 1/2.

Pour « réel, nous définissons les quantités (éventuellement infinies) suivantes :

s v [ ) 54

Bo = sup {/; i) [ e dy}'

Le théoreme suivant permet de caractériser les mesures sur R qui vérifient une inégalité de
Poincaré.

et

Théoreme 5.1.6. Soit u une mesure sur R absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue, de densité strictement positive, et m sa médiane. Alors p vérifie une inéqgalité
de Poincaré si et seulement si B et B, sont finis. Dans ce cas, la constante optimale de

Poincaré ¢ vérifie

%(B;vBm) <c<4(BLVB,).

Ce résultat montre que seul le comportement des queues de la mesure joue un role dans le
fait que la mesure vérifie une inégalité de Poincaré.

Exercice 5.1.7. Quelques exemples pour fizer les idées.

1. Retrouver que la mesure de densité (1/2)exp(—|z|) vérifie une inégalité de Poincaré.
Donner un encadrement de la constante.

2. Retrouver que la mesure N'(0,1) vérifie une inégalité de Poincaré.

3. Plus généralement, a quelle condition sur « la mesure de densité proportionnelle a
exp(—|x|®) vérifie-t-elle une inégalité de Poincaré ?
5.2 Inégalité de Sobolev logarithmique

On définit 'entropie d’une fonction positive p-intégrable g par rapport a u par

éf. g
Ent,(g) = /gloggdu— /gdulog/gdu = /glog (W) dp.

L’entropie vérifie la propriété d’homogénéité suivante :
VA >0, Ent,(Ag) = AEnt,(g).

L’inégalité de Jensen pour la fonction convexe x +— x log x assure la positivité de ’entropie :

o= (fon) (o) =

L’entropie est donc une fonctionnelle positive qui s’annule si et seulement si f est p-presque
stirement constante.
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Proposition 5.2.1. L’entropie peut aussi étre définie par la formulation variationnelle sui-
vante :

Ent,(g) = sup {E,.(gh), E,(") =1}, (5.5)

Exercice 5.2.2. Démontrer la proposition 5.2.1. On pourra remarquer que pour u > 0 et
veER,
uv < wulogu —u+ e”.

Définition 5.2.3. La mesure pu sur RY satisfait une inégalité de Sobolev logarithmique de
constante ¢ si pour toute fonction f réguliere

Ent,, (%) < c/\Vf|2du. (LS)

De méme que pour I'inégalité de Poincaré, on peut généraliser cette définition. Le généra-
teur infinitésimal A de mesure invariante p sur F vérifie une inégalité de Sobolev logarithmique
de constante ¢ si pour toute fonction f réguliere

Ent, (f?) < —c/fAfd,u:c/F(f)d/,L.

L’inégalité de Sobolev logarithmique est plus forte que l'inégalité de Poincaré comme le
montre le résultat suivant.

Proposition 5.2.4. L’inégalité de Sobolev logarithmique de constante ¢ implique l’'inégalité
de Poincaré de constante c/2.

Preuve. Il suffit de démontrer I'inégalité de Poincaré pour g bornée d’intégrale nulle. On pose
alors f =1+ eg. Comme g est d’intégrale nulle sous pu, on obtient les développements limités
suivants :

Ent, (f?) = 2¢ /92 du+o(e?) et E,(f) = €eE.(g) + o(e?).

L’inégalité de Sobolev logarithmique appliquée a f donne alors :
2¢? /g2 du + o(e%) < ce2E,(g) + o(£?).

Reste alors a diviser les deux membres par 2e2 et faire tendre € vers 0 pour obtenir 'inégalité
de Poincaré recherchée. O

Proposition 5.2.5. La mesure gaussienne standard sur R vérifie ["inégalité de Sobolev loga-
rithmique suivante : pour toute fonction f € H'(7y),

Ent, (f?) < 2/|f’|2d7. (5.6)

Preuve. Soit f une fonction C*> sur R telle que 0 < a < f < b pour certaines constantes a et
b. On pose :
1 /0 2
Fit)= | —| =—N, d
0= [57(mmr) o
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ol (IVy),5 désigne le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck. Par définition du semi-groupe d’Ornstein-
Uhlenbeck (voir définition 1.2.1),

0

a—thf(@ = eftNt(fl)(m)-

Cette formule permet de commuter l'opérateur de dérivation et le semi-groupe. Elle entraine
en particulier que

VEN = 0:Nof| < e Nif| ) = e No(VT(F) ).

Cette propriété se révélera essentielle pour établir les inégalités de Sobolev logarithmiques
dans des contextes plus généraux. D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

(N = (N(Wﬁ)) < Nt(f;)wf)

Donc, puisque v est la mesure invariante de (NV;),

F(t)<e™ /Nt<f7/2) dy=e? /fT/Q dry.

Introduisons la fonction « : pour ¢t > 0,

at) = /Ntflog Ny f dry.
Puisque Nof = f et N.f — E,(f), remarquons que

a(0) — lim a(t) = Ent,(f).

t—o00

De plus,

o) = [ONs(U+logNefydy = [ANF( +1og Nif) o
= — /dertf&x(l +log Nif)dy = —F(t).

On obtient donc

Entu(f):/ooo—o/(t) dt:/ooo—F(t) dtg/f;dy/oooe%dtg %/fTIQdy.

En remplagant f par g2, on obtient I'inégalité (5.6).

Pour montrer que 2 est la constante optimale dans (5.6), il suffit de choisir f de la forme
avec A dans R. On dit que ces fonctions sont les fonctions extrémales pour 'inégalité (5.6),
ou encore qu’elles saturent I'inégalité (5.6). O

e)\ac
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5.3 Application a I’équation de Fokker-Planck

On considere 1’équation aux dérivées partielles suivante
{&gu(t, x) = 02 u(t,z) + 0. (u(t,x)xr) pour tout (t,x) €]0, +oo[xR, (FP)

u(0,x) = ug(x) pour tout z € R,

oll ug est une fonction mrégulicrem, positive, d'intégrale 1 par rapport a la mesure de Lebesgue.

On peut montrer par des méthodes d’analyse classique que 1’équation de Fokker-Planck
admet une solution unique positive telle que u(t,-) est encore une densité de probabilité par
rapport a la mesure de Lebesgue. Remarquons que ce dernier point résulte du raisonnement
suivant :

0y /u(t,x) dx = /@u(t,x) dx = /&((’LU(t,x) +u(t, z)x) dz =0,

par intégration par partie. Il faut bien sur justifier I'intervertion de la dérivation et I'intégration
par partie mais l'idée est la.

L’approche probabiliste fournit une représentation de u. Soit en effet X de loi updzr et X
le processus d’Ornstein-Uhlenbeck solution de I'équation différentielle stochastique :

t
Xt:Xo+\/§Bt—/Xsds.
0

Par définition du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck (voir définition 1.2.1), on sait que pour
toute fonction f réguliere,

Ef(X,) = / F(X|Xo = 2)uo(z) da = / N, f ()0 () da

= // f(y) exp (— W ;;gx)g) jg—ﬁ uo(x) d

o ¢ = e tetd =+1—e?. On peut donc écrire Ef(X;) comme l'intégrale sur R de f
contre la fonction v(¢,y) définie par :

o(ty) = / o) exp (—(y _2;;3)2) lei—dg'

La loi de X; admet donc une densité par rapport a la mesure de Lebesgue et cette densité n’est
rien d’autre que la fonction x — v(¢, z). Remarquons que I'approche probabiliste permettrait
de montrer que si ug(-) et toutes ses dérivées appartiennent a ’espace des fonctions a croissance
lente, il en est de méme pour v(t,-) pour tout ¢.

Soit & présent une fonction f de classe C2, la formule d’It6 assure que

P - 500 =2 | F(X,)dB, + / AS(X) du

ol A est le générateur infinitésimal du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck. Prenons 'espérance
pour faire disparaitre le terme martingale et utilisons le fait que £(X;) admet une densité par
rapport a la mesure de Lebesgue :

/f(a:)v(t,x) dz — /f(:z:)v(s,x) dz = /:/Af(x)v(u,a:) dz du.
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Si A* désigne I'opérateur adjoint de A par rapport a la mesure de Lebesgue, c’est-a-dire que
pour g de classe C2,

Arg(w) = 07,9(x) + Ou(g(2)),

alors on obtient que v vérifie la relation suivante :

/ F@)o(t,z) dz — / F@)v(s,z)de = / t / F(2)A*v(u, z) dz du,

on dit alors que v est une solution faible de I’équation de Fokker-Planck. Le terme mfaiblem est
a comprendre au sens ou, pour toute fonction réguliere f,

/f(x){v(t, r) —v(s, 1) — /:A*v(u,x) du} dx = 0.

D’apres sa forme explicite, il est clair que v est une fonction réguliere et elle donc aussi la
solution forte de I’équation de Fokker-Planck (FP) de condition initiale uy. Dans cet exemple
précis, on peut d’ailleurs vérifier directement que v est solution de 1’équation (FP).

Les inégalité de Poincaré et de Sobolev logarithmique pour la mesure N(0,1) vont nous
permettre de décrire quantitativement le comportement en temps grand de la solution de (FP).

Proposition 5.3.1. On notera dans la suite V(z) = x?/2 + log v/27 de manicre a ce que
v(dz) = e V@ dz.

Pour tout t > 0, posons

aft) = /(Z@;g - 1)26—V(x) do = /(u@V —1)%".

Alors a est une fonction décroissante du temps et l'inégalité de Poincaré implique que o(t) <
a(0)e 2.
Pour tout t > 0, posons

a(1) :/u(t,x) log u(t, ) dx—i—/u(t,x)V(I) dx:/ulogu—i—/u\/.

Alors (B est une fonction décroissante du temps et ['inégalité de Sobolev logarithmique pour la
loi N'(0,1) implique que B(t) < B(0)e~2.

Preuve. Calculons tout d’abord la dérivée de « :

o (1) = 2 / Dru(ue’ — 1) = —2 / O+ uz)o, (ue") = 2 / [0, (ue¥)]Pe .

La fonction « est donc bien décroissante. De plus, I'inégalité de Poincaré appliquée a la fonction

f =ue¥ sécrit :
/(uev - 1)2 = var, (ue") < /[@(uev)]%_v.

Cette inégalité peut encore s’écrire de la maniere suivante : a(t) < —a/(t)/2. La fonction
t — a(t)e* est donc décroissante et en particulier, a(t) < a(0)e 2.
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Le raisonnement est le méme pour la décroissance de I'entropie. La dérivée de 3 vaut :

ueV

G(t) = 2/8tu(1 +logu+V)=— /[&Eu + ux]0;(logu + V) = —/Me_v.

La fonction (3 est donc bien décroissante. De plus, I'inégalité de Sobolev logarithmique (5.6)
appliquée a la fonction f = VueV s’éerit :

[ ogtuet e — B (ue¥) < 2 [ [ouvaa ]y = & (R v

ueV

Cette inégalité s’écrit encore B(t) < —3(t)/2. La fonction t — B(t)e* est donc décroissante
et en particulier, 5(¢) < 5(0)e . O

Remarquons a présent ce que signifie les controles obtenus. Le premier peut encore s’écrire :

/ (u— e_V)QeV < Ke™ 2,

Ceci signifie que v(t,-) converge vers e~V dans L?(e") & vitesse exponentielle ou encore que
v(t,-)eV converge vers 1 dans L?(vy). Quant & la deuxieme, elle assure que cette convergence
a lieu au sens de l'entropie relative. Rappelons que ’entropie relative de p par rapport a v

s’écrit p p
/ log ud /logd—’ud,u sl << v
v

sinon.

Ent(u|v) =

La relation p << v signifie que p admet une densité par rapport a v. L’inégalité de Sobolev
logarithmique pour la mesure gaussienne « implique donc que Pentropie relative de v(t, -)e"
par rapport a v décroit exponentiellement vite.
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5.4 Hypercontractivité

Lemme 5.4.1. Soit (B),., un semi-groupe de Kolmogorov de générateur infinitésimal L et
de mesure invariante p. Soit u une fonction de classe C* sur [a,b] et f un élément de L?(u)
tel que presque sirement a < f < b. Alors Uapplication t — uw(Bf) € L*(u) est dérivable pour
t > 0, continue en 0, de dérivée —u' (Bf)Lu(Rf) et

d 1 ” 2
& Ju®nau= 3 [w @RS

Preuve. Par positivité du semi-groupe, Bf € [a,b] et le théoreme spectral assure que Bf
appartient au domaine de L pour ¢ > 0 avec

0
EPtf =LR/.

Il existe une constante M telle que, pour presque tout zx,

w(Bnf)(x) — w(Rf () — he/ (Rf)(2)(Rnf(x) — Bf ()| < MP".

Ceci est encore vrai en norme L?] ce qui assure que u(Bf) est dérivable (en temps) dans L? de
dérivée égale a v/ (Rf)LRf. Comme B f est dans le domaine de A, il est dans celui de A2 qui
n’est autre que H'(u). Un calcul immédiat sur les distributions montre que v/ (B f) appartient

aussi & H'(u) avec
Vu'(Rf) = u"(Rf)VR/.

Donc
— Bf)du = "BALBfdu=—-E,(«(Bf).Bf) = — "(B VP)‘Qdu
It u(Rf)dp /U(tf) 2 dp WU (Rf),Bf) /u(tf)| 2/ )
O

Ce lemme suggere donc que deés que u est une fonction convexe, ¢ — [u(Rf)du est dé-
croissante.

Théoréme 5.4.2. (Gross 1975) Soit (R),, un semi-groupe de Kolmogorov vérifiant linégalité
de Sobolev logarithmique de constante c. Pour tous p > 1 ett >0, on a

1B f gy < I, f € LP(p),

ot q(t) = 1+ e*/e(p —1).
Réciproquement, La majoration précédente implique ['inégalité de Sobolev logarithmique de
constante c.

Remarque 5.4.3. Ce théoréme relie l’inégalité de Sobolev logarithmique a la propriété régu-
larisante du semi-groupe : B envoie LP dans LY avec q(t) > p.

Preuve. Par un argument de densité immédiat, il suffit de considérer le cas d’une fonction f
a valeurs dans [a,b] avec a > 0 (ce qui assure a < Bf < b). Puisque Bf € D(L) C H'(u),
(Rf)%? € H'(1). On applique alors & cette fonction I'inégalité de Sobolev logarithmique pour
obtenir :

Ent, (BF)") < o8, (|9 @) = 5, (R2VRIP). 5.7)
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La clé de la démonstration repose sur le calcul de la dérivée de |[Bf][,, pour une fonction

h : Ry — [1 + oof strictement croissante et de classe C' qui sera choisie plus tard. Afin de
simplifier les calculs, il convient de dériver le logarithme de la norme. Il vient alors :

(jt <10g HPth(t ) = %(% log]Ep((Bf)h(t)))

_ M At
=~z sE(BN") +

1 1 d h(t)log
WO E ey a )

- h(t)2Eil,(<(%f>h(t)) [—E,((RA)"D) 1og E,((RF)"D) + E,. (h(t)(Rf)"D log Bf)
+};52) L((BAHMOILE f)]
— h(t)QEil(Yllf)h(t)) {Entﬂ((Bf)h(t)) _h(t) (hfll((;f)) - 1)EM((Bf)h(t)72‘VBf|2) _

On obtient donc, grace au controle (5.7), la majoration suivante :

2 (10g By, q,) < LUELBNAVRIT) (e hit) 1

dt ") = E.((Rf)"®) 4 e )
Il reste a choisir la fonction h comme la solution de I’équation différentielle ¢'/(q¢ — 1) = 4/c
avec q(0) = p, c'est-a~dire ¢(t) = 1 + (p — 1)exp(4t/c). En effet, ce choix garantit que la
fonction

t— RSl

q(t)
est décroissante et en particulier que

1B Ny < RS g0y = 11,
Réciproquement, le méme calcul assure que
d q(t) aon  ca(t)? a(t)—2 2

et l’hypercontractivité assure que
d
(mslg) <o

0 > Ent,, (fp)——IE (fP2IV L),

Ceci implique donc que

ce qui n’est autre que I'inégalité de Sobolev logarithmique de constante ¢ pour f?/2. O

Exercice 5.4.4. Soit (Nt)t20 le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck et v la mesure gaussienne
standard sur R. Pour X\ réel considérons la fonction f\ définie sur R par f\(z) = exp(Az).

1. Montrer que f\ € H'(v), I, = PN /2 o

2(1 _ o2t
Ni(fr) = exp (%) Fre—t-

2. En déduire que sous lhypothése ¢ — 1 > e*(p — 1), le rapport [N (P /Nl miest pas
borné et que Ny n’est donc pas continu de LP dans L9.
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5.5 'Tensorisation et perturbation

Les inégalités de Poincaré et de Sobolev logarithmique partagent une propriété fondamen-
tale qui leur conferent un tres grand intéreét : elles sont stables par passage au produit. Plus
précisément, si pu et v vérifient une de ces inégalités avec la méme constante alors c’est aussi
le cas de pour la mesure u ® v.

5.5.1 Tensorisation

Soient i, et p, deux mesures de probabilité sur des espaces mesurés (E,, F,) et (Ey, Fp).
Soit A, (resp. A,) un générateur infinitésimal agissant sur une algebre standard A, (resp.
Ap) de fonctions de E, (resp. E,) dans R. Nous supposerons que la mesure p, (resp. py) est
invariante pour A, (resp. Ap).

Prolongeons de fagons naturelle les opérateurs A, et A, aux fonctions de £ = F, X Ej, dans
R, en fixant une variable et en faisant agir 'opérateur sur 'autre. Notons alors A = A, + A,
la somme des deux opérateurs sur une classe de fonctions de E, x Ej dans R.

Nous supposerons dans la suite que 'opérateur A, + A, est un générateur infinitésimal sur
E, x E,. Remarquons qu’alors u e e @ pp est invariante pour A, + A,. On suppose qu’il
existe une algebre standard A associée au générateur A, + A, incluse dans 'ensemble des
fonctions de E, x Ej, dans R telle que pour toute fonction f € A, f(z,) € A, pour x € E, et
f(>y) € Aa pour y € Ey.

Ces hypotheses contraignantes sont toujours vérifiées dans le cas de processus de diffusion
sur R? ou dans le cas d’espaces d’états finis.

Proposition 5.5.1. Awvec les notations ci-dessus, on a

Var,(f) <E,(Var,, (f)) + E,(Var,,(f))

et
Ent,(f) < E,(Ent,, (£)) + E,(Ent,, (1)),

yeme

ou les notations Var,, (f) et Ent,, (f) signifient que seule la i
intégrations.

variable est concernée par les

Preuve. L’inégalité de tensorisation de la variance est équivalente a

Eu(f?) = Eu[(Bpo /)] = Eu[(B )] + (Buf)* 2 0,

qui peut encore s’écrire
Eu[(f = Euf = Euf +Euf)’] 20,

ce qui est toujours vrai.
La tensorisation de ’entropie est un peu plus subtile et fait appel a la formulation varia-
tionnelle de I'entropie (5.5). Soit g définie sur E telle que E,(e?) = 1. On écrit

9 dg
g:g—log/egdua—irlogfe Ha
Jesdu
A ~~ o \
=Ya =gp
Remarquons que E, (e?) = E,, (e®) = 1, d'ou, en utilisant la formule variationnelle de

'entropie (5.5) pour les mesures j, et p,

E,, (f9a) + E,, (fg) < Ent,, (f) + Ent,, (f)-
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On a donc
Eu(fg) = ]Eu(fga) + ]Eu(fgb) < ]EM(Enth(f)) + Eu(Entub(f))-

La proposition est donc démontrée. O

Théoreme 5.5.2. Supposons que les mesures i, et p, vérifient l'inégalité de Poincaré de
constante c, (resp. ¢y) d’opérateur carré du champ T, associé a A, (resp. T'y associé Ay),
alors il en est de méme pour p et I' = T’y + Ty avec la constante ¢ = max(c,, ¢p) : pour toute
fonction f € A,

Var,,eu, (f) < Epuou (Tf)

Théoreme 5.5.3. Supposons que les mesures pi, et py, vérifient 'inégalité de Sobolev logarith-
mique de constante c, (resp. c,) pour lopérateur carré du champ Ty associé a A, (resp. T
associé a Ay), alors il en est de méme pour p et I' = Ty + Ty, avec la constante ¢ = max(cq, p) -
pour toute fonction [ € A,

Ent,,eu, (fz) < cEp,om (T'f).

Exercice 5.5.4. Démontrer les théorémes 5.5.2 et 5.5.5.

5.5.2 Perturbation

Soit i une mesure de probabilité sur £ et U une fonction bornée de E dans R. On définit
la mesure v mperturbéem de p par U comme la mesure de probabilité suivante :

U
dl/:7d,u ol Z:/eUdu.

Les inégalités de Poincaré et Sobolev logarithmiques sont stables (a4 une constante pres)
par cette perturbation.

Théoréme 5.5.5. Si p vérifie l'inégalité de Poincaré (resp. de Sobolev logarithmique) de
constante ¢ alors v vérifie l'inégalité de Poincaré (resp. de Sobolev logarithmique) de constante

cexp(osc(U)), avec osc(U) = sup(U) — inf(U).
Exercice 5.5.6. Démontrer la stabilité par perturbation de ['inégalité de Poincaré.

Preuve. Soit p une probabilité sur E. La fonction
0 (P 108() — FPlog(®) - 12+ ) dp
atteint son minimum sur R, pour ¢t = Hf||L2(p), ce qui assure que, pour tout ¢ > 0,
f2
[ #2108 (W dp < [(F2108(f%) — f2log(#) — 12 +12) dp. (5.8)
L2(p)

En particulier, pour p = d,, on obtient, pour tous t et z,

f(@)*log(f(x)?) — f(x)*log(t*) — f(z)* +1* > 0. (5.9)
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Appliquons I'inégalité (5.8) pour p=v et t = |||l 12(, :

/ f*log (H e ) dv < / {£108(£%) = F2108(1 ) = £+ 11 2g) v

Comme d’apres (5.9) I'intégrande du membre de droite est positif, on peut écrire :
1 —1n
/f <||f|| ) v = e /{f tog(f2) = f2108(If1132) = £2+ 1f1132(,) } i
L2

1 —inf(U
— ln d
7" [ e (nfnm ) g

C —in
Se O [0 dy
ce®>) /I‘(f) dv.

IN

IN

Exercice 5.5.7. Soit n € N. Soit ®,, l'application de R"™ dans R définie par
(I)n = — U i) |
0= |5 e
ou U est une fonction bornée de R dans R. Soit p,, la mesure de probabilité sur R™ définie par

1
i (dx) = Z—e_q)"(x) dv, ou Z,= /6_%(:”) dz.

n

1. Montrer (en utilisant successivement la perturbation puis la tensorisation) que la mesure
W VETifie linégalité de Sobolev logarithmique

En#n(f)<2e°SC /|Vf| Ay,

Remarquez que la constante ne dépend pas de la dimension n.

2. Expliquer pourquoi il faut mperturber puis tensoriserm et non Mtensoriser puis perturberm.

5.6 Le critere de convexité

Nous allons établir une nouvelle fois 1'inégalité de Sobolev logarithmique pour la mesure
gaussienne canonique sur R?. Toutefois, la méthode employée ici, dite de semi-groupe, se
généralisera au cas d’une mesure de Boltzmann. Le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck vérifie
la propriété de commutation suivante :

VN f(z) = e "N,V f(z). (5.10)
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De plus, il est clair que N, f(x) converge vers E.(f) quand ¢ tend vers +oo. On a donc

Ent.(f) = —//Oooas[stlogst]dsdfy
_ —//Ooo(logstle)Astdsch

00 0o 2
= / /Vlogst-Vstdyds:/ Mdvds (5.11)
0

N, f
[ e Gl
< /0 /erNs(lvﬂ)dfyds (5.12)

ou (5.11) est obtenue par réversibilité de v et (5.12) découle de I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
En remplacant f par f2, on retrouve I'inégalité de Sobolev logarithmique de constante 2 pour
la mesure gaussienne

IN

Eut, (%) <2 197 dy.

Ainsi la clef du raisonnement est la relation (5.10) de commutation de N; et de V. Nous allons
voir que le critere de Bakry-Emery permet de caractériser les situations ou

VIN.f < e "N/Tf

est vraie pour un certain p réel et tout t positif.

Définition 5.6.1. On appelle opérateur Iy la forme bilinéaire symétrique suivante : pour f
et g dans A,

l\’)l»—t

B(f,9) < S[LT(f,9) - T(f,Lg) — T(Lf, g)]. (5.13)

On notera I'(f) et L(f) pour I'(f, f) et L(f, f). Dans le cadre des processus de Kolmogo-
rov, rappelons que I'(f,g) = Vf - Vg. Calculons a présent I3(f) :

o2f \’ af of ou of o°f
LT(f) = 2; (893,-835]-) 2 835 8:1726% Z Oz, Ox; 0x;0x;

—~

et
of f oU of *f of of U
Z 22 Z

Lf) .
LULS) = Oxj 0x2dx; dx; Ox; Or,0r; Oxj Ox; Ox;0x;

Ceci nous donne, par deﬁmtion de l’opérateur I,
L(f) = [Hess f|; + (V)" (Hess U)(Vf),

ou

n an 2
Ihess 715 = 3 (500, )
ij=1 v
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Définition 5.6.2. Nous dirons que l'opérateur L vérifie une inégalité de courbure C(p), avec
pER s

L(f) = pL'(f) (5.14)

Exercice 5.6.3. Montrer que le générateur infinitésimal d’un processus de Kolmogorov vérifie
le critére C(p) si et seulement si p minore le spectre de Hess U sur tout RY, i.e., pour tout
r € R,

vy e RY,  (y,Hess U(x)y) = ply. y)-

5.6.1 Inégalité de Poincaré

Soit (B):>o le semi-groupe de Markov associé a L. Nous appellerons inégalité locale une
inégalité fonctionnelle vérifiée par les mesures B(-)(z) uniformément en x.

Proposition 5.6.4. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) C(p) est vérifiée,
(i) Vf € AVt >0, T(Rf) < e *R(L(f)),

1 — e 20t

(i) Vf € AVt >0, B(f?) — (Bf)* < TB(F(f)).

Preuve.
(i)=-(ii)

Soit f € A et t > 0. On considere la fonction ¥ : [0,¢] — R définie par :

U(s) = R(T'(B-f)).

Remarquons que c’est pour que ¥ soit bien définie et pour que les calculs qui suivent soient
licites que nous nous plagons sur I’algebre .A. On notera dans la suite g pour B_; f. On a alors,
d’apres la formule de dérivation des fonctions composées,

¥'(s) = R[LI(g) —2I'(g,Lg)]
2RI;(g) > 2pRI(g) = 2p¥(s).
Donc, d’apres le lemme de Gronwall, U(¢) > W¥(0) exp(2pt), ce qui n’est autre que (ii).
(ii) = (iii)
Posons a présent ¥U(s) = B[(B_,f)?] et encore g = B_,f. Alors
V'(s) = R[L(g%) — 2gLg] = 2R(T(g)).

Donc

B(/%) - (Bf)? = W(t) - W(0) — 2 /0 PI(B_. f)ds

< 9 /Ote—%sgpt_sr(f)ds (5.15)
= (2 /0 teQ’)sds) BI(f) (5.16)
e )
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(iii) = (i)
Par la formule de Taylor appliquée a t — Bf en 0, il vient :
t2
Rf=f+tLf+ EL(Lf) + o(t?).
Ceci donne
B(f*) — (Rf)> = t[L(f*) —2fLf]

L IL(L() = 2/L(LS) — 2(LFY] + ol

En utilisant deux fois la relation
L(gh) = 2T'(g, h) + gLh + hLg,
on remarque que

L(L(f*)) = 2L[Cf + fLf] = 2 [LTf + 20(f,Lf) + (Lf)* + fL(Lf)] .

Il vient donc

R(f*) — (Bf)* = 2T f + [L(Tf) + 2T (f,Lf)] + o(t*).
D’autre part,

1 — e 2t
p

En comparant les deux développements grace a l'assertion (iii), on obtient exactement la
propriété (i). Remarquons que I'on n’utilise ici qu'un développement limité de (1 — e=%")/p a
I'ordre 2 pour obtenir (i). On peut donc remplacer (iii) par une version affaiblie, i.e. remplacer
(1 —e™2*)/p par une fonction ¢ définie sur [0, o] et & valeurs dans R™ telle que

R(T(f)) = 2Tf + 22[L(Tf) — pTf] + ().

o(t) = 2t — 2pt* + o(t*) en 0.

5.6.2 L’inégalité de Sobolev logarithmique locale

On peut améliorer la proposition 5.6.4 lorsque (B)¢>( est un semi-groupe de diffusion. Il
existe des définitions abstraites de ce qu’est une diffusion dans une variété mais nous nous
cantonnons ici au cas réel. Pour fixer les idées, on pourra penser a une diffusion comme un
opérateur différentiel du second ordre sans terme constant.

n

Lf(z) =) aj(x) 8%6% +Zb 83:1

i,j=1 i=1

de matrice (a;;), ; symétrique positive.
Si L est un opérateur de diffusion alors pour toute fonction ® de classe C* de R dans R,

L(®(f)) = ®'(f)Lf + " (f)L(f). (5.17)
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Lemme 5.6.5. Si C(p) est vérifie et L est un générateur de diffusion, on a

Ve A AD(N)(f) — pL(f)] = TI(f)). (5.18)

Preuve. La preuve dans le cas général est un peu pénible. Nous montrons ce qu’il en ait pour
les semi-groupes de Kolmogorov. D’apres 1’exercice 5.6.3,

L(f) — pL(f) > [[Hess f]f5.
On a donc

ALNB) = PP =43 (0)° 3 (050)°

D’autre part,

=y (@Z(@fﬁ) =4y (Z 3jf(9¢jf) .

i=1 i=1

L’inégalité de Cauchy-Schwarz assure alors le résultat. O

Ce lemme constitue une amélioration tres important du critere de courbure. Il entraine en
particulier le résultat suivant.

Proposition 5.6.6. Si L est une diffusion, les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) C(p) est vérifiée,
(1)) Vf € AVt >0,/L(Bf) < exp(—pt)R(VT[).

(iii) pour tout f € A et toutt > 0,

B(f2log 2) - B(f?)log B(/?) < /%(1 e MB(T(f)).

Remarque 5.6.7. L’inégalité de Cauchy-Schwarz assure que
(Rh)* < B(h?),

donc lassertion (ii) ci-dessus renforce bien la propriété (ii) de la proposition 5.0.4.
Remarquons encore que dans le cas ou L est de la forme A — V® -V sur R", T' est tout
simplement le carré de la norme du gradient et donc l'assertion (i) s’écrit aussi

IVRf| < exp(—pt)RIV f].

Preuve de la proposition 5.6.6. (i)=>(ii)
D’apres le lemme 5.6.5, il suffit de montrer que (5.18) implique (ii). Pour cela, considérons la

fonction V(s) = exp(—ps)R/T'(B_sf). On écrira encore g = B_,f.

I'(g.Lg)

U'(s) = —pW(s) + exp(—ps)B[Ly/T(g)] — exp(—ps)R, T

~—

D’apres la formule de changement de variables (5.17), on a

ol D(r(y))
- iR
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Donc
/ L(['(g)) — 2T(g,Lg)  T(T'(9))
U'(s) = exp(—ps)R g2mg L 4(F<g)fl)3/2 -p F(Q)]
4T (9)(I3(g) — pL(g)) — T(T(g))
- oatope| 1T () |0
donc ¥ est croissante et W(t) > ¥(0), ce qui n’est autre que (ii).
(i1) = (iii)

Soit @ une fonction de classe C2. On note ¥(s) = B(®(R_,f)). D’apres la formule de change-
ment de variables (5.17),

V'(s) = RILO(B_f) — ¥/(B_,f)LR_,f] = R[®"(B_,/)TR_f].

En choisissant ®(x) = xlog x, on obtient, grace a (ii),

[Pts\/r_f}z]
B.f |

De plus, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour toutes fonctions h et k positives,

(B_Sk,)Z k2
< — . .
T B, " (5.19)

Avec h = f et k = /T'(f), on obtient
\I//(S) S €—2P(t—S)BB_S <¥) — e—2p(t—s)B (M) '

Il ne reste plus qu’a écrire

Entg (f) = ¥(t) - ¥(0)

([op(e7)

On applique 'inégalité précédente & f? en utilisant T'(f?)/f? = 4T(f).

(iii)=(i)
On utilise ici 'argument qui permet de comparer les inégalités de Poincaré et de Sobolev
logarithmique. Dans (iii), on remplace f par 1 + £g. Pour toute mesure de probabilité v,
quand € — 0,

VAN

Ent, (f)((1+4¢eg)?) = 2¢°Var,(g) + o(e?).
Comme de plus B(T'(1 +g)) = €?R(Tg), il vient
B(s?) — (B9)* < “VB((s).

qui est une inégalité de Poincaré locale qui est équivalente a C(p) d’apres la proposition 5.6.4.
[
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Exemple 5.6.8. Nous allons retrouver ici de maniere tres rapide que la mesure gaussienne
standard de R™ satisfait une inégalité de Sobolev logarithmique de constante 2 dont nous savons
déja qu’elle est optimale.

Le laplacien dans R™ vérifie le critére C(0). D’autre part, le semi-groupe associé au lapla-
cien (dit semi-groupe de la chaleur) admet la représentation suivante : pour toute fonction f
de classe C*™ a dérivées bornées,

Bf(x) = . f(y)eﬂﬁ-

Remarquons que (B)i>o est aussi, a une renormalisation en temps pres, le semi-groupe du
mouvement brownien standard sur R™.

Appliquons a présent le théoréme 5.6.6. La constante 2(1 —e~2%) /p se prolonge en 4t pour
p nulle. Enfin, remarquons que pour t = 1/2 et x = 0, on retrouve l’inégalité de Sobolev
logarithmique pour la gaussienne standard, ce qui achéve notre propos.

5.7 Inégalités pour la mesure réversible et criteres in-
tégrés

Lorsque p > 0, le critere de courbure permet d’obtenir les inégalités de Poincaré et de
Sobolev logarithmique pour la mesure invariante et le carré du champ associés a 'opérateur
L. 11 suffit pour cela de supposer que le semi-groupe est ergodique :

Définition 5.7.1. Un semi-groupe (R);>o de mesure invariante u est dit ergodique, au sens

L*(p), si
lim Bf = E,(f) dans L*(n).

On peut montrer qu'une condition suffisante d’ergodicité est que 'opérateur I' ne s’annule
que pour les fonctions constantes. Les semi-groupes de Kolmogorov sont toujours ergodiques
puisqu’alors T'(f) est égal & |V f°.

Si (B)s>0 est ergodique et p > 0, on peut faire tendre ¢ vers I'infini dans la proposition 5.6.4
pour montrer que p vérifie I'inégalité de Poincaré de constante 1/p et dans le théoreme 5.6.6
pour montrer que p vérifie 'inégalité de Sobolev logarithmique de constante 2/p.

Une question naturelle est alors de déterminer a quelle condition la mesure invariante p d’un
semi-groupe de Kolmogorov de densité exp(—®) par rapport a la mesure de Lebesgue vérifie
une inégalité de Sobolev logarithmique. Une condition suffisante évidente est alors de supposer
® strictement uniformément convexe c’est-a-dire que le spectre de la matrice hessienne de ®
est minoré par un nombre strictement positif.

Corollaire 5.7.2. Si la fonction ® sur R™ s’écrit comme la somme d’une fonction strictement
uniformément conveze U et d’une fonction bornée B, alors la mesure de probabilité v de densité
Z 5! exp(—®) vérifie une inégalité de Sobolev logarithmique.

Preuve. L’opérateur défini pour f dans A par
Lf=Af-VU-Vf

a pour mesure réversible la mesure de probabilité Z;' exp(—U) et vérifie le critere C(p) pour
un certain p > 0 car

L(f) = |[Hessf[l; + (HessUVf) - Vf > p|Vf[* = pT'(f).

Version de travail - Compilé le 18 avril 2006 a 18:37.



CHAPITRE 5. INEGALITES FONCTIONNELLES 64

La mesure Z;;' exp(—U) vérifie donc une inégalité de Sobolev logarithmique de constante 2/p.
On utilise ensuite le théoreme de perturbation pour conclure. O

Toutefois, ce critere peut étre affaibli lorsque 'on s’intéresse uniquement a la mesure ré-
versible, comme le montrent les résultats qui suivent.

5.7.1 L’inégalité de Poincaré pour la mesure réversible

Dans toute la suite du chapitre, nous nous placerons sous I'hypothese de réversibilité de
la mesure invariante. Nous regroupons dans la remarque suivante les conséquences de cette
hypothese auxquelles nous aurons recours de maniere intensive.

Remarque 5.7.3. 5@ la mesure invariante est réversible, on a en particulier :

Eu(r<f7 9)) = _Eu<ng) et Eu(Ef) = _Eu<r(f> Lf)) = Eu((Lf)Q)- (5.20)

Proposition 5.7.4. Si (B)i>0 admet p pour mesure réversible, est ergodique et si p > 0, les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Vi€ A Eu(B(f) > pE,(T(f))
(ii) Vf € A, Var,(f) < %Ep(F(f))-

Preuve.
(i) =(i)

L’invariance de la mesure et I'inégalité de Cauchy-Schwarz assurent que

—/fodu = /(Eu(f) — f)Lfdu < (Var,(f))"? (/(Lf)Qdu> 1/2,

donc, par (5.20) et (ii), il vient

(1)=(ii)

La clé est d’écrire

Vanf) = = [ 7 LR s

_ —2/000/(P;f)Ldeuds_Q/OOO/I‘(Ef)duds.

Posons ¥(s) = E,(I'(Rf)). On a alors
V() = 2 [T(RSLRS)d
= —2/E(Ef)du < —2P/F(Ef)du: —2p¥(s).

On a donc ¥(s) < exp(—2ps)W¥(0), d’apres le lemme de Gronwall. Ceci donne

2/000\1/(s)ds < (2 /OOO exp(—ZpS)ds) /F(f)du,
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ou encore

Var,(F) < > [ T(fdn

5.7.2 L’inégalité de Sobolev logarithmique pour la mesure réver-
sible

Sous I'hypothese supplémentaire de diffusion nous allons établir un critere suffisant mais
non nécessaire pour l'inégalité de Sobolev logarithmique.

Proposition 5.7.5. Soit (B):>o un semi-groupe de diffusion réversible et ergodique par rapport
a p et soit p > 0, satisfaisant l'assertion suivante, dite critére super intégral,

VieA E,(/L(f)) > pE.(e'T(f)). (5.21)

Alors la mesure p vérifie l'inégalité de Sobolev logarithmique

VfeA Ent(f?) < %E,xr(f)).

5.8 Concentration de la mesure

5.8.1 Cas de la mesure gaussienne

Théoréme 5.8.1. Soit I une fonction lipschitzienne sur R de norme de Lipschitz ||[F||,, < 1.
Alors, pour tout r > 0,
Y(F>E(F)+7r)<e /2 (5.22)

Preuve. Soit I une fonction de norme [|F||,, < 1. La fonction F' admet des moments expo-
nentiels de tous ordres par rapport a « car pour tout A > 0,

E, (eAF) < eAF(O)EV (e)‘m) < 0.

Afin de majorer v(F > E,(F) + r), appliquons l'inégalité de Markov (exponentielle). On
obtient ainsi, pour tout réel strictement positif A,

Y(F >E(F)+r)= 7(ex(lme(F)) > exr) < ef)\r]E’Y (ek(FfEﬂ,(F)))'

Nous sommes ramenés a controler la transformée de Laplace de F' — E,(F') sous . Pour ce
faire, le point clé est de montrer 'estimation sous-gaussienne suivante :

E, (A5 D)) < exp(A?/2). (5.23)
Ce controle assure alors que, pour tout v > 0,
Y(F —E,(F) >r) <exp(Ar + \?/2).

Une optimisation en A conduit alors a l'inégalité de déviation (5.22).
Prouvons a présent I'estimation (5.23). Dans un premier temps, nous supposerons que F
est de classe C* bornée. De plus, on peut considérer que F' est de moyenne nulle. Soit (NV;),s,
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le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck et A > 0. Notons H la transformée de Laplace de N;F
prise au point A : pour tout t > 0,

H(\) € E (F),
La fonction H est dérivable et sa dérivée vaut
H'(t) = AE, (eM*"LN,F).

Rappelons que N,F' converge, quand t tend vers l'infini, vers la fonction constante égale a
E,(F) =0 et |[N;F| < sup F donc, par convergence dominée, H(t) tend vers 1 quand ¢ tend
vers l'infini. Ainsi, nous pouvons écrire que

H(t)=1- /OOH’(S) ds.

VN,F|* dy.

H'(s) =\ / AMELNGF dy = — ) / VeMFYNFdy = —)\? / MV F

Par définition de N; et grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
IVN,F|” = e *|N,(VF)[> < e N, (|VF).

Remarquons enfin que puisque [|[F'[|,, <1 et F est réguliere, [VF| < 1. On obtient donc
H'(s) > —\%e % /e’\NsF dy = —X\H(s),
et par suite, H vérifie 'inéquation intégrale suivante :
H(t) <1+ )\ /OerSH(s) ds
t

Le lemme de Gronwall entraine alors la majoration

00 )\2
H(t) <exp ()\2/ e % ds) = exp (?62t>.
t

On aboutit finalement & P'inégalité souhaitée : E-(e*) = H(0) < /2,
L’extension de l'estimation (5.23) & toute fonction F telle que [[F'[|,, < 1 découle du lemme
d’approximation suivant.

Lemme 5.8.2. Soit (X,d) un espace métrique et u une mesure de probabilité sur la tribu
borélienne de X . Soit (F,,), oy une suite de fonctions intégrables telles que, pour tout n € N,
| Full,,, < 1, tendant presque sirement vers F', et telle que, pour tout entier n et tout réel
positif \,

E,, (M EulFn)) < X2, (5.24)

Alors F' est intégrable et vérifie l'inégalité (5.24)
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Preuve. Montrons, dans un premier temps, 'uniforme intégrabilité de la suite (F,), . Pour
ce faire, nous allons controler uniformément les moments d’ordre 2 en les décomposant de
maniere classique :

Eu(F7) = Eu(Fn = Eu(F))?) + (Eu(F)".
Pour controler le terme de variance, remarquons que l'inégalité (5.24) entraine I'inégalité de

concentration
2
p(|Fn = Bu(Fo)| > 7) <2677/,

En conséquence, on obtient la majoration suivante :
Ba((Fa = BuF)?) = [ 2rn(Fy—Bu(F)] 2 ) <4 [ rear =4
0 0

D’autre part on peut trouver une borne uniforme des espérances des (F,,), . En effet, soient m
assez grand pour que p(|F| < m) > 3/4 et ng tel que, pour tout n > ng, pu(|F, — F| > 1) < 1/4.
Alors pu(|F,| < m+1) > 1/2, pour n > ng. Soit maintenant 1 tel que 2¢1/? < 1/2. L’ensemble
{IF| <m+11\{|F, —E,(F,)| > r1} est non vide puisque de mesure strictement positive.
Pour n > ny, il existe donc w tel que

Fo(w) —E,(F,) <r et |F(w)]<m+1.

Nous avons ainsi obtenu la majoration |E,(F,)| <7 +m + 1, pourvu que n > ny.

On vient ainsi de montrer que sup,, E,(F?) < oo et donc que la suite (F},), est uniformément
intégrable. Il en découle alors que E,(|F]) < oo et que F,, converge vers F' dans L'(u). Par
conséquent, grace au lemme de Fatou,

Eu(e’\F) <liminfE, (e’\F") < liminf AEu(Fr)+22/2 e)‘E“(F)+’\2/2,
n—oo

n—oo

ce qui acheve la preuve du lemme. O
Soient G une fonction lipschitzienne bornée telle que |G|, < let (p.), une famille régula-

risante. Alors G. 2 p. = G est une fonction de classe C®°, bornée et Gl < G, <1
Ainsi, G, vérifie (5.23) et, d’apres le lemme ci-dessus, il en est de méme pour G, puisque (G-),
converge presque surement vers GG. L’extension a toutes les fonctions F' lipschitziennes telles
que ||F|[,,, <1 est obtenue de la méme maniere a I'aide de I'approximation suivante : si I est
une fonction lipschitzienne telle que [|F||,, < 1, alors F, © max(—n, min(F,n)) est bornée,
| Full,. < WFl,., <1et (F,), tend vers F presque slirement. O

Lip Lip

5.8.2 Concentration gaussienne et inégalité de Sobolev logarith-
mique
Il existe un lien tres fort entre la mesure gaussienne et 1'inégalité de Sobolev logarithmique.

Le résultat suivant souligne ce fait en établissant qu’une mesure qui satisfait a une inégalité
de Sobolev logarithmique vérifie la propriété de concentration gaussienne.

Théoréme 5.8.3. (Herbst) Soit . une mesure de probabilité sur R? vérifiant inégalité de

Sobolev logarithmique
Vf € CRRY), Bty (f?) < cEL(VF),

alors, pour toute fonction lipschitzienne F telle que HFHLP <1,

W(F>E (F)+r)<e ™/ et p(|F —E,(F) >r) <27/
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Preuve. Comme dans la preuve précédente, on suppose dans un premier temps que F' est de
classe cC'n fty bornée telle que || F||,, < 1.

Soit H(\) © E,(eM") la transformée de Laplace de F. L’inégalité de Sobolev logarithmique
appliquée & f? = e entraine l'inégalité suivante :

2 2
/)\FeAF dp— H(N)log H(A) = AH'(\) — H(\) log H(\) < % /eAF]VF\Q dp = X (\),

4
(5.25)
puisque

2 2
‘vexF/zf _ /\Ze)\F‘VF|2 < )\Z‘EAF'

De plus, H est une fonction strictement positive donc (5.25) s’écrit encore

H'(\) logH(\)
AH(N) 22

c
< -.
!
En posant K()) « (1/X)log H(A) pour A > 0, cela est équivalent a K’'(\) < ¢/4. Un déve-
loppement & ’ordre un nous assure de la convergence de K (\) vers E,(F'), quand A tend vers
0. Pour A > 0, comme K est continue sur [0, \] et dérivable sur ]0, A[,

ce qui correspond a l'estimation sous-gaussienne de la transformée de Laplace :

H()\) < e)\]EM(F)+(c/4)/\2.

L’inégalité de Markov permet aisément d’en déduire l'inégalité de déviation. L’extension a
toutes les fonctions lipschitziennes s’effectue par régularisation et troncature. O

5.8.3 Concentration pour la mesure exponentielle

Dans toute la section la mesure p désignera la mesure exponentielle (symétrique) sur R,
de densité (1/2)e~1#l. Tl parait clair qu’il est totalement illusoire d’espérer obtenir pour pu
des inégalités de Sobolev logarithmique et de concentration gaussienne. Nous allons toutefois
montrer que p vérifie une inégalité de Poincaré et une inégalité de Sobolev logarithmique
modifiée dont nous déduirons une propriété de concentration appropriée.

Exercice 5.8.4. Soit ¢ réguliere sur R. Montrer que

/ bdu = B(0) + / sen(2)!(z) p(do). (5.26)

Lemme 5.8.5. La mesure exponentielle (double) sur R vérifie une inégalité de Poincaré de
constante 4 : pour toute fonction f réquliere sur R,

Var, (f) < 4/f’2du.
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Preuve. Soit g(z) = f(x) — f(0). Alors, d’apres (5.26) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

fooe=s s fa) " 4)

Il ne reste plus qu’a remarquer que Var,(f) < [¢*dup et ¢’ = f. O

Théoreme 5.8.6. Pour tout 0 < p < 1 et toute fonction lipschitzienne f sur R telle que
|f'| < p presque partout,

2
Ent,(e/) < —— [ e/ du.
#( ) -1 P f H
Preuve. Quitte a changer f en f + a, on peut supposer que f(0) = 0. Comme, pour tout
u >0, —ulogu < —u + 1, nous avons

Entu(f):/fefdu—/efdulog/efd,ug/(fef—ef—l—l)du.

La relation (5.26) assure

/ (fe! — e+ 1)dy = / sen(z) () f(2)e!® (de).

Donc, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

1/2
Ent,, ( (/f’Qef d,u) (/f2ef du)

Encore par (5.26), nous pouvons écrire

[ 7267 au=2 [sgulo) /@) 70! )+ [sen(o) f(@)f (@ ()

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le controle | f/'| < p, nous obtenons donc

/fZef du < 2(/f’2ef du) - (/f%f du> - + p/fzef dp,
/f2 fdu<( ) /f’Qefd,u

2
Entu (6f) S Tp /f/2€f d,u,

ce qui acheve la preuve. O

ou encore,

On a donc montré que

Théoreme 5.8.7. Soit F' de R" dans R telle que
max [,F| <1 et Y (0;F) <a’

1<i<n -
=1

presque partout. Alors, pour tout r > 0,

(e framer}) <on(-Lun(r 22))
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Preuve. Pour toute fonction F' sur R™ telle que max;<;<, |0;F| < 1 presque partout et tout
A tel que, |A] < p <1,

2\ -
Ent,. (e*) < T / Z (8, F)*eM dum. (5.27)
=1

Fixons p = 1/2 dans un premier temps. Supposons de plus que Y. (0;F)* < a* presque
partout. Alors, d’apres (5.27),

Ent,n (e’\F) < 40’ )\? /e’\F du',
pour tout |A| < 1/2. Soit H définie sur [—1/2,1/2] par

H()\) — /eAF—4a2)\2 dun
L’inégalité précédente peut se reformuler ainsi : pour A € [—1/2,1/2],
AH'(N) < H(X\)log H()).

On obtient alors, en intégrant cette relation que, pour A € [—-1/2,1/2],

/e)‘F du"™ < exp (/\ /F du™ + 4a2/\2).

L’inégalité de Markov exponentielle fournit 'inégalité de déviation habituelle :

’un({FZ/Fdlun_i_r}) Se—)\T’+4a2/\27

que l'on minimise en A € [—1/2,1/2]. On prendra ainsi A = r/8a® si r < 4a® et A = 1/2 si
r > 4a?. Ceci assure alors que, pour tout r > 0,

o ({r> frarsr}) <on(-Lun (. 22))

Corollaire 5.8.8. Soit f de R dans R telle que |f'| < 1. Soient Xy,..., X, des v.a. i.i.d. de
loi . Alors, pour tout r > 0,

d

Remarque 5.8.9. Ar fixé, on reconnait dans cette expression la queue exponentielle pour
les petites valeurs de n et la queue gaussienne (qui vient du théoréme limite central) pour des
grandes valeurs de n.

=3 (X — EF(X)

> 7“) < 2exp (—g min(r, r2/4)>.

L’exemple de la mesure exponentielle est en fait généralisable a toutes les mesures vérifiant
une inégalité de Poincaré.
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Théoréme 5.8.10. Soit 1 une mesure de probabilité sur R qui vérifie l'inégalité de Poincaré
de constante ¢ : pour toute fonction f localement lipschitzienne,

Var, (f) < c/]VfEdu.

Alors pour toute fonction f telle que ||V f|| . < p < 2//c,
cl2+ p\/E ’ c 2
Entu(ef) < 5(2——p\/6) 6pﬁ/|Vf] ef du
Corollaire 5.8.11. Soit F' de (R?)" dans R telle que

n

max |V, F| <b et Z(VZF)2 <a?

1<i<n
i=1

presque partout. Alors, pour tout r > 0,

n F>/Fd"+ < Lo
M = H r = exp K b’ 4g2 ’

ou K s’exprime en fonction de la constante de Poincaré c.

5.9 Inégalités de transport

5.9.1 Distances de transport

Soit (E, d) un espace métrique muni de la tribu borélienne F. Notons P, I’ensemble des me-
sures de probabilité sur (E, F). Pour tout k > 1, soit P, 'ensemble des mesures de probabilité
wsur (E,F) qui admettent un moment d’ordre k, i.e. telles que, pour tout y € F,

/d(x,y)k p(dr) < oco.

Remarque 5.9.1. La mesure p € Py appartient a Py, si et seulement si, il existe z € E tel
que

/d(az, 2)* u(dx) < oo.

Définition 5.9.2. Soit u et v deux éléments de Py et soit P(u,v) 'ensemble des mesures de
probabilité sur £ x E admettant comme marges pu et v. On définit 'application Ty sur Py x Py
par

To(u, v) = in {/1x¢y7r(d1:,dy) e P, y)}.

Pour k > 1, on définit, de plus, l'application T}, sur P X Py par

To(p, v) = (inf { / d(xl;y)k r(dz,dy) : 7 € Py, y)})l/k.

Proposition 5.9.3. Pour k =0 ou k > 1, l'application T}, est une distance sur Py.
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La distance T} coincide, a une constante pres a la notion de variation totale. Soit p une
mesure signée sur (F, F), la norme en variation totale de u est définie par :

Il elly7 = sup {/ fdu, f mesurable bornée par 1}.

Proposition 5.9.4. Pour toutes mesures i et v de Py,

1
To(p,v) = 5”# — vy
Preuve. Montrons une inégalité. Soit pu et v dans Py. Par définition,
To(p, v) = inf {P(X #Y)},

ol l'infimum est pris sur les variables aléatoires X et Y a valeurs dans E de lois respectives p
et v. Soit f mesurable et bornée par 1 et 7 € P(u,v),

l/ﬁm—/fm'=tﬂﬂ@—f@»ﬂwwwﬁiﬂﬂ@—f@»h#WM%@)
< 2/1x¢y7r(dq:,dy) < 2To(u, v).

Donc || = vllpy < 2To(p, v). O

Exercice 5.9.5. Montrer que si v admet f pour densité par rapport a p alors
= vlr = 17 = U

Dualité de Monge-Kantorovitch

Il est possible d’obtenir une formulation duale analogue a celle de la variation totale pour
les distances T}, k > 1.

Théoreme 5.9.6. On a la représentation duale suivante des distance de transport :

inf//T(x,y)w(dx,dy) —aup {/gdu—/fdu},

ot l'infimum est pris sur les mesures de probabilité sur E x E muni de la tribu produit tandis
que le supremum est pris sur les fonctions mesurables bornées telles que pour tous x et v,

9(r) < fly) + T(x,y).

Ti(p,v) = sup [/fdv—/fdu],

ou le supremum est pris sur les fonctions f 1-lipschitziennes
De méme
Ty(p,v)? = sup Ugdv — /fdu},
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pour f et g telles que, pour tous z, ¥,

o(x) < 1) + le — ol

Remarquons que le choix optimal pour g s’écrit

yeRd

o) = int, | 1) + glo = oF|

5.9.2 Inégalité de Csiszar-Kullback

Il s’agit de montrer que, de maniere générique, la distance T est controlée par I'entropie
relative.

Théoreme 5.9.7. Soit p et v dans Py tels que v admet la densité f par rapport a .

lv = ullyz < V/2Ent(v] g) = \/2Ent, ().

On dira alors que la mesure p vérifie l'inégalité de transport Ty de constante 2.

Preuve. La démonstration repose sur une inégalité astucieuse due a Pinsker : pour tout u > 0,
3(u—1)* < (2u+4)(ulogu —u +1).

D’apres les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Pinsker,

Jir=1ian <[22 o =T+ Ta

3

< \//Zf;4du\//flogfdu
< ”2/flogfd,u:\/2Entu(f).

D’apres l'exercice 5.9.5, le résultat s’ensuit. O

5.9.3 Inégalité de transport pour le cotiit linéaire

Il est possible de caractériser les mesures p qui vérifie une inégalité de transport 7T : ce
sont les mesures pour lesquelles la transformée de Laplace de toute fonction lipschitzienne est
sous-gaussienne.

Théoreme 5.9.8. La mesure p vérifie l'inégalité de transport Ty de constante ¢ > 0 si

dv
Ty (p,v) < y/cEnt (—), IT1(c)
1 o d,u
st et seulement si, pour tout A > 0,
/e’\f dp < M T duteX*/a, IE(c/2)
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Preuve. Notons ¢ la densité de v par rapport a p. L’inégalité de transport IT1(c) assure que
pour toute fonction f lipschitzienne telle que || ||, <1,

/fdu—/fdu < \/cEnt, (),

ou, de maniere équivalente, pour tout A > 0,

/fdy—/fd,ug %—l—%Entu((p).

L’inégalité précédente peut encore s’écrire

/W dp < Ent,(¢),

ou 'on a noté

)\2
z/z:)\f—A/fdu—CT.

En choisissant alors ¢ égale & ¥/ [e? du, il vient que log [e¥ du < 0 ce qui n’est rien d’autre
que [E(c/2).
La formule variationnelle de ’entropie (5.5) assure que la réciproque est vraie. o

Corollaire 5.9.9. Si la mesure de probabilité j sur R vérifie une inégalité de Sobolev loga-
rithmique

Eut, () < [197 du.
alors elle vérifie 'inégalité de transport 1T1(c).

Preuve. D’aprés 'argument de Herbst (théoreme 5.8.3), I'inégalité de Sobolev logarithmique
de constante ¢ implique l'intégrabilité exponentielle IC(c/2) et donc I'inégalité de transport
IT1(c). O

Corollaire 5.9.10. La mesure de probabilité u sur R vérifie 'inégalité de transport IT1(c)
st et seulement si elle vérifie la propriété de concentration gaussienne pour les fonctions lip-
schitziennes : si F' est de (semi-)norme de Lipschitz inférieure a 1,

p(|F =By (F)| > 7) < 2777,

Preuve. L’inégalité IT1(c) implique IE(c/2) qui implique la concentration gaussienne des
fonctions lipschitziennes. Réciproquement, on applique la formule

E(X) = /0 TBX > 1) dt

a e!” pour obtenir IE(c/2). O
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5.9.4 Inégalité de transport pour le coit quadratique

On souhaite étudier a présent l'inégalité de transport IT2. Il faut pour cela avoir recours
a quelques notions de la théorie des équations aux dérivées partielles. L’équation aux dérivées
partielles non linéaire suivante, dite de Hamilton-Jacobi, de condition initiale f supposée
lipschitzienne bornée,

(. z) + %|Vv(t,x)]2 — 0 si(tz) €0, 00[xRY,

5.28
v(0,7) = f(z) si z € RY, (5.28)

admet pour solution la fonction @ définie sur ]0, co[xR? par

Qufte) = i, | 1) + gle = o]

yEeR

La famille (Q,), définit un semi-groupe de générateur infinitésimal (non-linéaire) —(1/2)|V f|>.
Rappelons que )1 f, que nous noterons () f, apparait comme le choix optimal de la fonction
g dans la version duale de la distance 75, c¢’est-a-dire que

Ty(p,v)* = sup {/Qfdv - /fdu}-

Hypercontractivité des solutions de Hamilton-Jacobi

Il s’agit ici de relier I'inégalité de Sobolev logarithmique a une propriété d’hypercontracti-
vité du semi-groupe de Hamilton-Jacobi dans 'esprit du théoréeme de Gross 5.4.2.

Théoréme 5.9.11. Soit u une mesure de probabilité sur R* absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesque. Sl existe c tel que pour toute fonction réguliére f sur R,

Ent,(f?) < c/|Vf|2du, (5.29)

alors, pour toute fonction mesurable bornée f sur RY, tout t > 0 et tout a € R,

1% 0 sse < N1€” (5.30)

Réciproquement, si (5.30) est vérifiée pour tout t > 0 et un réel a non nul, alors p vérifie
Uinégalité de Sobolev logarithmique (5.29).

Remarque 5.9.12. L’application a — ||ef||a est bien définie pour tout a € R, et se prolonge
par continuité en 0 par el fan.

Preuve. Soit F' la fonction sur R, par
— || ,Qtf
F(t) = He ||>\(t)’

ou A(t) = a+ 2t/c. La fonction F' est dérivable en tout point ou A(t) # 0 et I'on a alors :

p
AE)2F()MO7LE (1) = ZEnt, (X09) 4 /A(tyatQtfeA(t)Qtf d.
C

Version de travail - Compilé le 18 avril 2006 a 18:37.



CHAPITRE 5. INEGALITES FONCTIONNELLES 76

Puisque
1
0Quf (2) = —5VQuf (),
on obtient donc,

A(t)?

2
)\(t)2F<t)>\(t)—1F/(t) — EEnt“ (ek(t)Qtf) _ /T|thf|26)\(t)Qtf d'LL

L’inégalité (5.29) appliquée a eA®/2%f assure que F'(t) < 0 pour tout ¢ > 0 (sauf peut-étre
en un point lorsque a < 0). La fonction F' est décroissante, ce qui fournit ’hypercontractivité.
Réciproquement, I’hypercontractivité assure que F’(0) < 0, ce qui implique

2 1
“Ent, (e*) < §/|an|2eaf dp.
c

Puisque a est supposé non nul, I'inégalité précédente est bien (5.29). O

Inégalité de Sobolev logarithmique et inégalité I'T2

Théoreme 5.9.13. Supposons que p soit absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue sur RY. Si p vérifie 'inégalité

Ent, (%) < / V£ dp,

toute fonction réguliére f sur R?, alors pour toute mesure de probabilité v absolument continue

par rapport a i,
To(p,v) < \/cEnt(v| p).

Preuve. Soit g une fonction lipschitzienne bornée sur R¢. Puisque, pour A > 0, Q(\g) = AQxg,
on a

Q) =201Q0) + 5 IVQOY)

Appliquons I'inégalité de Sobolev logarithmique (5.29) & la fonction f = e(1/9)QA9) L fonction
G(\) = [e#/909) dy; vérifie donc I'inéquation différentielle

AG'(\) < G(N) log G(N).

Puisque G'(0) = (1/¢) [gdp, il vient que
/ (/90 gy, < /) fadn

Cette inégalité est équivalente a une inégalité de transport I'T2. En effet, en vertu du théoreme
5.9.6 (on note ¢ la densité de v par rapport a p),

Ty(p,v)? < cEnt,(p)
est équivalent a

sup [ / Qf dv — / f du] < cEnt, ()
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puisque @ f est le choix optimal pour g. De I'inégalité précédente, on déduit que
/ Yo dp < cEnt, (@),

o) = Qf — [ f du, qui est valable pour tout ¢, ce qui est équivalent a dire que fe(l/c)w dp < 1.
O
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Chapitre 6

Exercices et devoirs

6.1 Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck

Soit (£2,A,P) un espace probabilisé. Soit (B:),5, un mouvement brownien dans R. On
note, pour tout s > 0, Fy = 0(B,, 0 < u < s) et F = (Fy),5 la filtration engendrée par le
mouvement brownien. Soit ¢ > 0 et § € R. On considere 1’équation différentielle stochastique
suivante (dite de Langevin) :

AV, = =V, + odB;, (6.1)
avec condition initiale V[, variable aléatoire réelle de carré intégrable indépendante de F.
1. En quels sens a-t-on existence et unicité de la solution de I’équation (6.1)?

2. Calculer le générateur infinitésimal de (V}),5,. Montrer que le processus (V}),5, admet
une mesure invariante gaussienne que 1’on calculera. Est-elle réversible ?

3. Pour tout ¢ > 0 on définit .
M, = / e’*dB,.
0

Montrer que (M;),, est une F-martingale dont on précisera la variation quadratique.

4. Résoudre I’équation (6.1). On pourra pour cela écrire la formule d’intégration par partie
pour d(e’V}).

5. On suppose que Vj est une v.a.r. gaussienne de loi N'(m, @) indépendante de F. Montrer
que V; est encore de loi normale et préciser sa moyenne et sa variance. Que se passe-t-il
siVp =z ps.?A quelle(s) condition(s) sur les coefficients (§ et o, le processus (V;)
converge-t-il en loi quand t — oo ? Quelle est sa limite ? Faire le lien avec la question 2.

6. Supposons a présent que m = 0. Calculer, pour 0 < s < t, Cov(Vj, V). Quelle condition
faut-il imposer sur V; pour que Cov(V;, V;) ne dépende que de t — s? Que dire alors de
la loi de V; pour tout t > 07

7. On introduit & présent le processus (X;),-, en posant

t
Xt :X[)‘i‘\/‘/jgdS,
0

ou X est une v.a. gaussienne (éventuellement dégénérée) indépendante de V; et de F.
Montrer que pour tous 0 < s < ¢,

o [t
X, = X, + B/ [1 _ e—ﬁ(t—u)} dB,

78
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En déduire que X; est une v.a. gaussienne dont on précisera les parametres. Calculer
Cov (X, Xt). En déduire que pour tous 0 = tg < t; < - -+ < t,, le vecteur (Xy,,..., Xs,)
est gaussien. Donner sa matrice de covariance.

8. Montrer que si § — 400 et f/o — 1 alors pour tous 0 =ty < t; < --- < t,, le vecteur
(X4, - - -, Xy,) converge en loi vers le vecteur (By,, ..., By,).

9. Montrer que la densité f(¢,z,v) de la loi de (X;, V;) est solution faible de I’équation aux
dérivées partielles

2
Of +00,f = 001 + PO, ().

Cette équation appartient a la classe des équations cinétiques (ou intervient la vitesse).
Elle décrit I’évolution de la densité de particules ayant la vitesse v au point x a I'instant
t. La dynamique des particules est donnée par le principe fondamental de la dynamique :
I’accélération est égale a la somme des forces qui s’exercent sur la particule : en 'occu-
rence des forces aléatoires dues aux chocs avec les particules du milieu (d’ou le brownien
et le laplacien) et un terme de friction (force qui s’oppose a la vitesse comme le vent que
'on a toujours dans le nez a vélo).

6.2 Semi-groupe de Markov

6.2.1 Exemples de semi-groupes

Exercice 4. FExemples classiques

Montrer que les familles de noyaux suivantes sont des fonctions de transition homogenes.
Calculer pour chaque exemple le générateur infinitésimal, la (ou les) mesures invariantes (sont-
elles de masse fini, réversibles,...) et opérateur carré du champ. Montrer que ce sont des
semi-groupe de Feller.

1. Translation a vitesse constante : £ =R, & = B(R). soit v € R,
Pt(l', ) = 5x+vt-

2. Processus de Poisson. £ =R, £ = B(R),
0o o
Py(x,dy) = Ze tm wn(dy).
n=0 )

3. Processus de Poisson composé : soit m une mesure de probabilité sur un espace (E, ).
Montrer que 1'on peut définir par récurrence une probabilité de transition 7" par

7 (z, A) = /E7r(w,dy)7r”_l(y,A).

En déduire que

",
Pt(xudy) = € tgﬂ— (Iady)7
k=0 '

est une fonction de transition. Quelle est la dynamique associée ?

4. Mouvement brownien : £ =R, & = B(R), P,(z,-) est la mesure gaussienne N (z,t).
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5. Mouvement brownien réfléchi : £ = R*, & = B(R"), Pi(z,-) est la mesure de densité

(o) e ()]

Exercice 5. Noyaux tordus
Montrer que les deux familles de noyaux suivantes sont des fonctions de transition marko-
viennes sur (R, B(R,)) :

1 Pf(x) = et fa) + / m% exp(—t/y)(y) dy,

2 Qufle) = e+ 0+ ) £t +y) dy.

T+t

t
(t+y)?
Exercice 6. Semi-groupes de convolution
Soit (f1¢)yso une famille de mesures de probabilité sur R? telle que

(i) pour tous s, > 0, fis * fiy = flstt,
(ii) po = do et %ing Hy = dp au sens
On pose alors pour ¢t > 0,
By(x, A) =/ La(z +y) m(dy).
R4

Soit X un processus associé a un semigroupe de convolution.
1. Montrer que P; est un semi-groupe de Feller.
2. Montrer les accroissements de X sont indépendants.

3. Montrer que la loi de 'incrément X; — X, est p;_s (on dit que le processus est a accrois-
sements stationnaires).

Un processus a accroissements indépendants et stationnaires est appelé processus de Lévy.

4. Donner des exemples de processus de Lévy.

6.2.2 Chaines de Markov a temps continu

Exercice 7. L’espace a deux points
Considérons l'espace a deux points F = {—1,1} que nous munissons de la mesure de Bernoulli

uniforme 3 < (1/2)(6—1 + 01). Toute fonction f : E — R peut s’écrire f(x) = a + bx avec a
et b réels. On introduit alors la famille (F;), d’opérateur définis par

Pf(x) & /E )L+ e tay) B(dy) = a + e b

1. Montrer que le générateur infinitésimal de P, vaut Af(z) = —bx.

2. On représente les fonctions par des vecteurs de R? et les opérateurs par des matrices.
Que vaut A? Quelles sont ses valeurs propres et les vecteurs propres associés ?

3. Que vaut e ? Quelles sont ses valeurs propres et les vecteurs propres associés ?
4. Vérifier la propriété de semi-groupe de F;.

5. Le semi-groupe admet-il une mesure invariante ? symétrique ?
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6. Que vaut 'opérateur carré du champ ?

Exercice 8. Un exemple numérique
Soit X le processus a temps continu de générateur

1. Calculer P,.
2. Quelle est la probabilité invariante p de X 7

3. Qu’observe-t-on ?

6.2.3 Diffusion sur un intervalle

Exercice 9. Processus de Bessel
Soit d > 2 et B un mouvement brownien sur R?. On définit le processus R comme la norme
de B, c’est-a-dire : pour tout t > 0,

Rei= Bl = (B2 + -+ (B)2.

Si B est issu de z alors R est issu de r = |z|.
1. Montrer que {0 < s <t, Ry =0} est de mesure nulle.
2. Montrer que

d
W o= ZW(i) avec pour 1 <7 <d, Wt(i) = /
0

i=1
est un mouvement brownien.

3. Montrer que R est solution de

fd—1
= B;.
Rt 7“+\/0 2Rs dS‘l‘ t

On pourra appliquer la formule d’It6 pour décrire I’équation satisfaite par Y := R?, puis
appliquer a nouveau la formule d’It6 a la fonction

3 3 1,

VY, siy > e,

avant de passer a la limite € — 0.

sty <e
ga(y) =

Exercice 10. Carrés de Bessel
On s’intéresse au processus solution de

dX, = 0dB, + %dt —AX,dt.

t

1. Pour quelles valeurs des parametres o, o et A\, n’y a-t-il pas explosion ?
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2. Quelle est la mesure invariante de X ?

3. Soient Y ... Y@ les processus réels solutions de
ay" = aB® — \y,"dt,

issus de 1 avec A > 0 et les (B™); des mouvements browniens réels indépendants. Quelle
équation le processus Z défini par

vérifie-t-il 7
4. Quelle est la loi de Z; 7

5. Montrer que la loi de Z; converge vers sa mesure invariante.

Exercice 11. Projection
On considere a présent le processus solution de

dX, = /1 — X2dB, — \X,dt.

1. Pour quelles valeurs du parametre A\, n’y a-t-il pas explosion ?
2. Quelle est la mesure invariante de X ?

3. Lorsque A = n — 1, peut-on interpréter géométriquement X (voir le titre de l'exercice) ?
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