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Intégration et probabilités - Terminal - Corrigé

Exercice 1.

1. Pour tous a et b réels, on a 2|ab| ≤ a2 + b2. Donc

|fg| ≤ 1
2
(
f2 + g2

)
et

∫
E
|fg| dµ ≤ 1

2

(∫
E
f2 dµ +

∫
E
g2 dµ

)
< +∞.

La fonction fg est donc intégrable.

2. L’intégrale d’une fonction positive appartient à R+.De plus, par linéarité de l’intégrale, puisque f2, fg et g2

sont intégrables, ∫
E
(f + αg)2 dµ =

∫
E
f2 dµ + 2α

∫
E
fg dµ + α2

∫
E
g2 dµ.

3. Le discriminant (réduit) du trinôme ci-dessus est donc toujours négatif :

∆′ =
(∫

E
fg dµ

)2

−
∫

E
f2 dµ

∫
E
g2 dµ ≤ 0

ce qui est l’inégalité demandée.

Exercice 2.
1. La fonction t 7→ ext/

(
et + e−t

)
est continue sur R, équivalente à e(x−1)t en +∞ et à e(x+1)t en −∞. Elle donc

intégrable sur R si et seulement si x ∈] − 1, 1[. En d’autres termes, L(x) est fini si et seulement si x ∈ J (si
x /∈ J , L(x) = +∞).

2. La fonction F : (t, x) 7→ etx/ ch(t) est de classe C∞ en ses deux variables. De plus,

∂xF (t, x) =
tetx

ch t
et ∂2

xxF (t, x) =
t2etx

ch t
.

Soit A ∈]0, 1[. Puisque

sup
x∈[−A,A]

|∂xF (t, x)| ≤ |t|eA|t|

ch t
et sup

x∈[−A,A]

∣∣∂2
xxF (t, x)

∣∣ ≤ t2eA|t|

ch t

et ces deux fonctions majorantes sont intégrables sur R. La fonction L est donc de classe C2 sur ]−A,A[ et

∀x ∈]−A,A[, L′(x) =
1
π

∫
R
t
etx

ch t
dt et L′′(x) =

1
π

∫
R
t2

etx

ch t
dt.

Ce résultat étant vrai pour tout 0 < A < 1, L est de classe C2 sur J .

3. Pour tout x ∈ J , L′′(x) est l’intégrale d’une fonction positive intégrable donc L′′(x) est un réel positif : L est
convexe sur J . De plus,

(lnL(x))′′ =
L′′(x)L(x)− L′(x)2

L(x)2
.

Or,

L′(x)2 =

(∫
R

tetx/2

√
π ch t

etx/2

√
π ch t

dt

)2

≤
(∫

R

t2etx

π ch t
dt

)(∫
R

etx

π ch t
dt

)
= L′′(x)L(x),

d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Ainsi, lnL admet une dérivée seconde positive, c’est donc une fonction
convexe.
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4. On applique le lemme de Fatou à la suite de fonctions mesurables positives (fn)n définie par

∀t ∈ R, fn(t) =
2
π

etxn

et + e−t
.

et on en déduit

lim inf
n→∞

L(xn) ≥
∫

R
lim inf
n→∞

2
π

exnt

et + e−t
dt =

∫
R

2
π

et

et + e−t
dt = +∞.

Donc L(xn) tend vers +∞ lorsque n tend vers ∞ et L(x) tend vers +∞ lorsque x tend vers 1 par valeurs
inférieures.

5. On fait le changement de variables v = (1− x)t pour obtenir

L(x) =
2

π(1− x)

∫
R

exv/(1−x)

ev/(1−x) + e−v/(1−x)
dv =

2
π(1− x)

∫
R

e−v

1 + e−2v/(1−x)
dv

6. Pour toute suite (xn)n d’éléments de ]0, 1[ qui converge vers 1, on a

e−v

1 + e−2v/(1−xn)
−−−→
n→∞


e−v si v > 0,

1/2 si v = 0,

0 si v < 0.

De plus, pour tout x ∈]0, 1[,

e−v

1 + e−2v/(1−x)
≤ e−v1{v≥0} +

e−v

e−2v/(1−x)
1{v<0} ≤ e−v1{v≥0} + ev1{v<0} = e−|v|

et la fonction v 7→ e−|v| est intégrable pour la mesure de Lebesgue sur R. Le théorème de convergence dominée
assure donc que

lim
n→∞

∫
R

e−v

1 + e−2v/(1−xn)
dv =

∫
R
e−v1{v>0} dv = 1.

On en déduit donc que

lim
x→1−

(1− x)L(x) =
2
π

.

7. Soit f : R → R+ mesurable.

E(f(T )) = E(f(ln |X|)) =
∫

R
f(ln |x|) 1

π

1
1 + x2

dx

=
∫

R∗−
f(ln |x|) 1

π

1
1 + x2

dx +
∫

R∗+
f(ln |x|) 1

π

1
1 + x2

dx

=
∫

R∗−
f(ln(−x))

1
π

1
1 + x2

dx +
∫

R∗+
f(lnx)

1
π

1
1 + x2

dx.

Dans les deux intégrales ci-dessus, on fait les changements de variables respectifs suivants : t = ln(−x) et t = ln x
pour obtenir

E(f(T )) =
∫

R
f(t)

1
π

1
1 + e2t

et dt +
∫

R
f(t)

1
π

1
1 + e2t

et dt =
∫

R
f(t)

1
π

1
ch t

dt,

ce qui est le résultat demandé.

8. D’après la question précédente,

E(|T |) =
∫

R

|t|
π ch t

dt < +∞.

La v.a. T est donc intégrable. La densité de sa loi est paire donc E(T ) = 0. La variance de T est donc donnée
par

V(T ) = E
(
T 2
)

=
∫

R

1
π

t2

ch t
dt,

qui n’est pas simple à calculer... Pour tout x ∈ R, L(x) = E
(
exT
)
.

2



9. On a

E
(
T 2
)

=
∫

R

t2

π ch t
dt.

Donc, d’après la question 2, E
(
T 2
)

= L′′(0). D’après la forme explicite de L, on a L′′(0) = π2/4. Puisque
E(T ) = 0, la variance de T est égale à E

(
T 2
)

et donc V(T ) = π2/4.

10.. Puisque T1 est intégrable d’espérance nulle, la suite (Sn/n)n converge vers 0 presque sûrement en vertu de
la loi des grands nombres.

11.. Soit r > 0 et λ ∈]0, 1[, alors en utilisant successivement la croissance de l’application x 7→ eλx, l’inégalité
de Markov, le fait que les v.a. (Ti)1≤i≤n sont i.i.d. et la forme explicite de L, on a

P
(

Sn

n
≥ r

)
= P

(
eλSn ≥ eλnr

)
≤

E
(
eλSn

)
eλnr

≤ e−nλrL(λ)n ≤ e−n(rλ+ln cos(πλ/2)).

Il ne reste plus qu’à optimiser en λ. La fonction

λ ∈]0, 1[7→ rλ + ln cos(πλ/2)

est minimale en λr solution de r− π
2 tan

(
πλr
2

)
= 0, c’est-à-dire pour λr = 2

π arctan
(

2r
π

)
∈]0, 1[. Donc, pour tout

r > 0,

P
(

Sn

n
≥ r

)
≤ e−nI(r),

avec

I(r) = rλ + ln cos(πλr/2) =
2r

π
arctan

(
2r

π

)
+ ln cos

(
arctan

(
2r

π

))
.

Exercice 3.
1. La v.a. X est à valeurs dans N∗. Donc FX(t) = 0 pour tout t < 1. Soit t ≥ 1 alors

FX(t) = P(X ≤ t) = P(X ≤ [t]) =
[t]∑

k=1

p(1− p)k−1 = 1− (1− p)[t].

La variable aléatoire Y est positive. Donc FY (t) = 0 pour tout t < 0. De plus, pour tout t > 0,

P(Y ≤ t) =
∫ t

0
λe−λx dx = 1− e−λt.

2. D’après le théorème de Tonelli,

P(X ≤ Y ) = E
(
1{X≤Y }

)
=
∫

R2

1{x≤y}P(X,Y )(x, y)

=
∫

R

∫
R
1{x≤y}PX(x) dPY (y) =

∞∑
k=1

∫
R
1{k≤y}p(1− p)k−11{y>0}λe−λy dy

=
∞∑

k=1

p(1− p)k−1

∫ ∞

k
λe−λy dy =

∞∑
k=1

p(1− p)k−1e−λk

=
pe−λ

1− (1− p)e−λ
.

3. Soit k ∈ N∗. Alors, par indépendance de X et Y ,

P(Z = k) = P(X = k, Y > k) + P(X = k, Y = k) + P(X > k, Y = k)
= P(X = k)P(Y > k) + P(X = k)P(Y = k) + P(X > k)P(Y = k)
= P(X = k)P(Y > k) = p(1− p)k−1e−λk,

puisque P(Y = y) = 0 pour tout y ∈ R.

4. Soit l ∈ N et a et b deux réels tels que l < a < b < l + 1. On a, puisque X est à valeurs dans N,

P(a < Z < b) = P(a < Y < b, X ≥ l + 1) =
(
e−λa − e−λb

)
(1− p)l.

3


